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Resumen

Introduccion. En el proceso didactico de ampliacion de los naturales a los enteros interviene
un tipo de medidas cuya integracion en los sistemas numéricos conocidos — naturales y ente-
ros - no es inmediata ni correcta. Por el contrario, se ajustan a una tercera estructura numeérica
— sistema de los nimeros naturales relativos - que presenta cinco diferencias con respecto a la
estructura de los nimeros enteros. En este trabajo se expone una parte del estudio realizado

para comprobar que dichas diferencias también se manifiestan en el &mbito cognitivo.

Método. Se emplea el metaandlisis cualitativo y el andlisis didactico para el estudio teorico y
el andlisis de respuestas, estudio descriptivo y analisis de correspondencias a respuestas a

cuestionarios estructurados.

Resultados. Las estructuras algebraicas y la naturaleza epistemologica y fenomenoldgica de
los nimeros naturales relativos y los nimeros enteros son diferentes, y los sujetos distinguen
ambos tipos de numeros respondiendo de manera diferente a situaciones propias de ambas

estructuras numeéricas.

Discusion. Los resultados confirman las conjeturas y refuerzan la necesidad didactica de una
nueva organizacion para el campo aditivo elemental en la que se tenga en cuenta la relatividad
aditiva y los nimeros naturales relativos, al igual que se hace con la proporcionalidad y los

numeros fraccionarios en el campo multiplicativo.

Palabras clave: Enteros, Numerous dirigidos, Campo conceptual aditivo, Pensamiento numé-

rico, Comprension de la aritmética.

Recibido: 19/12/08  Aceptacion inicial: 30/12/08  Aceptacion final: 23/01/09

-310 - Electronic Journal of Research in Educational Psychology. ISSN. 1696-2095. No 17, Vol 7 (1) 2009, pp: 309-340



Diversidad estructural y semiodtica en el proceso didactico de ampliacion de los naturales a los enteros: un estudio sobre
comprension en el campo de la relatividad aditiva

Abstract

Introduction. In the current didactical process dealing with the transition from natural num-
bers to integers, is working a kind of measurements with no inmediate, neither correct from a
conceptual point of view, integration within the known numerical systems. We refer to metric
and comparative notions for which a third numerical system — that we now call “relative natu-
ral” numbers — is needed; it is a numerical system which presents five structural differences
from those of natural numbers and integers. In this paper we bring to front a part of a study

fulfilled to make evident that the above mentioned differences are also cognitive.

Method. Qualitative metaanalysis and Didactical Analysis for theoretical questions and de-
scriptive statistics and correspondences analysis to structurated questionnaires responses for

the empirical study.

Results. The epistemology and phenomenology of relative natural nusmber and integer num-
bers systems are different and a sample of individual responses to a structured questionnary
show diferenciated meanings and internal representations when they answer to questions

about the two kinds of situations from both numerical structures.

Discussion. The results are agree with conjectures and claim for a new organization for the
additive numerical field, in which additive relativity and relative natural numbers would be
considered, as it is the case of proportionality and fractions in the multiplicative conceptual

field.

Key words: Integers; Directed numbers; Additive conceptual field; Numerical thinking; Un-

derstanding arithmetic.
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Introduccion

Durante mas de tres milenios de Historia de la Matematica (Gericke, 1996), en lo que
se ha llamado “un proceso historico sorprendente” (Glaeser, 1981), han coexistido, de mane-
ra informal (Clawson, 1994), diferentes tipos de conceptos numéricos en el campo aditivo

(Schubring, 1986). De entre ellos, los que hoy conocemos como enteros negativos y positivos
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(Euler, 1840), son resultado de un proceso de formalizacién culminado con la aplicacion del
principio de permanencia de las leyes formales (Pycior, 1981). Dicho proceso, parcialmente
justificado desde el punto de vista 16gico (Russell, 1973)' y bien establecido desde el punto de
vista matematico (Feferman, 1989), no soluciona, sin embargo, numerosos problemas que
surgen en la Educacion Matematica (Gonzélez y otros, 1990). El motivo fundamental radica
en la existencia, en el campo de los fendmenos de aplicacion de las estructuras aditivas y or-
dinales de los numeros naturales y los nimeros enteros, de un tipo de situaciones, a las que
llamamos “situaciones relativas aditivas™, en las que intervienen unas medidas cuya natura-
leza y funcionamiento se ajustan a una estructura numérica no usual a la que hemos denomi-
nado sistema de los “numeros naturales relativos”. Se trata de nociones propias del campo
conceptual aditivo que han estado informalmente presentes a lo largo del desarrollo historico
de los nimeros negativos (Glaeser, 1981; Gonzalez y otros, 1990) y que han sido eclipsadas

por la construccion formal de los nimeros enteros (Gonzalez, 1995, pp. 195 - 232)°.

El problema que abordamos se situa en un hecho comprobable (Maz, 2000): la estruc-
tura numérica mediante la que algunos matematicos anteriores al siglo XIX, e incluso con
posterioridad, inician la presentacion del conjunto de los enteros no es la de grupo aditivo
totalmente ordenado. Las situaciones elegidas hacen intervenir medidas y relaciones que no

satisfacen las condiciones requeridas para ejemplificar tales nimeros. Veamos un ejemplo:

"Esta senial + se llama positiva, y esta - negativa. De aqui nace que siempre
que una cantidad tiene delante de si la serial +, o no tiene delante de si la senal -, se
llama cantidad positiva, pero siempre que una cantidad tiene delante de si la senial -
se llama cantidad negativa, y cuando a tal cantidad no antecede otra positiva esta
cantidad se llama cantidad falsa o menor que nada. Es facil formar ideas de estas
cantidades menores que nada. Supongase que desde C hasta B hay tres leguas y des-

de C hasta A hay dos.

'El autor, a partir de un analisis logico del orden, atribuye la diferencia de sentido y la diferencia de signo a la
relacion genérica existente entre una relacion asimétrica y su reciproca, identificando los enteros negativos y
positivos con las sucesivas potencias de ambas relaciones. Decimos que la justificacion es parcial porque cree-
mos que los argumentos de Russell inciden sobre la existencia de los nimeros naturales relativos y no de la de
los enteros.

*Aquellas que aparecen en problemas aritméticos en los que intervienen cantidades o medidas discretas elemen-
tales que operan entre si bajo uno de los tres tipos de relaciones aditivas - combinacion, cambio o comparacion -
y de las que una de ellas, al menos, es una cantidad/medida natural relativa. Cantidades naturales relativas son
cantidades naturales adjetivadas dualmente (positivas / negativas, mas / menos) (Gonzalez, 1995, pp. 261-263).
3Tesis Doctoral leida en el Departamento de Didactica de la Matematica de la Universidad de Granada.
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A C B

Figura 0. Nlustracion del texto de Ulloa

Si un caminante esta en C con designio de llegar a B y efectivamente saliendo
de C llega a B, es verdad decir que avanzo y que su avance es mayor que nada y que
la medida de este avance es tres leguas. Si no obstante su designio se halla precisado
a detenerle en C su avance es ninguno, o es igual a nada. Si en vez de caminar hacia
B saliendo de C, llega a A, en la frase vulgar dird que cejo, y para expresar que hizo
lo contrario de lo que habia de hacer puede decirse que ha avanzado menos que na-
da y que su avance es -2 leguas, conque aqui dos leguas son menos que nada.”

(Ulloa, 1706, pp. 20-22).

El ejemplo elegido no responde a las condiciones formales de la estructura de grupo
aditivo totalmente ordenado de los niimeros enteros. En primer lugar, el modelo utilizado im-
plica la existencia de dos conjuntos totalmente ordenados, cada uno con primer elemento: el
correspondiente a las cantidades/medidas tomadas como “avances positivos”, que comienzan
en un “avance ninguno”, y el de las cantidades/medidas tomadas como retrocesos o “avances
negativos”, a los que el autor caracteriza como “avanzar menos que nada”, que deben co-
menzar por un “retroceso ninguno’’; surge, por tanto, la necesidad logica de considerar dos

ceros en lugar de uno solo.

Por otra parte, si bien el autor no lo menciona, el uso comun establece que retroceder o
cejar 7 leguas es mas que retroceder solo 3 leguas, lo que se ajusta a una relacion de orden
inversa a la usual entre los numeros enteros negativos e indica que en cada uno de los dos
subconjuntos (“avances” y “retrocesos”) se mantiene el mismo orden natural. Igualmente,
comparar un avance especifico con un retroceso especifico resulta forzado y arbitrario, ya
que, por un lado, se trata de dos tipos distintos de acciones y de cantidades/medidas® y, por
otro, son igualmente validos cualesquiera de los dos sentidos que se pueden adoptar para el
orden, lo que apunta hacia la independencia de los dos subconjuntos, a diferencia de lo que

ocurre en la estructura entera. Por tanto, la estructura que se ejemplifica no es la de un orden

*Conocidas como “dirigidas” o “adjetivadas” (Bell, 1982).
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total sin primer ni Gltimo elementos, sino la de un orden parcial sobre dos subconjuntos dis-

juntos (el de las cantidades/medidas “positivas" y el de las “negativas™

), cada uno totalmente
ordenado y con primer elemento ("avanzar nada" y '"retroceder nada", respectivamente)
(Gonzalez, 1995; pp. 224). En la figura 1 se representan sendos diagramas que ilustran el or-

den existente y la situacion y caracteristicas de los ceros en las tres estructuras numéricas.

0 ’
N |
& >
z I
«— 0 0" —
Nr | |

Figura 1. Una representacion de los tres tipos de nimeros

Por otra parte, la estructura operatoria de los numeros presentados en el ejemplo tam-
poco es la de grupo aditivo. El andlisis detallado permite identificar una estructura de semi-
grupo aditivo no conmutativo, sin elemento neutro y con dos elementos nulos no permutables
entre si, con las operaciones usuales de suma y resta entre nimeros naturales para valores del
mismo “signo” y una ley basada en unas reglas de “anulacién-compensacion”® para valores de
signos opuestos. En consecuencia, podemos afirmar que el conjunto que se ejemplifica (o se
estudia) es el de los nimeros naturales relativos y no el de los enteros. La confusion se agrava
cuando, ademas, se mezclan elementos de ambas estructuras y, sobre todo, ante la ausencia de
una simbolizacion especifica para los nimeros naturales relativos, se utiliza la notacion entera
para los dos tipos de numeros, lo que conduce a su identificacion con las consiguientes dis-

funcionalidades.

El problema planteado admite distintos enfoques (epistemoldgico, histérico o matema-
tico, por ejemplo), pero no es nuestra intencion entrar en otras consideraciones que no sean
las exclusivamente didacticas. Nuestro interés se centra, por tanto, en el &mbito de los fenod-
meno que se originan cuando se trata de transmitir, ensefiar, explicar o "hacer comprender”
nociones matematicas formales mediante el clasico recurso didactico a los ejemplos concre-

tos, intuitivos y familiares; un recurso necesario y adecuado en muchos casos pero problema-

> Las comillas indican que estos términos no se emplean aqui con los mismos significados que en el caso de los
niimeros con signo, sino sélo para calificar la dualidad propia de la estructura natural relativa.
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tico en otros, en los que los propios ejemplos producen desajustes, incluso estructurales, que
es necesario identificar y tratar adecuadamente. En tal sentido, hemos desarrollado una inves-
tigacion orientada a identificar, analizar y organizar, a partir de consideraciones epistemologi-
cas, cognitivas, fenomenologicas y didacticas, la parte del campo conceptual aditivo (Verg-
naud, 1993, pp. 97 y sgtes.) a la que hemos denominado “campo conceptual de los numeros

naturales relativos”.

En el presente articulo se expone una parte del estudio empirico realizado para poner
de manifiesto que las diferencias entre las distintas nociones métricas y numéricas que inter-
vienen no s6lo son estructurales o fenomenoldgicas, sino que tambien son cognitivas, es decir,
que los sujetos manejan y asignan significados diferentes a situaciones usualmente considera-
das del mismo tipo y tratadas por igual mediante los numeros enteros. Esta diferenciacion
incide en la existencia y necesidad didactica del nuevo campo conceptual, cuyo interés se jus-

tifica en base a los siguientes argumentos:

a).- los numeros naturales relativos son conceptos numéricos diferentes a los natu-
rales y enteros. Las diferencias con los nimeros naturales son obvias, mientras que con res-
pecto a los nimeros enteros se manifiestan: en el ambito 16gico-formal (inversion entre com-
paracion y equivalencia en los procesos de construccion (Gonzalez, 1995, pp. 214-219); cinco
diferencias en las estructuras ordinales y algebraicas (op. cit., pp. 235-236)); en el ambito fe-
nomenologico (fendmenos diferentes (op. cit., pp. 260-277)) y en el ambito cognitivo (los
sujetos establecen, como veremos, una diferenciacion clara en lo que se refiere a sus estructu-

ras ordinales).

b).- los numeros naturales relativos abren nuevas perspectivas en la investigacion
didactica. Proporcionan una nueva distribucion del campo conceptual aditivo (Op. cit., pp.
224-226) que modifica y mejora las clasificaciones sobre problemas aditivos de enunciado
verbal (Op. cit., pp. 259-283), facilitan la revision de investigaciones anteriores aportando
nuevas explicaciones a los resultados obtenidos (Coquin-Viennot, 1985; Vergnaud, 1982, pp.
48- 49) y constituyen un instrumento para el analisis del area problematica desde nuevos en-

foques.

SOperacion aditiva compuesta de una comparacién, por la que se determina el orden de los valores comparados,
y de una sustraccion entre nimeros naturales (aquélla de las dos que es posible en N). Presenta, por tanto, dos
partes diferenciadas: la sustraccion natural y el sentido de la misma.
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c).- los numeros naturales relativos son didacticamente necesarios y utiles. Su consi-
deracion puede resolver interrogantes que surgen en la practica educativa, favorecer un trata-
miento didactico adaptado a las caracteristicas del desarrollo cognitivo “natural”, facilitar el
paso de los naturales a los enteros y de la Aritmética al Algebra y evitar errores y dificultades

de los alumnos (Bell, 1982).

Método

Participantes

Se ha utilizado una muestra intencional de 77 sujetos elegidos de acuerdo con los si-
guientes criterios: 1°) Sujetos con un nivel minimo de conocimientos matematicos necesarios
para responder a los cuestionarios; 2°) Sujetos con un alto nivel de rendimiento escolar y for-
macion general; 3°) Sujetos de diferente procedencia sociocultural, edad y tipo de actividad.
La composicion de la muestra es la siguiente: 54 estudiantes de los siguientes niveles: 2° cur-
so de Secundaria (13- 14 afos) (4); Tercer curso de Secundaria (14- 15 afios) (8); Formacion
Profesional (2); Primer, segundo y tercer curso de los estudios universitarios de Maestro de
Primaria (40); 23 no estudiantes: Profesores universitarios (10), personal laboral de la Univer-
sidad (5) y personas que realizan actividades fuera de la Universidad (8); Sexo: varones (14),

hembras (63); domicilio: rural (25), urbano (52); edades entre 14 y 47 afos.

Aproximaciones

El analisis completo del problema se ha realizado desde tres aproximaciones distintas:
formal, fenomenologica y cognitiva, y siguiendo dos lineas metodologicas: una teorica y otra

empirica.

En la fase teorica se han utilizado técnicas de metaanalisis cualitativo (Fernandez Ca-
n0,1995; Ogawa y Malen, 1991), siguiendo un proceso que denominamos analisis didactico
(Gonzalez, 1995, pp. 58-62; Gonzalez, 1998), y se ha tomado como marco tedrico de referen-
cia la teoria intuitivo-constructiva de las formas conceptuales cientificas (Stegmiiller, 1979).
Bajo tales supuestos se ha realizado un analisis pormenorizado del dominio de aplicacion

elemental de las estructuras aditivas y ordinales de los nimeros naturales y los nimeros ente-
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ros (Gonzalez, 1998, pp.185-189) que ha revelado la existencia de tres tipos de relaciones
(comparaciones, transformaciones y combinaciones), tres tipos de medidas (naturales, enteras
y las que hemos denominado “medidas naturales relativas” ) y dos tipos de nimeros (natura-
les y enteros) que, como hemos visto, no satisfacen las condiciones formales necesarias para
ser dominios numéricos isomorfos al conjunto de medidas naturales relativas y actuar como
soporte para la resolucion directa de los problemas aritméticos correspondientes (Gonzalez,

1998, pp.194-200).

El estudio tedrico pone en evidencia, por tanto, la necesidad didactica de considerar un
tercer sistema numérico que proporcione la adecuada cobertura a la tercera estructura métrica
identificada (medidas naturales relativas), lo que obliga a caracterizar y dotar de entidad al
nuevo dominio y separarlo del de aplicacion de la estructura entera. Para ello se define el con-
cepto de numero natural relativo y se realiza la construccion semiformalizada de la estructura
de semigrupo aditivo, no conmutativo, sin elemento neutro, con doble valor nulo y parcial-

mente ordenada (op. cit., pp. 189-200).

El proceso descrito y sus resultados se pueden resumir en los siguientes puntos, que

han constituido las hipdtesis sometidas a critica en el estudio tedérico completo:

I.- En el dominio de aplicacion concreta usual de la estructura aditiva y ordinal de los
numeros naturales y los nimeros enteros, existe un subdominio caracterizado por la interven-
cion de un tipo de medidas discretas relacionadas con la comparacion de medidas naturales y
a las que llamaremos “medidas naturales relativas”, entre las que se puede establecer una es-

tructura de orden parcial y una ley de composicion interna aditiva especifica.

IL.- Existe un conjunto de nimeros a los que llamaremos niimeros naturales relativos
que, con la adicion y el orden convenientes, es isomorfo al conjunto de medidas naturales
relativas.

II1.- El conjunto de los nimeros naturales relativos con la adicion y el orden definidos,
presenta las cinco diferencias estructurales basicas siguientes con respecto al grupo aditivo y
ordenado de los nimeros enteros:

1) orden parcial con inversion en la region negativa, en vez de un orden total;

2) con primer elemento en cada una de las regiones, en vez de sin primer ele-mento;

3) desconexion entre las regiones positiva y negativa;
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4) doble valor nulo, en vez de un cero unico;
5) anulacién-compensacion aditiva (adicion natural relativa), en vez de la adicion ente-

ra.

IV.- Los numeros naturales relativos abren una nueva via de extension aditiva y ordi-
nal de los niumeros naturales a los nimeros enteros, integrandose junto a ellos en un modelo
tedrico que relaciona entre si todos los elementos del dominio, regulando las estructuras

aritméticas aditivas correspondientes.

V.- El modelo mencionado permite establecer una clasificacion ldgico-semantica de
los problemas y situaciones del dominio, que amplian y precisan otras ya realizadas sobre los

problemas aditivos de enunciado verbal.

En la fase empirica se ha dirigido la atencion hacia la primera de las diferencias esta-
blecidas en el apartado III, es decir: orden total para los nimeros enteros, orden parcial para
los nimeros naturales relativos, aunque desglosada en los cuatro aspectos siguientes:

a).- atribucion de significados, signos y adjetivos duales a las regiones;

b).- comparacion-valoracion global de regiones;

¢).- comparacion de medidas con valores numéricos negativos;

d).- comparacion de medidas con valores numéricos de diferente signo o region

De cada uno de ellos se ha construido un cuestionario y se ha aplicado a una muestra
intencional elegida de acuerdo con las caracteristicas del problema. Con los datos se ha reali-
zado un estudio descriptivo transversal (Bisquerra, 1989, pp. 217 y sgs.) con enfoque de pre-
sente y un analisis de correspondencias (Cornejo, 1988). Los resultados obtenidos estan a fa-
vor de la siguiente hipdtesis: individuos con estudios superiores al nivel correspondiente a 14
afnos de edad dan un tratamiento semantico diferenciado a los nimeros naturales relativos y a
los niimeros enteros sobre la base de sus diferencias ordinales cuando se presentan en situa-

ciones elementales de comparacion de medidas discretas.

En el presente articulo se expone el estudio realizado mediante el primero de los cua-
tro cuestionarios, es decir, el estudio sobre atribucion de significados, signos y adjetivos dua-
les a las regiones. La eleccion de esta primera parte de la investigacion, aunque obedece a

limitaciones de espacio, no sustrae informacion esencial sobre el trabajo completo, puesto que
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los tres cuestionarios restantes tienen la misma estructura, orientacion y formato que el prime-
ro, los mismos tipos de situaciones, los resultados son similares y en el sentido de la hipdtesis
y todos atienden a las caracteristicas de los estudios sobre diferencial semantico. En conse-
cuencia, remitimos al lector al informe original (Gonzalez, 1998) para una informacion deta-

llada sobre el estudio completo.

Instrumentos

Se pretende observar si los sujetos dan una valoracion semantica global diferente, me-
diante pares de términos polarizados o frases cortas, a situaciones expresadas bajo la forma de
enunciados genéricos sin especificacion numérica y en contextos concretos y familiares, en
los que se propone la comparacion entre una cantidad/medida “positiva” y otra “negativa” ,
correspondientes ambas a la misma magnitud y en dos casos distintos: i) cuando las dos can-
tidades/medidas son naturales relativas (que denominaremos ‘“situaciones relativas™) y ii)
cuando las dos cantidades/medidas son enteras (que denominaremos ‘“‘situaciones enteras”).
Nuestra conjetura mantiene que si los sujetos responden de manera diferente a estos dos tipos
de situa—ciones, a las que se les suele aplicar indistintamente las propiedades y operaciones de
los numeros enteros, se podria afirmar la existencia de diferencias cognitivas, reforzandose
empiricamente la pertinencia y la utilidad didéctica del campo conceptual de los nimeros na-

turales relativos.

Como quedara justificado en los parrafos que siguen, entenderemos que los sujetos
responden de manera diferente a dichas situaciones cuando elijan términos objetivos fijos
(mayor-menor, anterior-posterior, etc.) para las comparaciones entre medidas enteras, si bien
se admite que elijan también términos subjetivos (mejor-peor, etc.), y términos subjetivos o,
en general, que impliquen ausencia de valoracion objetiva fija (depende, etc.), para las compa-
raciones entre medidas naturales relativas. El proposito del estudio es, por tanto, el de estable-
cer un diferencial semantico entre las medidas enteras y las naturales relativas respecto a la
rela—cidon de orden, aunque con una funcion de indagacién en la estructura cognitiva y no en
aspectos actitudinales, como ha sido lo habitual en los estudios de este tipo (Osgood, Suci y

Tannerbaum, 1957; Summers, 1982).

Para la elaboracion del instrumento se ha seguido el siguiente proceso:
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1).- Un estudio piloto, caracterizado por la elaboracion, aplicacion a una muestra in-
tencional y andlisis de resultados de un cuestionario inicial exploratorio;
2).- Elaboracion del cuestionario final que aparece en el anexo 1. El estudio definitivo

se realizo mediante la aplicacion del cuestionario final a una nueva muestra intencional.

Criterios para la elaboracion del instrumento

El orden total de los enteros se traduce en que son comparables / valorables cuales-
quiera dos medidas enteras y, en particular, las medidas pertenecientes a regiones diferentes.
Dicha comparacion / valoracion se suele expresar mediante pares de términos opuestos perte-
necientes a las siguientes categorias:

- términos ordinales o comparativos, que establecen una relacion directa entre
los elementos: mayor-menor; superior-inferior; anterior-posterior; mejor-peor, etc.; de ellos,
unos son objetivos (mayor-menor; superior-inferior; anterior-posterior) y otros, subjetivos
(mejor-peor).

- términos clasificatorios, que establecen una relacion indirecta: positivo-
negativo; mas-menos; bueno-malo; etc., siempre que exista un convenio que conecte ambas
categorias mediante otra intermedia que establece el orden; de ellos, unos son objetivos (mas-
menos; positivo-negativo; mayor que cero-menor que cero), y otros subjetivos (bueno-malo;

facil-dificil; alto-bajo).

Por el contrario, en la estructura de orden parcial de los nimeros naturales relativos
solo son comparables las medidas del mismo signo (Ej.: una ganancia de 3 es mayor que una
ganancia de 2, pero no es mayor que una pérdida de 2, que, en todo caso, serd mejor). Aqui, la
comparacion / valoracidon objetiva de medidas de diferente signo es inadecuada, siendo admi-
sibles, Unicamente, las siguientes opciones: a) comparacion / valoracion fija aunque subjetiva
(Ejemplos: "mejor / peor"; "facil / dificil", etc.), b) comparacion / valoracidon variable, depen-
diente de las circunstancias y del contexto (Ejemplo: "depende del caso"), c) independencia
total en cualquier caso (Ejemplo: "son independientes"); las tres se pueden resumir en una
sola: ausencia de valoracion objetiva fija, en contraposicion a lo que ocurre para la estructura

de orden total de los nimeros enteros .

-320 - Electronic Journal of Research in Educational Psychology. ISSN. 1696-2095. No 17, Vol 7 (1) 2009, pp: 309-340



Diversidad estructural y semiodtica en el proceso didactico de ampliacion de los naturales a los enteros: un estudio sobre
comprension en el campo de la relatividad aditiva

Contenido y estructura del cuestionario

El cuestionario se ha configurado en base a dos categorizaciones cruzadas:
a).- Columnas: tipo de valoracion mediante expresion lingiiistica, con las siguientes
categorias:

1).- valoracion objetiva fija mediante pares de términos objetivos opuestos. Se
han empleado para esta categoria los siguientes: "positivo (a) - negativo (a) (signo + / signo -
)"; "mayor que cero - menor que cero"; "superior - inferior" y "anterior - posterior";

2).- ausencia de valoracion objetiva fija, que incluye el resto de valoraciones:
va—lo-racion fija subjetiva, con tres pares de términos opuestos (“bueno (a) - malo (a) (positi-
vo / negativo)”’; “facil - dificil”; “alto (a) - bajo (a)”), valoracion variable o dependiente y au-
sencia de valoracion fija (“depende del caso” y “son independientes y la valoracion es indife-

rente en cualquier caso”).

b).- Filas: tipo de situacion que se somete a los encuestados para adjetivar o calificar,
mediante los pares de términos o frases cortas de la categoria anterior, las dos regiones duales
en que se divide el universo de valores. Es una variable cualitativa que presenta dos modali-
dades: situaciones de medidas enteras contrapuestas (situaciones enteras) y situaciones de
medidas naturales relativas contrapuestas (situaciones relativas ), todas con la misma estructu-
ra: pareja de cantidades genéricas opuestas enunciadas verbalmente y separadas por una barra

(ejemplo: “un indice que indica una bajada de la bolsa / uno que indica una subida”).

En el cuestionario se incluyen en total 24 situaciones (11 enteras y 13 relativas). Las
que ocupan las posiciones 2, 3, 5, 8, 10, 11, 13, 16, 17, 18, 19, 21 y 24 fueron seleccionadas
como casos de situaciones re—lativas. Las situaciones que ocupan las posiciones 1, 4, 6, 7, 9,
12, 14, 15, 20, 22 y 23 fueron seleccionadas como casos de medidas enteras. Hay que sefialar
que esta distincion no es siempre sencilla, ya que hay casos en los que se pueden combinar las

dos caracterizaciones.

Respuestas
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La conexion entre filas y columnas se realiza mediante una frase unica que comienza
en una situacion - fila para terminar, por medio de una palabra o frase corta de enlace (E;.:
"son situaciones contrarias . . que normalmente se valoran mediante el par de términos:") en
un hiato gramatical en el que situar uno o varios valores de los contemplados en las columnas.
La composicion: par de medidas opuestas (fila) - frase de enlace - par de palabras o frase corta
(columna) da lugar a un texto que puede o no tener sentido. Al encuestado se le pide que mar-
que, para cada fila, todas las modalidades columna que dan lugar a frases con sentido. La
variable dependiente es el tipo de conexion, con dos modalidades: elegida o no elegida, codi-

ficadas mediante 1 y 0 respectivamente.

Procedimiento

El cuestionario se aplicod a cinco grupos de estudiantes, dos de ellos completos (8° de
E.G.B. y 1° de B.U.P.), en horas de clase y sin ningun tipo de aclaraciéon. A profesores y no
estudiantes se les entregd individualmente, solicitando su cumplimentacion en el plazo mas
breve posible. A todos se les hizo la peticion de que trataran de responder a todas las cuestio-

nes.

Se recogieron 123 cuestionarios cumplimentados, de los que se hizo una seleccién
eliminando quince de ellos con cinco o mds respuestas en blanco o que habian sido respondi-
dos de forma sistematica. Del resto, hasta un total de 108, se hizo un nuevo muestreo inten-
cional mediante una segunda aplicacién, mas restrictiva, de los criterios utilizados para la
eleccion de la muestra inicial; de esta nueva seleccion resultaron los 77 que iban a ser utiliza-

dos en el estudio.

Los resultados se han recogido en tablas de frecuencias y diagramas. Para el andlisis
de datos se ha utilizado la hoja de célculo Excel 2.2, el paquete SPSS y el programa SAS en el
ordenador VAX/VMS version v5.5-2 del Centro de Proceso de datos de la Universidad de
Malaga.

Analisis estadisticos

Anadlisis descriptivo
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En la tabla 1 se reflejan las frecuencias absolutas de las respuestas al cuestionario, fi-
gurando en sombreado las partes que, de acuerdo con las predicciones tedricas enunciadas,
deberian recoger en total el mayor numero de respuestas por fila en cada una de las 24 situa-
ciones: en el bloque I las situaciones enteras (respuestas objetivas o de tipo 1) y en el bloque
IT las naturales relativas (respuestas sub—jetivas o de tipo 2) y otras respuestas (ausencia de

valoracion, depende del caso, de tipo 3).

Tabla 1. Frecuencias absolutas y zonas de respuesta esperada.

bloque | bloque Il

res puestas tipo 1 respuestas tipo 2 |respuestas tipo 3

ositivo| mayor |superio anterior i MA
P Y Y uper . |SUMA bueno I?Cﬂ. alt.o depend|independ]SUMA SU
negativol menor | inferior | posterio malo |dificil| bajo TOTAL

185
119
146
93

139
172
142
104
99

115
140
162
103
143
158
106
159
106
121
105
129
182
118

En los graficos de la figura 2 se representan, mediante diagramas de barras dobles (en
negro y sombreada para los dos bloques de respuesta), las frecuencias absolutas de las res-
puestas objetivas y subjetivas a las situaciones naturales relativas y a las situaciones enteras,
lo cual pemite apreciar graficamente el predominio de los tipos de respuestas para cada situa-

cion.
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Cuestionario a.1.- Frecuencias absolutas de respuestas de tipo
objetivo y subjetivo asituaciones enteras.

120 B oyetives
1] subjetivas
100
©
5 80
)
@
2
©
5 60
]
2
s 40
o
2
20
0
1'% X6 X7 X9 %12 14 %15 X0 X2 3
Sit uacio nes enteras
Cuestionario a.l.- Frecuencias absolutas de respuestas de tipo
objetivo y subjetivo asituaciones relativas.
120 .
[ | obj etivas
100 m subjetivas

frecuencias absolutas

2 X3 X5 Xg %40 %11 X413 Y16 %17 X148 X119 *21 X

Sit uaciones relativas

Figura 2. Frecuencias absolutas de respuestas a los dos tipos de situaciones

Como se deduce de una inspeccion de la tabla 1, y se puede apreciar en la figura 2, la
tendencia en 20 de las 24 situaciones es de agrupamiento de las situaciones enteras en torno a
la valoracion objetiva y de las situaciones naturales relativas en torno a la ausencia de valora-

cion objetiva fija, lo que representa el 83,33% del total. En las situaciones enteras x12 y x15
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se presenta un predominio de las respuestas de tipo 2 (subjetivas), lo cual resulta admisible en
nuestra conjetura, mientras que en las dos situaciones restantes, x5 y x17, la tendencia de
agrupamiento es inversa de la prevista, si bien con diferencias pequefas; estas situaciones

corresponden al 8,33% del total.

Esta primera descripcion genérica parece apuntar en la direccion de sostener nuestra
conjetura. Sin embargo, las diferencias entre la valoracion objetiva fija y la ausencia de valo-
racion objetiva fija no son siempre tan acusadas como seria de desear; se producen algunos
resultados que necesitan de interpretacion, por lo que pasamos a una descripcién mas porme-

norizada.

Analisis comparativo puntual

Se han calculado los tamafos del efecto por cada situacion, comparando la valoracion
objetiva (bloque I) frente a la valoracion subjetiva o ausencia de valoracion (bloque II). En la
tabla 2 se puede observar que las concordancias més altas son las esperadas seglin la predicc-
cion de la hipdtesis: 15 de ellas no son debidas al azar, con un error tipo [1< 0.01, y cinco son
débiles (las correspondientes a los items: x3, x7, x22, x23 y x24). Las discordancias se pre-
sentan so6lo en cuatro items (x5, x12, x15 y x17), con tamafos del efecto nimios y nula signi-

ficacion estadistica.

Andlisis comparativo global

Se han calculado la media aritmética y la desviacion tipica a las cua—tro variables que
resultan de combinar los dos tipos de respuesta (valoracion objetiva y valoracion subjetiva o
ausencia de valoracion) con los dos tipos de situaciones. En la figura 3 se han representado
los intervalos para las cuatro variables, observandose que son apreciables las diferencias entre
las respuestas objetivas y subjetivas asi como entre las respuestas objetivas a los dos tipos de

situaciones.
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Tabla 2. Tamaiio del efecto y contraste inferencial

Items (tamaiio del efecto) Concordancia xz P
1 0.41 si 740 0.01%
2 -0.73 si 14.13 0.00*
3 -0.25 si 222 0.14
4 1.55 si 39.94 0.00*
5 0.04 no 0.06 0.81
6 0.66 si 16.95 0.00*
7 0.06 si 0.11 0.74
8 -0.69 si 11.12 0.00*
9 247 si 59.89 0.00*
10 -1.25 si 32.36 0.00*
11 -1.34 si 43.46 0.00"
12 -0.02 no 0.02 0.89
13 -0.50 s 6.07 0.01"
14 0.73 si 16.79 0.00*
15 -0.05 no 0.10 0.75
16 -0.55 si 7.40 0.01*
17 0.01 no 0.01 0.92
18 -1.13 si 25.51 0.00*
19 -0.49 s 6.95 0.01"
20 1.23 si 28.81 0.00*
21 -0.74 si 15.70 0.00*
22 0.04 s 0.09 0.76
23 0.14 si 0.54 041
24 -0.23 si 1.91 0.17

En lo que respecta a la variabilidad es de destacar la homogeneidad de las respuestas
subjetivas o ausencia de valoracion a las situaciones relativas, que contrasta con la dispersion
de los valores de este mismo tipo de respuesta en el caso de las situaciones enteras. Esta dis-
persion se puede explicar por la coexistencia en el cuestionario de situaciones enteras clasicas
(temperaturas, cronologia, indices de bolsa, etc.) con situaciones enteras poco conocidas (golf
o0 gastos e ingresos familiares). Hemos de recordar que dentro de nuestra hipdtesis no esta

excluido el tratamiento de situaciones enteras mediante términos subjetivos, pero si estan ex-
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cluidos tanto la ausencia de valoracion para situaciones enteras como el tratamiento de situa-

ciones relativas mediante términos objetivos, lo que queda patente en el grafico de la figura 3.

Cuestionario a.l.- Intervalos de amplitud doble de una desviacion tipica
paralas medias de los dos tipos de respuestas acadauno de los dos tipos
de situaciones.

120 - —DO——  objetivas enteras

—*—— subjetivas enteras
—®——  objetivas relativas
———  subjetivas relativas
, 100 - !
©
5
©
4 80 1 *
(]
(7]
8
2
o 60 T
= *
(3]
(]
=
40 7
20

Situaciones enteras ) ISituaci;)nes rlel ativa's

Figura 3.Intervalos para los tipos de cuestiones.

Anadlisis de correspondencias

Con los datos originales, se ha construido una tabla de contingencia for-mada por las
24 situaciones dispuestas por filas y por tres grupos de respuestas en las columnas (grupo 1:
valoraciones objetivas; grupo 2: valoraciones subjetivas; grupo 3: ausencia de valoracion fija).
Con estos datos se ha realizado un analisis de correspon—dencias en el que aparecen dos fac-

tores que explican el 100% de la inercia, con el 59.5% y el 40.5%, respectivamente.

El analisis de las frecuencias observadas queda resumido en la tabla 3, en la que se ob-
serva que la calidad de todos los items es 1, lo que indica que estan bien representados en ese
espacio bidimensional. Las frecuencias de respuestas oscilan en el intervalo [0.029, 0.058], lo
que indica una gran uniformidad. La mayor contribucion a la inercia total corresponde a: x4,
x9, x10, x11, x13, x16, y x20, mientras que: x5, x7, x12, x17 y x24 tienen una contribucion

nula o infima.
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Tabla 3. Estadisticos bdsicos para el andlisis de correspondencias

Item Frecuencia sobre Calidad de Contribu-  Correlacion ~ Correlacion
tamafo de la muestra inclusionenel ciondela delitem con del item con
plano filaala el eje 1 el eje 2
inercia total
X1 0.058 1.00 0.007 0.900 0.100
X2 0.037 1.00 0.004 0.356 0.644
X3 0.046 1.00 0.007 0.089 0911
X4 0.029 1.00 0.014 0.344 0.656
X5 0.043 1.00 0.000 0.857 0.143
X6 0.054 1.00 0.006 0.848 0.152
X7 0.044 1.00 0.002 0.526 0.474
Xg 0.033 1.00 0.009 0.852 0.148
X9 0.031 1.00 0.020 0.654 0.346
X10 0.036 1.00 0.010 0.490 0.510
X11 0.044 1.00 0.013 0.873 0.127
X12 0.051 1.00 0.003 0.336 0.664
X13 0.032 1.00 0.027 0.513 0.487
X14 0.045 1.00 0.007 0.944 0.056
X15 0.049 1.00 0.004 0.286 0.714
X16 0.033 1.00 0.016 0.622 0.378
X17 0.050 1.00 0.000 0.032 0.968
X18 0.033 1.00 0.007 0.872 0.128
X19 0.038 1.00 0.006 0.823 0.177
X20 0.033 1.00 0.010 0.575 0.425
X21 0.040 1.00 0.005 0.945 0.055
X202 0.057 1.00 0.005 0.444 0.556
X23 0.037 1.00 0.005 0.084 0.916
X24 0.047 1.00 0.003 0.052 0.948

En la tabla 4 se indican los estadisticos correspondientes a los tipos de valoracion,
mientras que en la figura del Anexo 2 se representa la distribucioén de las proyecciones de los

puntos fila y de los puntos columna sobre el plano de coordenadas.
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Tabla 4. Estadisticos relativos a los tipos de valoracion consideradas

Tipo de Frecuencia ~ Coordenada Correlacion Inerciarela- Coordenada  Correlacion Inercia
valoracion  sobre el ta- respecto al  respecto al tiva de la respecto al respecto al  relativa de
mafio de la eje 1 factor I fila al eje 1 eje 2 factor 2 la fila al eje
muestra 2
objetiva 0.487 -0.293 0.789 0.368 -0.152 0.211 0.145
subjetiva 0.402 0.146 0.176 0.076 0.317 0.824 0.522
ausencia 0.111 0.753 0.711 0.556 -0.480 0.289 0.333

Del analisis de correspondencias realizado obtenemos las siguientes conclusiones:

a).- La dimension 1 es el resultado de una mayor contribucion de los puntos columna 1
y 3, mientras que la dimension 2 tiene una mayor contribucion del punto columna 2, que se
refiere a las valoraciones de tipo subjetivo. Los términos de valoracion objetiva contribuyen a
la inercia de la dimension 1, los de valoracion subjetiva a la de la dimension 2 y los que indi-
can ausencia de valoracion contribuyen a la inercia en am—bas dimensiones, con ventaja a

favor de la dimension 1.

b).- Existe oposicion entre el punto 1 y los puntos 2 y 3, separados por el eje de la di-
mension 2; oposicion que se produce entre valoraciones objetivas fijas y otros tipos de valora-

ciones englobados bajo la categoria “ausencia de valoracion fija”.

c).- El eje vertical se sitia como linea de separacion entre las situaciones con va-
lo—racion objetiva y las situaciones con ausencia de valoracion fija, con excepcion de los
enunciados x3, x5, x23 y x24. Las primeras toman valores negativos para las abcisas, mien-
tras que las segundas se sitilan en puntos con abcisas positivas, a la derecha del mencionado
eje.

d).- Considerando s6lo la primera dimension se constatan las siguientes asociaciones:

En torno a las valoraciones de tipo 1:

- Las situaciones x1, x4, x6, x9, x14 y x20, todas ellas enteras, presentan valora-
cio—nes marcadamente objetivas (grupo 1).

- Las situaciones x5, x7, x17, x22 y x23, de las cuales x5 y x17 son relativas, se
en—cuentran situadas en una zona intermedia entre el punto 1 y el punto 2, presentando valo-
raciones equilibradas entre las del grupo 1 (valoraciones objetivas) y las del grupo 2 (valora-

ciones subjetivas fijas), con una ligera ventaja a favor de las del tipo 1.
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En torno a las valoraciones de tipo 2:

- Las situaciones x3, x12, x15 y x24, de las que x12 y x15 son enteras, se encuentran
situadas en una zona intermedia entre el punto 1 y el punto 2, presentando valoraciones equi-
libradas entre las del grupo 1 y las del grupo 2, con una ligera ventaja a favor de las del tipo 2.

- Las situaciones x2, x10, x11, x18 y x21, todas ellas relativas, se encuentran cla-
ra—mente asociadas al punto 2 correspondiente a las valoraciones de tipo subjetivo fijo.

En torno a las valoraciones de tipo 3:

- Las situaciones relativas x8 y x19 se encuentran en una zona intermedia entre los
puntos 2 y 3, por lo que su valoracion se encuentra entre la subjetiva fija y la ausencia de va-
loracion fija.

- Las situaciones relativas x13 y x16 son las que presentan mayor tendencia hacia la

valoracion dependiente o la ausencia de una valoracion concreta.

e).- Son cuatro las situaciones, unas enteras y otras relativas, que no estan bien re-
pre—sentadas en el factor o dimension 1, dada su baja correlacion (| r | < 0.25), pero que, en
cambio, si estdn muy bien representadas en el eje 2; son las situaciones x3, x17, x23 y x24,
que deberan ser reconsideradas al ser las que reducen las posibilidades confirma—torias en el

modelo propuesto.

Resultados

De los analisis realizados y del exdmen de los datos destacamos las siguientes conside-

raciones:

A).- En el conjunto de las 11 situaciones de comparacion de medidas enteras encon-

tramos que:

- se produce una valoracion objetiva superior a la subjetiva en el 81,8% de las situa-
ciones, a las que los sujetos responden mediante términos propios de una relacion de orden

total;

- las frecuencias de las respuestas de tipo 3 (ausencia de valoracidon) son muy ba—jas
en todos los casos, excepto en la situacion x23; las frecuencias de las valoraciones objetivas

son superiores a las de los otros dos tipos, excepto en dos casos: x12 y x15, en los que no hay
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concordancia con lo previsto; en el resto de los casos si hay concordancia y en 6 de ellos no es

debida al azar;

- las correlaciones de las 11 situaciones enteras con respecto al eje 1 son superio—res a
0.30, excepto la situacion x23 (adelanto-atraso en una cita), que es también la excepcion a la
separacion establecida por el eje vertical entre las situaciones con valo—racion objetiva fija y

otras situaciones.

- hay tres tipos de situaciones enteras en funcion del nivel alcanzado en la valoracién

objetiva:

* situaciones con valoracion fuertemente objetiva: saldo en cuenta bancaria (x1);
tiempo respecto a un momento o fecha (x4, x9 y x20); temperaturas (x6) y posicion de los
pisos respecto a la planta baja (x14). Todas tie—nen una correlacion alta con el eje 1, excepto

la x4.

* situaciones con valoracidn objetiva superior a la subjetiva: nivel del mar (x7) e indi-

ce de bolsa (x22); la correlacion de ambas con el eje 1 es aceptable.

* situaciones con valoracion subjetiva ligeramente superior a la objetiva: balance eco-

nomia familiar (x12) y juego del golf (x15); la correlacion de ambas con el eje 1 es baja.

- las discrepancias con respecto a lo esperado son aceptables, de manera que, salvo el
caso de la situacion x23, la hipotesis se verifica para la comparacion de medidas enteras. En

efecto:

En general, los términos subjetivos son de uso extendido y, con frecuencia, mas co-
munes y familiares que los términos objetivos, lo que puede suponer que las diferencias entre
los dos tipos de respuesta sea menor en el caso de las situaciones enteras que en el de las rela-
tivas, e incluso que en algunas situaciones enteras las respuestas subjeti—vas lleguen a superar

a las objetivas.

Aunque las diferencias son muy pequefias, las situaciones enteras x12 y x15, que re-
presentan el 18,2%, se valoran preferentemente y de forma global mediante términos no mar-
cadamente objetivos. Esta falta de consistencia en la concordancia puede ser debida a que la
situacion x12 (balances econdmicos familiares) emplea un término (“balance”) de uso poco
frecuente e implica variables de los dos tipos: balance (variable entera) y gastos e ingresos

(variables naturales relativas). Por otra parte, creemos que la situacion x15 (golf) se presta a
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confusion por el desconocimiento del juego y la peculiaridad del sistema de puntuaciones, a
veces contradictorias con lo usual. En cualquier caso, parece razonable que en estas dos situa-
ciones, ante la duda, los sujetos prefieran utilizar términos validos pero menos comprometidos
y rigurosos que los que han sido clasificados como objetivos. Por ultimo, la situacion x23
("minutos que han pasado/ minutos que faltan") tiene un planteamiento confuso; emplea ver-
bos contrapuestos que se pueden considerar desde un punto de vista relativo, lo que puede

haber propiciado la alta frecuencia de valoraciones de tipo 3.

B).- En las 13 situaciones de comparacion de medidas naturales relati—vas encontra-

mos que:

- se produce una ausencia de valoracion objetiva superior a la valoracion objetiva en el
84,6% de las situaciones; predominan las respuestas que expresan una valoracion subjetiva o
una ausencia de valoracion. En el 15,4 % restante hay equilibrio entre las valoraciones objeti-

vas y las que no lo son.

- las valoraciones de tipo 3 (ausencia de valoracion) tienen frecuencias superiores al
10% del total, excepto en las situaciones x3 y x24; las valoraciones objetivas son inferiores a
la suma de las otras dos, excepto en los casos x5 y x17, en los que se da la igualdad y no se
produce concordancia; en el resto de los casos si hay concordancia y en 9 de ellos no es debi-

da al azar.

- las correlaciones de las 13 situaciones con respecto al eje 1 son superiores a 0.30, ex-
cepto las situaciones x3, x17 y x24. La primera y la tercera tienen un porcentaje bajo de valo-
raciones de tipo 3 y la segunda tiene un por—centaje de valoraciones objetivas superior al re-

sto.

- encontramos cuatro tipos de situaciones relativas en funcion de los distintos tipos de

respuestas:

*valoracion fuertemente subjetiva: faltar / sobrar, subir / bajar (escalones y metros en
globo), aumentar / disminuir y encontrar / perder (x2, x10, x11, x18 y x21). Todas tienen una

correlacion aceptable con el eje 1.

*valoracion subjetiva superior a la objetiva con ausencia de valoracion baja: ganancia /
pérdida (x3) y descuento / recargo sobre un precio (x24); la correlacion con el factor I es muy

baja y, aunque presentan concordancia, su error es mayor que 0.01.
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*predominio de la ausencia de valoracion objetiva fija (valoracion subjetiva similar a
la objetiva y a la ausencia de valoracion) (las frecuencias de los tres tipos de respuestas es
practicamente la misma): subida / bajada, salida / entrada y ascenso / descenso (x8, x13, x16 y
x19); las correlaciones con el eje 1 son altas y la concordancia no es debida al azar en ningin

Ccaso.

*ausencia de valoracion objetiva igual a la valoracion objetiva (las frecuencias acumu-
ladas de la valoracion subjetiva y la ausencia de valoracion igualan a las frecuencias de la
valoracidn objetiva): situaciones x5 y x17 (ingresos-reintegros y variacion de temperaturas),
que suelen presentarse como enteras y es menos usual plantearlas como relativas. Son los dos

unicos casos en los que no hay concordancia y la correlacion con el eje 1 es inapreciable.

- Podemos asegurar que se verifica la hipotesis de partida salvo en el caso de las situa-
ciones x5 y x17, aunque estas discrepancias con respecto a lo esperado admiten interpreta-

cion. En efecto:

La situacion x5 se refiere a la valoracion de ingresos-reintegros en una cuenta banca-
ria, cuya respuesta mas frecuente ha sido “positivo (signo +), negativo (signo -)”. Entendemos
que esto es debido a que los ingresos y reintegros bancarios se pueden considerar de dos ma-
neras diferentes e igualmente validas: como acciones opuestas que se conocen vulgarmente
como “meter-sacar” dinero (estructura natural relativa), sentido con el que hemos incluido
esta situacion en el cuestionario, y como un apunte que hace el banco mediante un numero
con signo y que indica una cantidad a afiadir o a restar a la ya existente (interpretacion
aso—ciada al saldo bancario y, por tanto, enmarcada en una estructura entera). Esta es la inter-

pretacion que ha predominado en este caso.

El resultado de la situacion x17 creemos que se explica por la utilizacion prioritaria de
la escala de temperaturas. Una variacion de temperatura, ademas de ser de uso poco frecuente,
se encuentra indeterminada hasta que sea asociada con la temperatura a partir de la que se ha
producido la variacion. De esta manera es frecuente asociar un aumento de temperatura con
una temperatura “mayor” o “superior”; de aqui es facil pasar a “mayor que cero” o “positivo
(signo +)” sustituyendo la estructura de orden parcial por la de orden total correspondiente,

que en este caso es mas familiar.
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Discusion

Los resultados del cuestionario analizado, al igual que los del resto del estudio empiri-
co (Gonzalez, 1995, pp. 341-390), aportan indicios a favor de las hipdtesis enunciadas y apun-
tan en la direccion de la bondad de los planteamientos teoricos, es decir, las diferencias entre
los campos conceptuales comparados no son s6lo loégico-formales y fenomenologicas, sino

que también se manifiestan desde el punto de vista cognitivo.

Para nosotros es evidente que la investigacion careceria de interés si existiera homo-
geneidad, desde el punto de vista cognitivo, entre los diferentes fendémenos, situaciones y pro-
blemas del dominio, es decir, si los sujetos consideraran la estructura numérica entera como la
unica idonea para ser aplicada de manera “natural”, sin dificultades y por igual a todas las
situaciones apropiadas del campo aditivo. Pero esto no es asi, el estudio pone en evidencia la
heterogeneidad de significados, términos y estructuras asociadas a los dos tipos de situaciones
y fenémenos considerados: los que se modelizan mediante la estructura entera y los que lo
hacen mediante la estructura natural relativa; diferenciacion que se materializa en la utiliza-
cion preferente de términos objetivos y estrechamente ligados a una estructura de orden total
(positivo-negativo, mayor que cero-menor que cero, etc.) cuando se hacen comparaciones
entre medidas enteras, si bien es posible utilizar términos subjetivos, y en la utilizacion prefe-
rente de términos que indican ausencia de valoracion objetiva fija y que se refieren a una es-
tructura dicotdbmica con una conexidén imprecisa o indeterminada entre las partes, (propia de
un orden parcial con inversion en la region “negativa”) en las comparaciones de medidas na-

turales relativas.

En definitiva, aunque se ha constatado que no se dominan en la misma medida los di-
ferentes topicos o contextos concretos que se han utilizado en el cuestionario, en el que co-
existen situaciones familiares con una gran homogeneidad en las respuestas junto a situacio-
nes heterogéneas en cuanto al conocimiento de sus caracteristicas y modo de funcionamiento,
se puede afirmar que los individuos de la muestra valoran de manera diferente los dos tipos de
situaciones, delimitando, en un alto porcentaje, el campo de los nimeros naturales relativos y
el campo de los nameros enteros. Es por ello que podemos decir, por un lado, que los criterios
empleados en la construccion del cuestionario han sido los correctos salvo pequefias modifi-
caciones puntuales y que el cuestionario ha constituido un instrumento idéneo para reflejar el

tratamiento diferenciado a los dos tipos de situaciones que se proponen; por otro lado, los
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resultados sostienen la plausibilidad de la hipdtesis empirica sometida a critica, es decir: In-
dividuos con estudios superiores al nivel correspondiente a 14 afos de edad dan un tratamien-
to semantico diferenciado a los nimeros naturales relativos y a los niumeros enteros sobre la
base de sus diferencias ordinales, cuando se presentan en situaciones elementales de compara-

cion de medidas discretas

Pero esta afirmacion es, ademas, sorprendente, si tenemos en cuenta que la instruccion
matematica recibida por los sujetos de la muestra esta sustentada en el supuesto de que la es-
tructura entera es el Uinico ambito idoneo para el tratamiento directo y en las mismas condi-
ciones de todas las situaciones planteadas en el cuestionario. Los resultados obtenidos contra-
dicen dicho supuesto, quedando abierto el problema didactico de como afrontar los desajustes
detectados entre el pensamiento numérico natural relativo y el entero, o entre el pensamiento
aritmético y el algebraico, y como abordar la transicion de los naturales a los enteros y de la

aritmética al algebra.

Por ultimo, es evidente la necesidad de estudios de replicacion que corroboren los in-
dicios encontrados, profundizando las tipologias de respuestas emitidas en todos los cuestio-
narios. Asimismo creemos necesario un estudio especifico para profundizar sobre los motivos
de las disparidades existentes con respecto a las situaciones irregulares o de respuesta no es-

perada que, aunque son minoria, se muestran como tales en todos los cuestionarios.
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Anexo 1. Cuestionario definitivo empleado en el estudio

SON SITUACIONES CONTRARIAS .

QUE NORMALMENTE SE VALORAN PARALAS QUE
MEDIANTE EL PAR DE TE RMINOS: NOEXISTE UNA

— - VALORACION
(Bn una cruzen las g’ g ~ ~ = HJA
casillas que creas 2z = = e =5 Y POR TANT O
i -~ > -

@l) conveniente) g : E. é é % £ g 2 E @ 9
S22 2| zF2|B|8|g |g8=c
(Antes de contestar a cada pregunta, . Ll m 8 ] & |~ E g a = Dz e
lee las opciones de la parte superior 2 J; : = g é < E a ' ; 2 E § E E
del cuadm) B S| E| 85| 4| 2| 53|=0E3
Si quieres tachar una cruz que ya has 22z = 4 o é c | el 5 E 2= =
colocado por equivocacion, dibuja un = =) a ; = : : a Z : z 8
circulo asi: 8 : % < % = Zz
E A~ = = =

En mi cuenta bancaria,
un saldo acreedor/un saldo deudor
Cuando voy a comprar,
Faltar dinero / sobrar dinero
Cuando estoy jugando,
una ganancia/una pérdida
Con relacion auna fecha dada,
un dia previo / un dia después

En mi cuenta bancaria,
un ingreso / un reintegro

Una temperatura bajo cero /
una temperatiura sobre cem

Con relacion al nivel del mar,
una altum p or encina / una p or debajo

En un ascensor,
ACSCCNSO / ASCCNSO
Un afio previo al nacimiento de Cristo /
un afo después
Una bajada / una subida
de una cantidad d e escalones
En una persona,
un aumento / una disminucion d e peso

En la economia de mi familia, un balan-
. s N

En una parada de autobuis, una subida/

una bajada de un nimew de personas

En un edificio, un piso por debajo dela
plantabaja/uno por encina
En el golf, una puntuacion "sobre par" /
una "bajo par"

En una cafeteria, una salida/ una en-
trada de un n° de personas
En una ciudad, un aumento / una dis-
I i 1ra

Perd er una cantidad d e botones/encon-

traruna cantidad de b otones
A la edad de una persona, ail adir un n°

de afios / quitarun n°de afios
Con respecto a la homa del lanzamiento,
un segundo previo/un segundo después
En un globo, un ascenso / un descenso
de un n° de netros

Un indice que indica una bajada de la
bolsa/uno queindicaunasubida
En una cita, minutos que han pasado /
minutos que faltan
Un descuento sobre el precio de un
articulo / un recargo sobre dicho precio
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Anexo 2. Esquema del analisis de correspondencias

Cuestionario Primero 11:48 Tuesday, July 5, 1994 24

Plot of DIM2*DIML$ MAME . Symbol used is "*’.

* x13

* x20

S ok @ s e B &O
=
o

* x14

* x17

N
e g e g P

|
|
|
|
* x6 I
|
|
|
|

* x18

|

|

|

+

|

|

1
~0.2 + * x12 ® x11
| * %22 |
| * x15 * x24
| |
-0.3 +
i
i
I
+
|

=0.4

o A i A e

|
I
|
| * x10
|
I

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
Dimensién 1

NOTE: 1 obs had missing values.
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