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TEMA 1

Preliminares y teoria de nimeros

Contenidos

» LECCION 1.1: LoS NUMEROS ENTEROS. Conjuntos numéricos y propieda-
des. Introduccién al programa Maxima. Recursividad. Operador Sumatorio.

Numéricos combinatorios y binomio de Newton.

» LECCION 1.2: ARITMETICA ENTERA. Divisién euclidea. Sistemas de numera-
cién posicionales. Divisibilidad y ntimeros primos. Teorema fundamental de la
aritmética.

» LECCION 1.3: ECUACIONES DIOFANTICAS. Algoritmo de Euclides. Ecuaciones
diofanticas.

s LECCION 1.4: ARITMETICA MODULAR. Relacién de congruencia. Aritmética
modular. Teorema de Euler-Fermat. Aplicacion a los criterios de divisibilidad.

Congruencias lineales. Sistemas de congruencias lineales. Método de encripta-

cién RSA.

Prerrequisitos: El punto de partida de los contenidos de este tema estd en las
matematicas béasicas de primaria. Se necesitara la realizacién con destreza de ope-
raciones con numeros naturales, operaciones bésicas con vectores y la resolucién de

ecuaciones e inecuaciones simples.

Objetivos: Los objetivos fundamentales de este tema son conocer los fundamen-
tos de la aritmética entera y modular. Basicamente, aprender a plantear y resolver
problemas cuyas soluciones deben ser ntimeros enteros....De forma transversal, se
aprenderan técnicas basicas de demostracion para aprender a razonar y dar respues-

tas justificadas.

Matematica discreta. M. Cobalea, A. Valverde. 7



8 Matematica discreta

1.1. Los ntimeros enteros

1.1.1. Conjuntos numéricos y propiedades

Recordemos las propiedades béasicas que verifican las operaciones de suma y

producto entre niimeros.

= Asociatividad: Si a, by ¢ son nimeros, entonces

(a+b)+c=a+ (b+c), (a-b)-c=a-(b-c).

» Fuxistencia de elemento neutro: el nimero 0 es el elemento neutro para la suma,
es decir, para todo nimero a

a+0=0+a=a

s Ezistencia de elemento unidad: el nimero 1 es la unidad para el producto, es

decir, para todo nimero a

= Fxistencia de elemento opuesto: el nimero —a es el opuesto de a respecto de

la suma, es decir, a + (—a) = (—a) + a = 0 para todo nimero a.

1 1

= - es el inverso de a respecto

s FEristencia de elemento inverso: el nimero a~
1

del producto, es decir, a - % = < -a =1, para todo nimero a # 0.

s Conmutatividad: Todos los nimeros a y b verifican

a+b=>b+a, a-b=">b-a.

» Distributividad: Si a, b y ¢ son nimeros, entonces
a-(b+c)=a-b+a-c, (b+c)-a=b-a+c-a.

Si aplicamos estas igualdades de derecha a izquierda, decimos que sacamos un

factor comin.

» Ley de tricotomia: Cada par de nimeros a y b verifica una y solo una de las
siguientes relaciones:
a=2o a<b b<a

Esta propiedad también se enuncia diciendo que el orden es total.
s La suma es cerrada para el orden: Si a > b, entonces a + ¢ > b+ c.

s Bl producto es cerrado para el orden: Sia > b, ¢ > 0, entonces a-¢c > b - c.

M. Cobalea, A. Valverde. E.T.S.I.Informética



1.1. Los numeros enteros. 9

Estas propiedades deben ser conocidas y se habran usado para resolver ecua-
ciones e inecuaciones y para simplificar expresiones algebraicas en la resoluciéon de
multiples ejercicios. Es conveniente acostumbrarse a sus denominaciones y entender
su significado. Los nimeros reales verifican todas las propiedades, pero si nos restrin-
gimos a subconjuntos numéricos como los enteros o naturales, algunas propiedades

no se verifican en general.

TEOREMA 1.1.1 La suma en el conjunto de los nimeros naturales N, verifica las
propiedades: asociatividad, existencia de elemento neutro y conmutatividad. El pro-
ducto en el conjunto de los numeros naturales verifica las propiedades: asociatividad,
conmutatividad y distributividad respecto de la suma. Ademds, la suma y el producto
son cerrado para el orden en N.

TEOREMA 1.1.2 La suma en el conjunto de los nimeros enteros Z, verifica las pro-
piedades: asociatividad, existencia de elemento neutro, existencia de elemento opues-
to y conmutatividad. El producto en el conjunto de los nimeros enteros verifica las
propiedades: asociatividad, conmutatividad y distributividad respecto de la suma.
Ademds, la suma y el producto son cerrado para el orden en Z.

TEOREMA 1.1.3 La suma en el conjunto de los nimeros racionales Q, verifica las
propiedades: asociatividad, existencia de elemento neutro, existencia de elemento
opuesto y conmutatividad. El producto en el conjunto de los niumeros racionales ve-
rifica las propiedades: asociatividad, existencia de elemento inverso, conmutatividad
y distributividad respecto de la suma. Ademds, la suma y el producto son cerrados
para el orden en Q.

Aunque ni en N ni en Z se verifica la propiedad de existencia de elementos inverso,

si se verifica la propiedad de cancelacion.

TEOREMA 1.1.4 (CANCELACION) Sin#0 yn-m=n-k, entonces m = k.

También es conveniente recordar las propiedades de la relacién de orden entre

numeros y del valor absoluto.

1. Reflexiva: n<n
2. Antisimétrica: Sin <m,y m <mn, entonces n=m

3. Transitiva: Sin <m,y m < k.entonces n <k

e

. In| >0

5. |n] =0,siysolosin=0

@)

- |n-m| = n[-|m|

EN|

. n+m| < n| + |m|

Grados en Ingenieria Informaética, del Software y de Computadores



10 Matematica discreta

1.1.2. Software matematico

Este curso se va a desarrollar integrando una herramienta informatica de calculo
matematico: Maxima. Vamos a aprender a realizar algunos célculos con ella y también

a definir o describir algunas de las funciones y algoritmos que aprendemos en el curso.

El programa Maxima es un proyecto de software libre escrito en el lenguaje Lisp.
Aunque su interface original se basa en linea de comandos, existen varios entornos
graficos que se comunican con él para ofrecer sistemas més ficiles de usar y con
resultados visuales mas amigables. Entre ellos, recomendamos wxMaxima, que posi-
blemente recoge las caracteristicas més evolucionadas. También es posible utilizar

este sistema via web, sin la necesidad de instalarlo en un ordenador.

http://maxima.sourceforge.net/
https://wxmaxima-developers.github.io/wxmaxima/

http://maxima.cesga.es

Utilizaremos los ments y los paneles de wxMaxima para hacer la mayoria de las
operaciones y calculos, aunque en algunos casos tendremos que escribir los operado-
res. Dado que estamos ante un lenguaje funcional, la forma de escribir los operadores
y funciones serd muy similar al lenguaje matematico. Por ejemplo, en la siguiente

tabla vemos algunas expresiones y funciones matematicas habituales:

3xxxy~3-2%(x-y) "2 | 3zy® — 2(z —y)?
T
3-x/(x"2-1) 3— 51
sqrt (x) NE
exp (x) exp(z) = e*
he Numero e
%pi Ntamero 7
hi Unidad imaginaria
log(x) log(z) = In(z) = L(z) (logaritmo neperiano)
sin(x) sen(x)
cos(x) cos(z)
tan(x) tg(x)
abs (x) |z| (valor absoluto)
floor(x) |z| (parte entera, funcién suelo)
ceiling(x) [x] (funcién techo)

Una de las grandes ventajas de este tipo de programas es la posibilidad de definir
etiquetas o pardmetros para representar expresiones matematicas a lo largo de un

%))

desarrollo y simplificar el trabajo, esto lo hacemos utilizando . En el siguiente

M. Cobalea, A. Valverde. E.T.S.I.Informética
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ejemplo, utilizamos la etiqueta pol para representar un polinomio de grado 2 y
utilizamos el operador solve para resolver la ecuacién polindémica determinada por

eso polinomio:

(%il) pol: x"2+43xx+2$
(%i2) solve(pol=0,x);

[t =—-2,2 = —1]

También podemos asignar nombres a una funcién tal y como hacemos habitual-
mente en matemédticas escribiendo f(x) = 22 +3x+2 y de forma que posteriormente
podemos usar f(2) para representar el valor de la funcién cuando la evaluamos en 2.

13 ”

Para hacer esto en Maxima, tenemos que usar “:=” o el operador define

(%i1) f(x):=x"2+3%x+2$
(%i2) £(10);

132

@,

Como hemos visto, las lineas de entrada pueden terminar en “;” o con “$”. En
wxMaxima no es necesario escribir nada al final de la linea, ya que el sistema lo anade
de forma automadtica. Si terminamos la linea con el simbolo de dolar, no se mostrara
la salida; esto es 1til cuando estamos haciendo definiciones. Por otra parte, en este

texto vamos a escribir en rojo los operadores y funciones predefinidos en Maxima.

1.1.3. Recursividad

La recursividad es un método de resolucion de problemas o de implementacion de
soluciones y es un principio fundamental en las ciencias de la computacién. Resolver
un problema mediante recursién significa que la solucion depende de otras soluciones
que son instancias del mismo problema. La mayoria de los lenguajes de programacién
soportan la recursividad, permitiendo que una funcién se llame a si misma. En los
lenguajes imperativos, se usan estructuras como while y for para realizar tareas
repetitivas. Los lenguajes de programacion funcionales no suelen definir bucles, sino
que posibilitan la recursién llamando cédigo de forma repetitiva. Un ejemplo tipico
de funcién recursiva es el operador factorial.

DEFINICION 1.1.5 (FACTORIAL) Definimos el factorial de un mimero natural n,
denotado por n!, como sigue:

ol=1

n!=(n-—1)!n para todon >1

Como vemos, la definicién llama al operador que estamos definiendo, pero apli-
cado a un nimero menor, hasta llegar a un caso base, en este caso 0!. También lo

Grados en Ingenieria Informaética, del Software y de Computadores



12 Matematica discreta

podemos escribir como sigue:
nl=1-2-3-...-n, paratodon >1

EJEMPLO 1.1.6

o0=1 1l=1, 20=1.2=2  31=1.-2-3=6

10!=1-2-3-...-10 = 3628800 O

EJEMPLO cON MAXIMA 1.1.7 En Maxima podemos utilizar if-then-else para de-
finir funciones por casos o ramas. Esta misma estructura se puede utilizar para definir
funciones recursivas si la funcién que estamos definiendo se llama a si misma. Como
vemos en este ejemplo, podemos trasladar literalmente la definicion recursiva del

factorial al lenguaje de Maxima.

(%i1) fact(n):= if n=0 then 1 else nxfact(n—1)$
(%i2) fact (5);

120

No obstante, el operador factorial estd predefinido en Maxima con el mismo simbo-

lo que utilizamos en matematicas.

(%i3) 5!;
120 O

La teoria de la computabilidad ha demostrado que las dos formas de abordar la
recursividad en lenguajes imperativos y funcionales, son mateméaticamente equiva-
lentes, es decir, en ambos se pueden resolver los mismos tipos de problemas. Usando
la recursién regular, cada llamada recursiva inserta una entrada en la pila de llama-
das. De esta forma, cuando se completa la recursién, la aplicacién tiene que quitar
cada entrada por completo hacia abajo. Esta ineficiencia se puede corregir con la
recursion de cola, es decir, haciendo llamadas de subrutinas como accién final de
un procedimiento. En los lenguajes funcionales, esto se consigue anadiendo un ar-
gumento adicional a la funciéon en donde se “guardan” las evaluaciones anteriores;

es lo que se denomina recursion de cola o tail recursion en inglés.

EJEMPLO CON MAXIMA 1.1.8 En este ejemplo, vamos a definir la funcién factorial
con recursion de cola. El operador tiene dos argumentos, de forma que en el segundo
se acumula la salida en cada paso recursivo. De esta forma, fact_tail(n,1) = nl.

(%i1) fact_-tail(n,s):= if n=0 then s else fact_tail(n—1,nxs)$
(%i2) fact_tail (5,1);

M. Cobalea, A. Valverde. E.T.S.I.Informética



1.1. Los numeros enteros. 13

120

Una opcién muy interesante de Maxima es la que da la posibilidad de ver la
“traza” de los operadores definidos por el usuario: trace(<op>) provocard que a
partir de ese momento la salida del operador <op> muestre los célculos intermedios.

(%i3) trace(fact_tail)$
(%id4) fact_tail (5,1);

1" Enter "fact_tail" "[5,1]
.2" Enter "fact_tail" "[4,5]
..3" Enter "fact_tail" "[3,20]
...4" Enter "fact_tail" "[2,60]
....5" Enter "fact_tail" "[1,120]
..... 6" Enter "fact_tail" "[0,120]
..... 6" Exit "fact_tail" "120
....5" Exit "fact_tail" "120
...4" Exit "fact_tail" "120
..3" Exit "fact_tail" "120
2" Exit "fact_tail" "120

1" Exit "fact_tail" 120

120

Como podemos ver el factorial de 5 se calcula durante el proceso de evaluacion

y en la fase de salida no se realiza ningin célculo. O

1.1.4. Numeros combinatorios

DEFINICION 1.1.9 (NUMEROS COMBINATORIOS) Sean n y k dos nimeros naturales

n
tales que 0 < k < n. Se define el nimero combinatorio (k:)’ que se lee “n sobre

(W)= mmm

PROPOSICION 1.1.10 Para todo n € N y todo k € N:
ny n
k) \n—k

10y 100 10-9-8-74 10-9-8 10-9-8
7 73t A3 3L 3.2

k”, como

EJjempro 1.1.11

=10-3-4=120

Grados en Ingenieria Informaética, del Software y de Computadores



14 Matematica discreta

3

0\ 0! B
o) oo
n\ n! _n!_l
0/ 0'-n n!
n n! n!

L = :—:1
n n!-0  n!

o

Tl (Y -

La forma habitual de calcular los nimeros combinatorios serd la siguiente: ex-
pandimos parcialmente el factorial del numerador y simplificamos con uno de los
factores del denominador. Obtenemos asi una igualdad que puede tomarse como
definicién de los nimeros combinatorios y que es valida incluso para valores reales
de n.

k!-(n—k)!i k! (n—%&)T
n n—1 n—2 n—k+2 n—k+1
ok k-1 kE—-2"" 2 1

<n)_ nl nn—1)...(n—k+1) (n—FkT

Podemos escribir esta tltima igualdad como

n _n—k:—l—l n—k n
k) 1 2 Tk

: n—Fk+1 . :
Es decir empezando en — vamos anadiendo factores que se obtienen

incrementando numerador y denominador hasta llegar a —. Esto es lo que utilizamos

para definir el operador binomial con recursién de cola .

EJEMPLO CON MAXIMA 1.1.12 La siguiente funcién define de forma recursiva de
los ndimeros combinatorios:

(%i1) binom (n,k):= binom_tail (k,n-k+1,1,1)%

(%i2) binom_tail(k,d,c,s):= if k=1 then sxd/c else
binom _tail (k—1,d+1,c+1,s*xd/c)$

(%i3) binom (10,5);

252

La variable k£ funciona como un contador que determina el nimero de factores d
y ¢ del numerador y denominador respectivamente que tenemos que anadir. Ademas,
cada resultado parcial que se acumula en la variable s es un niimero combinatorio
y, por lo tanto, es un ntimero natural.

M. Cobalea, A. Valverde. E.T.S.I.Informética



1.1. Los numeros enteros. 15

(%i4) trace(binom_tail)$
(%i5) binom (7,3);

1 Introducir binom_tail [3,5,1,1]
.2 Introducir binom_tail [2,6,2,5]
..3 Introducir binom_tail [1,7,3,15]
..3 Salir binom_tail 35

35

Naturalmente, Maxima incluye un operador primitivo para el calculo de los ntimeros

combinatorios.

(%i4) binomial (10,5);
252 O

La siguiente propiedad es la mas importante de los ntimeros combinatorios, sien-

do el fundamento del tridngulo de Tartaglia-Pascal.

TEOREMA 1.1.13 (DE PAscAL) Para todo n € N y todo k € N:

n n n _(n+1
k E+1) \k+1
EJEMPLO 1.1.14 Vamos a demostrar el Teorema de Pascal. Para ello, solo utili-

zamos la suma de fracciones igualando denominadores y la simplificacién de un
numerador sacando factor comun.

<Z> " (kil) -

n~(n—1)~-(n—k‘—|—1)_’_n'(n—l)---(n—k—i—l)-(n—k)

k! (k+1)!

_ (k:+1)-n'(n—1)---(n—k‘+1)+n-(n—1)---(n—k+1)(n—k‘) B
(k+1) - k! (k+1)!
(k+14+n—k)-n-(n—-1)---(n—k+1)

N (k+1)! N
n+1)-n-(n—=1)---(n—k+1) n+1
= CE] :<k+1> -

El Teorema de Pascal permite calcular los niimeros combinatorios usando una
representacion geométrica que se donomina tridngulo de Tartaglia o tridngulo de
Tartaglia-Pascal. Construimos este tridngulo colocando en el vértice superior, el
ntimero (8) y debajo de él colocamos los ntimeros ((1)) y (D, formamos asi un primer
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tridngulo con solo tres nimeros. A partir de aqui, vamos anadiendo nuevas filas
usando la siguiente regla: debajo de cada par de niimeros, colocamos su suma:

(%) ) (%) )
N " N '

(o) + () (i)

Adicionalmente, cada fila se comienza con (8) =1y se termina con (Z) = 1. Vemos

H
o

a continuacion el tridngulo resultante hasta la quinta fila, a la izquierda con los

numeros combinatorios indicados y a la derecha con los valores resultantes.

()
YR

©H 6 6
© 6 G

) 1 5 10 10 5 1

5
(2)
1.1.5. Operador sumatorio

El operador g o sumatorio se utiliza para expresar sumas:

D fR) = fm) + fm+ 1)+ - + f(n)
k=m

Los sumandos estan determinados en funcién de una variable o indice, que tomara
todos los valores entre dos niimeros naturales m y n tales que m < n. Este operador
también es frecuente en los lenguajes de programacion, en los que toma una sintaxis

similar a la que usa Maxima:

EJEMPLO cON MAXIMA 1.1.15 Vemos en este ejemplo como calcular la siguiente

suma en Maxima

) DT P
~k 203 100

(%il1) sum(1/k,k,1,100);

14466636279520351160221518043104131447711
2788815009188499086581352357412492142272

(%i2) float(%);
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5.187377517639621

En este ejemplo, hemos usado la variable %, que representa al resultado del lti-
mo célculo efectuado. Ademas, observamos que por defecto, el programa realiza los
calculos de forma exacta o simbodlica y si queremos obtener los resultados aproxima-
dos debemos pedirlo explicitamente; esto podemos hacerlo con el operador float o

con la opcion numer.

(%i3) sum(1/k,k,1,100) ,numer;
5.187377517639621 O

El operador sumatorio se usard en distintas asignaturas, por lo que es muy conve-
niente aprender a manejarlo correctamente. Vemos a continuacién algunos ejemplos

sencillos, pero que ayudaran a entender algunas propiedades sus propiedades.

EJEmpPLO 1.1.16

1. La variable utilizada como indice de cada sumando no influye en el resultado
y podremos cambiarla por la letra que deseemos siempre que no interfiera en
el resto del problema. Por ejemplo, en los sumatorios siguientes utilizamos

indices distintos para expresar la misma suma:

10
§:k:1+2+3+4+5+6+7+8+9+10
k=1

10

}:i=1+2+3+4+5+6+7+8+9+10
=1

10
2. La expresién Z 2 tiene 10 sumandos, pero ninguno depende de k, todos son

k=1
iguales a 2, y por lo tanto:

10
}:2:2+2+2+2+2+2+2+2+2+2:102
k=1

3. Un sumatorio no es méas que una suma, y por lo tanto le podemos aplicar las

propiedades que hemos recordado antes para esta operaciéon. Por ejemplo, la
siguiente igualdad no es més que la aplicacién de la propiedad asociativa:

s () ()
7+8

= (1+2+3+4) + (5+6+7+8)

1+2+34+4+5+6+
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4. De la misma forma, si la expresién que hay dentro del sumatorio es también
una suma, las propiedades de asociatividad y conmutatividad nos permitiran

manipulaciones como la mostrada en el siguiente ejemplo:

4 4 4
S (k+1) = (Zk) + (Z 1)
k=1 k=1 k=1

I+D)+C2+D)+B+)+A+1)= (1+2+43+4) + (1+1+1+1)

5. La distributividad es otra propiedad de la suma y también admite una formu-

lacién muy conveniente con los sumatorios.

5 5
ZQk:QZk

k=1 k=1
2.142-242-3+2-442-5=21+2+3+4+5) O

Debemos asegurarnos de que todas las transformaciones que realicemos estén
respaldadas por las propiedades de la suma y el producto, tal y como hemos hecho
en los apartados del ejemplo anterior. En el ejemplo siguiente recogemos algunos

errores bastante frecuentes en la manipulaciéon de sumatorios.

EJjempro 1.1.17

5 5 2
1. Z k% +£ <Z k> . Estas dos expresiones son distintas, ya que, en general, el
k=1 k=1

cuadrado de una suma no es igual a la suma de los cuadrados

12422433 +4%2 452 £ (14+2+3+4+5)?

2. Hemos visto anteriormente que, gracias a la propiedad distributiva, podemos
sacar un factor comun a todos los sumandos del sumatorio. Sin embargo:

5 5

S k(k+ 1) £k <Z(k+ 1>>

k=1 k=1

La variable k toma un valor distinto en cada sumando y por lo tanto no se
puede considerar factor comun a todos ellos. Debemos pensar siempre que la
variable que funciona como indice solo tiene sentido dentro del sumatorio. O

1.1.6. Binomio de Newton

La siguiente féormula hace uso de los operadores que hemos definido en las sec-
ciones anteriores y expresa la forma expandida de cualquier potencia de un binomio.
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TEOREMA 1.1.18 (FORMULA DEL BINOMIO DE NEWTON) Para todo par de nime-
ros a y b y todo numero natural n > 2, se verifica que

w55 ()

=0

EJempLo 1.1.19
(¢ —y)*= (3) 2*(—y)° + (i)x(—y) + (3) 2(—y)? = a® — 2ay + 4

3 3 3 3
(s+1)3 = <O> s3¢0 + <1) st + <2> st? + (3) $93 = 3 + 352t + 3st? 4 13

s (2—2)5 =20 —122° 4 602" — 16023 + 2402% — 1922 + 64

-ar (0 ()05

=

EjEMpPLO coN MAXIMA 1.1.20 El operador expand elimina los paréntesis en cual-
quier expresion para obtener su forma expandida y en cierto sentido simplificada. En
particular, podremos ver el resultado de aplicar la férmula de Newton si lo aplicamos
a la potencia de un binomio.

(%i1) expand((x—2)"7);

7 — 1425 + 842° — 280z* + 5602° — 67222 + 448x — 128 O

1.2. Aritmética Entera

1.2.1. Divisién euclidea

TEOREMA 1.2.1 (D1VISION EUCLIDEA) Sean n,m € N, con m > 0. Entonces exis-

ten q,7 € N, dnicos, tales que

n=m-q+r Y 0<r<m

El niimero g se denomina cociente de la division de n entre m. El ntimero r se
denomina resto de la divisién de n entre m. La demostracién de este teorema se basa
en el algoritmo habitual de la division: se busca el mayor natural ¢q tal que n —m-q
es positivo; necesariamente, este niimero es menor que m. Basicamente, este es el
proceso que seguimos al realizar el célculo de la divisién a mano con el algoritmo

que conocemos desde primaria.

EJEMPLO cON MAXIMA 1.2.2 Para determinar cociente y el resto con Maxima, usa-

mos los operadores quotient y remainder respectivamente.
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(%il) quotient (231,17);
13
(%i2) remainder (231,17);

10 O

1.2.2. Sistemas de numeracién posicionales

Un sistema de numeracion es un conjunto de simbolos y de reglas mediante las
cuales podemos representar los niimeros enteros. El sistema de numeracion que utili-
zamos habitualmente es un sistema posicional definido sobre la base de numeracién
10. Esto significa que utilizamos diez simbolos que representan las cantidades des-
de cero hasta nueve, pero que al escribirlas de forma concatenada toman un valor
que depende de la posicién en la cadena. Por ejemplo, la cadena de digitos 34735

representa al nimero
3-10*+4-10>+7-10°+3-10" +5-10°

Representaciones similares se pueden definir utilizando cualquier niimero como base.
De hecho, diferentes civilizaciones han usado otras bases distintas de 10, como los
babilonios, que usaron la base seis o los mayas que usaron la base veinte.

En la actualidad, el uso de distintas bases de numeracion tiene importantes
aplicaciones en computacién. Por ejemplo, la base dos es la habitual para representar
los datos informaticos a bajo nivel y las bases ocho y dieciséis se usan en criptografia

y en comunicaciones.

TEOREMA 1.2.3 Sea b un entero positivo, b > 1. Entonces cada entero positivo n

se puede escribir de forma unica como combinacion lineal de potencias de b
n=ay b"+ap_1 "1+ fag b 4ap-

en donde cada a; es un entero tal que 0 < a; <b—1 yai #0.

Atendiendo a este teorema, el niimero n se escribe como

n=(ax ar—1 ... ai ap)p

Omitiremos los paréntesis si no lleva a confusion, y no anadiremos el indicador de
la base cuando esta sea la base decimal. Habitualmente, se utiliza un tinico simbolo
para representar cada nimero entre 0 y b — 1. Si la base b es menor que 10, estos
simbolos son los digitos que habitualmente usamos y si la base es mayor de 10,
utilizamos letras para representar los niimeros mayores a 10. Por ejemplo, en la base
16, o hexadecimal, se utilizan los simbolos 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7,8,9, A, B, C, D, E,
F,endonde A=10,B=11,C=12,D=13, E=14y F = 15.
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EJEMPLO 1.2.4 Vamos a determinar el niimero representado por la secuencia 1B03A3
en la base hexadecimal pasandolo a la base decimal.

1B03A3(16 = 1-16° + 1116 +0-16° +3 - 16 + 10 - 16 + 3 = 1770403 O

La demostracién del teorema anterior consiste en establecer el procedimiento
para encontrar los ntiimeros a; que formardn la representacién. Estos nimeros son
los restos que se obtienen al aplicar sucesivamente el algoritmo de la divisién, tal y

como vemos en el siguiente ejemplo

EJEMPLO 1.2.5 Vamos a escribir el nimero n = 3785 en base b = 7; naturalmente,
utilizamos los digitos 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 para construir las secuencias en esta base de

numeraciéon tenemos que:

3785 =7-5404+5 = ap=5
40=7-7TT+1 = a;=1
M=7-1140 = a2=0
11=7-14+4 = az3=4

1=7-0+1 = a4 =1

El cociente de la tltima division es 0 y por lo tanto no podemos seguir dividiendo, asi
que el resto de esa divisién es el ultimo digito de la representacién. En consecuencia

3785 = 140157

No vamos a hacer la demostraciéon formal del teorema, pero si vamos a hacer la
comprobacién en este ejemplo de que el proceso de divisiones encadenadas genera
la representacién en la base dada. También podemos observar que la secuencia de
digitos obtenida es unica, ya que el cociente y el resto en la divisiéon entera son
Unicos para cada pareja dividendo-divisor. Hacemos la comprobacién sustituyendo
los nimeros de la izquierda, en la secuencia de divisiones, por la expresiéon de la
derecha:
3785 ="T7-540+5 =
=7-(7T-77T+1)+5=
=7-(7-(7-114+0)+1)+5=
=7-(7-(7-(7-144)4+0)+1)+5
Si ahora quitamos los paréntesis sin operar las potencias de 7, obtenemos la expresion
del nimero como combinacién lineal de potencias de 7:
3185 =7-(7-(7-(7-14+4)+0)+1)+5=
=7-(7T-(T* 1+7-44+0)+1)+5=
=7- (7P 147 447-0+1)+5=
=7 14+7 447 047-1+5=
=1-7"4+4-74+0-7"+1-7+5 O
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Maxima no dispone de ningtin operador predefinido para convertir nimeros entre
distintas bases, pero es facil hacerlo usando los operadores disponibles sobre listas.
Cuando tratamos con numeros escritos con digitos en un sistema posicional, estos

numeros deben ser entendidos como listas:

3785~ [3,7,8, 5]

Las listas son una estructura de datos béasica en programacion y todos los len-
guajes incluyen un conjunto de operadores basicos para manipularlas. Como hemos
visto arriba, la forma habitual de representar las listas es delimitando sus elementos,
que estaran separados por comas, entre corchetes. A diferencia de los conjuntos, el
orden en el que estan colocados los elementos en la lista es deterninante de la misma

y puede contener elementos repetidos:

[1,2,3] #[3,2,1;  [2,2,1,3] #[2,1,3]

Maxima incluye distintos operadores para trabajar con listas; a continuacion ve-
mos los mas bésicos, los que definen la estructura, y a lo largo del curso aprenderemos

algunos mas:

cons(x, [T1,...,2y]) =[x, 21, ..., 2y)
first([z1,...,zy]) = 21
rest([z1, 22, ..., 2,)) = [x2, ..., 2]

Si z es una lista, z[i] representa al i-ésimo elemento de z.

Como deciamos arriba, la representacion de los nimeros usando una base de nu-
meracion es esencialmente una representacion mediante listas. Pero habitualmente,
representamos los digitos por un tnico simbolo, de forma que podemos prescindir

de los corchetes y las comas:

31AB 6~ [3,1,10,11]

Para trabajar con Maxima, sin embargo, usaremos la notacién completa de las

listas y podremos utilizar niimeros mayores que 10 como digitos.

Para definir la conversién de un ntimero en una base distinta de 10 a la base 10,
vamos a utilizar vamos a utilizar el operador 1reduce, reduccion por la izquierda. Si
f(z,y) es una funcién de dos argumentos y ¢ es una lista de mas de dos elementos,
lreduce(f, ) aplica la funcién f a los elementos de la lista agrupandolos desde la
izquierda:
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lreduce(f, [a,b,c]) = f(f(a,b),c)

Si observamos el ejemplo de més arriba, vemos que para convertir un niimero de
base 7 a base 10, hemos usado la funcién f(z,y) = Tx+y agrupando los digitos de dos

en dos desde la izquierda. Por lo tanto, podemos utilizar las siguientes instrucciones:

(%il) b7 (x,y):=Txx+y$
(%i2) Ireduce(b7,[1,4,0,1,5]);

3785

También podemos hacerlo usando el operador sumatorio

(%il) a: [1,4,0,1,5])%
(%i2) sum(a[k]|*x7"(5—k),k,1,5);

3785

Hemos visto que el proceso inverso consiste en realizar una serie de divisiones

sucesivas, lo que podemos describir facilmente con una definicién recursivas:

(%il) base(b,N,res):= if N=0 then res
else base(b,quotient (N,b), cons(remainder(N,b),res))$
(%i2) base(7,3785,[]);

[1,4,0,1,5]

1.2.3. Divisibilidad y nimeros primos

DEFINICION 1.2.6 Sean n,m € Z con m # 0. Se dice que m divide a n si existe
q € Z tal que n = m - q. En tal caso, escribimos m | n, o bien n = m. Decimos
igualmente que m es divisor de n o que n es un multiplo de m.

EJEmpPLO 1.2.7

= 6192, ya que 192 =6-32
= 112310, ya que 2310 = 11 - 210

» 8| (—24), ya que 24 =8-(—3) O

TEOREMA 1.2.8 La relacion de divisibilidad verifica las siguiente propiedades. Si
n,m,k € 7Z:

1. Reflexiva: n|n
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2. Transitiva:  Sin|m, ym |k, entonces n |k

3. Antisimétrica (soloen N): Si0<n,0<m, n|m ym|n, entoncesn =m

La relacién de divisibilidad no es antisimétrica en Z, ya que n | (—n), y (—n) | n.
En general, para enteros arbitrarios se verifica que, sin | my m | n, entonces n = m,

o bien n = —m.

El siguiente teorema recoge las propiedades algebraicas de la divisibilidad, es

decir, su comportamiento con respecto a las operaciones de suma, resta y producto.

TEOREMA 1.2.9 Sean n,m,k € Z. FEntonces:

1.1|lny(-1)|n

2.n|lnyn|(—n)

3. Sik|nyk|m, entonces k| (n+m), yk|(n—m)
4. Sin|m, entonces n | (k-m) para todo k € Z

5. 8ik|nyk|m, entonces k| (s-n+t-m), para todo s,t € Z
EJemMpPLO 1.2.10 Dado que 27 y 39 son multiplos de 3, podemos afirmar que
3| (2713721 + 39 - 7451)

sin necesidad de realizar las operaciones de la derecha.

Es importante tener en cuenta que no podemos aplicar esa propiedad en sentido
contrario. En el ejemplo anterior, ninguno de los ntimeros 27, 13721, 39, 7451 es par,
sin embargo el siguiente sf lo es

2713721 + 39 - 7451 = 661056 O

DEFINICION 1.2.11 Un entero positivo p # 1 se dice que es primo, si sus 1Unicos
divisores positivos son 1 y p. Los nidmeros que no son primos se denominan com-
puestos.

Naturalmente, si un nimero n es compuesto, siempre es posible encontrar un
nimero primo que lo divide.

Durante mucho tiempo se mantuvo la duda de si el conjunto de los nimeros
primos era finito o no, hasta que Euclides dio una sencilla demostracion de que hay

infinitos niimeros primos.

TEOREMA 1.2.12 (EUCLIDES) FEl conjunto de nimeros primos es infinito.
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La demostracién de Euclides de este resultado solo hace uso de las propiedades
algebraicas. Si p1, ..., pn son todos los primos menores que p,,, entonces ¢ = 1+ py -
[ EERER Pr,es otro niimero primo estrictamente mayor que p,,, o bien es divisible por
un numero primo necesariamente mayor que p,. Esto es cierto porque el nimero
q=14+p;-p2-----py no es divisible por ninguno de los mimeros p1,...,p,. Por
lo tanto, siempre podemos construir un nimero primo que sea mayor que cualquier

otro, y en consecuencia el conjunto de todos ellos tiene que ser infinito.

Determinar si un nimero dado es o no primo, es un problema complejo desde el
punto de vista computacional. Actualmente, gran parte de la seguridad informatica
estad sustentada en esta complejidad. Concretamente, son importantes los métodos

y resultados para calcular primos suficientemente grandes.

La criba de Eratéstenes es un método simple para determinar los primos por
debajo de un natural dado, aunque solo es eficiente para nimeros no muy grandes.

También son importantes las familias o sucesiones de nimeros primos, como los

primos de Fermat o los primos de Mersenne.

EJEmMPLO 1.2.13 Los ntimeros primos de la forma a™ — 1 se denominan Primos de
Mersene. Naturalmente, no todos los niimeros de esta forma son ntimeros primos:

32-1=8 no es primo.

De hecho, se verifica que, sin > 1y a — 1 es un ntimero primo, entonces a = 2 y n

es primo, tal y como demostramos a continuacion.

Concretamente, vamos a utilizar la divisibilidad de polinomios para probarlo, lo

cual constituye una técnica bastante habitual.

= Necesariamente, a > 2 y para probar que a = 2, consideramos el polinomio
Q(z) = 2™ — 1. Este polinomio es divisible por z — 1, ya que £y = 1 es una
raiz de ); ademas, no es dificil deducir que

n—1
x”—lz(m—l)Za}i

1=0

Para x = a, tenemos entonces que

n—1 .
a"—lz(a—l)z:az
1=0

n—1

Dado que Z a=14a+---+a"'>2 sia"—1 es primo, necesariamente

a—1=1ya=2

= Para probar que si 2" — 1 es un niimero primo entonces n también es primo,

vamos a demostrar el contrarreciproco de esta implicacién, es decir: vamos a
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demostrar que sin =m -k, con m > 2, k > 2, entonces 2" — 1 es un nimero

compuesto.

Utilizamos de nuevo la siguiente igualdad de polinomios

k-1
Fo1=(z-1)) 2
i=0
Para x = 2", tenemos entonces que
k-1
2" —1=(2"F—1=02"—1)) 2™,
i=0

lo que nos daria una factorizacién de 2™ — 1; debemos tener en cuenta que,
dado que m > 2, se verifica que 2™ — 1 > 3 y dado que k > 2 se verifica que

k—1
Z omi > 9.
1=0

Es decir, los nimeros primos de Mersenne son de la forma 2P — 1, en donde p es
primo. Sin embargo, no es cierto que si p es primo, entonces 2P — 1 sea necesariamente
primo. Por ejemplo:

2 —1=2047=23-89 O

1.2.4. Teorema fundamental de la aritmética

TEOREMA 1.2.14 (FUNDAMENTAL DE LA ARITMETICA) Sean € N, n > 1. Enton-
ces, n se puede expresar de forma unica como producto de potencias de primos. Es
decir,

n=pi-p5* Pk,

en donde py < p2 < ... < pg son primos y e; € N para cada j.

Para obtener la descomposicion, empezamos dividiendo n por primos sucesivos
y crecientes empezando por 2. Naturalmente, no es necesario probar con todos los
primos menores que n y disponemos de varios resultados que determinan el ma-
yor numero primo que debe ser considerado. El criterio mas simple es el siguiente:

probaremos con los primos menores que la raiz cuadrada del nimero.

EJjEmpPLO 1.2.15

= Para deducir que 101 es primo, basta comprobar que no es divisible por
2,3,5y 7.

= El ntimero 90 es compuesto y 90 = 2 - 32 . 5.

El operador de Maxima con el que determinamos la factorizacién de nimeros
naturales es factor:
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(%il) factor(11016);
223117
Y también podemos preguntarle sobre la primalidad de un nimero:
(%i2) primep(17);
true
(%i3) primep(22);
false

DEFINICION 1.2.16 Sean m,m € Z*. El méximo comun divisor de n y m es el
mayor entero que es divisor de n y de m y lo denotamos por mecd(n,m). Es decir,
d = mcd(n, m) es el unico entero positivo tal que

» dla, d|by

= sicla, c|b, entonces c|d

El operador de divisors de Maxima determina el conjunto de divisores de un

numero. Lo vamos a utilizar en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO CON MAXIMA 1.2.17 Vamos a calcular el maximo comtun divisor de 30 y

12 usando la definicién

(%i1) D1: divisors (30);
{1,2,3,5,6,10, 15,30}
(%i2) D2: divisors (12);
{1,2,3,4,6,12}

Con el operador intersect podemos determinar la interseccién de los dos con-

juntos, es decir, los divisores comunes.

(%i3) intersect (D1,D2);
{1,2,3,6}

Por lo tanto, el maximo de todos los divisores es 6: mcd(30,12) = 6.

Disponemos igualmente de un operador que nos devuelve el maximo comun di-

visor de dos niimeros.

(%i4) ged(30,12);
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6 |

DEFINICION 1.2.18 Se dice que los enteros n, y m, son primos relativos o coprimos
si no tienen divisores comunes, es decir, si med(n,m) = 1.

EJEmpPLO 1.2.19

» Los enteros 9 y 22 son coprimos, ya que mcd(9,22) = 1.
= Los enteros 9, 22 y 35 son coprimos “dos a dos” ya que

med(9, 22) = med(9, 35) = med(22,35) = 1 O

A partir del Teorema Fundamental de la Aritmética obtenemos el método de
calculo del méximo comtun divisor de dos niimeros basado en la descomposicion

factorial de los nimeros naturales.

COROLARIO 1.2.20 Sin = p]'ps?---plr, ym = plilpgz --pbn son niimeros natura-

les, en donde los numeros p; son numeros primos distintos, entonces
__min(ay,b1) min(az,b2) min(an,b
med(n,m) = py 2 o ppinanbn)

Obsérvese que, por simplicidad, hemos escrito la misma secuencia de primos en
los dos niimeros, lo que no resta generalidad, puesto que los exponentes pueden ser

nulos.

EjempLO 1.2.21
2750 = 2-5%-11 2750 = 2!'.30.53.111.830
1992 = 23.3.83 1992 = 23.31.50.110.83!
Por lo tanto,

med(2750,1992) =21 . 3°.5%.119.830 =2 m

DEFINICION 1.2.22 Sean m,m € Z*. El minimo comtn multiplo de n y m es el
menor natural que es mailtiplo de n y de m. Lo denotamos por mem(n,m).

El operador 1cm de Maxima devuelve el minimo comiin multiplo de dos ntimeros.

(%il1) lem (60 ,46);

1380

ai a2z

COROLARIO 1.2.23 Sin = pi'py*---phn, ym = plflng o -pfl" son numeros natura-

les, entonces

__méx(a1,b1) méx(az,b2) méx(an,b
mem(n, m) = p; Dy . prmdx(an,bn)

COROLARIO 1.2.24 Sin,m € Z*, entonces, mem(n, m) - med(n,m) =n - m.

COROLARIO 1.2.25 Sin,m € ZT son coprimos, entonces mem(n, m) =n-m.
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1.3. Ecuaciones diofanticas

1.3.1. Algoritmo de Euclides

Aunque el cédlculo de los divisores comunes o la factorizacién de dos nimeros,
como hemos hecho en la seccién anterior, permite determinar ficilmente el maximo
comun divisor de dos niimeros pequenos, no son métodos eficientes cuando traba-
jamos con numeros grandes. En esta secciéon vamos a aprender a el algoritmo de
FEuclides para determinar el médximo comun divisor de dos ntimeros. Este algoritmo
tiene dos ventajas: es mucho mas eficiente que la descomposicién en factores primos
y se puede completar para obtener un método eficiente para determinar la identidad
de Bézout, que estudiaremos mas adelante y que constituye la herramienta funda-
mental para la resolucién de las ecuaciones diofdnticas que vamos a estudiar en esta
parte del tema.

El algoritmo de Euclides se basa en la siguiente propiedad, consecuencia de las
propiedades algebraicas de la divisibilidad: un ntimero d es divisor comtn de otros
dos nimeros n y m si y solo si es divisor de n — m y de m. Por lo tanto:

LEMA 1.3.1 Sean n y m dos numeros naturales tales que n > m, entonces

mcd(n, m) = med(n —m, m)

Podemos utilizar este resultado para calcular el maximo comun divisor de dos

numeros realizando simplemente restas.

EJEMPLO 1.3.2 Calculemos el maximo comtn divisor de 33 y 21 utilizando tantas

veces como sea necesario el lema anterior hasta llegar a un calculo trivial:

med(33,21) = med(12, 21) = med(21, 12) = med(9, 12) =
=mcd(12,9) = med(3,9) = med(9, 3) = med(6,3) = med(3,3) =3 O

EJjEMPLO cON MAXIMA 1.3.3 Con el lema anterior podemos dar la definicién re-
cursiva mas simple de mecd:

(%i1) med(m,n):= if m = n then m
else if m > n then med(m — n,n)
else med(m,n — m)$

(%i2) med(33,21);

3

Recordemos que ya habiamos visto que Maxima incluye el operador gcd. O
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El método descrito en este ejemplo constituye un algoritmo eficiente para el
calculo del maximo comun divisor y es la base para la demostraciéon del siguiente
resultado, que describe el algoritmo de Euclides para calcular el maximo comin
divisor de dos numeros y que serd la herramienta fundamental para el resto del

tema.

TEOREMA 1.3.4 (ALGORITMO DE EUCLIDES) Sean m,m € ZT y consideremos las
secuencias de enteros positivos, qi,...,qQk+1 Y r1,---,7k, obtenidas aplicando repeti-

damente el algoritmo de la division:

n—m-qi=7m7T
m-—"ry-q2 =72
rn —T2:q3=T3
Th—3 — Th—2 * Qk—1 = Tk—1 = mcd(n, m)

T2 —Tgp—1 Qe =7, =0

n m-q + 711 0 < m < m

m = Tr1-q2+7T9 0 < 1m1m < n

1 = T9-q3+7Ts 0 < r3 < 79

79 = r3-qa+rs 0 < 7rp < 13
Tk—2 = Tk—1-Qk+Tk 0 < rp < rp
k=1 = Tk Qk+1+0

Entonces r, = med(n, m)

EJEMPLO 1.3.5 Vamos a hallar el maximo comun divisor de 70 y 42 usando el

teorema anterior.

Por lo tanto, med(70,42) = 14. O
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EjEmMPLO 1.3.6 Los ntimeros 21 y 13 son coprimos:

21 = 13-1+38
13 = 8-1+5
8 = 5-143

O
5 = 3-1+2
3 = 2-1+[1]
2 = 1-240

TEOREMA 1.3.7 (IDENTIDAD DE BEZOUT) Sin,m € Z*, entonces existen s,t € Z
tales que mcd(n,m)=n-s+m-t.

La demostracién se basa en la secuencia de divisiones que permiten calcular el
maximo comun divisor y ademads, la demostracién establece el método para calcular

los ntimeros s, t.

Despejando los restos en la secuencia de divisiones, obtenemos las siguientes
igualdades:
rn=n—-m-qi
ro=m-—-"T1-q2

r3="T1—"T2"43

Thk—1 = Tk—3 — Tk—2 " qk—1

med(n,m) =rg =rg_9 — Tk—1 - Gk

De esta forma, si de abajo a arriba, sustituimos los niimeros r; hasta llegar a la
primera igualdad, habremos construido la combinacién lineal buscada.

Vamos a ver este proceso en el ejemplo siguiente. La tinica dificultad del proceso
estd en que trabajamos con ntmeros, y es dificil distinguir el papel que juegan en
cada igualdad (resto, dividendo o divisor). Por esa razon, vamos a “recuadrar” los
numeros iniciales y los restos para recordar que no debemos operarlos, solamente los
podemos sustituir por la expresion dada por la divisién anterior.

EJemMPLO 1.3.8 Calculamos el maximo comun divisor de 136 y 26 mediante la se-

cuencia de divisiones.

[136]=[26]-5+[6] = [6]=[136]-[26] 5 (1)
26]=[6]-4+[2] = [2]=[26]-[6] 4 (2)

6=2-340

Por lo tanto, med(136,26) = 2y = — @ - 4. Como decfamos antes, los
ntmeros recuadrados los sustituiremos segtin las igualdades previas en la secuencia,
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pero no los operaremos.

[2]=[26]-[6] 4, Por (2)
=126]— (136]—[26]-5) - 4, Por (1)
—[26]—[136]- 4 +[26]- 20
=[136]- (—4) +[26]- 21 O

En general, no es cierto que si n-s+m -t = d, entonces d = mecd(n, m). Por
ejemplo, 2-2+43-2 =10 y med(2,3) # 10 # mcd(2,2). Sin embargo, la conclusién

si es cierta si los ntimeros son coprimos.

COROLARIO 1.3.9 §i existen enteros s y t tales que n - s+ m -t = 1, entonces
med(n,m) =1, es decir, n y m son coprimos.

La demostracion es una consecuencia inmediata de las propiedades bésicas de la
divisibilidad: si n - s+ m -t = 1, entonces cualquier divisor comin a m y n seria
divisor de 1 y por lo tanto, 1 es el inico divisor comin y med(n,m) = 1.

Esta propiedad es ttil para demostrar propiedades relacionadas con la divisibi-
lidad.

EjEMPLO 1.3.10 Vamos a utilizar la identidad de Bézout para demostrar que, para
todo nimero natural n, los nimeros n+1 y n son coprimos: dado que (n+1)—n =1
el corolario anterior establece que n + 1 y n son coprimos. O

Forma vectorial del algoritmo de Euclides. Vamos a obtener la identidad de
Bézout del ejemplo de arriba usando un método alternativo y que nos va a permitir
definir de forma recursiva el proceso. Concretamente, vamos a partir de las siguientes

igualdades triviales,

m=1-m+0-n

n=0-m+1-n

y a partir de ellas, vamos a realizar operaciones elementales en el lado izquierdo y
en el derecho hasta conseguir el maximo comun divisor en el lado izquierdo y la
combinacién de la identidad de Bézout en el lado derecho.

EJEmMPLO 1.3.11 Vamos a calcular el maximo comun divisor de 250 y 111 y a ob-
tener la combinacién lineal establecida por la identidad de Bézout.

Empezamos con las dos igualdades triviales siguientes:
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250 =1-2504+0-111 (1)
111=0-2504+1-111  (2)

El cociente de 250 entre 111 es 2 y 250 — 2 - 111 = 28; efectuando esta operacion
con las partes derechas e izquierdas de las igualdades anteriores, obtenemos:

28=250-2-111=1-250-2-111  (3)=(1)—2-(2)

Ahora dividimos 111 entre 28 y obtenemos el cociente 3, por lo que:
27=111-3-28=—-3-250+7- 111 (4)=1(2)—-3-(3)
Finalmente, divididimos 28 entre 27 y obtenemos cociente y resto iguales a 1:

1=28-27=4-250—-9-111  (5)=(3) — (4)

Es decir, los niimeros en el lado derecho determinan las operaciones que hacemos,
pero las realizamos en ambos lados. Como podemos ver, los ntimeros 250 y 111 del
lado derecho no se han operado en ningiin momento y solo hemos trabajado con sus
“coeficientes”. Por esta razon, el proceso anterior se puede simplificar describiéndolo
sobre vectores de tres coeficientes y por eso, a esta forma de determinar la identidad

de Bézout la llamaremos forma vectorial.

250 111 28
250
=2 o |z o =]
0 1 —2
111 28 27
111
5% 0 1 3
1 —2 7
28 27 1
fﬂ 1 1 3 4
_ — ~S — — =
27
-2 7 -9

La forma vectorial que hemos presentado en el ejemplo anterior, permite adaptar
facilmente el procedimiento que definimos para hallar el mdximo comun divisor con
Maxima basado en las diferencias sucesivas.
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(%il1) medex(n,m):= bezout_-vect ([n,1,0],[m,0,1])$%

(%i2) bezout_vect(u,v):= if v[1] > u[l] then bezout_vect(v,u)
else if v[1]=0 then u
else bezout_vect (u—v,v)$

(%i3) medex(250,111);

1,4, -9

También disponemos de varios operadores relacionados con los procesos ante-
riores. Por ejemplo, el operador gcdex devuelve los coeficientes de la identidad de
Bézout y el maximo maximo comun divisor, que aparece en el tercer argumento de

la salida:

(%i3) gedex(250,111);
[4a*9)1]

Para ayudarnos a verificar los pasos intermedios, podemos usar el operador cf,
que nos devuelve la secuencia de cocientes en el algoritmo de Fuclides si lo aplicamos

a la fraccién determinada por los dos ntimeros:

(%i4) cf(250/111);

[2,3,1,27]

1.3.2. Ecuaciones Diofanticas

Hablamos de ecuaciones diofdnticas si estamos interesados en resolverlas dentro
de Z. Deben su nombre al matematico griego Diophantus, que escribié extensamente
acerca de este tipo de ecuaciones. En este curso, solo vamos a estudiar las ecuaciones
diofanticas lineales, cuya solucién se puede determinar con el algoritmo de Euclides
y la identidad de Bézout.

DEFINICION 1.3.12 Una ecuacién diofantica lineal de dos variables es una ecuacion
de la forma

n-x+m-y==k,

en donde n,m,k € Z, y las incognitas x e y deben resolverse en Z.

TEOREMA 1.3.13 La ecuacion n-x +m -y = k tiene soluciones en Z si y solo
st d = med(n,m) divide a k. En tal caso, si el par (zo,y0) es una solucion de la

ecuacion, entonces el resto de las soluciones vienen dadas por

rmat (Mo v=w- (D aez
— 40 d‘]v Y =1%o dqa q
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Demostracion del teorema:

» (=) Sid=mcd(n,m), entonces d divide a n y a m y en consecuencia divide

an-x+m-y=k para todo z,y € Z.

» (<) Sid = mcd(n,m) divide a k, entonces k = d - ¢ para algiun ¢ € Z.
Ademds, por la identidad de Bézout, existen enteros s y t tales que

d=n-s+m-t

y en consecuencia, k =c-d=n-c-s+m-c-t;esdecirxg=c-seyg=c-t
forman una solucién de la ecuacién.
= Supongamos que (g, yo) es una solucién de la ecuacién y sea
n m n
r=xoT+ —4q Y=Y — 4
d”’ d

para algin g € Z; vamos a comprobar que también son solucién de la ecuacién

n-r+m-y=mn- <xo+d )—i—m (yo—ﬁ)

n-m
=n: :Eo—i—%—i—m yo—%—n To+m-yo =~k

» Finalmente, tenemos que demostrar que no hay més soluciones que las descritas
en el punto anterior. Supongamos que (x,y) es otra solucién de la ecuacién,

ademads de (z9,yo):
n-r+m-y==k, n-xo+m-yo =~k

Restamos la igualdades anteriores, miembro a miembro, y operamos como se

muestra a continuacion:

n(z — o) + m(y —yo) =0
%(w—xo)+%(y—yo) =0
%(fﬂ—l‘o) = %(yo—y)

n m
Dado que vl y i son coprimos, para que se verifique la igualdad anterior, —

debe dividir necesariamente a (yo — y) y ™ debe dividir a (x — x). Por lo

d
T —Zo yO - Y
tanto, <y 0
ame m/d n/d — 1
d
COROLARIO 1.3.14 Simcdex(n,m) = | s | yd divide a ¢, entonces la solucion de
t

la ecuacionn-x+m-y=c es:

1 _
<x> = — |:C<S> —|—q< m)} , para cada q € 7,
Y d t n
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En la demostracién anterior se describe el procedimiento de resoluciéon de una
ecuacién diofantica, tal y como reproducimos en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 1.3.15 Vamos a estudiar la ecuacion diofantica 21z 4 14y = 70. Calcula-
mos en primer lugar mcdex (21, 14):

21 14 21 14 7
L21J =11 0O1=1]1
14 B -
0 1 0 1 -1
7
Dado que 7|14, medex(21,14) = | 1 | ¥
—1

7=21-1+14-(-1)

Multiplicando por 10 a ambos lados de la igualdad, encontramos una solucién de la

ecuacion propuesta:

7-10=(21-1+14-(~1))10
70 = 21-10 + 14 - (—10)

Es decir, o = 10, yg = —10 es una solucién particular de la ecuacién.

Supongamos que (z,y) es otra solucién.

21-24+14-y="70
21-10 + 14 - (—10) = 70
21(z — 10) + 14(y +10) =0 (Hemos restado las dos anteriores)
3(x—10)+2(y+10) =0 (Hemos dividido por el m.c.d.)
3(z — 10) = —2(y + 10)

2—10 y+10
_ —gezZ
;) 3 1€

Despejamos = e y en funcion de g para obtener la solucién general.

z=10-2-q, y=—-10+4+3-q, qEZ

También podemos escribir la solucién utilizando el corolario visto anteriormente:
T 1 1 —14 10 — 2¢q
- - 70 = 9 d 6 Z’ O
<Z/> 7 [ <—1> +q( 21 ﬂ <—10+3Q> patn e
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Forma matricial del algoritmo de Euclides. Laigualdad r = n—m-q obtenida
con la divisién euclidea justifica la siguiente igualdad entre matrices

m 0 1 n
r 1 —q m
Por lo tanto, si d = med(n,m) y q1, - . ., qx, es la secuencia de los cocientes obtenidos

en el algoritmo de Euclides para calcular el maximo comun divisor, segin aparece

en el teorema del Algoritmo de Euclides, entonces

d 0 1 0 1 0 1 n S t n
0 1 —qy 1 —qo 1 —q m +m/d Fn/d m

Es decir, la primer fila de la matriz cuadrada de la derecha nos da los coeficientes
cuya existencia establece el teorema de la identidad de Bézout.

Vamos a extender esta igualdad para expresar las soluciones de la ecuacién
diofantica nx + my = ¢, en donde d = mcd(n, m)|c. Basta con multiplicar ambos
lados de la igualdad por la matriz (§ ¢) en donde ¢ € Z es un parametro:

c d c S t n
G o) =G D s s

m
C m C n n
= (Ssx g S —)
¢ (ds a! d"Tal\,,

Es decir, el producto de matrices en el lado derecho determina la solucién general
de la ecuacién diofantica. Este desarrollo, justifica el siguiente resultado

TEOREMA 1.3.16 Consideremos la ecuacion diofdntica nx + my = c tal que c es
multiplo de d = med(n, m). Sea q1,...,qx la secuencia de cocientes obtenidos apli-
cando el algoritmo de Fuclides a los numeros n y m hasta llegar al resto 0. Entonces,

las soluciones de la ecuacion vienen dadas por la siguiente igualdad

c 0 1 0 1 0 1
q) .
1 —q 1 —q 1 —q1

, q€EZ

Debemos recordar que el producto de matrices no es conmutativo y, por lo tanto,
prestar especial cuidado al escribir el producto de las matrices segin la secuencia de

divisiones.

EJEmMPLO cON MAXIMA 1.3.17 Vamos a estudiar si la siguiente ecuacién tiene so-

lucién y en tal caso vamos a determinar su solucién general

145z 4 65y = 70

Grados en Ingenieria Informaética, del Software y de Computadores



38 Matematica discreta

Realizamos las divisiones sucesivas del algoritmo de Euclides para determinar el
maximo comun divisor de 145 y 65.

145=65-2415

65 =15-445
15=5-34+0
La ecuacién tiene solucién, puesto que med(145,65) = 5|70. La secuencia de

cocientes que hemos obtenido es ¢ = 2, g2 = 4, g3 = 3 y por lo tanto, las soluciones

de la ecuacion son:

70 o 1\ /(o 1\ /o 1
(= y)f(g q>1—3 1 —4)\1 -2

Vamos a completar los cdlculos con ayuda de Maxima. En primer lugar, vamos a
comprobar que hemos obtenido correctamente la secuencia de cocientes en el algo-
ritmo de Euclides y que hemos calculado correctamente el maximo comun divisor.

(%i1) cf(145/65);

2,4, 3]
(%i2) ged(145,65);
5
(%i3) 70/5;
14

Y finalmente obtenemos la solucion general usando el producto de matrices:

(%i4) [x,y] = matrix([70/5,q]).
matrix ([0,1],[1, —3]).
matrix ([0,1],[1, —4]).
matrix ([0,1],[1,—2]) ;
(z,y) = (13¢ — 56,126 — 29¢q) O

EJeMPLO 1.3.18 Queremos retirar 510 euros de un cajero que solo dispensa billetes
de 20 y 50 euros, jes posible obtener esa cantidad? y en tal caso jde cudntas formas
distintas puede hacerlo el cajero?

Si  es el ntimero de billetes de 20 dispensados por el cajero e y es el nimero
de billetes de 50, lo que necesitamos saber si la siguiente ecuacién diofdntica tiene
solucion

20x + 50y = 510
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Ademsds, en este caso, queremos saber soluciones son positivas y cudles son, ya que
el cajero no recoge billetes, solo los dispensa. Dado que med(50,20) = 10, podemos
afirmar que el cajero puede darnos cualquier cantidad de euros multiplo de 10 y
mayor que 50, y en particular los 510 euros que le pedimos en este ejemplo. A partir
de la identidad de Bézout del par 50, 20, es decir, 10 = 50 — 20 - 2, deducimos que
510 = 50 - 51 4+ 20 - (—102), es decir, xg = —102, yo = 51 es una solucién particular.
El resto de las soluciones son

xr=-1024+5"q, y=51—-2-gq, para cada g € Z.

Six=-1024+5-¢g > 0, entonces ¢ > % ysiy=51—2-q >0, entonces q < 571
Por lo tanto, los posibles valores de g para obtener soluciones positivas son: 21, 22,
23, 24 y 25 y las correspondientes soluciones son:

r=-1024+5-21=3; y=51—-2-21=09;
r=-102+5-22=8; y=51—-2-22=T;
r=-1024+5-23=13; y=51—-2-23=25;
xr=-1024+5-24=18; y=51—-2-24=3;
r=—-102+5-25=23; y=51—-2-25=1;

20-3+50-9 =510
20-8450-7=510
20-13450-5 =510
20-18+50-3 =510
20-234+50-1 =510

A

Es decir, 3 billetes de veinte y 9 de cincuenta, o bien 8 billetes de veinte y 7 de
cincuenta, o bien 13 billetes de veinte y 5 de cincuenta, o bien 18 billetes de veinte

y 3 de cincuenta, o bien 23 billetes de veinte y 1 de cincuenta. O

1.4. Aritmética Modular

1.4.1. Relacion de congruencia

Dos nameros son congruentes respecto de un modulo m € N si se diferencian en
un multiplo de m. Esta relacién la encontramos en muchos contextos. Por ejemplo,
cuando trabajamos con angulos, si sumamos cualquier multiplo de 360, obtenemos
esencialmente el mismo angulo, es decir, dos niimeros representan el mismo angulo

si son congruentes modulo 360.

La medida del tiempo es otra fuente de ejemplos de relaciones de congruencia.
El tiempo se divide en bloques de 12 o 24 horas de modo que, por ejemplo, las 20
horas son las 8. Lo mismo ocurre con los dias de la semana y los meses.

En computacién, la relacién de congruencia se usa, entre otras cosas, para definir
digitos de control, es decir, nimeros o caracteres que ayudan a detectar errores. Por
ejemplo, la letra con la que terminan los niimeros del DNI se obtienen por congruen-
cia médulo 23, de tal forma, que dos nimeros con la misma letra son congruentes
médulo 23.
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En matematicas, la relacion de congruencia es una herramienta fundamental para
abordar determinados problemas, como el estudio de las reglas de divisibilidad.

DEFINICION 1.4.1 (CONGRUENCIA MODULO m) Sean a,b,m € 7Z tales que m > 2.
Se dice que a es congruente con b médulo m si (a—0b) es maltiplo de m. En tal caso,
escribimos

a=b (méd m)

Otras notaciones alternativas que se pueden encontrar en la bibliografia son

a=pm,b, 0a=b(m).
EJEMPLO 1.4.2

» 23=17 (méd 3), yaque 23 —17=6=2"-3.

« —12 =14 (méd 13), ya que —12 — 14 = —26 = (—2)13. O

TEOREMA 1.4.3 Seam € N, m > 2, ya,b € Z.

» a =b (méd m) siy solo sia yb tienen el mismo resto al dividirlos entre m.

s Cada entero a € Z es congruente mdédulo m con uno de los siguientes enteros:
0,1,...,m—1.

EJEMPLO 1.4.4 Dado que 231 =5-46+ 1y 106 =521 4+ 1 podemos afirmar que
231 =106 (méd 5). O

En operador mod(n, m) de Maxima determina el niimero entre 0 y m—1 congruente

con n moédulo m, incluso aunque n sea negativo.

(%il) mod(231,17)

10
(%i2) (231-10)/17

13
(%i3) mod(—231,17)

7

(%id) (—231-7)/17
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—-14

Si n es positivo, remainder(n, m) = mod(n,m), pero no ocurre lo mismo si el

primer argumento es negativo, por lo que no debemos confundir los dos operadores.

TEOREMA 1.4.5 La relacion de congruencia modulo m, verifica las siguientes pro-
piedades:

1. Reflexiva: a = a (méd m)
2. Simétrica: Si a =b (méd m), entonces b =a (méd m).

3. Transitiva: Sia =b (méd m) y b =c (mdd m), entonces a = ¢ (méd m).

Denotaremos por [a],, al conjunto de enteros congruentes con a médulo m, y lo
denominamos clase de a mddulo de m:

[alm ={b€Z|b=a (méd m)}
Por lo tanto, como consecuencia de las propiedades del teorema anterior,

a=b (méd m) = [a]m = [b]m

1.4.2. Aritmética Modular

Segun hemos visto, cada ntimero es congruente a un nimero entre 0 y m —1, por
lo que hay exactamente m clases médulo m y son disjuntas dos a dos. Denotaremos
por Z,, al conjunto de las clases médulo m.

Ly, = {[O]m’ [1]7”? [2]m7 ) [m - 1]m}
EJjEMPLO 1.4.6 Las cuatro clases de la congruencia médulo 4 son

~8,-4,0,4,8,...}

[0]4 =
Ma=1{..,-7,-3,1,59,...}
[2]4 = —6,-2,2,6,10,...}
[]

{-
{
{
4:{.. -5,-1,3,7,11,...}
o= { (00, 110, 2], (314} 0

Las propiedades de la relacién de congruencia, permiten realizar operaciones
aritméticas entre clases de congruencia, es lo que llamamos aritmética modular.
Podemos hacer esto gracias al siguiente resultado, que establece que si sumamos
cualquier elemento de una clase con cualquier elemento de otra clase, el resultado
estard siempre en la misma clase, independientemente de la eleccién; lo mismo ocurre
con la diferencia y con el producto.
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TEOREMA 1.4.7 (ARITMETICA DE LAS CONGRUENCIAS) Sean a,b,c,d,m € Z, ta-
les quem >1ya=b (méd m) yc=d (méd m). Entonces:

1. a+c=b+d (méd m)

2. a—c=b—d (méd m)

3. a-c=b-d (méd m)
Demostracién: La demostracion es una simple comprobacién.

a+c=b+d+m(ks + ko)
a—c=b—d+m(ks — ko) O
a-c=b-d+m(d-ki+b-ka+m-ky-ky)

a:b—i-m-kl
c=d+m- ko

Por lo tanto, este teorema justifica que las siguientes operaciones estan bien
definidas dentro de Z,,:

[a]l;m + [Blm = [a 4+ Blm,  [a]m — [blm = [a = bm,  [a]m[bm = [a - bl

Cuando trabajamos con congruencias, lo habitual es querer expresar las clases de
equivalencia utilizando un nimero positivo menor que la base de la congruencia, por
lo que normalmente, usaremos la aritmética modular para simplificar los nimeros
que operamos.

EJEMPLO 1.4.8 Vamos a determinar el resto de dividir 797 entre 11 ayuddndonos
de las operaciones con clases de equivalencia. Empezamos dividiendo 79 entre 11
para obtener la clase de 79 médulo 11:

79=11-742

Por lo tanto, [79]1; = [2]11. Para simplificar las potencias, las vamos operando por
partes:

(79711 = 271 = [2*11[2%]11 = [16]11[8]11 = [5]11[8]11 = [40]11 = [T

Por lo tanto, 797 =7 (méd 11). O

Obsérvese que, entre las operaciones con clases de congruencia, no hemos incluido
la divisién, ya que, en general la divisién no conserva congruencias:

2:9=2-3 (mdd 12), pero 9#3 (mdd 12)

Sin embargo, si disponemos de la propiedad de cancelacion.
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TEOREMA 1.4.9 (CANCELACION) Sean a,b,c,m € Z, con m > 1 y med(c,m) = 1.
Sia-c=0b-c (méd m), entonces a =b (méd m).

La demostracién de este resultado es bastante simple. Si a-c =b-c¢ (méd m),
entonces

(a—bc=a-c—b-c=k-m

Es decir, ¢ divide a k- m, y dado que ¢ y m son coprimos, necesariamente c¢ divide
a k y por lo tanto % € 7. Por lo tanto,

k
a—b:E-m = a=b (méd m)

1.4.3. Teorema de Euler-Fermat

En muchas aplicaciones de la aritmética modular sera necesario el calculo de po-
tencias de clases modulares. El teorema de Euler-Fermat que vemos en esta seccién,
nos ayuda a simplificar potencias en determinados casos. Para enunciar el resultado,

necesitamos introducir previamente la funcién de Euler.

DEFINICION 1.4.10 La funcién de Euler ®: ZT — Z* se define como: ®(n) es el

numero de enteros positivos menores que n Y Coprimos comn n.

La siguiente tabla, recoge los valores que toma la funcién de Euler sobre los

primeros 12 nimeros naturales.

n o [1/2]3[4|5(6[7|8]|9]10|11 |12
O(n)|1]1|2|2/4|2|6|4]6|4|10]4

No hay una forma eficiente de evaluar la funcién de Euler y de hecho la forma

mas simple de expresar su valor es utilizando la factorizacion del niimero.
TEOREMA 1.4.11 (PROPIEDADES DE )

e

1. Sip es primo, entonces ®(p°) = p® — p®~ 1. En particular, p es primo, ®(p) =

p—1.
2. Sim yn son coprimos, entonces ®(m -n) = ®(m) - &(n).

3. Como consecuencia de los puntos anteriores, si n = p$'pS2 ...pS* es la expre-
’ 1 72 k
siom factorizada de n, entonces

— — 1
D(n) = (p — P Py —p3 ) . (o — P
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EJEmpPLO 1.4.12
» P(11)=11-1=10
= P(12) =0(22.3) = (22 -2)(31 -39 =4
» $(180) = ®(22-3%2.5) = (22 -2)(32-3)(5—-1) =48
La funcién de Euler se cdlcula en Maxima con el operador totient
(%il) totient (504);
144
(%i2) factor (504);
2°37
(%13) (27°3-272)%(372-3)%(7—1);
144
Ya podemos enunciar el Teorema de Euler-Fermat.

TEOREMA 1.4.13 (EULER-FERMAT) Sea m € Z*, m > 1, y a € Z tales que

mcd(a,m) = 1. Entonces:
a®™ =1 (méd m)

En el siguiente ejemplo, simplificamos una potencia con la ayuda del teorema de
Euler-Fermat.
EJEMPLO 1.4.14 Para determinar el menor entero positivo x tal que
r=15%  (méd 37)

empezamos usando el teorema de Euler-Fermat para encontrar una potencia de 15

congruente con 1:
1=15%67 =153 (mad 37)

De esta forma, la simplificacién queda:
1539 = 15%153 =1.152 =225 . 15=3-15=8 (mdéd 37) O

El teorema de Euler-Fermat es parte de los calculos realizados por el operador

power _mod de Maxima.

(%il1) power mod(15,39,37);

(%i2) mod(15°39,37);

M. Cobalea, A. Valverde. E.T.S.I.Informética



1.4. Aritmética Modular. 45

1.4.4. Aplicacion: criterios de divisibilidad

Una de las aplicaciones de la aritmética modular es la obtenciéon de criterios
de divisibilidad descritos sobre los digitos de la expresiéon decimal. Observemos en
primer lugar que si un nimero N es divisible por otro nimero p, entonces el resto
de la divisién de N entre p es 0, es decir, la clase de N moédulo p es la clase del 0.
Por lo tanto, para estudiar si NV es divisible por p, bastaria con simplificar la clase
de N, utilizando las propiedades de la aritmética modular.

Para hacer esta simplificacion de forma general, utilizamos la expresién de los

niimeros determinada por su expresién en base diez. Si N = (d¢d¢—1¢—2 - . . 6160) (105

V4
N = Z 5,10
1=0

Por lo tanto, N es divisible por p si y solo si

l
[Z 51-101'] = [0],

=0

entonces

Por lo tanto, para estudiar si IV es divisible por p basta simplificar la clase anterior en
Z,, utilizando las propiedades de las congruencias. Esta simplificacién solo dependerd
de los digitos &; ya que las potencias de 10 son constantes. Esto nos permite obtener
reglas de divisibilidad basadas en los digitos.

EJEMPLO 1.4.15 Vamos a deducir la regla de divisibilidad por p = 3, para ello
simplificamos las potencias de 10 médulo 3.

[10]3 = [1+3-3]3 = [1]3
[10°]3 = [17]s = [1]s

Por lo tanto,

S]],

Es decir, un niimero NV es divisible por 3 si y solo si la suma de sus digitos es divisible

por 3. Por ejemplo
[12473]3: [1+2+4+7+3]3: [1+2+1+1+0]3: [5]3: [2}3

y en consecuencia 12473 no es multiplo de 3. O

1.4.5. Congruencias Lineales

Un problema frecuente y con importantes aplicaciones al trabajar con congruen-

cias, es la resolucion de ecuaciones. Concretamente, en este curso vamos a resolver
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ecuaciones del tipo

a-r=>b (méd m)

en donde a y b son enteros cualesquiera y m > 1; en esta ecuacién, buscamos los
numeros x que hacen valida la relacién de congruencia. Este tipo de ecuaciones se

denomina congruencia lineal.

Realmente, ya disponemos de la herramienta fundamental para resolver las con-
gruencias lineales, ya que son basicamente ecuaciones diofanticas: a-x = b (méd m)

si y solo si existe y tal que a-x +m -y =b.

EJEMPLO 1.4.16 Vamos a resolver la congruencia 9z = 12 (méd 15), y para ello
resolvemos la ecuacion diofantica 9x + 15y = 12.

15=9-14+6
9=6-1+3
6=3-240

Por lo tanto, 3 = med(15,9) y

12 0 1)(o 1) [0 1
7q>

W m):(3 1 —2f \1 1) \1 -1 :(3q_4 8_5q)

La variable y ha sido una variable auxiliar, solo nos interesan los valores de x:

r=8—5q

Estamos resolviendo una congruencia lineal médulo 15 y podemos observar que el
conjunto soluciones que hemos obtenido, esta formado por tres clases de equivalencia
moédulo 15:

[1]15 = [8]15,  [®2]15 = [8 +5]15 = [13]15, [z3]15 = [13 + 515 = [18]15 = [3]15
Od

Por lo tanto, la teoria de las ecuaciones diofanticas que hemos estudiado ante-

riormente permite deducir el siguiente resultado.

TEOREMA 1.4.17 (BRAHMAGUPTA) Sean a,b,m € Z, m > 1 y consideremos la
congruencia lineal

a-xz=b (méd m) (1.1)

1. La congruencia tiene solucion si y solo si med(a, m) divide a b.

2. En tal caso, el conjunto de soluciones viene dado por la union de exdctamente
d = mcd(a,m) clases de equivalencia mdédulo m.
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Demostracion:

1. El primer apartado es consecuencia de la teoria asociada a ecuaciones diofanti-
cas, ya que la resolucién de la congruencia a-x = b (méd m) es equivalente a

la resoluciéon de la ecuaciéon a - x +m -y = b.

2. Sila congruencia lineal tiene solucién, esta se determina resolviendo la ecuacién
diofantica a - x +m - y = b. Por lo tanto, la solucién general tiene la forma

xg + %k, para todo k € Z,

en donde x( es una solucién particular.

Por lo tanto, si t € {0,...,d — 1}, las soluciones asociadas a cada k € [t]4,
estdn en la misma clase de equivalencia médulo m:
m m
xo—i-g(t—i-d-s) :xo—i—gt%-m-s
m
=z + Et (méd m)

En consecuencia, el conjunto de todas las soluciones estd formado por la unién

de las d clases de equivalencia médulo m obtenidas con k € {0,...,d—1}. O

EJEMPLO 1.4.18

» Las congruencia 2z = 1 (mdéd 4) no tiene solucién, ya que 2 = med(2,4) no es
divisor de 1.

» 10z =8 (mdd 15) no tiene solucién, ya que 5 = med(10, 15) no es divisor de 8.

= El segundo apartado del teorema de Brahmagupta se expresa més brevemente
diciendo que la congruencia lineal tiene d soluciones mddulo m o d soluciones
incongruentes. Por ejemplo, la congruencia 2z = 1 (méd 5) tiene solo una so-
lucién médulo 5, ya que med(2,5) = 1; la congruencia 2z = 0 (mdd 4) tiene
2 soluciones médulo 4; la congruencia 24z = 8 (mdd 28) tiene 4 soluciones
modulo 28. O

1.4.5.1. Inversos modulares

Ya hemos visto anteriormente que no es posible trasladar la divisién de enteros a
una division de clases de congruencia. En términos de congruencias, para calcular el
inverso (respecto del producto) de una clase [a],,, necesitamos encontrar una clase

[x]m tal que [a - x], = [1]m; es decir, necesitamos resolver la siguiente congruencia:

a-z=1 (méd m)
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Atendiendo al teorema de Brahmagupta, podemos afirmar que [al,, tiene inverso
en Zp, si y solo si med(a,m) = 1, y en tal caso, el inverso es tnico. Al inverso
de la clase [a],, lo denotamos por [a]!. Naturalmente, este inverso no se calcula

dividiendo enteros, sino resolviendo la congruencia lineal a - x =1 (mdd m).

EJEMPLO 1.4.19 La clase [6]17 tiene inverso, ya que mcd(17,6) = 1. Si usamos
la forma vectorial del algoritmo de Euclides, calcularemos el inverso a la vez que

calculamos el maximo comun divisor:

17 6 5
[17J p 1210 1
—_— f ~> —_ =
6
0 1 —2
6 1
ﬁfl ~ lol=11]=]=
°) = |
1 -2 3

Recordemos que esto significa que
1=17-(-1)+6-3

y por lo tanto podemos afirmar que med(17,1) = 1 y que 3 es el inverso de 6
moédulo 17.

Como podemos observar en este ejemplo, si solo estamos interesados en calcular
el inverso de un nimero, solo necesitamos la tercera componente del vector. Esto

permite simplificar el algoritmo de Euclides si lo aplicamos a esta operacion:

17 5
—9 —
0 1 -2
6 5 1 m.c.d.
_ — — O
1 -2 3 Inverso

El operador inv_mod(a, m) de Maxima calcula el inverso de a médulo m

(%il) inv_mod(5,17)

(%i2) mod(5%7,17)

El uso de los inversos, nos da un forma alternativa de resolver las congruencias
lineales.
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EJEmMPLO 1.4.20 Utilizamos el inverso calculado en el ejemplo anterior para resolver

la siguiente congruencia lineal:

17 = [3]17[5]17  (ejemplo anterior)

z=15+17k, k€ Z O

EJEMPLO 1.4.21 La congruencia 12z = 14 (méd 34) tiene dos soluciones médulo
34, ya que mcd(12,34) = 2 y 14 es multiplo de 2. Dado que 12 y 34 no son coprimos,
no podemos utilizar inversos directamente. Cuando lleguemos a ese punto, basta
pasar a la ecuacion diofantica para poder simplificar antes de continuar el célculo

con congruencias.

122 =14 (méd 34)
12z = 14 + 34k
6xr =7+ 17k
6xr=7 (mdd 17)
3-60=3-7 (mod 17)
r=4 (mdéd 17)

Por lo tanto, las dos soluciones médulo 34 son:

r1=4 (méd 34) y wx2=4+4+17=21 (mdbd 34) O

El teorema de Euler-Fermat nos da una forma alternativa de calcular los inversos
modulares. Si mecd(a,m) = 1, entonces a - a®™~1 = ¢®™) =1 (méd m). Por lo

tanto, [a];! ®(m)—1]

m m. Sin embargo, aplicar esta férmula requiere evaluar la

= [a

funcién de Euler y simplificar potencias, lo cual es muy costoso computacionalmente.

1.4.6. Sistemas de congruencias lineales

En muchas ocasiones, la resoluciéon de un problema supondra la satisfaccién de
mas de una congruencia lineal. Por ejemplo, si nos preguntamos por un ntmero que
tenga las siguientes caracteristicas: al dividirse entre 3 da por resto 1, al dividirse
entre 5 da por resto 2 y al dividirse entre 7 da por resto 3, estamos buscando un

nimero que satisfaga simultaneamente las siguientes congruencias lineales:

x=1 (mébd 3)
r=2 (mdbd5)
r=3 (méd7)

Grados en Ingenieria Informaética, del Software y de Computadores



50 Matematica discreta

Los resultados que nos permiten determinar si estos sistemas tienen solucién son
los siguientes.

TEOREMA 1.4.22 Sean mq,ms, ..., my naturales mayores que 1 3y by,bs, ..., b, € Z.

1. El sistema de congruencias,

x=0b; (méd my)

x=by (méd mg)

x=br (mdd my)

tiene solucion si, y solo si, los sistemas formados por cada par de congruencias,
tiene solucion.

2. Cada sistema
x=by (méd my)

r=bg (méd mg)

tiene solucion si y solo si by —bg es maltiplo de d = med(mq, mg); en tal caso,
la solucion es tinica modulo M = mem(meq, mg).

Demostracién: Vamos a demostrar solo la segunda parte y vamos a utilizar los
subindices 1 y 2 en lugar de « y 8 para facilitar la lectura.

» La necesidad de la condicién b; = by (méd d) es trivial.
Six = by + kimi1 y x = by + kameo, entonces restando las dos igualdades

miembro a miembro y reordenado los sumandos obtenemos:

b1 — by = kamg — k1my

Y como d divide a mq1 y a mo, necesariamente debe dividir a b; — bs.

= La demostracién de que, en tal caso, podemos determinar las soluciones, des-
cribe el método de resolucién.

Utilizando el algoritmo de Ecuclides, encontramos la combinacién lineal de la
identidad de Bézout para m; y ma:

d=1t1-mi+ta-mo

s Dado que by — by = k - d, podemos realizar los siguiente pasos:

bl—bgzk‘-d:(k-tl)-ml—l—(k‘-tg)-mg
bl—(k'tl)'ml:b2+(k't2)'m2
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Y por lo tanto, este niimero es solucién de las dos ecuaciones.

= Supongamos ahora que x y x’ son soluciones del sistema y demostremos que,

entonces = = 2’ (méd M):

=b+k
R = z—12 = (k —k)m
— b1 —|—/~c§m1

x = by + kom
2R = 2 -1 = (ko — kb)mao
x/=b2+kl2m2

Por lo tanto,  — 2’ es muiltiplo de m; y de msy y en consecuencia miltiplo de

M = mem(mq, mg). O

COROLARIO 1.4.23 Consideremos el siguiente sistema de congruencias
r=a (méd n)
x=b (médm)
Sia—0b es miltiplo de d = med(n,m), d = s-n+t-m, y M = mcm(n,m), entonces
la solucion del sistema es
s-n(a—b)

TEa-——0— (méd M),

EJEMPLO 1.4.24 Vamos a resolver el siguiente sistema de congruencias siguiendo el

proceso descrito en la demostracién anterior
r=1 (mdéd 10)
x =11 (méd 15)

Empezamos determinando la identidad de Bézout para 15 y 10:

15 10 )
L15J 1 1 0 1
—_— = a4 — =
10
0 1 —1

Dado que 5|10 ya podemos afirmar que mcd(15,10) =5 y ademds
15-10
=

5=15-1410-(-1), mcm(15,10) = 30

Dado que 11 — 1 = 10 es multiplo de 5, podemos afirmar que el sistema de

congruencias tiene solucién y

(=1)10(1 —11)

r=1- i (méd 30)
x=-19 (mdéd 30)
r=11 (mdéd 30) O
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También podemos resolver los sistemas usando las propiedades de las congruen-

cias como mostramos en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 1.4.25 Volvemos a considerar el sistema siguiente

x=1 (mdbd 10)
x=11 (méd 15)

De la primera ecuaciéon obtenemos que x = 1 + 10k, asi que vamos a hallar el

valor de k para que también se verifique la segunda congruencia.

x=1+10k
1+ 10k =11 (mdd 15) (sustituimos en la segunda congruencia)
10k =10 (mdd 15)
5k =5 (mdd 15) (cancelacién, ya que mcd(2,15) = 1)

5k =5+ 15m

kE=143m

x=1+10(1+3m) =11+ 30m

x=11 (mdd 30) O

Como consecuencia del teorema general, si los modulos son coprimos dos a dos,

entonces el sistema tiene solucion. Este caso particular se conoce como teorema chino

del resto.
COROLARIO 1.4.26 (TEOREMA CHINO DEL RESTO) Seanmj,ma,..., my enteros po-
sitivos mayores que 1 y coprimos dos a dos y sean by, bo, ..., by € Z. Entonces, el

siguiente sistema de congruencias, tiene solucion:

x=b (méd my)

x=by (méd ms)

x=br (méd my)
Ademds, si x y ' son soluciones, entonces x = x' (méd mims - - - my).

EJEMPLO 1.4.27 Resolvamos el sistema planteado en la introducciéon de esta sec-

cion:
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1. De la primera ecuacién, deducimos que x = 3k + 1. Utilizamos esta igualdad
para sustituir x en la segunda ecuacién, sobre la que trabajaremos usando la

representacion de clases de congruencia:

[xk) = [3k‘+ 1]5 = [2}5

5
r=3k+1=30m+2)+1=15m+7

2. A continuacién llevamos esta expresién de z a la tltima congruencia:

[m]7 = [3]7 (Yaque15=1 (mé6d 7),7=0 (méd 7))

m="7q+3
x=15m+7=15(7¢+ 3) + 7 = 105¢ + 52
x =52 (mdd 105) O

EJEMPLO CcON MAXIMA 1.4.28 El operador
chinese(coefs,mods)

determina las soluciones de un sistema de congruencias con solucién o devuelve
false si no tiene solucién. El sistema que hemos resuelto en el ejemplo anterior se

escribiria:

(%i1) chinese ([1,2,3],[3,5,7);
52

Otro ejemplos con médulos que no son coprimos dos a dos:

(%i2) chinese([14,20,34],[15,21,35]);
104
(%i3) chinese ([13,20,33],[15,21,35]);
false O

EJEMPLO 1.4.29 Vemos un tltimo ejemplo en el que la solucién no es inica mdédulo
el minimo comun multiplo de los médulos, pero el método aprendido sigue siendo
aplicable.

8r =2 (mdd 30)
x =10 (mdd 21)
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Empezamos por la segunda congruencia, que ye estd resuelta, x = 10 + 21q, y

sustituimos en la primera:

8(10+21¢) =2 (mdd 30)
8(10 —9¢) =2 (mdd 30)
80— 72¢) = 2 (méd 30)

—72¢= — 78 (mdd 30)

72¢ =78 (méd 30)
12¢ = 18 (mdd 30)
2¢=3 (méd 5)
3-2¢=3-3 (mdd 5)
g=4 (méd 5)
x=10+4+21(4 + 5m) = 94 + 105m
r=94 (mdd 105)

Los médulos del sistema inicial eran 21 y 30, por lo que las soluciones se deben
expresar médulo mem(21,30) = 210 = 2 - 105. Por lo tanto, el sistema tiene dos

soluciones:

x =94 (mdd 210), r=94+105=199 (mdd 210) O

1.5. Sistema de encriptacion RSA

El método de encriptacién de mensajes conocido como RSA recibe ese nombre
por las iniciales de los investigadores Rivest, Shamir y Adleman. El funcionamiento
de las claves de encriptacion y desencriptacién se basa en el calculo con aritmética
modular que hemos aprendido. Antes de ver el fundamento matematico, vamos a

presentarlo con un pequeno ejemplo.

Mark e Ivan se van a comunicar con mensajes encriptados con el método RSA en
un entorno determinado por el nimero m = 143. Para recibir mensajes encriptados,

Mark dispone de dos claves:
Clave publica de Mark = e = 53, Clave privada de Mark = d = 77

La clave publica sirve para encriptar el mensaje y debe ser conocida por cualquiera
que quiera enviarle un mensaje encriptado. Sin embargo, la clave privada, que sirve
para desencriptar, solo debe ser conocida por Mark. Si Ivan quiere enviar el mensaje
formado por la letra K, en primer lugar deberemos convertir ese mensaje en un
nimero. Esta conversién se hace utilizando las tablas de c6digos ASCII o Unicode.
En este ejemplo, utilizaremos niimeros decimales de dos digitos, aunque para una
tabla completa tendriamos que recurrir a tres digitos decimales. La siguiente tabla
muestra parte de los cédigos ASCII:
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A|B|IC|D|E|F|G|H|T|J|K|L|M| N|]O
32 16566 | 67| 68|69 |70 |71 (72|73 |T4|75|76 777879
PIQR|S| T UV WIX|Y|Z|O0O|1|2]|3)] 4

80 | 81 |82 |83 |84 |8 |8 |87 83|89 |90 |48 |49 |50 |51 |52

516|789 .7 !]a@
53 | 54 | 55 | 56 | 57 | 46 | 63 | 23 | 54

Por lo tanto, dado que el cédigo ASCII de la letra K es 75, para encriptar el
mensaje destinado a Mark, Ivan calcula el resto de dividir 75°% entre 143:

(%i1) power mod(75,53,143);

69

Cuando Mark recibe el mensaje 69, tiene que desencriptarlo y lo hace calculando el
resto de dividir 6977 entre 143:

(%i2) power mod(69,77,143);
75

En este entorno de comunicacién segura, Ivan dispone de sus propias claves

publica y privada:
Clave publica de Ivan = e = 47, Clave privada de Ivdn = d = 23

De esta forma, si Mark quiere enviarle el mensaje S, que en ASCII se corresponde
con el ntimero 83, le enviara el resto de dividir 8347 entre 143:

(%i3) power mod (83,47 ,143);

8
E Ivén lo desencriptars calculando el resto de dividir 822 entre 143:

(%i4) power_mod(8,23,143);
83

Pero, jcomo funciona este sistema de encriptacién y desencriptacién? jen qué se
basa su seguridad?

1.5.1. Determinacion de las claves

En principio, el ntimero m que define el entorno de comunicacién puede ser de-

finido arbitrariamente, aunque luego veremos la restricciones necesarias para que el
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sistema resulte realmente seguro. Una vez elegido el niimero m, necesitaremos de-
terminar pares de claves publica y privada para cada usuario y para ello recordamos
el teorema de Euler-Fermat: si a y m son coprimos, entonces

a®(m)

Fem)

1 (méd m)
1

(méd m) para cualquier k € Z

a0 = (méd m) para cualquier k € Z

Por lo tanto, si elegimos dos numeros e y d tales que e -d = 1 4+ k - ¢(m) para
algin k € 7Z, esos nimeros nos servirian como claves publica y privada. Es decir,
las claves son nimero inversibles médulo ¢(m), es decir, coprimos con ¢(m), ya que
de esta forma, los exponentes e y d funcionan efectivamente como encriptador y

desencriptador del mensaje representado por el nimero a:
(@) = a®? = @} F0M) = ¢ (méd m)
Volviendo al ejemplo inicial para ver cémo hemos elegido los nimeros:

m=11-13 =143
¢(m) = (11— 1)(13 — 1) = 120

Los nimeros 53 y 47, elegidos como claves privadas en el ejemplo, son coprimos con
120 y por eso ha sido posible calcular sus inversos médulo 120, lo que determina los
pares de claves:

(%i4) priv_mark: 77$
pub_mark: inv_mod (priv_mark ,120);

53

(%i5) priv_ivan: 23$

pub_ivan: inv_mod(priv_ivan ,120);
47

Teniendo en cuenta lo anterior, solo podriamos enviar mensajes representados por
nimeros coprimos con m, sin embargo, si elegimos el niimero m de forma adecuada,
no es necesaria esta restriccion. Concretamente, basta tomar un nimero dado por
el producto de dos niimeros primos:

1+k-¢(m) =

TEOREMA 1.5.1 Sip y q son niumeros primos y m = p - q, entonces a a

(méd m) para todo a.

Dado que p y ¢ son primos, ¢(m) = ¢(p-q) = (p—1)(¢ —1).

a1+k(p—l)(q—1) —q- (ap—l)k(q—l) — (méd p) si mcd(a,p) =1

a
0 (médp) sipla
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El primer caso es consecuencia del teorema de Euler-Fermat y el segundo de la
definicién de congruencia. Pero en cualquiera de los dos casos, gt tke-D-1) = ¢
(méd p). De la misma forma, se demuestra que k=Dl = ¢ (méd ¢q) y, en
consecuencia,

gt tEe=1(-1) = (méd p - q)

Atendiendo a esto, el nimero m se construye como producto de dos niimeros
primos p y ¢ suficientemente grandes. Esto garantiza que todos los mensajes pueden
ser encriptados y ademas dificulta la factorizacion de m, necesaria para “romper” la
seguridad del sistema.

1.5.2. Descripcién del sistema

En primer lugar para construir el sistema de encriptado siguiendo el método
RSA, necesitamos convertir los mensajes en niimeros. Tal y como hemos dicho, esto
se hace habitualmente con las tablas de cédigos ASCII o Unicode. Por ejemplo, el
mensaje “HOLA MUNDO!” se traduciria como:

7279766532778578687923

A continuacién el mensaje se divide en bloques con el mismo nimero de digitos,
de forma que cada bloque se encriptard por separado. Ademads, el nimero méaximo
que aparezca en un bloque debera ser menor que el niimero m que elijamos para
determinar las claves. Por ejemplo, si queremos tomar bloques de cuatro digitos,

tendriamos que encriptar y enviar los siguientes niimeros:
a1 = 7279, a9 =7665, a3=3277, a4=8578, as=06879, ag= 2300

Y para encriptar tendrfamos que considerar un ntimero m mayor que 10* y que esté

dado por el producto de dos ntimeros primos. Por ejemplo:
m=179-127 = 10033

Las claves podrén ser cualquier nimero coprimo con ¢(m) = (79 — 1)(127 — 1) =
9828 = 22.3%.7.13. Por ejemplo, podemos elegir e = 817 como clave ptblica y
d = 409 seria la correspondiente clave privada:

(%i6) privada: 409$
publica: inv_mod(privada ,9828);
817

Vamos a definir en Maxima las funciones que nos permiten encriptar y desencriptar
mensajes:

(%i7) encriptar (m):= power_mod (m, publica ,10033)$

(%i8) desencriptar (m):= power mod(m, privada ,10033)$
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De esta forma, encriptamos el mensaje “HOLA MUNDO!” con:
(%i9) mensaje: [7279,7665,3277,8578,6879,2300]9%

(%i10) map(encriptar ,mensaje);

[5720,4681,8471,2751, 3465, 8809
Y comprobamos que al desencriptar obtenemos la misma lista de ntimeros:

(%i11) map(desencriptar ,[5720,4681,8471,2751,3465,8809]);

[7279, 7665, 3277, 8578, 6879, 2300]
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Ejercicios 1

1. Halla la representacion decimal de los siguientes nimeros expresados en las
bases indicadas:

a) 10 011 101 b) 1231(;

2. Halla la representacién en las bases 2,8 y 11 de los siguientes ntiimeros expre-

sados en base decimal:

a) 237 b) 2002

3. Hallael valor de z € N ey € N para que se verifiquen las siguientes igualdades:

a) 331 = 1061, b) 274 =y
4. Da ejemplos de enteros a, b y ¢ tales que

a) a es divisor de b - ¢, pero a no es divisor de b ni de c.

b) a y b son divisores de ¢, pero a - b no es divisor de c.

5. Demuestra, sin calcularlo, que 2020% 420203 — 2020 — 1 no es un niimero primo.

6. (Maxima) Define de forma recursiva, con recursién de cola, la funcién suma(n)

que calcula la suma de los nimeros naturales del 1 a n.

7. (Maxima) Define de forma recursiva reves(¢) que devuelva la lista ¢ pero con
el orden de sus elementos invertido. Por ejemplo: reves([a,b,c]) = [c, b, a].
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Ejercicios 2

1. En cada uno de los siguientes apartados, expresa el med(a,b) como combina-
cién lineal de a y b.

a) a=16, b=135 b) a=>55, b=34 c) a=107, b=23

2. Estudia si las siguientes ecuaciones tienen solucién y en tal caso, encuentra

todas las soluciones.

(1) 42z + 312y = 834, (2) 144z + 702y =9

3. Para tender un tramo de via de 122 m. se dispone de barras de 30 m. y de
16 m. de largo. ;Es posible cubrir el tramo utilizando solamente ese tipo de
barras? Si es posible, determina cudntas barras de cada longitud se necesitan

para cubrir los 122m.

4. Enviamos por correo dos tipos de paquetes A y B. Por enviar los del tipo A nos
cobran 15 céntimos de euro més que por los del tipo B. Sabiendo que hemos
enviado maés paquetes del tipo B que del tipo A, que en total hemos enviado 12
paquetes y que nos han cobrado un total de 13 euros con 20 céntimos, ;cudntos
hemos enviado de cada tipo y qué nos han cobrado por cada uno?

5. (Maxima) Resuelve la ecuacién diofantica 4z+6y+7z = 12 siguiendo el siguiente

procedimiento:

a) Aplica el cambio de variable u = 2x+3y y resuelve, con ayuda de Maxima,

la ecuacion diofantica en u y z obtenida.

b) Para cualquier solucién u obtenida en el apartado anterior, resuelve con
ayuda de Maxima, la ecuacién diofantica 2x + 3y = u en x e y.

¢) Razona la posibilidad de utilizar los pasos anteriores para resolver cual-
quier ecuacion de 3 o mas incégnitas; jqué otros cambios de variable

podriamos haber utilizado?

6. (Maxima) Hemos definido la funcién medex utilizando las diferencias sucesivas
en lugar de los cocientes, tal y como aparece en la descripcién del algoritmo
de Euclides: da una definicién recursiva (con recursién de cola) para mcdex en

la que se utilicen los cocientes sucesivos.

7. (Maxima) Da una definicién recursiva de la funcién

s t
bezout mat(n,m) =
+m/d Fn/d

en donde n-s+m-t=d=mcd(n,m) es la identidad de Bézout para n y m.
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Ejercicios 3

1. Resuelve, si es posible, las siguientes congruencias lineales:

a) 3z =1 (mdéd 12) b) 3z =1 (méd 11) ¢) 64z + 11 =43 (mdéd 84)

2. En los apartados siguientes, calcula el menor entero positivo x que verifique la

relacion:

a) 3% =g (mdéd 11) b) 21 .38 =2 (méd 7)
3. Calcula el resto de dividir 1001%! entre 7.

4. Resuelve, cuando sea posible, los sistemas:

x = —2 (méd 5) r =5 (mdd 6) r =2 (mdd 14)
a)y 2z= 1 (méd7) b)S =3 (méd 10) ¢){ = =10 (méd 30)
x= 3 (méd 8) x =8 (mébd 15) x =6 (méd 21)

5. Encuentra el menor entero positivo cuyo resto cuando se divide por 11 es 8,
que tiene el ultimo digito igual a 4 y es divisible por 27.

6. Un tesoro escondido de monedas de oro pasa a “ser propiedad” de una banda de
15 piratas. Cuando empiezan a repartirse las monedas, les sobran 3 monedas.
La discusién por el reparto se “anima” y s6lo quedan 7 piratas, pero, cuando se
reparten las monedas entre ellos, sobran 2. La discusion continua y el niimero
de piratas se reduce a 4, que si consiguen repartirse todas las monedas. ;Cual

es el minimo nimero de monedas que podia haber en el tesoro?

7. Utiliza la congruencia médulo 9 para encontrar el digito z en el producto:
89878 - 58965 = 5299x56270.

8. Determina la méaxima potencia de 2 que divide a cada uno de los enteros

siguientes:

a) 1423408 b) 41578912246

9. La letra asociada al DNI en el NIF indica la clase del niimero médulo 23,

teniendo en cuenta la siguiente correspondencia:

0 41 51 6| 7| 8] 91011
TN RIW|A|G MY|F| P D|X|B

—
[\
w

12113114 | 15|16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22
N|J| Z|] S|Q|V| H|L|C|K|E

En cada apartado, determina si existe un digito o que haga que el NIF resul-
tante sea valido

a) 24a67890A b) 20:041327Y c¢) 4459a203D
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10. Sea p un nimero primo. Demuestra que n? = n (méd p) para todo entero

positivo n.

11. Demuestra la siguiente propiedad: si med(n, m) = 1, entonces

, . . r=a (médn)
r=a (médn-m) si y solo si
x=a (méd m)
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TEMA 2

Conjuntos, funciones, recuento

2.1. Conjuntos y funciones

2.1.1. Teoria intuitiva de conjuntos

La teoria de conjuntos es el fundamento de la matematicas y de diversas areas
de las Ciencias de la Computacion. Formalmente, se desarrolla sobre un Sistema
Axiomdtico, pero queda fuera de los objetivos del curso trabajar estas teorias de
forma general. Sin embargo, si es necesario conocer sus elementos bésicos, lo que se
denomina Teoria Intuitiva de Conjuntos. En esta seccién introducimos los conceptos

y operadores bésicos para trabajar con conjuntos.
Podemos decir de forma sintética que la Teoria de Conjuntos es el area de las

matematicas que estudia la relacion de pertenencia entre elementos y conjuntos.

x € A, leido “x pertenece a A”, indica que A es un conjunto (coleccién
de objetos) y = es uno de sus elementos.

También utilizamos la notaciéon = ¢ A para indicar que = no es elemento de A.
EjemprLo 2.1.1

D€ {<,n, 0} g {i< & oo}

Por lo tanto, todas las operaciones, relaciones y propiedades dentro de la teoria
de conjuntos se definen a partir de la relacién de pertenencia.

DEFINICION 2.1.2 (AXIOMA DE EXTENSION) Dos conjuntos A y B son iguales si
tienen los mismos elementos; es decir:

A=B & Vm(xeA o xEB)
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Es decir, un conjunto queda completamente especificado por sus elementos. Si
describimos un conjunto dando la lista de sus elementos encerrada entre llaves,
decimos que se define por extension, como los que hemos presentado en el ejemplo

anterior.

Debemos tener en cuenta que, atendiendo a la definicién de igualdad, en las
representaciones por extensién, no importa el orden en que se escriban los elementos

ni las posibles repeticiones.
EJEMPLO 2.1.3
{a,b,c} = {b,a,c}; {a,b,a} = {a,b,b} = {a, b} O

EJEMPLO 2.1.4 Conjuntos numéricos:

= Conjunto de los niimeros naturales:

N=1{0,1,2,3,...}

= Conjunto de los nimeros enteros:

Z={.,-3,-2-1,01,23,...}

Conjunto de los niimeros enteros positivos:

7T =1{1,2,3,...}
= Conjuntos de los ntimeros racionales:

Q= {:I:Z; p,q € N, p, g primos entre si} O

EJEMPLO CON MAXIMA 2.1.5 Los conjuntos se definen en Maxima tal y como lo
hemos hecho antes, delimitando sus elementos entre llaves.

(%11) A: {2737575737*17271};

{-1,1,2,3,5}

En este ejemplo podemos observar que Maxima elimina los elementos repetidos aun-
que nosotros los hayamos escrito. También observamos que ha escrito los elementos,
numéricos en este caso, de forma ordenada. Tal y como hemos dicho, este orden no
es importante en la estructura del conjunto, pero si es utilizado en los algoritmos

internos de Maxima para trabajar de forma maés eficiente.

También podemos definir conjuntos con el operador set(), que serd f1til en

combinacién con otros operadores.

(%i2) set(2,2,3,1,5);
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{1,2,3,5}

Si queremos definir un conjunto de cadenas de caracteres (strings), debemos deli-
mitarlas por comillas, en caso contrario, Maxima lo interpretara como un pardametro.

En el siguiente ejemplo vamos a utilizar el parametro z y también la cadena de

caracteres “x”.

(%i3) B: set(x,"x");

{z, 2}

Aparentemente, el conjunto estd formado por un tnico elemento repetido. Pero
si ahora le damos un valor al parametro x, vemos que el conjunto estd formado por

la cadena ‘x’ y el valor que tome el pardmetro x.

(%id) ev(B,x=1);

{1,2}

Cuando trabajamos con conjuntos grandes, puede ser ttil el operador elementp

que analiza si un elemento pertenece o no a un conjunto.

(%i5) C: {0,1,-1,3,5, 7},
{-7,-1,0,1,3,5}
(%i6) elementp(3,C);
true
(%i7) elementp(2,C);
false O

La otra relacién béasica en la teoria de conjuntos es la relacién de inclusion, que

no debe confundirse con la relacién de pertenencia.

DEFINICION 2.1.6 (INCLUSION) Dados los conjuntos A y B, se dice que A estd
contenido en B si todo elemento de A es tambien un elemento de B; es decir:

def.
2,

ACB Ve(r€ A — xz € B)

Si A C B, también decimos que A es un subconjunto de B. Si AC By A # B,
decimos que A es un subconjunto propio de B y lo denotamos A C B.

TEOREMA 2.1.7 A=B siysolosi ACByBCA.
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Debemos tener mucho cuidado y no confundir la relaciéon de pertenencia €, y la
relacion de inclusién C; por ejemplo:

a €{a,b,c}, a ¢ {a,b,c}, {a} C {a,b,c}, {a} € {a,b,c}

DEFINICION 2.1.8 (AXIOMA DEL CONJUNTO VACIO) Eziste un conjunto que no tie-
ne elementos. Este conjunto se denomina conjunto vacio y se denota por &.

TEOREMA 2.1.9 Para todo conjunto A, se verifica que & C A.

La demostracién de este resultado es bastante simple: no es posible encontrar
ningun elemento de @ que no esté en A, ya que @ no contiene elementos.

EJEMPLO CON MAXIMA 2.1.10 En Maxima, disponemos de los operadores subsetp
y setequalp para analizar la relacién de inclusién o igualdad de dos conjuntos,

(%i1) A: {—2,-1,0,2,4,6}$%

B: {-1,0,2}$
C: {-1,0,1}$
D: {0,-1,-2,2,4,6}$

(%i2) subsetp(B,A);

true
(%i3) subsetp(C,A);

false
(%i4) setequalp(A,D);

true

El conjunto vacio lo podemos introducir con un par de llaves o con set().

(%i5) setequalp ({},set ());
true
(%i6) subsetp({},A);
true 0

DEFINICION 2.1.11 (AXIOMA DE LA UNION) Si A y B son conjuntos, existe otro
conjunto formado exactamente por los elementos de A y B:

reAUB g} reA, obien x€B
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EJEMPLO 2.1.12

» {a,b} U{c,d} ={a,b,c,d}

» {a,b,c}U{b,c,d} ={a,b,c,d} O

TEOREMA 2.1.13 (CARACTERIZACION DE LA UNION) Sean A, B y C tres conjun-
tos: AUB C C si, y solo si, ACC yBCC.

Mostramos la demostracién de este teorema como ejemplo de prueba de un enun-
ciado basada en enunciados (definiciones y teoremas) previos.

EJEMPLO 2.1.14 Demostracién del teorema anterior. Dado que el enunciado de este
teorema establece la equivalencia de dos enunciados, tenemos que probar que a partir
de cada uno de ellos podemos demostrar el otro. Separamos las dos direcciones de
la prueba.

» (=) Supongamos que AU B C C. Si z € A, entonces z € AU B (definicién
de U) y por lo tanto, x € C (ya que AU B C C). En consecuencia, A C C.
Anilogamente probamos que B C C.

» (<) Supongamos que A C C'y B C C. Si x € AU B, entonces, o bien
x € Ao bien x € B. En el primer caso, x € A, tenemos que x € C (ya que
A C (C); en el otro caso, x € B, también tenemos que x € C' (ya que B C C).
Por lo tanto, en cualquier caso x € C'y podemos afirmar que AUB C C. O

EJEMPLO CON MAXIMA 2.1.15 En Maxima, la unién de dos conjuntos se determina

con el operador union.

(%il) A: {-1,1,2,3,5}$
B: {2,3}%

(%i2) union(A,B)
{~1,1,2,3,5} 0

Otra forma de definir conjuntos es por compresion, es decir, mediante una pro-

piedad que caracteriza los elementos de un conjunto.

DEFINICION 2.1.16 (AXIOMA DE COMPRENSION) Si A es un conjunto y P es una
propiedad aplicable a elementos de A, existe un subconjunto de A formado por los

elementos de A que verifican la propiedad P. Este conjunto se escribe como

{re Al P(x)}
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Obsérvese, que en este caso, lo que definimos realmente es un subconjunto de un
conjunto: {z € A | P(z)} C A.

EJEmpLo 2.1.17

» {x € N|z es primo }
» {reR|2?> -5z +6=0}={2,3}
» {1eR|224+1=0}=0

» {zeC|2?>+1=0}={i—i} m

La operacion de interseccion entre conjuntos se define usando comprensién.

DEFINICION 2.1.18 (INTERSECCION) La interseccion de A y B es el conjunto for-
mado por los elementos de A que también son elementos de B:

ANB={zxec A|z e B}

Por lo tanto, en particular AN B C A. Ademsds, equivalentemente, podemos
definir ANB={x e B|ze A} CB.

TEOREMA 2.1.19 (CARACTERIZACION DE LA INTERSECCION) Sean A, B y C tres
conjuntos: C' C AN B si, y solo si, C C A yC C B.

EJEMPLO 2.1.20 Vamos a demostrar el teorema anterior como un ejemplo mas de

prueba.

» (=) Supongamos que C' C ANB. Siz € C, entonces z € AN B y por lo tanto,
x € Ay x € B. En consecuencia, C C Ay C C B.

» (<) Supongamos que C C Ay C C B. Si z € C, entonces, por la definicién
de inclusiéon, x € Ay x € B y por lo tanto, x € AN B. En consecuencia
CCANB. O

EJEMPLO cON MAXIMA 2.1.21 Podemos definir conjuntos por comprensién en Maxima
de dos formas, con los operadores makeset y subset. El operador makeset tiene tres
argumentos: el primero es una expresién que determina los elementos del conjunto
a partir de unos parametros; el segundo argumento es la lista de los parametros que
se usan en el argumento anterior y el tercer argumento es una lista con los distintos

valores que toman los pardmetros para construir los elementos del conjunto.

(%il) makeset(j/k,

(i k],
[[1,a],[1,b],[2,b],[3,¢c]]);
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El operador subset es mas parecido a la definicion matemética de la construc-
cién por compresion. Ese operado tiene dos argumentos: el primero es un conjunto
previamente definido y el segundo es una propiedad, es decir, un operador de Maxima
que actue sobre un argumento y cuya salida sea true o false. Por ejemplo, el ope-
rador evenp es uno de estos operadores; aplicado a un ntimero, nos devuelve true

o false segun el nimero sea par o impar:

(%i3) evenp (4);
true
(%i4) evenp (5);
false

Vamos a utilizar este operador para determinar el subconjunto de los nimeros

pares de un conjunto de nimeros.

(%i5) A: {1,27,8,9,12}$
(%i6) subset(A,evenp);
(5.12)

En Maxima hay varios operadores que podemos usar como propiedades para de-
finir subconjuntos, pero también podemos definir otras propiedades con el operador
is() cuya sintaxis vemos en el siguiente ejemplo en el que definimos una propiedad

que analiza si un nimero es o no multiplo de 3.

(%i7) prop(x):= is(remainder(x,3)=0)$
(%i8) subset (A, prop);
(9,12,27}

Ya hemos dicho anteriormente que Maxima trabaja internamente con los conjun-
tos como si fueran listas, es decir, utilizando algiin orden intrinseco de los elementos.
De hecho, para definir y trabajar con nuestros propios conjuntos también es prefe-
rible utilizar la estructura de lista, es decir, con el operador makelist en lugar de
makeset y con el operador setify que convierte listas en conjuntos.
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(%i9) C: makelist (k"2 ,k,—5,5);
[25,16,9,4,1,0,1,4,9, 16, 25]
(%i10) setify (C);
{0,1,4,9,16, 25}

Vemos otro ejemplo, en el que ademés hacemos uso de la propiedad primep, para

determinar los niimeros primos menores que 50.

(%i11) D: setify (makelist(i,i,1,50))$
(%i12) subset (D, primep);
{2,3,5,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47} O

DEFINICION 2.1.22 (DIFERENCIA) La diferencia de dos conjuntos A y B es el con-

junto

A-B={zcAl|z¢B}

También es frecuente encontrar el simbolo . para representar la diferencia de
conjuntos,

A~B=A-B

y evitar la confusién con la diferencia de nimeros. Por otra parte, A— B se denomina

igualmente complemento (relativo) de B en A.
EJEMPLO 2.1.23
(1,2,8,9} — {2,6,7} = {1,8,9}: (2,6,7} — {1,2,8,9} = {6,7} 0

EJEMPLO cON MAXIMA 2.1.24 El operador de Maxima para calcular la interseccion

de dos conjuntos es intersection.

(%il) A: {—1,1,2,3,5)8
B: {2,4,5}%

(%i2) intersection (A,B);
{2,5}

Y setdifference determina la diferencia de dos conjuntos

(%i3) setdifference ({1, 2, 8, 9}—{2, 6, 7});
{1,8,9}

(%i4) setdifference ({2, 6, 7}—{1, 2, 8, 9});
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{67 7} O

En muchas aplicaciones concretas, es habitual trabajar dentro de un Universo, es
decir, un conjunto que contiene a todos los conjuntos con los que trabajamos en dicha
aplicacién. En estos casos, algunas notaciones se pueden simplificar. Por ejemplo, si
trabajamos en un universo U, hablaremos simplemente de conjunto complementario
de A

A=U-A

EJEMPLO 2.1.25 Vamos a demostrar que si A y B son conjuntos en un universo U,
entonces

A—-B=ANB

Concretamente, usamos la caracterizacion de la interseccion y demostramos que

A-BCANByANBCA-B

» (C) Supongamos que x € A — B. Entonces, por la definicién de diferencia:
r€Ayax¢B.Siz¢B, por la definicién del complementario x € B Por lo
tanto, x € Ay x € B, es decir, z € AN B.

» (D) La demostracién es similar (se propone como ejercicio). O

De hecho, en adelante consideraremos la igualdad A — B = AN B como la
definicién de la diferencia de conjuntos.

Digramas de Venn. Los diagramas de Venn son una representacion esquematica
de conjuntos. Estos diagramas estdan pensados para visualizar las relaciones y ope-
raciones entre dos o mas conjuntos. Representamos con un rectangulo el universo
y dentro dibujamos dos o mads circulos para representar conjuntos dentro de ese

universo.

De esta forma, coloreando o sombreando regiones, podemos visualizar las opera-
ciones que hemos definido hasta ahora.
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La region sombreada en la figura,
corresponde a A N B:

La regién sombreada en la figura,
corresponde a AU B:

La regién sombreada en la figura co-
rresponde con el complementario de
A en el universo, A =U — A:

La regién sombreada en la figura co-
rresponde con el complementario de
Ben A, es decir A— B=ANB:

TEOREMA 2.1.26 Si A, B y C son conjuntos, se verifican las siguientes propiedades:

= Conmutativa: AUB=BUA; ANB=BNA

» Asociativa: AU(BUC)=(AUuB)UC; ANn(BNC)=(ANnB)NC

» Absorcion: AU(ANB)=A4; AN(AUB)=A

s Idempotencia: AUA=A;ANA=A

v Identidad: IUA=A

» Dominancia: @NA=0

» Distributiva: AU(BNC) = (AUB)N(AUC); AN(BUC) = (ANB)U(ANC)
» Cota (U): AC B si, y solo si, AUB =B

» Cota (N): AC B si, y solo si, ANB=A
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TEOREMA 2.1.27 Si A y B son conjuntos dentro de un universo U, entonces:

» Complemento: AUA=U; ANA=02

» De Morgan: AUB=ANB; ANB=AUB
= Tnvolucién: A = A
Las propiedades recogidas en los teoremas anteriores se denominan propiedades

basicas. Junto con las definiciones, se podran usar para demostrar cualquier otro las

propiedad.

La propiedad asociativa de la unién y de la interseccion permite prescindir de
los paréntesis cuando aplicamos estos operadores a mas de dos conjuntos

AUBUC =(AUB)UC =AU (BUC)
ANBNC=(ANB)NC=AN(BNC)

También podremos utilizar expresiones del tipo

para representar la unioén y la interseccién, respectivamente, de una familia de con-

juntos.
EJEMPLO 2.1.28 Vamos a demostrar la igualdad
AN(B-C)=(ANB)—(ANnCQO),

y para ello usaremos propiedades bésicas:

(ANB)—(ANC)=(ANB)N(ANC) = (Def. de —)
=(ANB)N(AUC) = (De Morgan)
= ((A NB)N Z) U ((A NB)N 6) = (Distribucién)
=g U ((A NB)N 5) = (Complementacién)
=(ANB)NC = (Identidad)
= AN(BNC) = (Asociatividad)
—AN(B-C) (Def. de —)

DEFINICION 2.1.29 (AXIOMA DEL CONJUNTO DE LAS PARTES) Si A es un conjun-
to, existe otro conjunto cuyos elementos son los subconjuntos de A:

Bepd) £ pca

En la bibliografia también puede encontrarse la notacién 94 para el conjunto de

las partes de A.
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EJEMPLO 2.1.30 Si A = {a, b}, entonces
p(4) = {2, {a}, {b} {a, b} | 0

EJjEMPLO cON MAXIMA 2.1.31 El operador de Maxima para calcular la el conjunto
de las partes o conjunto potencia es powerset.

(%il) powerset ({0,1,2,3});

{{{},{0},{0,1},{0,1,2},{0,1,2,3},{0,1,3},{0, 2}, {0, 2, 3},
{0,3}, {1}, {1,2},{1,2,3},{1,3},{2},{2,3}, {3}} O

2.1.2. Producto cartesiano, relaciones y funciones

Las funciones son, junto a los conjuntos, los elementos mas basicos en los que se
sustentan las matematicas. Formalmente, las funciones son una clase particular de
relaciones. A su vez, las relaciones son la herramienta matemdtica para formalizar
las conexiones entre elementos de dos o mas conjuntos. Funciones y relaciones son
importantes en matematicas y en computacién tanto por sus aplicaciones tedricas
como practicas. El estudio de las relaciones es el objetivo del siguiente tema de la

asignatura, en este, nos vamos a centrar en las funciones.

DEFINICION 2.1.32 (PRODUCTO CARTESIANO DE DOS CONJUNTOS)  El producto
cartesiano de los conjuntos A y B es el conjunto:

AxB={(z,y); €A,y € B}

Los elementos del producto cartesiano de dos conjuntos se denominan pares orde-
nados. En ese caso, la palabra orden se refiere a la posicién que ocupan los elementos
dentro de la pareja. Por ejemplo, los pares (1,2) y (2,1) son elementos de N x N, y
aunque contienen las mismos elementos, son pares ordenados distintos: (1,2) # (2,1)

Si los conjuntos del producto son iguales, se puede utilizar una notaciéon abreviada

Ax A= A%

DEFINICION 2.1.33 (RELACION BINARIA) Una relacién binaria en los conjuntos Ay,
Ao es cualquier subconjunto R del producto cartesiano Ap X As

RQA1XA2

El simbolo utilizado para representar una relaciéon binaria se suele escribir ha-
bitualmente de forma infija, es decir, si (z,y) € R, escribimos 2Ry y se lee, x estd
relactonado con y mediante R.
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DEFINICION 2.1.34 Si A y B son conjuntos, una funcién de A en B es una relacién
binaria f, de A en B tal que: para cada x € A existe un unico y € B tal que

(z,y) € f.

= Fn este caso, escribimos f: A — B

» Si(x,y) € f escribimos f(x) =y, es decir, representamos por f(z) al unico
elemento que estd relacionado con x mediante f.

= FEn la funcion f: A — B, el conjunto A se denomina dominio de f y lo
escribimos A = Dom(f). El conjunto B se denomina codominio de f.

s La imagen de la funcion f: A — B es un subconjunto de B definido como

Im(f)={y € B| existex € A tal quey = f(z)} = {f(z);x € A}

Las funciones se denominan igualmente aplicaciones. Ademéas de la notacién

f: A — B es habitual usar A 4, B. También escribimos z <> y para indicar que
y=f(x).

Obsérvese que, cuando trabajamos con funciones, el dominio coincide con el
conjunto A, es decir Dom(f) = A. Si el dominio de la funcién es distinto de A,
hablamos de funciones parciales, pero su estudio queda fuera de los objetivos del

curso.

EJEMPLO 2.1.35

» La relacién Ry = {(z,y) € R xR | 22 + 32 = 1} no es una funcién, ya que

O0R11y OR1(—1) y ademas, el dominio de la relacién no coincide con R.

» La relacién Ry = {(z,y) € [~1,1] x RT | 22 + y? = 1} sf es una funcién y

Ro(z) = V1 — 22,

» La relacién Rz = {(1,0),(2,a),(3,d)} C {1,2,3} x {a,b,c,d} es una funcién.
O

EJEMPLO 2.1.36

» Si A C B, la funcion inclusion es la funcién i: A — B definida por i(x) = x

= En particular, si A = B la funcién inclusién se denomina identidad de A y se
denota 14, es decir, 14: A — A esta definida por 14(z) =z O

EJEMPLO 2.1.37 Si el dominio de la funcién es infinito, la asociacién del elemento
de la imagen correspondiente a cada elemento del dominio se hard mediante una
regla.
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» f1:Z — N, siendo fi(z) = 22
» fo: R — RT siendo fo(z) = 2%

v f3: R — R, siendo f3(z) = sen(x)

= f4:(0,1) CR — R, siendo f4(z) = 3:(21__2)

T si x>0
» f5: R — R, siendo f5(z) = O
—x si <0

EJEMPLO 2.1.38 Si el dominio es un conjunto finito, también podemos utilizar una
tabla o una lista de emparejamientos para definir las funciones.

A= {(11,(12,(13,&4,&5}, B = {b17b2’b3}

f:A— B
ap — bs
as — by Alay as a3 ay as
a3|—>b3 Bbg b1 b3 b2 bl
ag — by
(15*—)()1

EJEMPLO 2.1.39 Si el dominio de la funcién es N, también podemos definir una
funcién de forma recursiva. Por ejemplo, la sucesién de Fibonacci es una funcion
F': N — N definida por:

F(0)=0
F(1) =1
Fn+1)=F(n)+ F(n—1)

En este caso, para conocer la imagen de la funciéon en un nimero, debemos calcular

previamente las imagenes de todos los niimeros menores.

DEFINICION 2.1.40 Sea f: A — B una funcién, Ay C Ay B CB

» Llamamos imagen (directa) de A1 al conjunto:

f(A1) ={y € B | existe = € Ay tal que f(z) =y} ={f(z);x € A1}

Naturalmente, f(A1) C B y en particular f(A) = Im(f).
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= Llamamos preimagen de By al conjunto:

fH(B1) ={a€ A| f(a) € Bi}

Naturalmente, f~'(B1) C A

Las operaciones de célculo de la imagen y de la preimagen no son una inversa
de la otra, tal y como vemos en los siguientes ejemplos.

EJEMPLO 2.1.41 Para A = {a1,a9,as3,a4,as5,a¢} y B = {b1,ba, b3, by, b5} definimos

la funcién:

f: A—B
f((Il) = b2

a —b1

as

)
)
a4)
5)
)

(
I
(
I

as

I
0‘@‘@‘?‘

f(as
Si consideramos A; = {ag, as, a4}, tenemos que
f(Al) = f({a2>a’37a4}) — {b1>b3a b2}
FHF(AD) = FH({br,bs, bo}) = {a1, a2, a3,a4,a5} D Ay a

EJEMPLO 2.1.42 Para A = {al,ag,a3,a4,a5,a6} vy B = {bl,bQ,bg,b4,b5}, se define

la funcion

f: A—B
fla1) = b2
flaz2) = b
flaz) = b;
flas) = by
flas) = bs
flag) = b4

Para el subconjunto By = {bs, by, b5}, tenemos

fH(B1) = {as, a5, a6}
F(F7H(B)) = {bs, ba} O

DEFINICION 2.1.43 Dadas las funciones f: A — B y g: B — C, definimos la com-
posicion go f: A — C como go f(x) = g(f(z)) para todo x € A.

EJEMPLO 2.1.44 La composicién de funciones no es conmutativa. Por ejemplo, con-
sideremos las funciones f: R — Ry g: R — R tales que f(z) =2+ 1y g(z) = 22.
Las composiciones fogy go f son dos funciones de R en R, pero las reglas que las

definen son distintas

(fog)(x) = fg(x)) = f(z*) = 2" +1
(go f@)=g(f(z) =glz+1)=(z+1)* =2+ 2z +1 O
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EJjEmPLO 2.1.45 Entre los conjuntos
A ={a1,a2,a3,a4,a5}, B ={b1,ba,b3,b4}, C={c1,c2,c3,c4,¢5,¢6}

definimos las funciones:

f

Alailas|as|aq|as B|b1|by|b3|ba
Bb3b1b2b3b2 9062636201

La composicién g o f sera:

Alay|as|as|asla
gOf 1]U2|03|Q4 |05 0O
C ColCo|C3|Cy|C3

EJEMPLO 2.1.46 Consideremos la relacién R C {1,2,3,4} x {a,b,c,d}:
R = {(17 d)7 (3a d)7 (37 b)7 (2a a)a (47 C)}

Representando los conjuntos con diagramas de Venn, los pares de la relacién se
pueden representar mediante flechas:

>
<'
4"

4

Sin embargo, la representaciéon maés habitual, por sus aplicaciones practicas y
computacionales es mediante tablas. La siguiente tabla muestra visualmente los ele-

mentos de la relacién anterior:

a b ¢ d
1 X
2| x
3 X X
4 X

Matrices booleanas. Aunque los conjuntos son colecciones “no ordenadas” de
elementos, cuando trabajamos con conjuntos finitos es conveniente representar sus
elementos mediante secuencias ordenadas, de tal forma que ese orden permanezca
fijo a lo largo del problema o de la aplicaciéon. De esta forma, podremos definir
procedimientos y algoritmos de forma mas eficiente. Por ejemplo, para trabajar con
subconjuntos de un conjunto finito, podemos aprovechar el orden para representarlos

mediante secuencias de niimeros 0 y 1.
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EJEMPLO 2.1.47 Para trabajar en el universo U = {c, g, f,b,e,a,d} vamos a utili-
zar el orden lezicogrifico: U = [a,b,c,d, e, f,g]. En la siguiente tabla, vemos cémo
podemos representar mediante secuencias de digitos 0-1, subconjuntos y operaciones
entre ellos. Un 1 en la cadena significa que el elemento correspondiente esta en el

subconjunto, mientras que un 0 significa que no lo esta:

abedefg

U="{a,b,c.de,f, g} 1 1111111
B ={b,c, f,g} x 0110011

C ={a,b,e, g} y 1100101

B ={a,d,e} 1—x 1001100
BNC ={b,g} | min(z,y) | 0100001
BuUC ={a,b,ce, f,g} | méx(x,y) | 1110111

Como vemos, la secuencia que representa la intersecciéon de dos conjuntos queda
)

determinada por la secuencia que se obtiene al calcular el minimo de los digitos

posicién a posicion; la uniéon de dos conjuntos queda determinada por la secuencia

que se obtiene al calcular el maximo de los digitos posicién a posicion; y el comple-

mentario se obtiene intercambiando ceros y unos. O

Las operaciones que hemos utilizado en el ejemplo anterior, dentro del conjunto
{0,1}, se conocen como operaciones booleanas y se denominan producto de Boole A,
suma de Boole V, y complemento de Boole -

A1O0 VIi1l0 10
1{10 111 o1
000 010

x Ay =min{z,y} xVy=max{z,y} T=1—-=x

La representaciéon booleana de conjuntos finitos puede ser utilizada igualmente para
representar relaciones entre conjuntos finitos. Sin embargo, en este caso, es preferible
usar matrices de ceros y unos en lugar de secuencias, es decir, matrices booleanas.
La matriz de adyacencia de una relacion es la matriz booleana que la representa.

DEFINICION 2.1.48 (MATRIZ DE ADYACENCIA) Sea R es una relacidn binaria en-
tre dos conjuntos finitos A y B. Supongamos que [x1,Za,...,x,] €s una ordenacion
de los elementos de A e [y1,y2,...,Ym] una ordenacion de los elementos de B. Lla-
mamos matriz (de adyacencia) asociada a R a la matriz Mg = (m;;) de tamano
n x m (es decir, con n filas y m columnas) dada por:

1 si(z,y;) €R

mi]’ =
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EJEMPLO 2.1.49 Consideremos la relacién R C {1,2,3,4} x {a,b, ¢, d} definida por
la siguiente tabla:

a b ¢ d
1 X
2| x
3 X X
4 X

La matriz de adyacencia construida utilizando el orden en el que aparecen escritos
los elementos en la tabla de arriba es:

0001
1000
0101
0010

2.1.3. Tipos de funciones

DEFINICION 2.1.50 Sea f: A — B una funcidn.

s f se dice inyectiva si elementos distintos tienen imdgenes distintas:
f@)=fly) = =z=y
s f se dice sobreyectiva si todo elemento del codominio tiene preimagen:

para todo y € B, existe v € A tal que f(z) =y

= [ se dice biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

EJEMPLO 2.1.51

1. Las inclusiones i: A — B son funciones inyectivas.
2. Las identidades 14 son funciones biyectivas.
3. La funcién f: N — N, definida por f(z) = 2z es inyectiva:

flx)=fly) = 22=2y = z=y

4. La funcién g: R — [—1,1], definida g(x) = senz, es sobreyectiva, pero no es

inyectiva.

5. La funcién h: [—-7/2,7/2] — [—1, 1], definida h(x) = senz, es biyectiva. 0
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TEOREMA 2.1.52 Consideremos las funciones f: A— B yg: B— C.

~

. Si f y g son inyectivas, entonces g o [ también es inyectiva.

2. Sigo f esinyectiva, entonces f es inyectiva.

3. Si f y g son sobreyectivas, entonces g o f también es sobreyectiva.
4. Sigo f es sobreyectiva, entonces g es sobreyectiva

5. Si f y g son biyectivas, entonces g o f también es biyectiva.

6. Sigo f es biyectiva, entonces f es inyectiva y g es sobreyectiva.

EJEMPLO 2.1.53 Consideremos las funciones f: A - By g: B — C; como ejem-
plo de demostraciéon, vamos a probar que si g o f es sobreyectiva, entonces g es
sobreyectiva.

Suponemos entonces que g o f es sobreyectiva y queremos probar g es sobreyec-
tiva, y para ello, tenemos que encontrar una preimagen de cada elemento de C. Si
y € C, y dado que go f es sobreyectiva, existe x € A tal que (go f)(z) = y; es decir,
g(f(x)) = y. Esto termina la demostracion, ya que hemos encontrado f(z) € B que
es preimagen de y por g. O

DEFINICION 2.1.54 Dada la funcién f: A — B, se dice que g: B — A es inversa
de f sigof=14 y fog=1p. Siexiste una funcion inversa de f, decimos que
f es inversible.

TEOREMA 2.1.55 Si una funcion es inversible, entonces solo tiene una funcion in-
versa: denotaremos por =1 a la funcién inversa de f.

Hemos utilizado la notacién f~! para dos operaciones distintas, el contexto re-
solvera la ambigiiedad, ya que en un caso aplicamos el operador a un conjunto (pre-
imagen) y en el otro a un elemento (funcién inversa). Ademds, los dos operadores

estan relacionados, ya que si f es inversible, {f~1(y)} = f~*({y}).

EJEMPLO 2.1.56 La funcién f: Z — Z definida por f(x) = z + 7 es inversible:
r+T=y < y—T7==x

Por lo tanto, f~!(y) = y — 7, lo que comprobamos a continuacién:

(frof@)=fHa+T)=(+7) - T=2=1z(z)
(fof Ny =fly=7=@H-1+T=y=1z(y) o

TEOREMA 2.1.57 Una funcion f: A — B es inversible si y sdlo si es biyectiva.
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EJEMPLO 2.1.58 Vamos a demostrar en este ejemplo el teorema anterior.

» (<) Supongamos que f: A — B es biyectiva. Entonces, para cada y € B
existe exactamente un x € A tal que f(z) = y; llamemos ¢(y) al elemento de
A asi definido: = g(y). Entonces, f(g(y)) = f(z) = y.

Para demostrar la otra igualdad, basta observar que dado que f es una inyec-
tiva, para f(x) € B, x es el nico elemento de A con imagen f(z), por lo que

g9(f(x)) = =

» (=) Supongamos que f tiene inversa f~!. Entonces, para cada y € B, se
verifica que f(f~!(y)) = v, por lo que f~!(y) es preimagen de y y podemos
afirmar que f es sobreyectiva.

Para demostrar que f es inyectiva, supongamos que f(z) = f(y). Entonces:

flx) = fy)
FH@) = 1 W)
T=Y
y en consecuencia podemos afirmar que f es inyectiva. O

El principio de Dirichlet que enunciamos a continuacién debe su nombre a Peter
Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), que lo enuncié por primera vez de manera for-
mal. También se conoce en la literatura como principio de distribucion de Dirichlet,
principio de las cajas de Dirichlet o principio del palomar.

TEOREMA 2.1.59 (PRINCIPIO DE DIRICHLET) Sean A y B conjuntos finitos tales
que |A| > |B|. Entonces no es posible definir una funcion inyectiva de A en B.

En la descripcién informal, los elementos de B son los nidos y los elementos de
A son las palomas que quieren entrar en los nidos. Dado que hay més palomas que
nidos, necesariamente en algiin nido debe de haber méas de una paloma.

EJEMPLO 2.1.60 Vamos a demostrar que cualquier subconjunto de seis elementos
de D =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9} debe contener dos elementos cuya suma es 10.

Los pares de elementos de D que suman 10 son:

{1,9},{2,8},{3,7} y {4,6}

Estos subconjuntos constituyen los nidos y las palomas son los 6 nimeros del sub-
conjunto analizado. Cada uno de los seis nimeros lo tendremos que coger de algiin
nido y dado que solo hay 4 nidos, necesariamente tendremos que coger dos de un
mismo nido; esos dos nimeros elegidos del mismo nido suman 10. a
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EJEMPLO 2.1.61

= En cualquier grupo de 13 personas podemos encontrar dos que han nacido en
el mismo mes.

= Un cuestionario consta de 10 preguntas de selecién miltiple, con cinco alterna-
tivas cada una. Entonces, el minimo niimero de alumnos para el cual podamos
garantizar que, por lo menos, dos de ellos tendran exactamente las mismas

respuestas para todas las preguntas es 50 + 1 = 9765626. O

TEOREMA 2.1.62 (PRINCIPIO DE DIRICHLET GENERALIZADO) Sean A y B conjun-
tos finitos tales que |A| =r, |B| =n yr > k-n para algin k. Entonces cada funcion
f: A — B, verifica que la preimagen de algin elemento b de B tiene mds de k

elementos:

f7H )] >k

Por ejemplo, si queremos repartir r objetos distintos en n cajas distintas, siendo
r > n - k para algin k, entonces necesariamente tendremos que poner mas de k
objetos en alguna de ellas. Esto es lo que se conoce como el principio de las cajas

generalizado.

EJEMPLO 2.1.63

= En un grupo de 22 personas hay al menos cuatro que han nacido el mismo dia

de la semana.
= En un grupo de 25 personas hay al menos tres que han nacido el mismo mes.

= Necesitaremos tirar a lo sumo siete veces un dado para garantizar que un

resultado se repite al menos dos veces.

= Necesitaremos tirar a lo sumo 13 veces un dado para garantizar que un resul-
tado se repite al menos tres veces.

» En general, necesitaremos tirar 6(n — 1) 4+ 1 veces un dado para garantizar que

un resultado se repite al menos n veces.

» Si elegimos n+ 1 nimeros del conjunto {1,2,3,...,2n}, necesariamente dos de
ellos seran coprimos. Para demostrar esta afirmacién, tomamos los conjuntos
{1,2}, {3,4}, {5,6}, ...{2n — 1,2n} como ‘nidos’; dado que solo hay n ‘nidos’
y queremos coger n + 1 niimeros, necesariamente tendremos que coger dos del
mismo nido; como cada nido esta formado por un par de nimeros consecutivos,
estos son coprimos, lo que demuestra la afirmacion. O
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2.2. Recuento

En matematicas y en computacion, es frecuente la necesidad de conocer la can-
tidad de elementos u objetos de un determinado dominio. Para comparar el coste de
aplicar dos algoritmos, debemos determinar el ‘nimero de operaciones’ que ejecuta
cada uno. Para estimar el coste de utilizar una determinada ‘estructura de datos’,
debemos conocer cuantos itemes pueden ser almacenados en dicha estructura de da-
tos. Para establecer la probabilidad de un acontecimiento, necesitamos conocer la
cantidad de posibilidades.

Si la cantidad de elementos que queremos determinar es pequena, puede ser su-
ficiente el recorrido uno a uno de estos elementos para determinar el tamano; pero
este método no es posible si la cantidad es muy grande. La teoria que desarrollamos
en este tema consiste en describir diferentes ‘modelos’ tedricos que describen conjun-
tos cuyo nimero de elementos sabemos determinar. Para aplicar lo que se denomina
teoria de recuento, debemos buscar el modelo que se ajuste al conjunto cuyo tamano
queremos determinar; aunque debemos tener en cuenta que un mismo problema se

podra abordar con varios modelos.

EsempLO 2.2.1 ;Cuéntos partidos se necesita programar para determinar el cam-
pedén de un torneo de tenis en el que hay 64 participantes?

= Analisis 1: Necesitamos 32 partidos para reducir los jugadores a la mitad; a
continuacién, necesitaremos 16 partidos para reducirlos de nuevo a la mitad;
siguiendo este razonamiento, deducimos que el nimero de partidos sera:

324+16+8+4+2+1=063

s Anadlisis 2: Cada partido elimina exactamente un jugador, y dado que nece-
sitamos eliminar 63 jugadores, necesitaremos programar 63 partidos.

Aunque los dos andlisis son vélidos, el segundo es méas simple y conlleva un proceso
de calculo mas sencillo. En el primer andlisis hemos pensado en los ‘ganadores’, mien-
tras que en el segundo hemos pensado en los ‘perdedores’. En términos conjuntistas,
en el segundo andlisis hemos hallado el tamano del conjunto complementario. O

En términos matematicos, lo que vamos a hacer en este tema es describir lo que
queremos contar como un conjunto y determinar el ntimero de elementos de ese
conjunto: si A es un conjunto finito, |[A| € N denota el nimero de elementos del
conjunto A.
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2.2.1. Operaciones entre conjuntos

Dado que estamos interesados en conocer el tamano de un conjunto, los modelos
que estudiamos determinan el comportamiento del tamano de un conjunto respecto
a las distintas operaciones que podemos realizar entre conjuntos.

Empezamos estableciendo la relacién del tamafio de un conjunto respecto de las

operaciones entre conjuntos: unién y producto cartesiano.

TEOREMA 2.2.2 (REGLA DE LA SUMA) Si A y B son conjuntos finitos disjuntos,

entonces AU B es finito y
|AUB| = |A] + [B]

COROLARIO 2.2.3 Si Ay, ..., A son conjuntos finitos y disjuntos dos a dos, enton-
ces

k

U A = 1Aa] + - + A4l

=1

La regla o el principio de la suma se traduce en la técnica de recuento por casos:
si un procedimiento se puede separar en n casos mutuamente excluyentes y hay s;
posibles resultados para el i-ésimo caso, entonces el nimero total de resultados es

S1++ s

Este procedimiento es el usamos en el primer andlisis del primer ejemplo de esta
seccion. Pero también es el que hemos utilizado en el segundo andlisis, ya que A y
U — A son conjuntos disjuntos.

COROLARIO 2.2.4 Si A es un conjunto finito, entonces
BCA = |A-B|=|4|—-|B|

TEOREMA 2.2.5 (REGLA DEL PrRODUCTO) Si A y B son conjuntos finitos, enton-

Ces:

A B = 4] |B]
COROLARIO 2.2.6 Si Ai,...,Ag son conjuntos finitos, entonces:

|A1L X - X Agl = |A1] - ... - | Ak

La regla o el principio del producto se traduce en la técnica de recuento secuen-
cial: si una actividad se puede realizar en n pasos sucesivos de forma que el paso 1
se realiza de ry formas, el segundo paso se realiza de 1o formas y sucesivamente el
ultimo paso se realiza de 7, formas, entonces el nimero total de formas posibles de
realizar esa actividad es

MR -1 ... Tt
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Al aplicar este modelo, debemos tener cuidado y asegurarnos de que cada secuencia
nos da un resultado diferente, ya que en caso contrario estariamos contando un

mismo objeto o evento varias veces.

EJEMPLO 2.2.7

1. El nimero de formas en que se puede responder a un cuestionario de diez
preguntas del tipo ‘Verdadero’ o ‘Falso’ es 210,

2. El nimero de enteros de cuatro cifras que no tienen cifras repetidas es 9-9-8-7:
dado que no puede empezar por 0, solo tenemos 9 digitos posibles en las
unidades de millar; para las centenas también tenemos 9 digitos posibles, ya
que no podemos utilizar el que hemos puesto la unidad de millar; para las
decenas disponemos de 8 digitos, ya que tenemos que excluir los usados en la
unidad de millar y en la centena y finalmente para las unidades solo disponemos
de 7 digitos.

EJEMPLO 2.2.8 Si A es un conjunto finito, denotamos por |A| € N el nimero de
elementos que contiene. En ese caso, el conjunto p(A) también es finito y

|p(4)| =24

Si disponemos los elementos de A en una lista, podemos identificar los subcon-
juntos de A con una lista binaria (de ceros y unos) de la misma longitud en donde
los unos indican que el elemento de A en la misma posicién pertenece al subcon-
junto y los ceros indican que el elemento no pertenece. De esta forma, contar los
subconjuntos de A es contar las listas binarias de longitud |A| = n. Dado que en
cada posicién podemos colocar dos posibles elementos, 0 o 1, el recuento por casos
nos dice que el numero total de listas es

2.2.2. Principio de Inclusién-Exclusion

Solo podemos aplicar la regla de la suma si los conjuntos son disjuntos dos a
dos, el principio de inclusién-exclusion generaliza este resultado si no se verifica esa

restriccion.

PROPOSICION 2.2.9 Si Ay y Az son conjuntos finitos (no necesariamente disjuntos),

entonces

‘Al UAQ‘ = ‘Aﬂ + |A2‘ — ’Al ﬂAQ‘
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Este resultado es consecuencia de la regla de la suma, teniendo en cuenta que
Ay — Asg, Ay — A1 y A1 N As son conjuntos disjuntos dos a dos y
A = (A1 — AQ) U (A1 N Ag)
Ay = (A2 — Al) U (A1 N Ag)
AjUAy = (A1 — Ag) U (A1 ﬂAg) U (A2 — Al)

Por lo tanto:

|A1 U Ag| = |A1 — Ao + |A1 N Ag| + |A2 — Ay| =
= A1 — Ag| + |A1 N Ag| + |As — A1 + |A1 N Ag| — |[A1 N Ag| =
=[(A1 — A2) U (A1 NA)| + [(A2 — A1) U (A1 N Ag)| — |A1 N Ag| =
= [A1] + [A2| — [A1 N Ay

La asociatividad de la unién de conjuntos nos permite extender facilmente esta

propiedad a la union de tres o mas conjuntos.

COROLARIO 2.2.10 Si A1, Ay y As son conjuntos finitos, entonces

|A1UA2UA3‘ = ‘A1|+|A2’—|—|A3‘ — ’AlﬂAQ‘ — ’AlﬂAg‘ — ’AzﬂA3‘—|—’A1ﬂA2ﬂA3|

Intuitivamente, al sumar los elementos de todos los conjuntos, estamos contando
dos veces los que estdn en la interseccion de dos conjuntos, y por eso restamos los
tamanos de las intersecciones dos a dos. Pero al hacer esto, estamos restando dos
veces los elementos que estan en la interseccién de los tres conjuntos, y por eso

debemos sumar el tamano de la interseccion de los tres conjuntos.

Formalmente, la demostracién de esta igualdad hace uso solamente del principio
de inclusidn-exclusion para dos conjuntos y de la distributividad de la interseccién
respecto de la unién:

|A1 U Ag U Ag| = |A1| 4+ |A2 U As| — |[A1 N (Ao U A3s)| =
= |A1| + [A2] + |A3] — [A2 N A3] — [(A1 N A2) U (A1 N A3)| =
= |A1]| + |A2| +|A3] — [A2 N A3| — [A1 N Ag| — [A1 NAs| + A1 N A2 N AL N Az| =
= |A1| + |A2| + |As| — |A1 N Ag| — |A1 N As| — A3 N As| + |A1 N Az N As

Enunciamos finalmente el principio de inclusién-exclusion para una familia finita

de conjuntos finitos. No incluimos la demostracion formal, pero el razonamiento

intuitivo es el mismo que hemos utilizado para una familia de tres conjuntos.

TEOREMA 2.2.11 (PRINCIPIO DE INCLUSION-EXCLUSION) Sean A1, A, ..., Ay con-
juntos finitos no vacios. Entonces

’CJAj’sz:(_l)Hl 3 )Ailm"'ﬂAij
Jj=1 Jj=1

1<y <...<i <k
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En la expresion de este teorema, el sumatorio Z paracadaj € {1,...,k},
1< <. <i;<k
recorre todas las intersecciones de, exactamente, j conjuntos.
En el siguiente ejemplo, vamos a utilizar la funcién parte entera o suelo, que se
denota por || y se define como sigue: para cada z € R, |z] es el mayor entero menor
o igual que x; por ejemplo, L%j =3, |V5] =2

EJemMpPLO 2.2.12 ;Cuéntos enteros positivos menores o iguales a 1000 son divisibles

por 7 o por 117:

Si consideramos el conjunto A; de los multiplos de 7 menores que 1000 y el
conjunto As de los multiplos de 11, entonces queremos saber el tamano de A; U As.
En general, el niimero de enteros positivos divisibles por d y menores que 1000 es
[ 129, en donde [-] es la funcién parte entera, es decir, |z es el mayor entero menor
o igual que z. Entonces:

‘Al U A2| = ‘A1| + |A2‘ - ’Al ﬂAg‘ =
1000 1000 1000
B AR TR T
Hemos utilizado que la interseccién A1 N Ay estd formada por los niimeros que son

| =142490 — 12 = 220

divisibles por 7 y por 11, es decir, que son divisibles por 77. O

No hemos establecido hasta ahora un resultado que nos permita hallar el tamano
de la interseccion. Para ello, basta tener en cuenta que la ley de De Morgan nos
permite expresar la interseccion de conjuntos en funcién de la unién y los conjuntos
complementarios. Si 41 CU,..., A, CU, entonces

AiNn---NA,=4,U---UA,
A1 N NA = U - |41 U---U A,

2.2.3. Conjuntos de funciones

Los conjuntos de funciones entre dos conjuntos dan diferentes modelos de re-

cuento.

PROPOSICION 2.2.13 Si A y B son conjuntos finitos, entonces el nimero de fun-
ciones definibles de A en B es |B|I.

Este resultado es una consecuencia del principio del producto. Una funcién de A
en B se define asignando exactamente un elemento de B a cada elemento de A. Por
lo tanto, para cada elemento de A tenemos exactamente |B| posibilidades, lo que
nos da un total de

Bl....|B| = [B|"
—_——

(14D
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Un caso particular lo obtenemos al calcular el niimero de subconjuntos de un
conjunto. Cada subconjunto A se determina a partir de una aplicaciéon de A en

{0,1}, por lo que el niimero de subconjuntos de A es 24l

COROLARIO 2.2.14 Si A es un conjunto finito, entonces hay 214 subconjuntos de A:

p(4)] =214
2] = 214

Por el principio de Dirichlet, para definir funciones inyectivas entre dos conjun-
tos A y B necesitamos que |A| < |B]|, pero, en tal caso jcudntas funciones distintas
podemos definir? Para determinar una aplicacién inyectiva vamos asignando image-
nes de forma secuencial a cada elemento de A, de forma que en cada paso podemos
elegir entre un elemento menos; de esta forma deducimos el siguiente resultado.

PROPOSICION 2.2.15 Sean A y B conjuntos finitos tales que, si r = |A|, n = | B,

r <n. Entonces, el nimero de funciones inyectivas de A en B es

n!

n(n—l)...(n—r—i—l):m

2.2.4. Permutaciones

Si A es un conjunto de n objetos distintos y r < n, una r-permutacién (o
variacion de n elementos tomados de r en ) de A es una secuencia de r elementos de
A. En las permutaciones “no podemos repetir” elementos y hablamos de secuencias
porque el orden en que disponemos los elementos determina permutaciones distintas.
Por ejemplo, acd, cda, adc, bea,. .., son 3-permutaciones distintas de elementos de
{a,b,c,d}.

El nimero de r-permutaciones de un conjunto A de n elementos se denota P(n, )
y coincide con el nimero de funciones inyectivas del conjunto {1,2,...,7} en el
conjunto A, es decir,

n!

P(n,r):n(nfl)(an)...(n—TJrl):m

Las n-permutaciones de un conjunto de n elementos se denominan simplemente
permutaciones y en este caso, P(n,n) = n!

EJEMPLO 2.2.16 ;Cuantos nimeros comprendidos entre 1 y 9999 tienen cifras dis-
tintas?

En primer lugar, dividimos el problema en cuatro casos, es decir, dividimos el

conjunto en cuatro subconjuntos disjuntos:

X1: Enteros de una cifra sin cifras repetidas.
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Xo: Enteros de dos cifras sin cifras repetidas.
X3: Enteros de tres cifras sin cifras repetidas.

X4: Enteros de cuatro cifras sin cifras repetidas.

Los elementos de cada subconjunto son permutaciones (los digitos deben ser
distintos y 6rdenes distintos dan nimeros distintos), por lo que

| X1+ | Xa| + | X3+ | X4 =9+9-949-9-8+9-9-8-7 0

EJEMPLO CON MAXIMA 2.2.17 En Maxima, disponemos de algunos operadores re-
lacionados con los modelos de recuento que vamos a estudiar en este tema. Por
ejemplo, el operador permutations permite obtener el conjunto de todas las per-

mutaciones de los elementos de un conjunto.

(%il) perm3: permutations({1,2,3});

{11,2,3],[1,3,2],[2,1,3],[2,3,1],[3,1,2], [3,2, 1]}

Naturalmente, el resultado es un conjunto de listas. En este caso, estamos obteniendo
permutaciones de todos los elementos del conjunto y por lo tanto, el niimero total
coincide con el factorial del cardinal del conjunto.

(%i2) is(cardinality (perm3)=3!);
True

Utilizando los operadores para trabajar con conjuntos que hemos aprendido,
también podemos obtener variaciones. Por ejemplo, las 2-permutaciones de A =
{1,2,3} son los elementos de A x A con las dos componentes distintas y por lo
tanto, podemos obtener este conjunto como subconjunto del producto cartesiano.

(%i3) distintos(1):= is(1[1]#1[2])$
(%i4) distintos ([1,1));

False
(%i5) distintos ([2,1));
True
(%i6) perm23: subset(cartesian product ({1,2,3},{1,2,3}),distintos);

{[17 2]7 [1? 3]’ [27 1]7 [27 3]7 [37 ]‘]7 [37 2]}
El cardinal de este conjunto es igual a 3 -2 = 6:

(%i7) cardinality (perm23);
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2.2.5. Permutaciones generalizadas

Las permutaciones de n elementos distintos son reordenaciones de estos elemen-
tos, pero jqué ocurre si algunos de estos objetos son indistinguibles? ;de cuantas

formas podremos reordenarlos?

Consideremos una ‘coleccion’ de n objetos de k tipos diferentes, de forma que los
objetos de cada tipo son indistinguibles. Una permutacion generalizada es cualquier
secuencia ordenada de los n objetos. Si n; es el nimero de objetos del tipo ¢ para
cadai=1...k, yn=ny+ -+ ng, denotamos por P(n;nq,...,n;) al nimero de

permutaciones generalizadas.

|
n.
TEOREMA 2.2.18 P(n;n4,...,np) = ————————

EJEMPLO 2.2.19 ;Cuantas palabras (con o sin significado) se pueden obtener a
partir de las letras de la palabra IMPRIMIR?

Es decir, tenemos que hallar de cuantas formas podemos reordenar 3 letras I, 2
letras M, 1 letra P y 2 letras R. Segtn el teorema anterior, podemos formar

8! _8-7-6-5-4-3
31201120 329

palabras distintas. O

= 1680

P(8;3,2,1,2) =

EJjemMPLO cON MAXIMA 2.2.20 En las permutaciones generalizas puede haber ele-
mentos repetidos, lo que significa que estamos permutando elementos de una lista.
De hecho, el operador permutations de Maxima se puede aplicar a una lista y en

ese caso, nos genera las permutaciones generalizadas.

(%il1) perm222: permutations([1,1,2,2,3,3]);

{[1,1,2,2,3,3],[1,1,2,3,2,3],...,[3,3,2,1,2,1],[3,3,2,2,1,1]}

La expresién que determina el cardinal de este conjunto se denomina coeficiente

multinomial y esa denominacién es la que da nombre al operador en Maxima.

P(n;ni,ng,...,n,) =multinomial coeff(ny,ng,...,n,) =

(%i2) cardinality (perm222)=multinomial coeff(2,2,2)
=6!/(2!%21%21);

90 =90 =90 O
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2.2.6. Combinaciones

Anteriormente hemos calculado el niimero de subconjuntos de un conjunto, aho-
ra vamos a determinar el niimero de subconjuntos de un tamano fijo, es lo que se
denominan combinaciones. Concretamente, si X es un conjunto de n elementos dis-
tintos y r < n, llamamos r-combinacion a cualquier subconjunto de r elementos
de X. Hablamos de subconjuntos porque los elementos no pueden repetirse y por-
que no importa el orden en el que dispongamos los elementos de la combinacién
(a diferencia de las permutaciones, en las que el orden si importa). El nimero de
r-combinaciones de n elementos se denota por C(n,r) y

Gy = P (1)

7! ri(n —r)!

La demostracién es bastante simple. Hay P(n,r) formas de disponer de manera
ordenada r elementos del conjunto X; dado que no nos importa el orden, debemos

considerar iguales las r! formas de reordenar cada eleccion, por lo que el total de
P(n,r)
7!

combinaciones es

EJEMPLO CON MAXIMA 2.2.21 Ya habfamos visto que binomial es el operador
de Maxima que determina los niimero combinatorios: binomial(n,m) = (). Pero,
j,como determinamos los subconjuntos de un conjunto con un determinado ntmero
de elementos? Nuevamente, podemos recurrir a los operadores que hemos aprendido
hasta ahora y, concretamente, a la forma de determinar subconjuntos definidos por
una propiedad. Si queremos obtener los subconjuntos con 3 elementos, podemos usar
la siguiente propiedad:

(%il) card3(x):=is(cardinality (x)=3)$
De esta forma, los subconjuntos con 3 elementos del conjunto {1,2,3,4,5,6} se
pueden determinar como sigue:

(%i2) subconj63: subset(powerset({1,2,3,4,5,6}),card3);

{{1,2,3},{1,2,4},{1,2,5},{1,2,6},{1,3,4},{1,3,5}, {1,3,6},{1,4,5},
{1,4,6},{1,5,6},{2,3,4},{2,3,5},{2,3,6},{2,4,5},{2,4,6}, {2,5,6},
{3,4,5},{3,4,6},{3,5,6},{4,5,6}}

Naturalmente, el cardinal de este conjunto coincide con (g):

(%i3) cardinality (subconj63)=binomial (6,3);

20 =20 O
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2.2.7. Funciones sobreyectivas

Con los resultados anteriores hemos aprendido a determinar el ntimero total de
aplicaciones entre dos conjuntos y el nimero de ellas que son inyectivas (y como
caso particular las biyectivas). En el siguiente resultado, determinamos el nimero
de aplicaciones sobreyectivas entre dos conjuntos |A| y | B| tales que |A| > |B|; esta
restriccién también es consecuencia del principio de Dirichlet.

COROLARIO 2.2.22 (FUNCIONES SOBREYECTIVAS) Si |[A| =7y |Bl=nyn<r,

entonces el numero de funciones sobreyectivas de A en B es

nr_<7f),(n_1)r+<g> ,(n_Q)r_...+(_1)n—1<ni1),1r:

S (1) oy

Jj=1

Este resultado es una consecuencia del principio de inclusién-exclusién. Para

cada b € B, definimos el conjunto Fj:
F,={f: A— B| f(z) # b, para todo x € A}

Es decir, Fy estd formado por las funciones de A en B que dejan al elemento b sin

preimagen. Por lo tanto, el conjunto de las aplicaciones sobreyectivas coincide con
U5
beB

y por complementariedad y el principio de inclusién-exclusion, el nimero de elemen-

tos de este conjunto es

—1
Un|=w - |UB v -S> Y [N
beB beB 7j=1 JQB' beJ

|J|=3

En esta expresion, para cada j € {1,...,n — 1}, el sumando Z ‘ ﬂ Fb‘ coincide

JCB beJ
[J]=J
con el nimero de funciones que dejan al menos a j elementos sin preimagen. Es

decir, para cada eleccién de j elementos, el nimero de funciones de un conjunto de

n — j elementos en otro conjunto de r elementos:

n .
S [na=(}) e
JCB beJ J
[J|=4
de donde se deduce la expresion que aparece en el teorema.

La expresion que determina el niimero de aplicaciones sobreyectivas se puede
expresar con los nimeros de Stirling de Sequnda Clase que se pueden calcular ficil-

mente de forma recursiva.
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DEFINICION 2.2.23 Se denominan nimeros de Stirling de Segunda Clase, y se de-
notan, S(r,n) a los nimeros de la forma

st =4 (- S (7)) =

n
Jj=1

Lo <’f) -<n_1>r+@ -<n_z>T—---+<—1>”—1<nf1) A7), sz

TEOREMA 2.2.24 Sean r y n dos enteros positivos tales que r > n. Entonces
S(r,1)=1
S(ryr)y=1
S(r+1,n)=Srn—-1)+n-S(r,n)

Mas adelante, veremos la demostracién de este resultado utilizando el significado
de los nimeros de Stirling dentro de la teoria de recuento.

COROLARIO 2.2.25 Si |A|l =71 y|B| =n yn <r, entonces el nimero de funciones

sobreyectivas de A en B es n!-S(r,n).

EJEMPLO 2.2.26 En un departamento de n profesores se asigna la docencia de n
asignaturas: ;de cuantas maneras se puede hacer el reparto, si hay un profesor de
baja y todos los profesores deben impartir alguna asignatura?

El proceso de asignacién se corresponde con la definiciéon de aplicaciones sobre-
yectivas del conjunto de n asignaturas en el conjunto de n — 1 profesores. Por lo
tanto, el nimero de asignaciones posibles es (n — 1)!S(n,n — 1).

Otra forma de pensarlo es la siguiente: dado que hay n asignaturas y n — 1 pro-
fesores, un profesor deberd elegir dos asignaturas. Los posibles pares de asignaturas

n
son 5 - Cada par de asignaturas y las n — 2 restantes se pueden repartir de (n—1)!

formas posibles, por lo que el resultado final es (n — 1)! (Z) De lo anterior deduci-

mos que S(n,n —1) = <T2L> O

EJEMPLO 2.2.27 Si |A| = n > 2, jcuédntas aplicaciones biyectivas f: A — A tales
que f(x) # x para todo z € A podemos definir?

Las funciones asi definidas se denominan desarreglos o permutaciones com-
pletas. Consideremos los conjuntos F, formados por las aplicaciones de A en A
tales que f(a) = a. Entonces, el conjunto de las aplicaciones biyectivas definidas en
la pregunta se puede escribir como

s
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y por complementariedad y el principio de inclusién-exclusién, el tamano de este

conjunto es

n

—nl= > (=1 3 | Fa

j=1 JCA a€eJ
|J|=3

U

=n! - ’UFa

En este caso, para cada j € {1,...,n}, el sumando Z ‘ ﬂ F,| coincide con el

JCA acJ
|J]=3
nimero de funciones que se comportan como la identidad para al menos j elementos,

n!
es decir P(n,n —j) = - Por lo tanto, el nimero de desarreglos es el siguiente:
4!

n n

nl — Z(—1)J’+1ﬁ! = Z(—w’i’! = Z(—l)f’f” O

1l
j=1 J: j=0

2.2.8. Combinaciones con repeticion

Las combinaciones que hemos definido en la seccién anterior se pueden entender
como la forma de seleccionar (o asignar) un nimero determinado de objetos dis-
tintos sin importar el orden en el que se hace la seleccién (o asignacién). Pero que
ocurre si disponemos de muchos objetos del mismo tipo y podemos seleccionar o
asignar un mismo objeto varias veces, de forma repetida. En este caso, hablamos de
combinaciones con repeticion.

TEOREMA 2.2.28 El numero de combinaciones de r elementos, posiblemente repeti-
dos, elegidos de un conjunto con n tipos de elementos distintos se denota CR(n,r) y:

CR(n,r)=P(r+n—1;r,n—1)

r+mn—1)!
CR(n,r) = (7“'(n—1)')
CR(n,r) = (T + Z a 1)

EJEMPLO 2.2.29 ;Cuédntas soluciones enteras no negativas tiene la siguiente ecua-
cién?

T+y+z=>5

Realmente, esta pregunta es otra forma de representar el modelo de las combi-
naciones con repeticién. Buscamos de cuantas formas podemos tomar x objetos de
un tipo, y objetos de un segundo tipo y z elementos de un tercer tipo de forma que
en total elijamos 5 objetos. Por lo tanto, el nimero de soluciones es

G+3-1)! 7-6-5 42

CRBS) =S5 ~ 52 2 2 -
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COROLARIO 2.2.30 El numero de soluciones enteras mo negativas de la ecuacion
r1+ a2+ +xy =1 es CR(n,r).

En el resultado anterior, consideramos que las variables x; pueden ser mayores
o iguales que 0 y no estan restringidas superiormente. En problemas reales, nos en-
contraremos que estas variables estardan restringidas superiormente e inferiormente.
Las combinaciones con repeticion seran el modelo basico para determinarlas, pero

tendremos que recurrir al principio de inclusién-exclusion para realizar el cdlculo.

EJEMPLO 2.2.31 Para la ecuaciéon x1 + x2 + 3 = 11, jcudntas soluciones verifican
que 0 <21 <3,0<19<4,0< 23 <67

Dado que tenemos restricciones adicionales para cada variable, tenemos que
utilizar el modelo de las combinaciones con repeticién y el principio de inclusién-

exclusion. Consideramos los siguientes conjuntos:

A= {(en o) € ¥ 1y b0~ 1)
Ay = {(z1,29,23) € A: x1 > 3} = {(x1,22,23) € A: 21 > 4}
Ay = {(x1,22,23) € A: 29 > 4} = {(21,22,23) € A: 29 > 5}
Az = {(z1,22,23) € A 23 > 6} = {(x1,22,23) € A: 23 > T}

Entonces, el conjunto de las soluciones que buscamos es
Zl N ZQ N Zg
y por el principio de inclusién exclusion:

‘Zl QZQ ﬂ23‘ = |A‘ — |A1 U Ay UA3| =
= Al = (IAx] + [ A2] + [As]) + (|41 0 Ao| + | A1 N As| + [A2 N As]) — [A1 N Az N Ay

Podemos determinar el tamano de cada uno de los conjuntos de esta expresion
usando combinaciones con repeticién:

3+11-1

|A| = CR(3,11) = < )

>:13-6:78

El tamano de A; es CR(3,7) ya que el nimero de soluciones de la ecuacién = +
x9 + 23 = 11 si 21 > 4 coincide con el niumero de soluciones de la ecuacién (y +4) +
r9 + x3 = 11, es decir, de la ecuacién y + x2 + x3 = 7. El mismo razonamiento se
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utiliza en el resto de los conjuntos cuya tamaifio tenemos que calcular:

|A1 N Ay = CR(3,2) =

|A1 N Azl = CR(3,0) =

|[A2 N As| =0
|A1ﬂA2ﬂA3|:0

Y por lo tanto:

|[A1 N Ay N A3 =78~ (36 +28+15)+ (6+1+0)—0=6 o

EJEMPLO cON MAXIMA 2.2.32 No disponemos de un operador en Maxima que ge-
nere las combinaciones con repeticion, pero no es dificil hacerlo con los operadores
que hemos aprendido hasta ahora. Concretamente, usaremos las soluciones de las

ecuaciones lineales como ejemplo basico.

Por ejemplo, las combinaciones con repeticiéon C'R(3,7) son las soluciones posi-
tivas de x1 + 2 + x3 = 7 y por lo tanto, necesitamos generar listas de tres ntimeros
positivos que sumen 7. Para que el proceso sea facilmente generalizable, definiremos
los operadores sin tener en cuenta la longitud de las misma. Empezamos por definir
un operador que determina la suma de los elementos de una lista.

(%i1) suma_list (1l):=lreduce("+",1)$
(%i2) suma_list ([2,3,1,4]);

Para seleccionar las listas adecuadas, definimos una propiedad sobre listas, en este
caso, que la suma sea igual a 7:

(%i3) suma7Q(1):=is(suma_list (1)=7)$

Ya podemos construir el subconjunto de las combinaciones con repeticién.

(%i4) A: {0,1,2,3,4,5,6,7);
(%i5) comb_rep37:=subset(cartesian_product (A,AA) ,suma7Q);
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{10,0,7],[0,1,6],[0,2,5],[0,3,4],[0,4, 3], [0, 5, 2], [0, 6, 1], [0, 7, 0],
[1,0,6],[1,1,5],[1,2,4],[1,3,3],[1,4,2],[1,5,1], [1,6,0], [2,0, 5,
2,1,4],[2,2,3],[2,3,2],[2,4,1],[2,5,0], [3,0,4],[3,1,3],[3,2, 2],

3,3,1],[3,4,0],[4,0,3],[4,1,2], [4,2,1], [4, 3,0],

[5,0,2],[5,1,1],[5,2,0],16,0,1],[6,1,0],[7,0,0]}

(%i6) cardinality (comb_rep37);
36
(%i7) binomial (3+7—1,7);

36 O

2.2.9. Particiones. Nimeros de Stirling

Una situacién que no hemos contemplado en los modelos anteriores es la siguien-
te: disponemos de r objetos distintos y los queremos repartir en n cajas indistingui-
bles, de forma que ninguna quede vacia. Estas divisiones se conocen como particio-
nes. Concretamente, queremos calcular el nimero de particiones de un conjunto de
r elementos en n partes.

DEFINICION 2.2.33 Una particién de un conjunto S en k partes es una familia de
subconjuntos, P = {Sl, ...,Sk} tales que:

v S; # @ para todo i.
» S;NS; =@ para todo i,j (es decir, son disjuntos dos a dos).

s S5USU.US, =8

EJEMPLO 2.2.34

» P = {{1,3},{2,5},{4}} es una particién del conjunto S = {1,2,3,4,5} en
tres partes.

» P={{z eN|zespar }, {x € N|zesimpar }} es una particién de N en
dos partes. O

Esta forma de distribucién de los elementos coincide con establecer aplicaciones
sobreyectivas del conjunto de objetos al conjunto de cajas, pero dado que las posi-
ciones son indistinguibles, debemos dividir por n!, que son las formas de reordenar
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las n posiciones. Por lo tanto, el niimero de particiones es

n—1

1 .
(= e (M) oy ) = st
7j=1
Como hemos visto anteriormente, los nimeros de Stirling de Segunda Clase se

pueden definir también de forma rucursiva: si n y r son enteros positivos tales que
n < r, entonces

S(r,1)=1
S(ryr)y=1
S(r+1,n)=S(rn—-1)+n-S(r,n)

Vamos a utilizar el modelo de recuento de las particiones de un conjunto para de-
mostrar estas tres igualdades. Las dos primeras son triviales: solo hay una forma
de distribuir cualquier nimero de objetos en una caja, y solo hay una forma de
distribuir r objetos en r cajas (sin dejar ninguna vacia). El paso recursivo se puede
razonar como sigue. Para hacer una distribucién de r+1 objetos en n cajas, podemos
empezar repartiendo los primeros r objetos; si con estos r objetos ocupamos todas
las cajas, para lo cual tenemos S(r,n) posibilidades, podremos colocar el tltimo en
cualquiera de ellas, lo que nos da un total de n - S(r,n) posibilidades; si con los
primeros r objetos dejamos una caja libre, tendremos S(r,n — 1) posibilidades y el
ultimo objeto tendra que ocupar necesariamente la caja vacia; de esta forma, hemos
demostrado que S(r+1,n) = S(r,n —1) +n-S(r,n).

EJEMPLO 2.2.35 Visualicemos algunos ntimeros de Stirling de segunda clase deter-

minando explicitamente todas las particiones de un conjunto de cuatro elementos.

S4,1)=1 S4,2)=7 S(4,3)=6 S(4,4)=1
{a,b,c,d} {a,b},{c,d} {a,b},{c},{d} {a},{b},{c},{d}

{a,c},{b,d} {a,c},{b},{d}

{a,d}, {b,c} {a,d}, {b},{c}

{a,b,c}, {d} {b,c},{a},{d}

{a,b,d}, {c} {b,d},{a},{c}

{a,c,d},{b} {c,d}, {a},{b}

{b,c,d},{a}

EJEMPLO cON MAXIMA 2.2.36 En Maxima disponemos tanto del operador que cal-

cula los nimeros de Stirling de segunda especie, stirling2, como del operador que
determina las particiones de un conjunto con un determinado nimero de partes,

set_partitions.

(%il1) partes74: set_partitions({1,2,3,4,5,6,7},4)$
(%i2) cardinality (partes74)=stirling2 (7,4);

350 = 350 O
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EJEMPLO 2.2.37 ;De cudntas formas puede factorizarse 30030 en tres factores?
(cada factor es mayor que 1 y naturalmente no importa el orden de los factores)

Dado que 30030 =2-3-5-7-11-13, los tres factores se obtienen agrupando los 6
factores primos en tres grupos no vacios; por lo tanto, hay S(6,3) ternas de factores:

S(6,3) = S(5,2) +3-5(5,3) =
= S(4,1) +2-5(4,2) +3(5(4,2) + 3- 5(4,3)) =
= 5(4,1)+5-5(4,2) +9-5(4,3) =1+5-7+9-6 =90 O

2.2.10. Funciones generadoras

Para motivar la herramienta que vamos introducir en esta seccién, empezamos
por un ejemplo que ya hemos abordado en la seccién anterior usando combinaciones

con repeticion.
EJEMPLO 2.2.38 Vamos a determinar el niimero de soluciones enteras de la ecuacion
r1 + a9 +a3 =17

tales que: 2<x1 <5, 3 <z <6, 4<x3<T7

Este ejercicio lo hemos aprendido a hacer utilizando combinaciones con repeticion
y el principio de inclusién-exclusién. Vamos a utilizar otro método que nos va a

permitir resolverlo mas facilmente.

Vamos a considerar el siguiente producto de polinomios en z:
P(z) =+ 2+ + 2B+ 24+ 22+ 25 + 22+ 20+ 27)

La variable z no tiene ningun significado en el problema, es la variable del polinomio,
que es la verdadera herramienta que usamos en este ejemplo. En los tres factores
anteriores hemos tomado como coeficientes de los polinomios el nimero 1 y las
potencias de los términos son los nimeros que pueden ser solucién de la ecuacién
del enunciado. En el primer factor utilizamos los exponentes del 2 al 5, ya que
2 < x1 < b; en el segundo factor utilizamos los exponentes del 3 al 6, ya que
3 < x9 < 6; en el tercer factor utilizamos los exponentes del 4 al 7, yaque 4 < x3 < 7.

Eliminando los paréntesis obtenemos la forma expandida:

PR)=(2+2 4+ +5)2+ 4+ 4+ 0+ 4+25+2") =
= 2" 43217 4 62"0 + 102" + 122" + 122" + 102" + 6211 3210 + 2°

. Qué significado tienen los coeficientes que hemos obtenido? Para expandir el
producto, multiplicamos un sumando de cada uno de los tres factores, de forma que
el coeficiente resultantes siempre es 1 y el grado del término es la suma de los tres
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exponentes. Por lo tanto, al sumar todos los términos con el mismo grado, estamos
sumando una unidad por cada producto de factores cuya suma coincide con ese
grado, es decir, el coeficiente coincide con el nimero de productos cuya suma de
exponentes coincide con ese grado. Por ejemplo, el coeficiente de z? es 1, ya que solo
hay un producto que genere ese grado, el z2z3z%. Sin embargo, el coeficiente de z'°
2,3,5 24,4 .3.3.4

es tres, ya que hay tres productos que generan ese grado, z , 2o 2ty 20202,

Por lo tanto, cada coeficiente ¢, del polinomio P(z), es el nimero de soluciones
enteras de la ecuacién x1 +zo+23=msi2<x; <5, 3<22<6,y4<x3<7.En
particular, c;7 = 3 es la respuesta a la pregunta que iniciaba este ejemplo. O

En el ejemplo anterior, la secuencia de coeficientes ¢,, para 9 < n < 18, nos da
las soluciones de una familia de problemas, soluciones que han sido generadas por
el polinomio P(z). Aunque la expansién del polinomio supone en realidad “contar
una a una”’ las soluciones, el proceso es puramente mecanico y las propiedades de
los polinomios evitan tener que establecer estrategias para el recorrido exhaustivo
de las soluciones.

Por otra parte, aunque en el ejemplo anterior las restricciones solo permitian
generar una familia finita de problemas y soluciones, podremos utilizar la misma
técnica aunque necesitemos generar una familia infinita. En estos casos, necesitare-
mos trabajar con series de potencias. Cuando trabajamos con polinomios y series de
potencias para generar soluciones de familias de problemas, hablamos de funciones
generadoras. En este tema, las vamos a utilizar para resolver problemas de recuento,
como en el ejemplo anterior, y para determinar el término general de sucesiones

definidas de forma recursiva.

DEFINICION 2.2.39 Sea a, una sucesion de nimeros reales. Llamamos funcién

generadora (ordinaria) de la sucesion a, a la serie de potencias

o0
E an - 2" = ag+ a1z + asz’ + . ..

n=0

Las funciones generadoras se denominan igualmente generatrices. Aunque va-
mos a trabajar con series de potencias, nunca necesitaremos conocer su campo de
convergencia, ya que la validez de los resultados obtenidos sobre los coeficientes es
independiente de dicho campo.

o0 o0 o0
1. Zan'szFan'Zn:Z(an+bn)'zn
n=0 n=0 n=0

[o¢] (o]
2.0-5 an~z”:E c-ap- 2"
n=0 n=0

Grados en Ingenieria Informaética, del Software y de Computadores



102 Matematica discreta

L—2" 2.3 m
3. Z =l+z+224+284- 12
oo
4. :Zz”
n=0
o' ala—1)..(a—n+1)
5. (1 = "
(1+2) HZ:O<">Z nZ:O o z

6. Sim €N, (l—i-z)m:Z(?:)z”
7. Sim e N, (1—,2)mzz<n+z_1>znzz<n;mzl>z"

Vamos a ver en el siguiente ejemplo, las importantes consecuencias précticas de
estas propiedades. Concretamente, la igualdad 3 nos permite trabajar con polino-
mios y multiplicarlos de forma maés sencilla; las igualdades 6 y 7 nos ayudardn a
generar mas facilmente los coeficientes tras agrupar numeradores y denominado-
res. El objetivo serd transformar un producto de mas de dos polinomios o series y
reducirlo a dos factores.

EJEMPLO 2.2.40 Para cada n, vamos a calcular el nimero ¢y, de soluciones de la

ecuacion

r1t+r2tax3=n
tales que 2 < z1 <5,3 <29 <6,y4 < x3.

Procedemos como en el ejemplo anterior, construyendo un polinomio que repre-

sente las restricciones de cada variable.

2<x1 <5 = (22 4+ 2%+ 24+ 25)
3<29<6 = (z3+z4+z5+z6)

o
4 < x3 == sz

Dado que la variable x3 no estd acotada superiormente, la suma que representa esta
restriccién es infinita. La funcién generadora de la sucesion ¢, que buscamos en este

ejemplo, es el producto de estas tres expresiones.
[e.e] o0
Z (2 + 22 +2 —|—z)(23—{—z4—|—z5—|—26)2zk
=0 k=4

Utilizando las propiedades que hemos visto antes, vamos a transformar esta expresiéon
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en el cociente de un polinomio entre una potencia de (1 — z).

[e.@] oo
P(z) = chz” = (22 4+ 224+ 2+ 22 (B 2+ 25+ 26 sz =
n=0

k=4
oo
:29(1+z+z2+z3)(1+z+22+z3)22k = (Factor comun)
k=0
oo
229(1+Z+Z2+23)2zzk:
k=0
1—24\*&
=2° < T ) sz = (Propiedad 3)
k=0
1-20\* 1
=2 < 1 _ZZ > T = (Propiedad 4)
1
9 4y2
=91 — -
27(1—2%) A=

Finalmente, con la propiedad 7 escribimos la funcién generatriz como el producto
de un polinomio por una serie

P(z)=2(1— 24)2(112)3 = (217 — 2213 4 29 i (k * 2> 2k = icnz"

2
k=0 n=0

A partir de esa igualdad es mas facil determinar el valor de cada coeficiente ¢,
m Si0<n <8, entonces ¢, =0

» Para n entre 9 y 12, el coeficiente de 2™ se obtiene del producto de z° por los

primeros términos de la serie, de donde

042 1+2
C9 ( 9 ) ) C10 < 9 ) ’
2+2 342
011=< 9 >=6, 6122( 9 >=10

» Para n entre 13 y 16, los coefientes de 2™ se obtienen del producto de z? por
los siguientes sumandos de la serie y del producto de z'® por los primeros
términos,

042 442 142 5+2
C13 2( 9 )+< 9 ) 3, C14 2( 9 >+< 9 > 5,
242 642 342 742

= Los coeficientes a partir de c¢17 se obtienen de forma similar como suma de tres
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posibles productos, aunque el valor resultante siempre es el mismo.

m+ 2 m-+4+2 m+ 842
crem =\ o )72 D * 2 -

_ %(m—i— 2)(m +1) — (m + 6)(m +5) + %(m—i— 10)(m + 9) =
:m72+37m+17m2—11m—30+nj+197m+45:16 m
2 2 2 2
EJEMPLO CON MAXIMA 2.2.41 Naturalmente, si utilizamos Maxima, no necesitare-
mos realizar las transformaciones del ejemplo anterior. Por ejemplo, vamos a deter-
minar el nimero de soluciones de la ecuacién x1 + zo + x3 = 30 teniendo en cuenta
que 1 <x7 <10, 2 <29 <7,1< x3. Vamos a hacerlo de dos formas. En la primera
vamos a utilizar que, dado que la suma de los tres sumandos es 30, ninguno de ellos
puede ser mayor que 30, es decir, z3 < 30. De esta forma, la funcién generadora de
este problema es el siguiente polinomio:

(%i1) gen: sum(z"n,n,1,10)*sum(z" n,n,2,7)«sum(z " n,n,1,30),
expand ;

AT 13290 4621 £ 102M + 15218 4 21212 4 2724 4
+ 33240 1+ 392% 4 45238 + 50237 4 54230 4+ 5723 + 592344+
+602% + 602%2 + 60231 + 602°° + 6022 + 6022 + 60227+
+ 60220 + 6022 + 60224 + 6022% + 60222 + 6022 + 60220+
+ 6021 + 6028 + 59217 4+ 57216 4 54215 4+ 5021 + 45213+
+ 39212 + 3321 + 27219 4+ 2129 4+ 1528 + 1027 + 625 4+ 32° + 24

Aunque podemos ver ficilmente cual es el coeficiente de z3°, también podemos
determinarlo con el operador coeff. Hay que tener en cuenta que para que el resul-
tado sea correcto, debemos aplicar este operador a una expresién polinémica en su
forma expandida, tal y como estamos haciendo en este ejemplo.

(%i2) coeff(gen,z,30);
60

La funcién generadora anterior solo nos sirve para encontrar el numero de solu-
ciones de x14+x2+x3 = m sim > 30, ya que hemos aniadido la restriccion zs > 30. Si
queremos hallar la funcién generadora que podamos utilizar para cualquier valor de
m con las restricciones que habiamos indicado al principio, 1 > x1 > 10,2 > 29 > 7,
1 > x3., tendremos que usar series:

(%i3) genl: sum(z"n,n,1,10)*sum(z"n,n,2,7)+«sum(z " n,n,1,inf)$

En este caso, no podemos recurrir directamente el operador coeff, ya que la

expresion no estd expandida:
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(%id4) coeff(genl(z),z,30);

La alternativa a la opcién expand cuando trabajamos con series es el operador
taylor, que determina el polinomio de Taylor de la funcién generadora hasta el
grado que deseemos y que en este caso coincide con la forma expandida truncada en
ese grado:

(%i5) taylor(genl,z,0,35);

24 32° 4625 + 1027 + 1528 4 212° 4+ 27210 4+ 3321 + 39212 4 45218 4 50214+
+ 5421 + 57210 4+ 59217 4+ 60218 + 6021 + 60220 + 6022 + 60222 + 60223+
+ 6022 + 6027 + 60225 + 60227 4 6022 + 6022 + 6023 + 6023! + 60232+

+ 60233 4 60234 4 6023 + ...

(%i6) coeff(%,z,30);

60 O

2.2.11. Ecuaciones en recurrencia

En el siguiente ejemplo, vemos cémo las funciones generadoras se pueden utilizar
para obtener la expresion explicita de una sucesién definida de forma recursiva.

EJEMPLO 2.2.42 Vamos a encontrar la expresion explicita o término general de la
sucesién a, que verifica: ag =0, a1 =1y ap, — 3ap—1 + 2a,_2 = 0.

Concretamente, vamos a tomar la funciéon generadora de la sucesién e inten-
taremos utilizar las propiedades que hemos visto anteriormente para deducir una
expresién de cada coeficiente. Sea G(z) la funcién generadora

o
Gz)=ao+a1 z+ag- 22+ +an- 2"+ = ap"
n=0

A continuacién, vamos operar sobre esta expresion para poder utilizar la igualdad
Gp — 3Gn_1+ 2a,_9 = 0 y simplificar la expresion resultante; multiplicamos entonces
la funcién por —3z y por 222 y sumaremos las tres igualdades obtenidas

G(z) = ap +arz +az?® +azz® +agzt ...
-32G(z) = —3zag —3a12° —3az2® —3azzt ...
+222G(2) = +2a02% +2a12° +2a22* ...
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Si en lado de la derecha, sumamos las columnas con tres sumandos, el resultado es
0; por ejemplo,

(a2 — 3a; + 2a0)z2 =0-22 (ag — 3az + 2a1)z?’ =0-23 ...
Por lo tanto
= ay Harz  +axz?  Hazz®  tagd?

(2)

(z) = —3zag —3a12°> —3azz® —3azz*
+222G(z) = +2apz?  +2a12°  +2a92*

(2)

(2)

= a9+ a1z — 3zag
= z

y en consecuencia
z

T 1-32+222

A partir de aqui, podemos utilizar las propiedades de las series de potencias para

G(2)

encontrar el valor de los coeficientes de G.

G — — — n 2 n _ 2n_1 n
=T 1T 2 1 2 nzoz +;)< ?) nzo( )z

Por lo tanto, a, = 2™ — 1.

Los dos sumando obtenidos en la forma explicita son exponenciales de base 1y
2, que son los inversos de las soluciones de la ecuacién polinémica que se obtiene a
partir del denominador de la funcién generadora, 1 — 3z + 222 = 0. Si realizamos el
cambio de variable z = 1/r, obtenemos una ecuacién polinémica equivalente:

3 2 r2_3r4+2

0 r+r2 2 0=r"—3r+ (r )(r )

Los coeficientes de esta ecuacién son los coeficientes de la ecuacién en recurrencia
y sus soluciones son la base de las exponenciales que determinan la solucién de la
ecuacion en recurrencia. A la ecuacién numérica 72 — 3r + 2 = 0 se la denomina
ecuacion caracteristica y como vemos a continuacion es la herramienta para la reso-

lucién de ecuaciones en recurrencia lineales de coeficientes constantes. d

DEFINICION 2.2.43 Una relacién de recurrencia para la sucesion a, es una igualdad
que determina el término ay, en funcion de los términos anteriores.

Para caracterizar una sucesion mediante una relaciéon de recurrencia, es necesario
considerar tantas condiciones iniciales como el niimero de términos anteriores que
intervienen en la definicién recursiva. Por ejemplo, la sucesién a, = 3n verifica la
relacién de recurrencia a, = 2a,_1 — an_o. La sucesién constante b, = 5 también
verifica una relacién de recurrencia, b, = 2b,_1 — b,_2. Sin embargo, los primeros
términos de las dos sucesiones son distintos: ag =0, bg =5, a1 = 3, by = 5,. ..
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DEFINICION 2.2.44 Una relacién de recurrencia lineal homogénea de orden k y con
coeficientes constantes es una relacion de recurrencia de la forma

Gp =C1 " Qp—1+C2 " Qp-2+ "+ Ck - An_k
en donde c1,...,cp € R ycp # 0.

EJEMPLO 2.2.45

1. fn = fa=1+ fn—2, n > 2 es una relacién de recurrencia lineal y homogénea de
orden 2.

2. La relacién a, = a,—4 es una relaciéon de recurrencia lineal y homogénea de

orden 4.
3. La relacion a,, = an_1 + ai_Q no es lineal.

4. La relacion qn41 = 2¢g, + 4" es lineal, pero no es homogénea. O

Podemos determinar el término general de una sucesién definida por una recu-
rrencia lineal homogénea utilizando funciones generadoras, tal y como hemos visto
en la seccion anterior. Vamos a ver, sin embargo, un resultado que simplifica este

proceso.
DEFINICION 2.2.46 Dada la recurrencia lineal homogénea
Ap =C1 " Ap—1 +C2-Ap—2+ -+ Cf - Qp_k
Llamamos ecuacion caracteristica de esta relacion, a la siguiente ecuacion polindémi-

ca (nimerica) en r:

rh—ep P ey P =0

Las soluciones de la ecuacion caracteristica determinan la forma de la expresion
explicita de la sucesion definida por la relacién de recurrencia, tal y como establece
el siguiente resultado.

TEOREMA 2.2.47 Supongamos que

rk— clrk_l — CQT‘k_Q —.—c =0

es la ecuacion caracteristica de una recurrencia lineal homogénea y que r1, T2, ...,

e, son las soluciones (reales) de esta ecuacion con multiplicidades my, ma,. .., my

respectivamente. Entonces a,, es solucion de la recurrencia lineal si y solo si
n n n
an =pi(n) - +pa(n)-ry + ...+ pe(n) - ry,

en donde cada p; es un polinomio de grado estrictamente menor que m;.

Grados en Ingenieria Informaética, del Software y de Computadores



108 Matematica discreta

EJEMPLO 2.2.48 a9 =0, a1 =1, ap, — 3an—1 + 2a,—2 = 0.

La ecuacién caracteristica es 2 — 3r +2 = 0 y sus soluciones son 7 = 2, 1o = 1,
ambas con multiplicidad 1. Por lo tanto, los polinomios p; y po definidos por el
teorema anterior son constantes y podemos afirmar que la sucesién tiene la forma

apb=A-2"+B-1"

en donde A y B son dos constantes, que calculamos a partir de los primeros términos
de la sucesién.

O—ao—A-QO—i—B—O} { A+B—0} {A—l
=

l=a;=A-2'+B=1 2A+ B =1 B=-1
Por lo tanto, a, =2" —1"=2"—1,n > 0. O
EJEMPLO 2.2.49 ag=1,a1 = -2, a2 = -1, a, = —3a,-1 — 3an_2 — ap_3.

La ecuacién caracterfstica de esta recurrencia es 2 4+ 3r2 +3r +1 = 0. Dado que
3+ 3r2 +3r +1 = (r + 1)3, la ecuacién tiene a r; = —1 como tinica solucién con
multiplicidad m1 = 3. Por el teorema de caracterizacién de las soluciones, esta tiene
la forma

an = (A4 Bn + Cn?)(—1)"

Y utilizando los tres primeros términos de la sucesién, obtenemos el siguiente sistema

aog — A = 1 A=1
ag— —-A—- B—- C=-2 = B=3
as — A+ 2B +4C = —1 C=-2
Por lo tanto, a, = (1 + 3n — 2n?) - (—=1)™. O

EJEMPLO CON MAXIMA 2.2.50 En este primer ejemplo con Maxima vamos a utilizar
el paquete solve_rec, que resuelve directamente ecuaciones en recurrencia lineales

(homogéneas o no).

(%il) load(solve_rec)$

Primero introducimos la ecuacién, en donde la sucesién a determinar se escribe
como una lista. Si escribimos solo una expresion involucrando elementos de la lista,
Maxima entiende que la expresién estd igualada a 0. Por ejemplo, la ecuacién en
recurrencia de orden 3 dada por 18a, — 2la,_1 + 8a,_s — a,_3 = 0 se introduce

como sigue:

(%i2) ecrec: 18xa[n]—21xa[n—1]+8«a[n—2]—a[n—3]$

El operador que resuelve la ecuacion es solve_rec y toma como argumentos la

ecuacion y la incégnita.
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(%i3) solve_rec(ecrec,a[n]);

o %k‘g*’ﬂ—i— %k2+ %k,

a[n] 3 on

En este caso, nos devuelve la solucion general en funcion de tres pardmetros,

%k1, %ks y %ks, ya que la ecuacién es de orden 3.

También podemos anadir, como argumentos, las condiciones iniciales de la ecua-

cion y, en tal caso, nos devolverd la solucion particular correspondiente.

(%i1) solve_rec(ecrec,a[n],a[0]=1,a[l]=5/6,a[2]=17/36);

n 1

=t on O

a[n]

EJEMPLO cON MAXiMA 2.2.51 En este ejemplo, vamos resolver una ecuaciéon en
recurrencia usando la ecuacién caracteristica. Concretamente, vamos a resolver la

ecuacién que determina la sucesiéon de Fibonacci:
flnl = fln=1=fln=2]=0, [fl0]=0, f[f[1]=1

La ecuacién caracteristica es 72 —r — 1 = 0:

(%il) eccar: r"2—r—1$
(%i2) solve(eccar ,r);

V5 —1 _Vh+1

r

r=— ,
2 2

Por lo tanto, el esquema de la solucién de la ecuacién en recurrencia es:
(%i3) sol: Ax(—(sqrt(5)—1)/2) n+Bx*((sqrt(5)+1)/2) n$
Para hallar los valores de A y B evaluamos esta expresion conn =0y n=1¢e
igualamos los resultados a los correspondientes valores iniciales:
(%i4) ecl: ev(sol ,n=0)=0%
(%i5) ec2: ev(sol ,n=1)=18%
El operador solve nos da los valores de A y B:

(%i6) solve([ecl,ec2],[A,B]);

-1 1
A=—, B=—
V5’ V5
Por lo tanto, la solucién de la ecuacién en recurrencia que nos da la forma

explicita de la sucesion de Fibonacci:
] = =1 —V5+1 "+ 1 (Va+1)"
an)]=—- | —— —
V5 2 VB 2

El resultado obtenido con el operador solve_rec es naturalmente el mismo.
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(%i7) load(solve_rec)$
(%i8) solve_rec(f[n]—f[n—1]—f[n—2]=0, f[n],{[0]=0, f[l]=1.);

_WEHDr (VD=1

2.2.12. Recurrencias lineales no homogéneas

DEFINICION 2.2.52 Una relacién de recurrencia lineal no homogénea con coeficien-

tes constantes es una relacion de recurrencia de la forma
ap =C1 Ap-1+C2 - Ano+ -+ k- + F(n)

en donde c1,...,cx € R y la funcion F(n) no es nula.
En este curso, solo vamos a trabajar con recurrencias no homogéneas en las
cuales la funcién F' es de la forma F(n) = p(n)b"™, en donde b € R y p(n) es un

polinomio. Para este tipo de funciones, las recurrencias se resuelven utilizando el

mismo método de las ecuaciones caracteristicas.

TEOREMA 2.2.53 Sea b € R y p(n) un polinomio de grado q. Entonces, las solucio-

nes de recurrencia lineal no homogénea
— bn
Gp =0C1*Qp—1+C2-Qp-2+ -+ Ckapf+ p(n)

coinciden con las soluciones de las recurrencia lineal homogénea cuya ecuacion ca-

racteristica es
(r" — et — =) (=) =0

EJEMPLO 2.2.54 ag =3, a1 = —2, ap — Gp—1 — 20y = 2
Dado que 2 =2 - 1™, la ecuacién caracteristica de esta recurrencia es
(r2—r—2)(r—1)t =0

yr1 = —1, ro =2y r3 = 1 son sus soluciones, todas ellas con multiplicidad 1. Por
lo tanto, la solucién tiene la siguiente forma

ap =A-1)"+B-2"+C-1",

Los valores de las constantes A, B y C los calculamos utilizando los tres primeros

términos de la sucesién.

ap— A+ B+C= 3 A= 3
a1 — —A + 2B + C = -2 = {B= 1
as— A+4B+C= 6 C=-1

Por lo tanto, ap, =3-(—1)"+1-2" + (—1)-1" = 3(—1)" 4+ 2" — 1, para todo n > 0.

También podemos hallar la solucién con Maxima.
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(%il) load(solve_rec)$
(%i2) solve_rec(a[n] — a[n—1] — 2xa[n—2] = 2,

aln] =2"+3(-1)" -1 O
EJEMPLO 2.2.55 ag =5, a1 = 6, an = 3ap_1 — 2an,_9 — 27!
Dado que 2™ =1 - 2", la ecuacion caracteristica de esta recurrencia es
(r* =3r+2)(r—2)"" = (r* = 3r+2)(r—2) =0

Las soluciones de la ecuacién caracteristica son: r; = 1, con multiplicidad 1 y o = 2
una multiplicidad 2. Por lo tanto, la solucién tiene la forma

anp=A-1"+ (B +Cn)2",

y los coeficientes se determinan utilizando los tres primeros términos de la sucesion

ap—+ A+ B =5 A= 2
ai— A+ 2B+ 2C =6 = B= 3
ag — A+ 4B + 8C =6 C=-1

Por lo tanto, a, = 2+ (3 —n)2", para todo n > 0.
También podemos hallar la solucién con Maxima.

(%i1) load(solve_rec)$

an) =-n-2"+3-2" 42 O

2.2.13. Recuento recursivo

Las funciones generadoras y las ecuaciones en recurrencia nos permiten plantear
y resolver problemas de recuento enunciados en funcién de un pardmetro. En primer
lugar, encontrariamos una regla recursiva que describa el problema y utilizaremos

la técnica adecuada para resolverla.

EJEMPLO 2.2.56 Un robot sube escaleras de forma erratica. A veces sube dos pel-
danos de golpe, a veces s6lo uno. Vamos a hallar una férmula para expresar el niimero
de maneras distintas de subir n peldanos.

Sea by, la sucesién que queremos determinar, es decir, b, es el nimero de maneras
distintas de subir n peldanos. Solo hay una forma de que el robot suba un tnico
peldano, es decir, b; = 1. Para subir dos peldano, tenemos dos posibilidades, subirlos

de una sola vez, o en dos pasos; es decir, by = 2.
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Para alcanzar el escaléon n + 2, puede alcanzar el escaléon n + 1 y entonces subir
el siguiente, o puede haber llegado al escaléon n y desde ahi subir dos escalones de
golpe. Por lo tanto, las formas de alcanzar el n + 2 es la suma de las formas de
alcanzar el n + 1 mas las formas de alcanzar el n, es decir, b,y1o = by + by, si
n > 1.

Por lo tanto, la solucién del problema (o familia de problemas) de recuento se
obtiene como solucién de la ecuacién de recurrencia b, 42 = b,41 + by, con condicio-
nes iniciales by =1y by = 2. O

EJEMPLO 2.2.57 Sea g, el nimero de palabras de longitud n que se pueden formar
con simbolos del alfabeto {0,1} y tales que no contienen dos ceros consecutivos.

Vamos a dar una descripcién recursiva de ¢y.

Las dos posibles cadenas de longitud 1 verifican trivialmente la condicién, y por
lo tanto, ¢ = 2. Hay tres palabras de longitud 2 que verifican la condicién, 11, 10,

y 01, por lo tanto, g2 = 3.

Para construir una palabra de longitud n, sin dos ceros consecutivos, podemos
aniadir un 1 a una palabra de longitud n — 1 o bien anadir la secuencia 10 a una
palabra de longitud n — 2. Por lo tanto: g, = ¢—1 + gn—2. O
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Relacién de ejercicios 4

1. Establece si son verdaderas o falsas las siguientes relaciones:

1) ac€{a} n) {a} € {a} m) {a,b} € {a,{a,b}}
v) aC{a} v) {a} C{a} vi) {a,b} € {a, {a,b}}

2. Seanlos conjuntos A; ={-2,-1,0,1,2}, Ay =1{0,1,2}, As={-1,0,1}
y sea el conjunto de indices I = {1,2,3}.
» Determina los siguientes conjuntos: a) U A b) m A;
icl iel
s Tomando Z como conjunto universal, determina:
o4& a4
i€l i€l

3. En el conjunto N de los ntimeros naturales se consideran los subconjuntos si-
guientes:
P: conjunto de nimeros naturales primos; D: conjunto de multiplos de dos;
T': conjunto de multiplos de tres; I: conjunto de ntimeros impares y .S: con-
junto de multiplos de seis.

s Determina o escribe de forma alternativa:

a) PNI, b) PnD, ¢) DNT, d) DNS, e¢) INS.

= Determina o escribe de forma alternativa el complementario de:
fy P, g) 1, h)D.

s Determina o escribe de forma alternativa:
i) PUl, j) P-1, k) DnI.

4. Demuestra la validez de las siguientes igualdades para cualquier terna de con-
juntos A, By C.

a) A—(BUC)=(A—B)N(A-C)
b) AUB—C)=(AUB)—-(ANC)

5. Da un contraejemplo que demuestre que la siguiente igualdad no es vélida para

cualesquiera conjuntos A, By C"

A—(B-C)=(A—B)-C

6. La operacion A, diferencia simétrica de los conjuntos A y B se define:

AABY (A-BYu(B - 4)

a) Demuestra la igualdad AN (BAC)=(ANB)A(ANC)
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10.

11.

12.

b) Da un contraejemplo para demostrar que no se verifican la igualdad A A
(BUC)=(AAB)U(AACQC)

. Consideramos la siguiente relacién:

R =1{(0,1),(1,2),(2,4),(3,8), (4,8),(5,4),(6,2)}

a) Escribe la matriz de adyacencia de la relacién.

b) Estudia si la relacién es una funcién y, en tal caso, determina su dominio,
su codominio, su rango y estudia si es inyectiva y sobreyectiva.

. Consideramos las conjuntos A = {0,1,2,3,4}, B = {a,b,c,d} y la siguiente

relacién de A en B:

R = {(07 b)? (17 d)’ (37 a)v (47 C)}

Escribe su matriz de adyacencia, estudia si es una funcién y, en tal caso, sus
elementos caracteristicos y sus propiedades.

. Consideramos las conjuntos A = {a,b,c,d,e}, B =1{0,1,2,3,4} y la siguiente

relacién de A en B:
R = {(a7 0)7 (b7 2)7 (C7 3)7 (d7 4)7 (67 2)}

Escribe su matriz de adyacencia, estudia si es una funcién y, en tal caso, sus
elementos caracteristicos y sus propiedades.

Consideramos las conjuntos A = {a,b,¢,d,e}, B ={0,1,2,3,4} y la siguiente
relacién de A en B:

R = {(Cv 3)7 (G’?O)v (67 2)7 (b7 2)7 (a7 1)7 (d7 4)}

Escribe su matriz de adyacencia, estudia si es una funcién y, en tal caso, sus
elementos caracteristicos y sus propiedades.

Sea el conjunto X = {a,b,c,d} y fC X x X larelacién binaria dada por la

matriz
1

0 0
000
0 1

M; =

O = O

Completa la matriz M, sabiendo que f es una funcién inyectiva.

Dados los conjuntos A = {1,2,3,4,5} y B ={6,7,8,9}, se define la relacién
RCAXB
R = {(178)7 (27 6)7 (57?4)7 (57 7)7 (.’L', 2)7 (tv 8)}

En cada uno de los apartados, encuentra todos los posibles valores de las
variables z,t € A, y,z € B de tal forma que:
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a) R sea una funcién.
b) R sea una funcién inyectiva.

¢) R sea una funcién, pero no sea sobreyectiva.
13. Sea la funcién f : Zs; — Zs; definida f([z]51) = [3z]51.

a) Halla la imagen de [20]5;.
b) Encuentra, si existe, la preimagen de [21]51 y la de [22]5;.

¢) Analiza si f es inyectiva, sobreyectiva y biyectiva.

14. Demuestra que si escogemos cinco nimeros cualesquiera entre el 1 y el 8, dos

de ellos suman 9.

15. Demuestra que si g o f es sobreyectiva, entonces g también es sobreyectiva.
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Relacién de ejercicios 5

1. ;Cuantas permutaciones de las letras ABCDFEF contienen las letras DEF
juntas en cualquier orden?

2. Consideramos el siguiente conjunto de simbolos ¥ = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

a) Calcula cuéntas cadenas de cuatro elementos de ¥ el ntimero 7 aparece

exactamente una vez.

b) Calcula cuantas cadenas de cuatro elementos de X el niimero 7 aparece a

lo sumo una vez.

¢) Calcula cudntas cadenas de cuatro elementos de X el nimero 7 aparece

al menos una vez.
3. Consideramos el nimero 29 338 848 000 = 2835537311

a) (Cuéntos divisores positivos tiene este nimero?
b) (Cuantos son multiplos de 997
c) Y de 397

4. Un autobts de 32 plazas (16 a la derecha y 16 a la izquierda) transporta a 28
alumnos de la E.T.S. Ingenieria Informética en su viaje de fin de carrera. ;De
cuantas formas pueden sentarse si tres de ellos sélo pueden ir a la derecha y
cinco de ellos sélo a la izquierda?

5. Se ha producido un robo y la policia interroga a dos testigos sobre la matricula
del vehiculo utilizado para la huida (cuatro digitos y dos letras de un alfabeto
de 26).

El primer testigo asegura que la segunda letra de la matricula era una O o una
Q vy que el dltimo digito era un 3 o un 8.

El segundo testigo asegura que la primera letra era una C o una G y que el

primer digito era definitivamente un 7.

a) ;Cuédntas placas diferentes tendra que verificar la policia?

b) Sien investigaciones posteriores la policia obtiene ademés que la matricu-
la no termina en 53 ni empieza en 78, jcuantas comprobaciones se tendran

que hacer en este caso?

6. Un comité de seis personas A, B,C, D, E, F debe escoger un presidente, un
secretario y un tesorero. ;De cudntas formas se puede hacer la eleccién? ;De
cuantas si el presidente debe ser A 6 B? jDe cudntas si E debe ocupar uno de
los cargos? ;De cuédntas si A y F' deben ocupar un cargo?

7. De un grupo de 9 personas se quiere elegir un comité con 4 miembros, pero hay
dos personas que no podrian estar juntas en él ;de cudntas formas se puede

constituir el comité?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. Un examen consta de 10 preguntas. Halla de cuantas maneras se puede res-

ponder al examen si

a) hay que contestar al menos 6 preguntas.

b) hay que contestar al menos 6, de las cuales dos son obligatorias entre las

cinco primeras y al menos dos deben ser de las cinco ultimas.

. Halla cudntos ntimeros naturales entre mil y cien mil tienen la propiedad de

que la suma de sus digitos es 9 y son todos distintos de cero.

Se dispone de una gran cantidad de bolas rojas, azules y verdes. ;De cuantas
formas se puede seleccionar nueve bolas si se debe tener al menos una de cada

color?

Una clase de 43 estudiantes vota para elegir la fecha de un examen. Cada
uno vota por uno de los cinco posibles dias. Determina cudntos resultados se
pueden obtener en la votacion en los siguientes casos:

a) Cada dia obtiene al menos un voto.

b) Al menos un dia recibe mas de ocho votos.
De un total de 20 personas se deben elegir tres comisiones de 4, 5 y 6 personas
respectivamente.

a) ;De cudntas maneras es posible formar las comisiones?

b) Y si cada persona solo puede pertenecer a una comision.

Siete amigos llegan a un hotel y sélo hay disponibles dos habitaciones dobles
y una triple. j De cudntas maneras pueden repartirse?

En el plano XY se consideran caminos que avanzan un paso cada vez (a la
derecha o hacia arriba).

a) {Cudntos caminos distintos hay desde (0,0) a (7,7)?

b) Cuéntos caminos distintos hay desde (2,7) a (9, 14).

¢) ;Cuéntos de estos caminos pasan por (4,10) 7
Se consideran los siguientes nimeros: -5, -4, -3, -2, -1, 1, 2, 3, 4. ;De cudntas

maneras se pueden seleccionar cuatro nimeros de modo que su producto sea

positivo?

Una red de ordenadores estd formada por seis equipos. Cada ordenador puede
estar conectado a varios equipos o estar desconectado. Demuestra que hay al

menos dos ordenadores en la red que tienen el mismo nimero de conexiones.

;Cuantas cadenas de ocho bits hay? ;Cuédntas de ellas comienzan por 1017
;Cuantas de ellas comienzan por 101 o tienen el cuarto bit igual a 17
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

Halla cuantos enteros no superiores a 100 son primos.

Determina el niimero de enteros positivos menores que 600 que son coprimos

con 600.

;,Cuantos nimeros de cuatro cifras tienen al menos un digito que sea 0, al
menos un digito que sea 1 y al menos un digito que sea 27

Calcula el nimero de soluciones de enteros no negativos tiene la ecuacién
T1 4+ x2 + 3+ x4 = 29
., Cuantas de ellas satisfacen 1 >0, zo>2, x3<9, x4 <77

. Cuantas permutaciones de las letras de PROGRAMACION no tienen dos

letras consecutivas iguales?
a) ;En cuantas ordenaciones de la palabra PERIODICO aparecen la E y la
D juntas?
b) (En cudntas estan todas las vocales juntas?
¢) (En cudntas no hay dos letras consecutivas iguales?

.De cuantas formas se pueden disponer los ntimeros 1,2, ...,10 para que nin-
guno ocupe su posicién natural?

Un investigador tiene 5 ayudantes y participa en un proyecto que exige la

sintesis de 9 compuestos.

iDe cuantas maneras puede el investigador asignar estas sintesis a los 5 ayu-

dantes para que cada uno trabaje al menos en una?

Una empresa contrata a once nuevos empleados para sus cuatro oficinas. jDe
cuantas maneras es posible destinarlos? ;Y si cada oficina debe recibir al menos
un nuevo empleado?

Un alumno de primer curso se va a examinar de cuatro asignaturas: MD, CC,
FP y FF. Dispone de los siete dias de una semana durante los cuales repasara
todas las asignaturas dedicando cada dia al estudio de una tnica asignatura

(sin descansar ningin dia).

a) ;De cudntas maneras distintas puede organizar su estudio, si se consideran
los dias indistinguibles?
b) Y si consideramos que los dias son distintos?

Se consideran siete pelotas de distintos colores y cuatro recipientes numerados
I, II, 111, IV.

a) ;De cudntas maneras se pueden distribuir las pelotas sin dejar ningun

recipiente vacio?
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b) Si una de las pelotas es blanca, jde cudntas formas podemos hacer la
distribucién para que no quede ningtn recipiente vacio y la pelota blanca
esté en el recipiente 1117

¢) Si se elimina la numeracién de los recipientes de modo que no sea posible
diferenciarlos, ;de cuantas formas se pueden distribuir, con la posibilidad
de recipiente(s) vacio(s)?

29. Los Reyes Magos traen n juguetes diferentes a n ninos. En el camino deciden
dejar sin juguete exactamente a un nino y repartir todos los juguetes entre los

restantes ninos. ;De cudntas formas pueden hacerlo?

30. Una empresa quiere repartir 100 lapices de memoria entre sus cuatro oficinas
de manera que cada una reciba al menos 5, pero no mas de 40. Sabiendo que se
entregan en paquetes de cinco, jde cuantas maneras se puede hacer el reparto?

31. Una empresa de telecomunicaciones desea instalar en Mélaga 210 antenas de
telefonia mévil y 600 antenas parabdlicas de television. La ciudad de Mélaga
se divide en 40 sectores. Para que no queden zonas sin cobertura es necesario
que en cada sector haya un minimo de 10 antenas de televisién y 4 de tele-
fonia. Por otra parte, las ordenanzas municipales impiden colocar més de 7
antenas de telefonia en cada sector. Determina el nimero de formas distintas
de colocar las antenas cumpliendo las restricciones anteriores, sabiendo que las
antenas de television son indistinguibles entre si y las de telefonia son también
indistinguibles entre si, pero obviamente se distinguen unas antenas de un tipo

de las de otro.
32. Halla una féormula explicita para las sucesiones de los siguientes apartados:

a) up=1,u; =2y uy = —2up_1 + 3u,_2 para todo n > 2.
b) up =0, u; =1y uy — dup—1 + 6u,—2 = 0 para todo n > 2.
c) up=1,u; =3y u, — 4up_1 + 4uy_o = 0 para todo n > 2.
33. Se sabe que las raices de la ecuacién caracteristica de una recurrencia lineal y

homogénea son: —2 triple, —1 doble y 3 simple. ;De qué orden es la recurrencia?
. Qué forma tiene la solucién general? Justifica las respuestas.

34. Halla una recurrencia lineal homogénea cuyo término general sea
a) u, = 3"2 y n3n—2
b) u, = 2" 4 n2nt
35. Halla una féormula explicita para las sucesiones de los siguientes apartados:
a) up =0, up, — 2u,—1 = 1 para todo n > 1,
b) uo =0, uy =2y up + 4u,_1 + 4u, o = n? para todo n > 2.

¢) up =2y Uy — up_1 = 3n? para todo n > 1.
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36.

37.

38.

39.

40.

41.

U

up =1y up — 2up_1 = 2" para todo n > 1.

372 para todo n € N.

8]

up =0, u1 =1y up + 3up—1+ 2up—2 =

~

ug =3, Uy = —2'y Uy — 4tp_1 + 4, o = (n — 2)2" 2 para todo n > 0.

<

)
)
) up =2y up — 3up—1 =5-7" para todo n > 1.
)
)

>

up =1, u1 =0y uy + 6up—1 + uy_92 = (n — 1)3" para todo n > 2

Plantea y resuelve una ecuacién de recurrencia para hallar el término general

de la sucesion

n
up =Y k-2"=1-2"+2.2243.2% ... 4 n-2"
k=1

Se considera la sucesién {g,} del nimero de cadenas de longitud n que se
pueden formar con simbolos del alfabeto ¥ = {0,1} con la propiedad de que

no tienen dos ceros consecutivos. Plantea y resuelve una recurrencia lineal para

an-

Se quiere cubrir un tablero rectangular de tamano 2 x n usando piezas de
tamafio 1 x 2 y 2 x 2. Utiliza una sucesién definida recursivamente para

para determinar de cuantas maneras se puede cubrir el tablero.

Se estacionan motocicletas y turismos en una fila de n espacios. Usa una rela-
cién de recurrencia para determinar el nimero de formas de estacionar dichos
vehiculos, sabiendo que todos los espacios deben quedar ocupados y que cada
motocicleta ocupa un espacio y cada turismo dos. (Se supone que todas las

motocicletas son iguales y todos los turismos también).

Un muchacho dispone de n monedas para comprar chucherias. Le gustan las
palomitas, que cuestan 1 moneda cada bolsa y dos tipos de pasteles que cuestan
2 monedas cada uno. jDe cuantas maneras se puede gastar las n monedas?

(Indicacién: distinguir entre n par e impar)

Un muchacho se dispone a comprar chucherias en una maquina expendedora.
Le gustan las palomitas, que cuestan 1 moneda cada bolsa y dos tipos de
pasteles que cuestan 2 monedas cada uno. ;De cuantas maneras puede sacar
las chuches que elija gastando n monedas?
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TEMA 3

Relaciones y grafos

3.1. Relaciones binarias

Las relaciones en matematicas formalizan las conexiones entre elementos de va-
rios conjuntos. Son importantes en matematicas y en computacién, tanto por sus
aplicaciones tedricas (relaciones de orden, equivalencias,. .. ), como por su aplicacio-
nes mas practicas (bases de datos, redes sociales,. .. ). Constantemente encontramos
y manejamos relaciones: ordenacién de niimeros, congruencias, divisibilidad, relacio-
nes de parentesco, guias telefénicas, directorios de personal,. . .

En el tema anterior definimos las relaciones binarias como subconjuntos del pro-
ducto cartesiano de dos conjuntos. Pero es posible establecer relaciones entre ele-
mentos de varios conjuntos, es decir, subconjuntos del producto cartesiano de varios

conjuntos:

DEFINICION 3.1.1 (PRODUCTO CARTESIANO DE VARIOS CONJUNTOS) El producto
cartesiano de los conjuntos A1, As, ..., A,, denotado Ay X Ag X --- Ay, es el conjunto
de todas las n-tuplas ordenadas:

A1><A2x---XAn:{(ml,J:g,...,mn); xj € Aj, j€{1,2,...,n}}

La denominacion n-tupla es genérica, para nimeros concretos, utilizaremos la

denominacion adecuada: terna, cuadrupla, quintupla,. . .

Por otra parte, si los conjuntos del producto son iguales, se puede utilizar una

notacién abreviada:
Ax A= A% Ax (M x4 = A"

DEFINICION 3.1.2 (RELACION n-ARIA) Una relacién n-aria en los conjuntos Aj,
As,. .., A, es cualquier subconjunto R del producto cartesiano A; X Ag X --- A,

R - A1><A2><--'An

El nimero n se denomina igualmente grado o aridad de la relacion.
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La denominacién n-aria es genérica, en cada caso particular utilizaremos la de-
nominacion especifica, como binaria para grado dos o ternaria para grado tres,
aunque para mas de tres elementos, es preferible utilizar la palabra grado: grado
cuatro, grado cinco,. . .

En este curso, nos vamos a centrar en relaciones binarias.

EJEmpPLO 3.1.3

s Si E es el conjunto de los espanoles, podemos considerar la relacién M que

contiene a todos los matrimonios: M es una relacién binaria.
» Para A =RT y B =R, podemos considerar la relacién

R={(z,y) eR* xR |z =y?}
» Para A=R y B =R, podemos considerar la relacién

2 2
5:{(ﬂc,y)ERng+Z:1} O

Para las relaciones binarias, lo mas habitual es utilizar la notacién infija para
presentar los pares relacionados: si R C A x By (z,y) € R, escribiremos 2Ry, que
se lee x estd relacionado (mediante R) con y.

EjempLo 3.1.4 Si A ={1,2,3}, B = {a,b, c}, podemos definir la relacién R escri-
biendo:
1Re, 2Ra, 3RbD.

Es decir, R = {(1,¢), (2, a), (3,)}. 0

Ya conocemos y hemos trabajo con distintas relaciones representadas por simbo-
los conocidos. Por ejemplo, = < y indica que el par (z,y) pertenece a la siguiente

relacion en cualquier conjunto de nimeros:

{(z,y) | z es menor o igual que y}

En el primer tema, definimos las relaciones de congruencia, que se denotan con
el simbolo =. También definimos la relacién de divisibilidad entre niimeros enteros,

que se denota por el simbolo |.

DEFINICION 3.1.5 (DOMINIO Y RANGO) Sea R una relacidn binaria de A en B.

Llamamos dominio de R al conjunto
Dom(R) = {xz € A | existe y € B tal que (z,y) € R}

Naturalmente, Dom(R) C A
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Llamamos rango de R al conjunto
Ran(R) = {xz € B | existe y € A tal que (y,x) € R}

Naturalmente, Ran(R) C B. El rango se puede denominar igualmente Imagen, y
denotarse Im(R).

EJjempLO 3.1.6 Para R = {(1,2),(2,3),(3,2),(4,2),(4,5),(5,1)} C NxN:
Dom(R) = {1,2,3,4,5}, Ran(R) = {1,2,3,5}

Como vemos, tanto el dominio como el rango pueden estar estrictamente contenidos

en los conjuntos en los que se define la relacién. O

Representacién de relaciones binarias La representacién que podamos hacer
de una relacién depende de los conjuntos entre los que se defina. Por ejemplo, las

relaciones entre ntimeros pueden representarse graficamente con regiones del plano.

EJemMpPLO 3.1.7 Las regiones sombreadas en los siguientes graficos representan las
relaciones de R en R que se indican. En el tercer ejemplo, los pares de la relacion
son los puntos de la parabola.

z <y Ry <22 +y2 <1 Sy & x = y?

En el tema anterior hemos visto que las relaciones y funciones entre conjuntos
finitos se pueden representar mediante las matrices de adyacencia. Si R es una
relacién binaria entre dos conjuntos finitos A y By [x1,%2,...,Zn], [Y1,Y2,- - Ym]
son ordenaciones de los elementos de A y B respectivamente, entonces la matriz (de
adyacencia) asociada a R es la matriz Mg = (m;;), de tamaifio n x m (es decir, con
n filas y m columnas) dada por:

1 =i (l‘i,yj) eER
mij =

0 si(ey) €R
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EJEMPLO 3.1.8 Consideremos la relacién R C {1,2,3,4} x {a,b, c,d}:

72'::{(17d)>(3ad)7(37b)7(27a)a(456)}

Esta relacién se puede representar con la tabla

a b ¢ d
1 X
2| x
3 X X
4 X

La matriz de adyacencia construida utilizando el orden en el que aparecen escritos
los elementos en la tabla de arriba es:

0001
1000
0101
0010

EJEMPLO cON MAXIMA 3.1.9 Dado que una relacién es un conjunto, podemos uti-
lizar los operadores de Maxima, que ya conocemos, para definir nuevas relaciones.
Por ejemplo, el operador is permite definir relaciones usando predicados binarios:

(%i1) R(x,y) := is(remainder(x—y,3)=0)$

R(z,y) es verdadero o “x estd relacionado con y por R” si 3 divide a x — y.

(%i2) R(—1,3);

false
(%i3) R(2,5);

true

También podemos definir las relaciones como un conjunto de pares.

(%i4) S: {[1,2],[2,4],[3,2],[4,1]}$

El operador elementp permite convertir la definicién anterior en un predicado:

(%i5) Sp(x,y):= elementp([x,y],S)$
(%i6) Sp(2,4);

true
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(%i7) Sp(1,4);
false

E incluso construir la matriz de adyacencia:

(%i8) M.S: genmatrix(lambda([i,]],
if elementp([i,j],S) then 1 else 0),
4,4);

0100
0001
0100
1000

3.1.1. Operaciones entre relaciones binarias

Dado que las relaciones son conjuntos, podemos combinar dos o mas relaciones
con las distintas operaciones entre conjuntos que ya conocemos: unién, interseccion,

diferencia, complementario y diferencia simétrica.

EJEMPLO 3.1.10 Supongamos que A es el conjunto de alumnos de un centro uni-
versitario y B el conjunto de libros de la biblioteca. Consideremos la relacion R
definida por:

xRy si y solo si “al estudiante = se le recomienda el libro y”
Y la relacién S definida por:
xSs si y solo si “el estudiante x utiliza el libro y”

A partir de ellas, construimos las siguientes relaciones.

» z(RUS)y: “el estudiante x tiene recomendado o utiliza el libro y”.
» (RN S)y. “el estudiante x tiene recomendado y utiliza el libro y”.
» (R — S)y: “el estudiante x tiene recomendo el libro y pero no lo consulta”

» (S — R)y: “el estudiante x utiliza el libro y aunque no lo tiene por recomen-
dado”.

» zRy: “el estudiante = no tiene recomendado el libro 3.

» 2Sy: “el estudiante = no utiliza el libro . O
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TEOREMA 3.1.11 Si R y S son relaciones entre los conjuntos finitos A y B con
matrices Mg = (m;;) y Ms = (my;), entonces

MRrns = Mp A Ms = (mij Ami;)

Mpus = MgV Ms = (mi; V myj)

Es decir, para calcular la matriz de la interseccion y unién de relaciones, multi-
plicamos y sumamos las matrices respectivamente, considerando el producto y suma

booleanos elemento a elemento.

Aparte de estas operaciones conjuntistas podemos definir otras operaciones es-

pecificas sobre relaciones.

DEFINICION 3.1.12 (RELACION INVERSA) Sea R una relacion de A en B. Se llama

relacién inversa de R a la relacion de B en A definida por:

R~ ={(z,y) € Bx A| (y,z) € R}

Obsérvese que Dom(R~!) = Ran(R) y Ran(R™!) = Dom(R). Ademds, si R
es una relaciéon entre conjuntos finitos, podemos calcular facilmente la matriz de

adyacencia de su inversa segin establece el siguiente resultado.

TEOREMA 3.1.13 Si R es una relacion entre los conjuntos finitos A y B con ma-
triz de adyacencia Mg = (myj), entonces la matriz de la relacion inversa es la
transpuesta de Mp:

MR—I - M%

EJEMPLO 3.1.14 La relacion inversa de
R ={(a,1),(a,2),(c,4),(d,3)} C {a,b,c,d} x {1,2,3,4}

es

R ={(1,a),(2,a),(4,¢),(3,d)} Cc {1,2,3,4} x {a,b,c,d}

Observamos ademéds que

1100 1000
0000 . 1000

= . -1 = = D
Mz 0001]|" Mp-1 = Mg 0001
0010 0010

DEFINICION 3.1.15 (COMPOSICION DE RELACIONES) Sean los conjuntos A, B y C

y las relaciones binarias
RCAxB y SCBxC
La composicién de las relaciones R y S es la relacion de A en C definida por:

RoS={(z,y) € Ax C |existe z€ B tal que (z,z) € R,(2,y) € S}
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Es decir,
z(RoS)y <= Eumiste z€ B tal que xRz, zSy

TEOREMA 3.1.16 Si A, B y C son conjuntos finitos, R es una relacion de A en B
y S una relacion de B en C, entonces

Mpos = Mr © Mg

en donde (m;;) ® (n5) (\/ (mix A nggj) )
k

EJEMPLO 3.1.17 Consideremos las relaciones

R ={(1,b),(1,d), (2,¢)} C {1,2} x {b,c,d}
S={(b,E),(c, A)} C {b,e,d} x {A, E}

La representacién de estas relaciones con diagramas de Venn es la siguiente:

Las conexiones entre el primer y el tercer conjunto determinan la relacién de com-
posicién, es decir, 1 estd relacionado con E y 2 estd relacionado con A. Vamos a

calcular esta composicién utilizando sus matrices

01
101 1
MRogzMR@M5:< 0 )@ 10 :(0 )
010 10
00
Por lo tanto,
RoS={(1,E),(2,A)} O

EJjEmMPLO cON MAXIMA 3.1.18 En Maxima, podemos trabajar con las constantes
booleanas true y false, y el sistema dispone de varios operadores sobre estos valo-
res. Sin embargo, es mas simple y practico trabajar con los niimeros 0 y 1 y definir
las operaciones booleanas sobre ellos. Solo necesitamos definir la “suma booleana”,
ya que el “producto booleano” coincide con el producto numérico. Vamos a utilizar

la secuencia “+b” escrita de forma infija para representar la suma booleana:

(%i1) infix ("+b")$
(%i2) m +b n := mn—m*n$
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De esta forma, podremos usar el operador “+b” también para operar elemento

a elemento matrices booleanas .

(%i3) 1 +b 1;

(%i4) matrix ([1,0],[0,1]) +b matrix([1,0],[1,0]);

(1)

También podemos redefinir el producto estandar de matrices numéricas para que
opere con la suma y producto booleano tal y como hemos visto anteriormente. Para
ello, Maxima dispone de dos constantes con las que podemos establecer cual debe
ser la suma y cual el producto en el producto de matrices: con matrix_element_add
podemos establecer la suma y con matrix_element mult el producto. En este ca-
so, solo necesitamos cambiar la suma, puesto que si estamos usando el producto

numeérico.
(%i5) matrix_element_add:

lambda ([[x]], lreduce ("+b", x))$

A partir de aqui, el operador producto matricial (representado por un punto
bajo) se comportard como el producto de matrices booleanas. Obsérvese que hemos
tenido que recurrir al operador lreduce, puesto que “+b” se ha definido para dos
argumentos y en el producto matricial se aplicard a una cantidad arbitraria de

sumandos.

(%i6) matrix([1,0,1],[0,1,0]).
matrix ([0,1],[1,0],[0,0]);
01
(o) :

3.1.2. Relaciones binarias en un conjunto

En el caso particular de relaciones definidas de un conjunto en si mismo, es
importante estudiar las propiedades béasicas que tales relaciones pueden verificar.

DEFINICION 3.1.19 Sea R una relacion binaria en A (es decir, de A en A).
s R se dice reflexiva si Rz para todo x € A.

» R se dice simétrica si para todo x,y € A: si xRy, entonces yRzx

= R se dice transitiva si para todo x,y,z € A: si xRy, yRz, entonces xRz.
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= R se dice antisimétrica si para todo x,y € A: si xRy, yRx, entonces x = y.
Equivalentemente, R es antisimétrica si para todo x,y € A: si x # y, entonces

o bien Ry, o bien yRx

= R se dice conexa si para todo x,y € A, o bien xRy, o bien yRx

Estas definiciones pueden enunciarse mediante operaciones conjuntistas.

TEOREMA 3.1.20 Sea R una relacion binaria en A (es decir, de A en A).

1. R es reflexiva si y solo Iy C R, en donde T4 es la relacién identidad:

Za={(z,x);x € A}

2. R es simétrica si y solo si R~1 =R
3. R es transitiva si y solo si R? C R.
4. R es antisimétrica si y solo si RNR™ C Ty

5. R es conexa si y solo si RUR™ = A x A.

Para relaciones entre conjuntos finitos, podemos estudiar estas propiedades uti-
lizando sus matrices de adyacencia. En el siguiente resultado, utilizamos la notacién
T, para representar la matriz n X n en la cual los elementos de la diagonal principal
son iguales a 1 y el resto son iguales a 0. También vamos a utilizar la siguiente
relacién entre matrices: M = (m;;) es menor o igual que N' = (n;;) si mi; < nyj
para cada posicién ij de las matrices, y lo denotamos por M < N.

TEOREMA 3.1.21 Sea R wuna relacion en un conjunto finito A y Mg = (Mij)nxn

su matriz de adyacencia. Entonces:

1. R es reflexiva si y solo si m; = 1 para todo i, es decir, si todos los elementos

de la diagonal principal son iguales a 1.

2. R es simétrica si y solo si m;; = mj; para todo 1i,j, es decir, si la matriz es

simétrica: Mg = M;zl.

3. Si Mp2 = (n;j), entonces R es transitiva si y solo si ngj < mi; para todo 1, j;
es decir, si M% < Mg .

4. R es antisimétrica si y solo si m;; A mj; = 0 para todo i,j tales que i # j,
es decir, si en cada pareja de elementos simétricos, hay al menos un cero.
Matricialmente: es antisimétrica si y solo si Mg A M% <71,

5. R es conexa si y solo si mi; Vmj; = 1 para todo i, j. Matricialmente: es conexa
si y solo si MpV Mb = (1)pxn
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La siguiente tabla resume las definiciones de las propiedades y sus caracteriza-

ciones en forma matricial.

Definicion Matricialmente
(Solo finitas)
Reflexiva TRz < Mg
Simétrica tRy = yRx M, = Mp
Transitiva (zRy,yRz) — xRz M3 < Mg
Antisimétrica | (xRy,yRz) = z =1y MpAML <T
Conexa tRy — yRx MprV My = (1)pxn

EJEMPLO CON MAXIMA 3.1.22 Vamos a estudiar las propiedades de la siguiente

relacion.
(%il) S: {[1,2],[2,4],[3,2],[4,1]}3
(%i2) MS: genmatrix(lambda([i,j],
if elementp([i,j],S) then 1 else 0),
4,4);
0100
0001
0100
1000

Por ejemplo, la relacién no es simétrica, puesto que no lo es la matriz:

(%i3) is (MS=transpose (MS));
false

Como hemos visto anteriormente, para estudiar algunas propiedades, necesita-
mos algunas matrices auxiliares. Por ejemplo, la matriz identidad, cuyos elementos

en la diagonal principal son iguales a 1 y el resto son iguales a 0:

(%i4) ident (4);

1000
0100
0010
0001

También necesitamos las matrices cuadradas con todos lo elementos iguales a 1,

que podemos definir facilmente:

(%i5) unos(n) := genmatrix(lambda([i,j],1),n,n)$
(%i6) unos (4);
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1111
1111
1111
1111

La relacion S es antisimétrica, ya que el producto booleano elemento a elemento

de Mg por ./\/lfq, es menor que la matriz diagonal.

(%i7) MS«transpose (MS);

0000
0000
0000
0000

(%i8) is(%=%+ident (4));
true

Para comprobar la propiedad transitiva, tenemos que usar el producto matricial

considerando la suma y el producto booleano.

(%i9) infix ("+b")$
(%i10) m +b n := min-m*n$
(%i11) matrix_element_add:
lambda ([[x]], lreduce ("+b", x))$
(%i12) MS.MS;

0001
1000
0001
0100

Por lo tanto, la relaciéon S no es transitiva.

(%i13) is(%=%MS);
false

En estas comprobaciones hemos tenido en cuenta que el producto booleano coin-
cide con la funcién minimo y que min(a, b) = a si y solamente si a < b.

Finalmente, también podemos comprobar que la relacién no es conexa.

(%i14) is (MS +b transpose(MS)=unos(4));

false U
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DEFINICION 3.1.23 (RELACION DE ORDEN PARCIAL) Una relacidn binaria R en un
conjunto no vacio A se dice que es una relacion de orden parcial si es reflexiva, an-
tisimétrica y transitiva. Habitualmente, lo escribimos diciendo que el par (A, R) es
un conjunto parcialmente ordenado.

Si una relacién solo tiene las propiedades reflexiva y transitiva, se dice que es
un preorden. Si una relaciéon de orden es ademaés conexa, se dice que la relacion es
de orden total. Las relaciones de orden sirven comparar magnitudes y establecer
preferencias.

La relacion de orden habitual entre niimeros es efectivamente una relacion de
orden y ademas es total. En el tema anterior hemos estudiado la relacion de divisi-
bilidad, que es también una relacién de orden parcial entre niimeros naturales. La
relacion de inclusién entre conjuntos, es otro ejemplo de relacién de orden parcial.

Habitualmente, las relaciones de orden se representan por simbolos que recuerdan
a la relacién de orden entre ntimeros, como por ejemplo < o C.

3.1.3. Relaciones de equivalencia

DEFINICION 3.1.24 Una relacion R en A se dice que es una relacién de equivalencia

si es reflexiva, simétrica y transitiva.

Las relaciones de equivalencia sirven para introducir nociones de igualdad basa-
da en determinadas caracteristicas. Por ejemplo, las relaciones de congruencia que
hemos estudiado en el tema anterior son relaciones de equivalencia. Otros ejemplo

de relacién de equivalencia es la semejanza de triangulos.

Habitualmente, las relaciones de equivalencia se representan por simbolos que
recuerdan el simbolo de igualdad, como por ejemplo =, ~, =.

La nocién de clase de equivalencia se ha introducido en el tema anterior para el
ejemplo de las relaciones de congruencia y la extendemos ahora a cualquier relaciéon

de equivalencia.

DEFINICION 3.1.25 (CLASES DE EQUIVALENCIA) Sea ~ una relacion de equivalen-

cia definida en un conjunto A y sea x € A.

s FEl subconjunto de A formado por los elementos equivalentes a x se llama clase

de equivalencia de x y se denota [z]~.
[ ={y e Ay~ =}

s El conjunto formado por las clases de equivalencia de ~ se denomina conjunto

cociente y se denota A/N :

= {lzl;z € A}

~

4
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Cada elemento y € [z]. puede ser considerado como representante de esta clase
de equivalencia. Por ejemplo, para la relacién de congruencia médulo 3 en Z

r=3y <= x—y es multiplo de 3,
el conjunto cociente esta formado por las tres clases de congruencia

Ly =1L —, = {013, [1]s, [2]s}

Segin vimos en el tema anterior, las clases de congruencia determinan una par-
ticion del conjunto de ntmeros enteros; esto ocurre en cualquier conjunto y para

cualquier relacién de equivalencia.

DEFINICION 3.1.26 Una particién de un conjunto S es una familia de subconjuntos,
P = {Sl, ...,Sk} tales que:

= S;iNSj; =@ para todo i,j (es decir, son disjuntos dos a dos).
s S1USU---US, =5
EJEMPLO 3.1.27
n P = {{1,3}, {2,5}, {4}} es una particién del conjunto S = {1,2,3,4,5}.
» P={{zeN|zespar}, {x €N|zesimpar }} es una particion de N. O

TEOREMA 3.1.28 Si ~ es una relacion de equivalencia en A, entonces el conjunto
cociente, A/N es una particion de A.

TEOREMA 3.1.29 Si P es un particion de A, entonces existe una relacion de equi-
valencia en A tal que A/N =P.

La demostracion de estos resultados es bastante simple. Por ejemplo, para el
segundo de ellos, basta probar que la relacion

r~py <= Existe SePtalquez,yeS

tiene como conjunto cociente la particion P. La relaciéon ~p se denomina relacion

inducida por P.
EJeEMPLO 3.1.30 La relacién en A = {1,2,3,4,5,6} inducida por la particién
Ay ={1,3,5}, Ay ={4,6}, A3 ={2}

es la siguiente

h
I
—~=
—~
—
=
~—
—~
—
w
~—
—~
[y
(S
~—
—
w
—_
~—
—~
w
w
~
—
w
ot
~—
—
ot
—_
~—
(2
()
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EJEMPLO CON MAXIMA 3.1.31 Eloperador equiv_classes(A, R) determina las cla-
ses de equivalencia en el conjunto A dadas por la relacién R definida con un predi-
cado.

(%i1) conj: setify (makelist(i,i,—10,10));
(~10,-9,-8,—7,—6,—5,—4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}

(%i2) R(x,y) := is(remainder(x—y,3)=0)$
(%i3) equiv_classes(conj,R);

{{-10,-7,-4,-1,2,5,8},{-9,-6,-3,0,3,6,9}, {—8,—5,-2,1,4,7,10} } O

3.1.4. Cierres de relaciones

Dada una relacién R buscamos la minima relaciéon que la contiene y que verifica

una o varias propiedades bésicas.

DEFINICION 3.1.32 Sea R una relacién binaria en A. El cierre reflexivo de R deno-
tado por r(R) es la menor relacion reflexiva que contiene a R. Es decir, es la inica
relacion reflexiva que verifica que R Cr(R) yr(R) C S para toda relacion reflexiva

SOR.

Obviamente, una relacién es reflexiva si y solo si coincide con su cierre reflexivo.

Por otra parte, es muy sencillo determinar el cierre reflexivo de una relacion.

TEOREMA 3.1.33 Si R una relacion binaria en A, entonces r(R) = R UZy, en
donde Ty = {(z,z);z € A}.

DEFINICION 3.1.34 Sea R una relacion binaria en A. El cierre simétrico de R,
denotado por s(R), es la menor relacion simétrica que contiene a R. Es decir, s(R)
es la unica relacion simétrica tal que R C s(R) y s(R) C S para toda relacion
stmétrica S O R.

Obviamente, una relacién es simétrica si y solo si coincide con su cierre simétrico.

Por otra parte, es muy sencillo determinar el cierre simétrico de una relacién.
TEOREMA 3.1.35 Si R una relacion binaria en A, entonces s(R) = RUR L.

EJEMPLO 3.1.36 Sea el conjunto A ={1,2,3} y R ={(1,2),(2,3)} Entonces

= 1(R) = {(1,2),

(2,3),(1,1),(2,2),(3,3)}. Ya que solo necesitamos anadir los

y (3,3) para obtener una relacién reflexiva.
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» s(R) = {(1,2),(2,3),(2,1),(3,2)}. Ya que solo necesitamos anadir los pares
opuestos de los que forman R. O

DEFINICION 3.1.37 Sea R una relacion binaria en A. El cierre transitivo de R,
denotado por t(R), es la menor relacion transitiva que contiene a R. Es decir, t(R)
es la unica relacion transitiva tal que R C t(R) y t(R) C S para toda relacion
transitiva S O R.

Obviamente, una relacion es transitiva si y solo si coincide con su cierre transitivo.
El siguiente resultado establece un método para determinar el cierre transitivo de

una relacion.

TEOREMA 3.1.38 Sea R una relacién binaria en A. Entonces

t(R)=RUR*URU-- =R
=1

COROLARIO 3.1.39 Si R es una relacion binaria en un conjunto finito A, entonces
t(R)=JR
siendo n el nimero de elementos de A.

EJEMPLO 3.1.40 Consideremos el conjunto A = {a,b,c,d} y la relacién

R = {(a7 a), (a7d)v (b? d), (07 a)? (d, b)}

Vamos a calcular el cierre transitivo de R.

Utilizando la ordenacién [a, b, ¢, d] de los elementos de A, la matriz de adyacencia
de R es

1001
0001
1000
0100

Mz
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De esta forma, podemos calcular facilmente las matrices de R?, R3? y R?.

1001\ /1001 1101
0001|0001 0100

_ 2 _ _
Mrz=Mr=11000]11000] 1001
0100/ \o100 0001
1101\ /1001 1101
0100|0001 0001

A3 _
Mps = M 10o01fll1000 1101
0001/ \o100 0100
1101\ /1001 1101
0001]| o001 0100

_ 4 _ _
Mri=Mr=111701] 1000|1101
0100/ \o100 0001

Por lo tanto,

Mt('R) = M'R V M'RQ V MR3 V MR4 =

1001 1101 1101 1101

0001 0100 0001 0100
“l1oo00|Yl1001] Y1101 Y|1101]|"

0100 0001 0100 0001

1101

o101

1101

0101

Es decir, t(R) = {(a,a), (a,b), (a,d), (b,b), (b,d), (¢c,a), (c,b), (c,d),(d,b),(d,d)}. O

Algoritmo de Warshall. Para calcular cada elemento de las matrices Mz: en el
método del teorema anterior, tenemos que realizar 2n — 1 operaciones booleanas. De
esta forma, para calcular cada elemento de M) tenemos que realizar 2n(n — 1)

operaciones. Por lo tanto, el cdlculo de My ) requiere 2n3(n — 1) operaciones.

El teorema siguiente describe el Algoritmo de Warshall para calcular el cierre
transitivo de una relacién. Este algoritmo reduce el niimero de operaciones necesa-

rias.

TEOREMA 3.1.41 (ALGORITMO DE WARSHALL) Dado un conjunto A con n ele-
mentos y una relacion R en A, determinamos el cierre transitivo de R calculando
una secuencia de matrices

Wo, Wi, -+ Wi,y o oo, W

de forma que Wo = Mg, Wy = Myr) y st W = (w(k)) entonces

v

(B) _ =Dy (1) o E=D)
)

w o V(wy T Awg )
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(k)
ij
y por lo tanto, para hallar W, a partir de Wj,_; necesitamos 2n? operaciones. Por

Para calcular w;.” a partir de matriz Wy_1 necesitamos 2 operaciones booleanas

lo tanto, dado que calculamos n matrices, necesitamos 2n3 operaciones.

A la hora de calcular la secuencia de matrices en el algoritmo de Warshall, es

conveniente tener en cuenta las siguientes observaciones:

. wgﬁﬂ_l) < wg?) y por lo tanto, los posiciones iguales a 1 en W;_1 se mantienen
en Wi.

= Teniendo en cuenta las siguientes igualdades

(9 _ b1y (1) g gy R=1)) ()

Wy = W, kk kj = Wy,
(k) _, (k=1) (k—1) (k=1)y _  (k=1)
wy =wg V(i T Awy ) = wyy

deducimos que la fila k-ésima y la columna k-ésima de W, son iguales a las de
Wi—_1.

EJEMPLO 3.1.42 Consideremos el conjunto A = {a, b, c,d} y la relacién
R = {(CL, a)’ (a’ d)v (b7 d)v (C’ CL), (da b)}

Vamos a calcular el cierre transitivo de R utilizando el algoritmo de Warshall.

1001
0001
1000
0100

100 1
000 1

WMi=1100[]

0100

Wo = Mp =

En la matriz W, copiamos la primera fila y la primera columna de W,. Recorremos

sus elementos y vemos que w:(,}l) =1y wﬁ) = 1, por lo que wé}l) = 1. El resto de

elementos de la matriz se copian de la matriz anterior.

100 1
000 1
100 1

010[1]

En la matriz W, copiamos la segunda fila y la segunda columna de W;. Recorremos

4(122) =1y wéi) = 1, por lo que wﬁ) = 1. El resto de

Wy =

sus elementos y vemos que w

elementos de la matriz se copian de la matriz anterior.

1001
0001
1001
0101

W3 =
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En la matriz W3 copiamos la tercera fila y la tercera columna de Ws. Dado que
la columna tercera esta compuesta solamente por ceros, en este paso no anadimos

ningin uno mas, por lo que el resto de elementos de la matriz se copian de la matriz

1[1]o1
0[t]o1
W4:Mt(R):

1[1]o1

0101

anterior.

En la matriz W, copiamos la cuarta fila y la cuarta columna de Ws;. Recorremos

sus elementos y vemos que wﬁ) =1y wg) = 1, por lo que w%) =1 wéi) =1y

wg) =1, por lo que wég) =1 w:(;i) =1y wg) =1, por lo que wg) = 1. El resto de

elementos de la matriz se copian de la matriz anterior. O

EJEMPLO CON MAXIMA 3.1.43 Aunque Maxima no incluye ninguin operador o pa-
quete especifico para el algoritmo de Warshall, no es dificil escribir una funcién
recursiva a partir de la descripcion del algoritmo.

(%il) warshall (m):= warshall_aux (m,length(m),1)$
(%i2) warshall_aux (m,n,k):= if k=n+1 then m else
warshall _aux (genmatrix(lambda([i,]],
max(mn[ ][] ,min([i] (k] ,m(k][§])))
n,n),n,k+1)$

Para utilizar recursion de cola, recurrimos a un operador auxiliar con dos argu-
mentos adicionales, el tamano de la matriz y un contador para las iteraciones del
algoritmo. Hemos utilizado el operador genmatrix(ali, j], k,m), que construye una
matriz de tamano k X m con el elemento afi, j] en la posicién (7, j). Para describir los
elementos de la matriz, recurrimos al operador lambda([é, j], < expresion en i, j >),
que permite dar la expresién que corresponde a cada posicién sin necesidad de asig-
narle un nombre. De esta forma, es facil observar que si m = M = W), entonces
warshall_aux(m,, k) = Wj.

Vamos a verificar el ejemplo que hemos hecho maés arriba, “trazando” el operador
auxiliar para verificar las etapas intermedias.

(%i3) MO: matrix([1,0,0,1],
[0,0,0,1],
[1,0,0,0],
[0,1,0,0])$

(%i4) trace(warshall_aux)$

(%i15) warshall (MO);

1 Introducir warshall_aux [matrix(
[1,0,0,1],

M. Cobalea, A. Valverde. E.T.S.I.Informética



3.1. Relaciones binarias.

139

[0,0,0,1],
[1,0,0,0],
[0,1,0,0]
),4,1]
.2 Introducir warshall_aux [matrix(
[1,0,0,1],
[0,0,0,1],
[1,0,0,1],
(0,1,0,0]
),4,2]
..3 Introducir warshall_aux [matrix(
[1,0,0,1],
[0,0,0,1],
[1,0,0,1],
[0,1,0,1]
),4,3]
...4 Introducir warshall_aux [matrix(
[1,0,0,1],
[0,0,0,1],
[1,0,0,1],
(0,1,0,1]
),4,4]

....5 Introducir warshall_aux [matrix(
[1,1,0,1],
[0,1,0,1],
[1,1,0,1],
[0,1,0,1]
),4,5]
....5 Salir warshall_aux matrix(
[1,1,0,1],
[0,1,0,1],
[1,1,0,1],
(0,1,0,1]

1101
0101
1101
0101
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Para calcular el cierre de equivalencia basta realizar los tres cierres correspon-
dientes a las propiedades que lo definen, pero hay que tener en cuenta que el cierre

transitivo siempre debe ser el ltimo.

TEOREMA 3.1.44 Sea R una relacion binaria definida en un conjunto A. Entonces,

la minima relacion de equivalencia que contiene a R es t(s(r(R))). Es decir,

t(RURTUZy)

3.2. Grafos

Los grafos son modelos matematicos utilizados para representar relaciones entre
objetos de un conjunto, y que permiten generalizar el modelo de las relaciones bina-
rias que estudiamos en la leccién anterior. Utilizamos grafos para estudiar conexiones
entre objetos, datos o fuentes de informacién. Un ejemplo de grafo lo encontramos
en las redes de carreteras, en donde las poblaciones se enlazan o conectan con una o
varias carreteras. Otros ejemplos son las redes de comunicaciones, redes eléctricas,
redes de carreteras, pero también redes sociales y arboles genealdgicos.

Algunos problemas que habitualmente se estudian y resuelven desde la teoria
de grafos son: calcular el nimero de combinaciones diferentes de vuelos entre dos
ciudades de una red aérea; determinar las posibles rutas entre dos localizaciones
de una ciudad o regién; encontrar el camino méas corto entre dos ciudades en una
red de transporte; programar actividades en un calendario; asignar canales a las
emisoras de televisién; determinar si se puede crear un circuito en una placa de una
sola capa; construir modelos para redes informaticas, determinar si dos ordenadores

estan conectados entre si.

3.2.1. Grafos simples

DEFINICION 3.2.1 Un grafo simple es un par G = (V, E) formado por un conjun-

to V, cuyos elementos denominaremos vértices de G, y

E C {{u,v};u,v S V,u;év};

los elementos de E se denominan aristas de G.

Los vértices de un grafo pueden ser objetos (ordenadores, ciudades, personas,. .. )
o datos (fechas, direcciones, médulos de un programa, identificadores,. . .) y las aris-
tas pueden ser conexiones fisicas (carreteras, conexiones de red,...) o conexiones

virtuales (dependencias, herencias, conflictos,. .. ).

EJEMPLO 3.2.2 Consideremos el grafo G = (V| E) determinado por:

V={abecd, E= {{a,b}, {a,d}, {b,c}, {b,d}, {c, d}}.
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Ma ’
Multigrafo Pseudografo

.~ ()
PM
Vil

Ma Ma
Grafo dirigido Multigrafo dirigido

Figura 3.1: Tipos de grafos que no son simples.

Mids adelante, aprenderemos a trabajar con diferentes representaciones formales de
los grafos, pero en grafos con pocos vértices es conveniente utilizar igualmente su

representacion grafica.

Los vértices se representan como puntos en el plano y las aristas se representan
por lineas uniendo vértices. O

Los grafos simples son el tipo mas sencillo de grafo y es un modelo formal que
coincide con las relaciones binarias simétricas y antirreflexivas (es decir, ningin
elemento estd relacionado consigo mismo) en un conjunto. Existen varias posibles
generalizaciones de la nocién de grafo simple (ver figura . En los multigra-
fos, se admiten multiples aristas conectando dos vértices; en los pseudografos,
se permite conectar un vértice consigo mismo; en los grafos dirigidos, los pares
que determinan las aristas son ordenados; en los multigrafos dirigidos, las aristas
son pares ordenados y puede haber multiples aristas entre vértices; en los grafos
ponderados, las conexiones determinadas por las aristas tiene asignadas pesos.
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3.2.2. Conceptos y resultados basicos

DEFINICION 3.2.3 Si G = (V, E) es un grafo simple, u,v € V, e = {u,v} € E,
decimos que

» [os vértices u y v son adyacentes,

= que la arista e es incidente con los vértices u y v,

= que los vértices u y v son extremos de la arista e,

» que la arista e conecta a los vértices u y v.

DEFINICION 3.2.4 Sea G = (V, E) un grafo simple. Definimos la funcion grado,
0: V = N, como: §(v) es el numero de aristas incidentes en v. Si §(v) = 0, decimos
que v es un vértice aislado; si 6(v) = 1, decimos que v es una hoja. Decimos que

G es regular si todos sus vértices tienen el mismo grado.

Enunciamos a continuacion el teorema de Euler, en el que utilizamos las siguiente

notacién: si A es un conjunto finito, |A| denota el niimero de elementos de A.

TEOREMA 3.2.5 (EULER) Si G = (V, E) es un grafo simple, entonces

> 6(v) =2|E|.

veV

En particular, la suma de los grados de todos los vértices de un grafo simple es
un numero par, de donde se deduce el siguiente resultado.

COROLARIO 3.2.6 Todo grafo simple tiene un ndmero par de vértices de grado im-

par.

EJempLO 3.2.7 Consideremos el grafo

Entonces:
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Por lo que efectivamente se verifica el teorema de Euler en este grafo:

> 6(v) = 8(a) + 6(b) + 5(c) + 6(d) + 6(e) + 5(f) =

veV
—34+44+2+4+3+4=20=2-10=2|E|

Ademsds, hay exactamente dos vértices, a y e, que tienen grados impares. O

DEFINICION 3.2.8 (SUBGRAFOS) Se dice que el grafo H = (Vy, Ey) es un sub-
grafo del grafo G = (Vg,Eq) si Vi C Vo y Eg C Eg. Decimos que es subgrafo
propio si, o bien Vi # Vg, o bien Eg # Eq. St Vg = Vg, se dice que H es un
subgrafo generador (en inglés, se denomina spanning subgraph). del grafo G.

EJEMPLO 3.2.9 Los grafos que aparecen abajo verifican que tanto H; como Hs son
subgrafos propios de G. En H; hay menos vértices, y por lo tanto, menos aristas.
Los vértices de Hs son los mismo que los de G, pero en Hy hay menos aristas, es
decir, Hy es un subgrafo generador de G.

3.2.3. Representaciéon de grafos simples

La representacién grafica que hemos usado en ejemplos anteriores ayuda a en-
tender el concepto de grafo y a visualizar propiedades y operaciones sobre ellos. Si
el nimero de vértices o el nimero de aristas es muy grande, esta representacién
carecerd de utilidad préctica. Por eso son necesarias otras formas de representaciéon
que permitan la descripcién facil de un grafo, con independencia de su tamano, y
sobre las cuales podamos realizar transformaciones y estudiar propiedades de forma
efectiva y algoritmica.

Dado que un grafo simple es una relacién binaria, podemos representarlo por
las matrices de adyacencia que estudiamos en el tema anterior y como vemos en el
siguiente ejemplo.
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abcecdef

010011
101101
010100
011011
100101
110110

S 0 Q0 o

Recordemos que es necesario fijar previamente un orden en el conjunto de vértices,
por lo que no serd necesario especificar la correspondencia de filas y columnas con
los vértices. Por otra parte, dado que el grafo simple es una relacién simétrica, estas
matrices siempre seran simétricas. De la misma forma, dado que el grafo simple es

una relacién antirreflexiva, la diagonal principal solo contiene ceros.

Otra forma de describir un grafo es mediante las listas de adyacencia. Estas
listas son en realidad una tabla en cuya primera fila se disponen todos los vértices del
grafo y, por debajo de cada vértice formando una columna, los vértices adyacentes

a él.
c

a|lblcldle|f
b d blalb|blal|a
elcldlc|d|b
f fld| lelfld
FIL S| e

a e

Aunque no es necesario, es conveniente establecer previamente un orden dentro
del conjunto de vértices (igual que hacemos en las matrices de adyacencia) y utilizarlo
al disponer los vértices en la primera fila y en cada columna.

EJEMPLO 3.2.10 Mostramos a continuacién un grafo dado por su representacion
grafica, por su lista de adyacencia y por su matriz de adyacencia, en la cual, se ha
elegido el orden de los vértices dado por sus subindices.

0110011
o a1]as]as]as]as]agar] 1010000
as as|ay|ai|ag|as|al|ay 1101101
as asz|a3|dz|as|a4)as ) as 0010100
ag a6 |d4) |06|A7|A5 0011011
ay as ay ag
. a 1000101

1010110/ 4
ay

EJEMPLO cON MAXIMA 3.2.11 Maxima dispone de un paquete con operadores es-
pecificos para trabajar con grafos. Podemos trabajar con grafos simples, dirigidos o
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no dirigidos, y también con grafos ponderados. Internamente los grafos son represen-
tados por sus listas de adyacencia, aunque también podemos trabajar con la matriz
de adyacencia. Los vértices son identificados con nimeros naturales y las aristas son
representadas por listas de longitud dos. Se pueden asignar etiquetas a vértices y
se pueden asignar pesos a las aristas para definir grafos ponderados. El operador
create_graph sirve para definir una grafo a partir de su lista de vértices y su lista
de aristas. Este operador admite varias sintaxis; en la mds simple, escribimos un
primer argumento con un numero positivo n, que serd el niimero de vértices y los
vértices seran identificados con los ntimeros 0, 1, 2,..., n— 1. El segundo argumento

es una lista de listas de longitud 2 que definen las aristas del grafo.

(%il) load(graphs)$
(%i2) g1: create graph (5 ,([1,2],(1,3],(2,3],[0,4]]);
(%02) GRAPH(5 vertices, 4 edges)

Como vemos, la salida no muestra nada, solo nos da la informacién del grafo que
hemos definido, concretamente el nimero de vértices y el nimero de aristas. Para
ver su representacion como lista de adyacencia usamos print_graph:

(%i3) print_graph(gl);
Graph on 5 vertices with 4 edges.
Adjacencies:

4 0
3 2 1
2 3 1
1 : 3 2
0: 4

(%03) done

Obsérvese que la muestra como columna, no como fila. También podemos obtener

la representaciéon mediante la matriz de adyacencia del grafo:

(%i4) mgl: adjacency matrix(gl);

00001
00110
01010
01100
10000

A lo largo del tema iremos viendo distintos operadores para estudiar los grafos y
obtener informacion sobre ellos. Por ejemplo, en la seccién anterior, hemos definido
la nocién de grado de un vértice y la lista de adyacencia no permite visualizar ese
grado, pero un elemento importante del grafo es lo que se llama la secuencia grdfica,

la lista de los grados de todos los vértices ordenada de forma creciente:
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(%i5) degree_sequence(gl);
(%o015) [1,1,2,2,2]

Finalmente, el operador draw_graph implementa un algoritmo para construir

una representacién gréfica.

(%i6) draw_graph(gl,vertex_size=4,show_id=true );

0<

El operador draw_graph dispone de varias opciones para configurar y mejorar
la representacion grafica. En este caso, hemos utilizado “show_id=true” para que se
muestre la etiqueta de cada vértice y “vertex_size= 4” para aumentar el tamano del

circulo que los encierra.
También podemos crear un grafo a partir de su matriz de adyacencia.

(%i7) mat: matrix([0,0,1,1,1],[0,0,1,0,1],[1,1,0,0,0],
[1,0,0,0,0],[1,1,0,0,0])$

(%i7) g2: from_adjacency _matrix (mat);

(%07) GRAPH(5 vertices, 5 edges)

(%i8) print_graph(g2);

Graph on 5 vertices with 5 edges.

Adjacencies:

4 1 0
3 0

2 1 0
1 4 2

0O: 4 3 2
(%08) done

Como vemos, los vértices se etiquetan con los nimeros consecutivos desde el 0, si-
) )
guiendo el orden dado por las filas y columnas. O
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EJeEMPLO 3.2.12 El grafo completo K, es el grafo de n vértices en el que cualquier
par de vértices esta conectado por una arista. Por ejemplo, el grafo K5 es el que

mostramos a continuacién:

ai

01111
10111
11011
11101
11110

a2 as

as Q4

Obsérvese que todos los elementos de la matriz son iguales a 1 excepto los de la

diagonal principal.

Por otra parte, para hacer el dibujo del grafo, hemos necesitado que las aristas
“se corten” en puntos que no corresponden a vértices. Como veremos mas adelante,
esto es inevitable en algunos grafos y por eso es conveniente remarcar claramente

los puntos del dibujo que corresponden con vértices.

En Maxima, estos grafos estan predefinidos:

(%il) load(graphs)$
(%i2) k5: complete graph(5)$
(%i3) draw_graph(k5);

Nos muestra el grafo completo de 5 vértices. a

EJeEmpLO 3.2.13 El ciclo (), es un grafo de n vértices que estan conectados for-
mando una cadena cerrada. Vemos a continuacion el ciclo Cg:

a9 a1
010001
101000
010100
001010
000101
100010

as ae

a4 as

Obsérvese que hemos obtenido esa matriz de adyacencia porque los vértices se han
ordenado siguiendo el recorrido circular sobre el ciclo.

En Maxima, estos grafos estan predefinidos:
(%il) load(graphs)$

(%i2) c6: cycle graph(6)$
(%i3) draw_graph(c6);
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Nos muestra el ciclo de 6 vértices. O

EJEMPLO 3.2.14 La rueda W,, es un grafo de n 4+ 1 que se obtiene anadiendo un
vértice al ciclo C,, que esté conectado con todos sus vértices. Mostramos a continua-
cioén el ejemplo Wy

111111

0
10010001
11101000
as ag 11010100
1
1
1

001010
000101
100010

Hemos anadido una primera fila y una primera columna a la matriz de adyacencia

de Cg que corresponden al vértice central de la rueda.
En Maxima, estos grafos estan predefinidos:

(%i1) load(graphs)$
(%i2) w6: wheel graph(6)$
(%i3) draw_graph(w6);

Nos muestra la rueda de 7 vértices. O

EJEMPLO 3.2.15 La estrella S, es un grafo de n + 1 vértices que se obtiene elimi-
nando del grafo W, las aristas correspondientes al ciclo C,. Vemos a continuacion
el ejemplo Sj5:

ai
011111
100000
az a5 100000
100000
100000
100000

ao

a3 Qa4

EJEMPLO 3.2.16 El n-cubo, es el grafo simple Q,, = (V,,, E,,) definido como sigue.
Los vértices son las cadenas binarias de longitud n, es decir, V' = {0,1}", que estd
formado por 2™ vértices. Las aristas son pares de cadenas que se diferencian en un
solo elemento; por ejemplo, {010,110} € Ej3, pero {010,111} ¢ Ej.
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Representamos a continuacién el grafo Q3 con dos dibujos. Uno con la forma de

cubo que justifica el nombre de este tipo de grafos y otro en el que las aristas se

trazan sin cortarse.

011

010 110

001

111

000 100

101

011

010

000,

001

110

100

En Maxima, estos grafos estan predefinidos:

(%i1) load(graphs)$

(%i2) cube4: cube graph(4)$

(%i3) draw _graph(cube4);

101

Nos muestra un cubo de dimensién 4, que se forma a partir de listas de longitud

cuatro, tiene 16 vértices y 32 aristas.

DEFINICION 3.2.17 (GRAFOS BIPARTITOS) Un grafo G =

partito si V =V, UV,, VI NV,y =

ningun par de vertices en Vo estd conectado.

O

(V,E) se dice que es bi-
&, ningun par de vertices en Vi estd conectado y

EJEMPLO cON MAXIMA 3.2.18 En Maxima disponemos de un predicado que analiza

si un grafo es bipartito, is_bipartite y un operador que determina las dos partes

de un grafo si es bipartito, bipartition.

» El grafo C (ciclo de longitud 6) es bipartito:

‘/l - {ala as, CL5},

%il) load(graphs)$
%12) is_bipartite (cycle_graph (6));

true

» El grafo S5 (estrella de 5 puntas) también es bipartito:

Vi = {ao},

)
%13) bipartition (cycle_graph (6));
) [[4,2,0],[5,3,1]]

Vo ={a1,a2,a3,a4,a5}

‘/2 — {CLQ, aq, a6}
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» Sin embargo, el grafo Ws (rueda de 7 vértices) no es bipartito.

(%i5) is_bipartite (wheel graph(6));
(%05) false

(%i6) bipartition (wheel graph(6));
(%06) []

EJEMPLO CON MAXIMA 3.2.19 El grafo bipartito completo K, ,, es el grafo con
m+n vértices en donde el conjunto de vértices estd partido en dos conjuntos V; con
m vértices y Vo con n vértices, de tal forma que cada vértice de V; estd conectado
con cada vértice de V5. Vemos abajo el grafo bipartito completo K3 o:

ai az 00111
00111

11000

11000

as aq as 11000

Para escribir la matriz de adyacencia, hemos ordenado los vértices segin su subindi-
ce, los dos primeros corresponden a una parte de los vértices y los tres ultimos a
la otra parte. De esta forma, la matriz ha quedado formada por cuatro cajas que

contienen o bien unos o bien ceros.

El operador complete bipartite graph define en Maxima operadores bipartitos
completos del tamano que deseemos. La siguiente linea siguiente mostrara el grafo

del ejemplo anterior.
(%il) load(graphs)$
(%i2) draw_graph(complete_bipartite_graph(3,2),

vertex_size=3,show_id=true);

3.2.4. Conexion en grafos

En esta seccién vamos a introducir distintos conceptos y propiedades sobre la

conexién de vértices en un grafo que se establece recorriendo una o varias aristas.

DEFINICION 3.2.20 Un camino (en inglés, se dice walk) entre los vértices vy y
vg de un grafo G = (V, E), es una secuencia finita de vértices, no necesariamente
distintos,

C = VoU1V2 ... Vg
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tal que e; = {vj_1,v;} € E para todoi=1...k. En este caso, decimos que el camino
C recorre las aristas eq, ea,. .. ,e Yy pasa por los vértices vy, v1,. . .vg. Bl vértice vg
se denomina vértice inicial de C y vy se denomina vértice final de C. El nimero
natural k es la longitud de C, es decir, el numero de aristas que recorre.

EJEMPLO 3.2.21 La secuencia C = abfdefbc es un camino del grafo

DEFINICION 3.2.22 Sea C = vgvivy ... v, un camino en un grafo G = (V, E) y sea
e;i = {vi—1,v;} para cada i =1...k.

C se dice que es simple (en inglés, se denomina trail) si e; # e; para cada
cada i # j; es decir, cada arista se recorre una unica vez.

n» C se dice que es elemental (en inglés, un camino elemental se denomina
path), siv; # v;, para cada i # j; es decir por cada vértice se pasa a lo sumo

una vez.

= C' es un camino cerrado si vog = v, es decir, si empieza y termina en el
mismo vértice.

= Bl camino C se dice que es un circuito si es un camino cerrado que no repite

aristas.

= Bl camino C se dice que es un ciclo si es un camino cerrado en el que todos
los vértices son distintos.

EJEmMPLO 3.2.23 Consideramos el siguiente grafo simple

= El camino C] = abdcbfe es simple.
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s El camino Cy = abfde es elemental
s El camino C3 = abdcba es cerrado.
s El camino C4 = abfdbcdea es un circuito.

s El camino C5 = abfdea es un ciclo. o
DEFINICION 3.2.24 Un grafo G = (V, E) se dice conexo si hay un camino entre
cada par de vértices distintos del grafo.

EJEmMpPLO 3.2.25 Consideremos los grafos G y H dados por las siguientes matrices
de adyacencia:

0101 00101

1010 00010

Mg = Mgp=110001
0101

1010 01000

10100

Mientras que G es un grafo conexo, H no lo es. Evidentemente, no es facil dedu-
cir estas afirmaciones a partir de las matrices, pero puede serlo si observamos sus

representaciones graficas.

a4 as b3
blA,%
— o by ® *b
al a9
G H

En ambos casos, la ordenacién de los vértices para la construccién de las matrices

estd dado por por los subindices. O

En el ejemplo anterior, observamos que el grafo H, que no es conexo, es union
de dos subgrafos conexos y tales que no tienen aristas entre los vértices de uno y
los vértices del otro. Estos subgrafos conexos disjuntos se denominan componentes
conexas del grafo. En particular, un grafo es conexo si y solo si tiene exactamente

una componente conexa.

EJEMPLO cON MAXIMA 3.2.26 En Maxima, el operador is_conneceted analiza si
un grafo es o no conexo y connected_components nos devuelve las componentes

conexas.
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( ) load (graphs)$

( ) gl: create_graph (5,[[1,2],[1,3],[2,3],[0,4]])%

( ) is_connected(gl);

(%03) false

( ) connected_components(gl);

(%o04) [[2,1,3],(0,4]]

( ) g2: create_graph([1,2,3,4,5,6,7,8
[1,8],[1,3], [2.,4],[2,5],[2,7],
[4,6],[4,8],[5,6],[5,8],[6,7],]

is_connected (g2);

o [fr,2], [1,6],
[3,4], B 5],13,7],
7,8]])3%

true

connected_components(g2);

[[3,8,6,7,5,4,2,1]]

El siguiente resultado nos dice como calcular el niimero de caminos de una deter-
minada longitud entre dos vértices, y nos dard un método para estudiar si un grafo
es conexo a partir de su matriz de adyacencia.

TEOREMA 3.2.27 Sea G un grafo con matriz de adyacencia Mg y sea Mé = (mij)
la potencia k-ésima, calculada utilizando la suma y el producto en N, de la matriz
Mg. Entonces, m;j es el niimero de caminos de longitud k entre los vértices v; y v;.

EJEMPLO 3.2.28 Volvamos a considerar los grafos del ejemplo [3.2.25

0101 00101
1010 00010
Mg = Mgp=110001

0101
1010 01000
10100

Empezamos estudiando G y calculamos Mé:

0101 0101 2020
M2 — 1010 1010 (0202
““lo1o1flo1o1]| [2020
1010 1010 0202

El ntimero 2 de la posicién (1,3) en la matriz Mg, significa que hay dos caminos
de longitud 2 que conectan los vértices a; y ag; estos caminos son C] = ajasas y
Cy = ajaqas. Dado que cada una de las posiciones en una matriz 4 x 4 es distinta de
cero en la matriz Mé o en la matriz Mg, podemos deducir que el grafo es conexo,
ya que cada par de vértices (determinado por cada posicién en la matriz) estan
conectados por al menos un camino de longitud menor o igual que 2.
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Calculemos ahora las potencias sucesivas de M.

00101 20101
00010 01000
My=110001][; Mi=110201];
01000 00010
10100 10102
20303 60505
00010 01000
M}y=130203]; My =1506005
01000 00010
30302 50506

Observamos entonces que hay doce posiciones que son nulas en las cuatro matrices,
las que determinan el nimero de caminos entre los vértices by y ba, entre los vértices
b1 v b4, entre los vértices by y b5, entre los vértices by y bs y entre los vértices b3 y
bs. Podemos deducir que H no es conexo, ya que cuatro es el nimero de aristas del
grafo y si un grafo es conexo, se deberia poder conectar cada par de vértices con un
ndmero menor o igual que el total de las aristas. O

3.2.5. Arboles
DEFINICION 3.2.29 Un drbol es un grafo conezo sin ciclos.

Por ejemplo, los grafos G1 y G2 son arboles, pero Gs y G4 no:

G1 GQ G3 G4

El grafo G5 no es un arbol porque contiene un ciclo, mientras que G4 no lo es porque
no es conexo.

El matemético Arthur Cayley fue quien usé arboles por primera vez en 1857 para
representar ciertos tipos de componentes quimicos. En ciencias de la computacion
los arboles nos sirven para: almacenar y recuperar informacion; construir algorit-
mos eficientes para hacer busquedas; construir codigos eficientes para almacenar y

transmitir datos; modelar procedimientos que se realizan usando una secuencia de
decisiones.

TEOREMA 3.2.30 Sea G = (V, E) un grafo simple. Los siguientes enunciados son
equivalentes:
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1. G es un drbol.

2. G es conexo y |E|=|V|—1.

3. G no tiene ciclos y |E| = |V|—1.

4. En G hay exactamente un camino entre cada par de vértices.

5. G es conexo, pero si eliminamos una arista cualquiera, el grafo resultante no

€S conexo.

Los arboles tienen propiedades de minimalidad, en el sentido de que son los
grafos conexos con el menor nimero posible de aristas. Por esa razén, nos sirven
para modelizar redes de comunicacién con un minimo ntmero de conexiones entre

nodos.

DEFINICION 3.2.31 Un drbol generador (en inglés, se dice spanning tree) de un
grafo simple G es un subgrafo generador de G que ademds es un drbol; es decir, es

un subgrafo que es drbol y contiene todos los vértices de G.

EJempLO 3.2.32 El grafo de la derecha en un arbol generador del grafo G de la

izquierda:

Z
Z B B
M M
PM \ PM
Se Se
Ma Ma
el Arbol generador de G

Un grafo puede tener mas de un arbol generador; por ejemplo, abajo aparece
otro arbol generador del mismo grafo G.

PM

Se
Ma

Los drboles generadores se pueden usar para estudiar propiedades de los grafos y
definir sobre ellos algoritmos y funciones.
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EJEMPLO CON MAXIMA 3.2.33 En Maxima, el operador is_tree analiza si un grafo
es 0 no arbol.

( ) load (graphs)$

( ) is_tree (cube_graph(3));

(%02) false

( ) arb: create_graph (8,[[0,5],[0,6],[1,3],[2,4],[2,6],[2,7],[3,6]])%
( ) is_tree(arb);

( ) true

Podemos determinar arboles generadores de un grafo, concretamente aquellos que

contienen el menor nimero de aristas; para ello usamos el operador minimun_spanning tree.

(%i5) gt: create graph([1,2,3,4,5,6,7],
[[1,2],[1,6],[2,3], [2,4], [2,6], [2,7], [3.,4],
[4,5), [4,7], [5.6], [5,7], [6,7]])%

(%i6) sgt: minimum spanning tree(gt)$

(%i7) draw _graph(gt,vertex_size=4,
show_id=true ,show_edges=edges(sgt));

(%08) done

En el c6digo anterior hemos usado la opcion show_edges=edges (sgt) para que se

resalten las aristas del subgrafo sgt, es decir, del subarbol generador minimal. O

TEOREMA 3.2.34 Un grafo simple G es conexo si y sélo si tiene un drbol genera-
dor T.

Demostracion: Por definicion, un arbol es conexo y si es subarbol de otro gra-
fo, necesariamente este también serd conexo. Para demostrar que un grafo conexo
contiene un arbol generador, vamos a probar que podemos construirlo siguiendo el

siguiente proceso. Si G no es un arbol, entonces contiene un ciclo; si eliminamos una
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arista de este ciclo, estamos construyendo un subgrafo generador. En este subgrafo
repetimos el andlisis; si no es un arbol, entonces contiene un ciclo y eliminando una
de sus aristas construimos un nuevo subgrafo. Para construir el arbol generador, solo

tendremos que repetir el proceso eliminando tantas aristas como sea necesario. O

El algoritmo que hemos utilizado en la demostraciéon anterior nos permite de-
terminar facilmente un arbol generador. Vemos a continuaciéon otros métodos de

generacion de estos arboles mediante lo que se denominan arboles de busqueda.

Biasqueda en anchura. El siguiente algoritmo construye un arbol generador si-
guiendo un recorrido en el grafo mediante biisqueda en anchura. La bisqueda en
anchura es adecuada para resolver problemas de optimizacion, en los que se deba
elegir la mejor solucion entre varias posibles. También los usamos, por ejemplo, para
colorear grafos bipartitos o para encontrar el camino mas corto en un grafo entre

dos vértices.
1. Elegimos un vértice arbitrario vy, que llamaremos raiz.

2. Afiadimos todas las aristas incidentes en vyg.

3. Para cada uno de los vértices conectados con los vértices anadido en el paso
anterior, anadimos todas las aristas que inciden en ellos si el otro vértice que

conectan no se habia anadido ya al arbol.

4. Con los nuevos vértices, procedemos de la misma forma hasta aniadir todos los
vértices de arbol.

EJjeEmPLO 3.2.35 Empezando en el vértice v, vamos a construir un arbol generador

del siguiente grafo usando busqueda en anchura.

a / v
e
d a b c
v b e w /\ /\
d f e g
h ‘ ‘
c g w h

A la derecha mostramos el arbol generador dibujado con la forma habitual de
un arbol. O

Biusqueda en profundidad. El siguiente algoritmo construye un arbol genera-
dor siguiendo un recorrido en el grafo mediante bisqueda en profundidad. Esta
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buisqueda y los arboles asi construidos se usan, por ejemplo, para encontrar las com-
ponentes conexas o para comprobar si un grafo es aciclico (es decir, no contiene

ciclos).

= Elegimos un vértice arbitrario vy, que llamamo raiz.

» Construimos un camino que comenzando en vy y anadiendo sucesivamente
aristas y vértices mientras sea posible sin utilizar vértices ya anadidos al ca-

mino.

= Si el camino asi construido pasa por todos los vértices del grafo, entonces el
arbol generador es dicho camino. En caso contrario, retrocedemos al pentltimo
vértice del camino y, si es posible, formamos un nuevo camino que empiece en
este vértice y que pase por vértices no visitados.

= Si esto no se puede hacer, lo intentamos retrocediendo al vértice anterior.

= Repetimos el proceso hasta anadir todos los vértices.

EJemMpPLO 3.2.36 Empezando en el vértice f, hemos construido el arbol generador
del siguiente grafo mediante busqueda en profundidad.

f
|
" f !
\
b . e J
v w T~
h b
\ \
h w a
C g /\
v d
|
c
A la derecha, hemos dibujado el arbol con su forma habitual. O

EJEMPLO 3.2.37 Considera el grafo dado por la siguiente lista de adyacencia

[1]2|3[4 |56 |7 |89 10]11]12]13|14]15]16 |
214312693467 ][8]912]13
5/619[10]6| 5 |12/13| 8 [ 9 [12|11|12]13 |16 |15
7 10 13 | 14
11 14 15 | 16
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Un arbol generador construido mediante bisqueda en anchura es el siguiente

1
/\
2 5
6
/\
7 11
|
12
/\
13 15
e
8 14 16
9
/\
3 10

Aunque este dibujo no representa a todo el grafo, ya que no incluye todas las aris-
tas, si nos puede ayudar a estudiar sus propiedades; por ejemplo, podemos deducir

que el grafo es conexo, ya que incluye todos los vértices.

A continuacién, mostramos otro arbol generador construido mediante bisqueda

en profundidad. Para construir los caminos, elegimos los vértices segin el orden

numeérico.

1

\

2

\

6

/\
5 7

\
12

/\

11 13
/\
8 16

\

9 15

/\

3 14

4

10

Igual que en el arbol anterior, debemos tener en cuenta que este dibujo no re-

presenta a todo el grafo, ya que no incluye todas las aristas. O
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3.2.6. Isomorfismo de grafos

DEFINICION 3.2.38 Se dice que dos grafos simples Gy = (V1,E1) y Gy = (Va, E»)
son tsomorfos si existe una funcion biyectiva ¢: Vi — Vo tal que, para todo u,v €
Vi,

{u,v} € By siy solo si {¢(u),d(v)} € Eo

Decimos también que la funcion ¢ es un tsomorfismo de grafos.
Es decir, dos grafos son isomorfos si entre sus vértices existe una funcion biyectiva
que conserva las adyacencias en los dos sentidos. Matricialmente, esto significa que

existe una reordenacién de los vértices de G; y G2 de manera que las matrices de

adyacencia son exactamente iguales.

EJEMPLO 3.2.39 Los siguientes grafos son isomorfos

b d .
a c .
G1 = (V1, En) Go = (V2, Es)
Y el isomorfismo estéd dado por la siguiente biyeccién:
o V=W {a,b} € E1 <= ¢({a,b}) = {u,v} € Ey
a — u {a,c} € By <= ¢({a,c}) = {u,y} € Es
b — v {a,d} € By <= ¢({a,d}) = {z,u} € E
c =y {b,d} € By <= ¢({b,d}) = {v,z} € Es
d — x {¢,d} € By <= ¢({c,d}) = {z,y} € Es

La relacion de isomorfia entre grafos es una relacién de equivalencia. Cada clase
de equivalencia definida por esta relacién es un conjunto de grafos isomorfos que se

denomina grafo no etiquetado.

EJEMPLO 3.2.40 Los grafos G1 y G2 de la siguiente figura son isomorfos, basta

tomar la funcién dada por ¢(a;) = b;.

ay as b bs

ai ag a2 by by b3

Gy Go G
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Ambos, como grafos isomorfos, pertenecen a la clase representada por un grafo no
etiquetado que podemos dibujar, por ejemplo, como Gj. O

Por lo general, verificar si dos grafos son o no isomorfos es un problema bastante
complejo cuando trabajamos con grafos con gran ntimero de vértices. Para abordar el
problema, en primer lugar se analizan caracteristicas necesarias para que dos grafos
sean o no isomorfos y cuyo andlisis tenga poco coste computacional. Como ultimo
recurso, se procederia a la busqueda sisteméatica de un isomorfismo.

Por ejemplo, en primer lugar podriamos obtener y analizar lo que se llama in-
variantes de un grafo, es decir, magnitudes que se mantienen bajo isomorfismo. Si
dos grafos difieren en alguna de estas invariantes, no pueden ser isomorfos. Algunas

invariantes son:

1. Numero de vértices.
2. Numero de aristas.

3. Sucesion grdfica, es decir la lista de grados de los vértices, ordenados en orden
decreciente.

4. Numero de componentes conexas.

5. Numero de ciclos o circuitos de determinada longitud incluidos en el grafo.

Y otros caracteristicas que iremos estudiando a lo largo del tema, como coloracién,
planaridad,. . .

EJEMPLO 3.2.41 Los grafos G; y G2 no son isomorfos, aunque tiene el mismo
numero de aristas y vértices y la secuencia grafica es la misma en ambos grafos,
(3,3,2,2,2).

G1 GZ

Para demostrar que no son isomorfos, basta observar el grafo G5 contiene un ciclo
de longitud 3, mientras que (G1 no contiene ningun ciclo de longitud 3. O
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EJEMPLO 3.2.42 Los grafos dados por las siguientes listas de adyacencia no son

isomorfos.

G1 G
12]3|4|5|6|7|8|9 112]3|4|5|6|7|8|9
2(1(2(3(4]1|5|6|3 2(1(4(3(2]1]3]9/8
6(3]4|5|7|7|6 6(5(7(7/6/2]4

9 8 6 5

El nimero de vértices y aristas es el mismo, y la sucesién grafica también es la
misma en ambos grafos: (3,3,2,2,2,2,2,1,1). Sin embargo, el grafo G; es conexo y
solo tiene una componente conexa, mientras que el grafo Gy tiene tres, las formadas
por los siguientes conjuntos de vértices: {1,2,5,6},{3,4,7},{8,9}. O

EJEMPLO 3.2.43 Los siguientes grafo no son isomorfos.

z t / g
U v w x Y a b C d e
G1 GQ

Vemos que el ntimero de vértices y aristas es el mismo, y también lo es la sucesién
grafica. Ademds, ninguno de los dos contiene ciclos ni circuitos. En este caso, nos
podemos fijar en los dos vértices de grado 3 de los: en Gy, estos dos vértices estan
conectados, mientras que en Go, no lo estan. O

EJEMPLO cON MAXIMA 3.2.44 En Maxima, disponemos del operador isomorphism
que analiza si dos grafos son isomorfos y, en tal, caso determina un isomorfismo. Los
tres ejemplos que mostramos a continuacion tienen la misma secuencia grafica, pero
solo dos de ellos son isomorfos.

(%il1) load(graphs)$

(%i2) g4: create_graph([1,2,3,4,5],[[1,4],[1,5],[2,3],
2.,4],12,5],[3,4]])8
degree_sequence (g4 );

(%02) [2.2,2,3,3]

(%i3) gb: create_graph([1,2,3,4,5],[[1,2],[1,3],[1,5],
[2,3],[3,4],[4,5]])3
degree_sequence(gb);

(%03) [2,2,2,3,3]

(%i4) gb6: create_graph([1,2,3,4,5],[[1,4],[1,5],[2,4],
[2,5],03,4],[3,5]])%
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degree_sequence (g6 );
(%o4) [2,2,2,3,3]
(%i5) isomorphism (g4, gh);
(%05) [4—>3,5—>53—>2,1—>4,2—>1]
(%i6) isomorphism (g4 ,g6);
(%06) ]

3.2.7. Grafos Eulerianos

Los grafos eulerianos deben su nombre a Leonhard Paul Euler, que es consi-
derado el padre de la teoria de grafos. Esto se debe a que en 1736, resolvié ma-
teméticamente un entretenimiento habitual en la ciudad de Konigsberg (nombre de
la ciudad rusa actualmente conocida como Kaliningrado y que entonces pertenecia a
Prusia Oriental). Los habitantes de la ciudad se preguntaban si era posible recorrer
los siete puentes que en aquel momento permitian cruzar el rio Pregel, pero pasan-
do solamente una vez por cada puente (ver figura . Euler demostré que no era
posible hacerlo, ya que el niimero de puentes que se podian tomar era impar en més
de dos zonas o islas.

Figura 3.2: Mapa de la ciudad de Koningsber en el siglo XVIHEl

DEFINICION 3.2.45 Un camino de Euler o euleriano entre dos vértices distinos
u y v de un grafo, es un camino que recorre cada arista del grafo exactamente una
vez, es decir, un camino simple que recorre todas las aristas. Un circuito de Euler
o euleriano es un camino cerrado que recorre cada arista del grafo exactamente
una vez; si existe un circuito de Fuler, decimos que el grafo es euleriano.

Imagen de Bogdan Giugcd, CC BY-SA 3.0, tomada de Wikipedia. http://commons.wikimedia.
org/wiki/File:Konigsberg_bridges.png
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EJEMPLO 3.2.46 El grafo de la figura es euleriano, ya que todas sus aristas se pueden

recorrer con un circuito de euler.

a1 a2
as
a4 az
Un posible circuito de Euler es C = a1 a5 a3 a4 a5 as aq. O

EJEMPLO 3.2.47 Para el grafo de la figura siguiente, no es posible encontrar un
circuito de Euler, pero si es posible recorrer todas sus aristas con un camino de
Euler.

a a2

az Q4 as

Los caminos de Euler de este grafo deben conectar los vértices a; y ae y uno de ellos
es: C =aj a3z a4 as as a1 a4 as. O

EJEMPLO 3.2.48 El siguiente grafo no contiene ni caminos ni circuitos de Euler

az Q4 ag
ay as as ar

Los resultados siguientes fueron demostrados por Euler para justificar la impo-
sibilidad de realizar el recorrido por todos los puentes de Koningsberg y justifican
las afirmaciones hechas en el estudio de los ejemplos anteriores.

TEOREMA 3.2.49 Un grafo simple tiene un circuito de Fuler si y solo si es conexo
y todos los vértices son de grado par.

COROLARIO 3.2.50 Un grafo simple tiene un camino de Fuler entre los vértices u, v

sty solo st es conexo y esos vértices son los unicos con grado impar.
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Los dos resultados anteriores son validos también sobre multigrafos. De hecho,
el grafo que representa el pasatiempo de lo puentes de Kéningsber es un multigrafo.

Hallar caminos y circuitos de Euler es bastante simple y disponemos de varios
algoritmos para ello. Los méas conocidos son el algoritmo de Fleury y el algoritmo
de Hierholzer; este segundo es el mas eficiente y lo describimos a continuacién.

Algoritmo de Hierholzer. Se lo aplicamos a un grafo simple conexo cuyos vérti-
ces tienen grado par o que contiene exactamente dos vértices de grado impar.

1. Si el grafo tiene dos vértices de grado impar, elegimos uno de ellos; si todos
los vértices tienen grado par podemos elegir cualquier vértice.

2. A partir de ese vértice empezamos a recorrer aristas, sin repetir ninguna hasta

que no podamos continuar més.

Si hemos empezado en un vértice de grado impar, esto ocurrird necesariamente
construyendo un camino que termina en el otro vértice de grado impar. Si el
grafo solo tiene vértices de grado par, esto ocurrird necesariamente constru-

yendo un circuito que termina en el mismo vértice en el que lo hemos iniciado.

3. Si el camino o circuito contiene a todas las aristas, ya hemos terminado. En
caso contrario, elegimos un vértice del camino o circuito que hemos construido,
y en el que incidan aristas fuera del camino o circuito parcial construido.

4. A partir de ese vértice, construimos otro circuito recorriendo nuevas aristas
hasta que no podamos continuar méas. Este circuito terminara necesariamente
en el mismo vértice en el que hemos empezado. Este segundo circuito se puede

insertar en el camino o circuito que ya habiamos construido.

5. Siel camino o circuito contiene a todas las aristas, ya hemos terminado. En caso
contrario, repetimos el proceso descrito en el punto anterior hasta conseguir
incluir todas las aristas.

El algoritmo anterior es no determinista, ya que la eleccién de los vértices y la

construccion de los circuitos parciales se hace de manera arbitraria.
EJEMPLO 3.2.51 Vamos a determinar una circuito de Euler en el siguiente grafo

a
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Empezamos eligiendo un vértice y construyendo

un circuito que empiece y termine en ese vértice. b c
Por ejemplo, desde el vértice a podemos construir d
el circuito.

avbrer frcra

Excepto el vértice a, los demas vértices tienen aris-

tas incidentes que no hemos incluido en el circuito. b c
Elegimos uno cualquiera, por ejemplo e, y cons- d

truimos un circuito que empiece y termine en e y

utilizando aristas que todavia no hemos recorrido:

erdr frgpre *J

nsertamos entonces el circuito “verde” en el circuito “azu
I t t | to “verde” 1 to “azul”,

avbrer frcra
erdr frgre

y obtenemos un circuito que recorre méas aristas del grafo inicial

avbeerdr frgrer frcra

Las aristas {b, c}, {c,d}, y {d, b} no estan en el cir-
cuito parcial, elegimos una de ellas para construir b c
el siguiente. Por ejemplo, elegimos el vértice d y
la arista {d,b} para construir el siguiente circuito
parcial:

dw» by crd g

Insertamos este ultimo circuito en el anterior

avbeerdr frgrer frcra
—_——
d»bw»crd

y obtenemos el circuito de Euler del grafo inicial

avbreerdrbrcrdr frgrerfrcra a
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EJEMPLO 3.2.52 Consideremos el grafo dado por la siguiente lista de adyacencia:

abcdefgh
ceaabcbe

dgdccddyg

e fg e
fgh h

Todos los vértices tienen grado par, por lo que es euleriano. Vamos a utilizar la

busqueda primero en profundidad para construir los circuitos parciales en el algo-
ritmo de Hierholzer. Empezamos por el vértice a y vamos describiendo un circuito
eligiendo el primer vértice en la columna del cada vértice que no hayamos incluido
previamente. Indicaremos con un superindice el orden en el que vamos eligiendo y
recorriendo los vértices. Empezando en a vamos a c¢; en la columna de ¢, descartamos
a v vamos al siguiente vértice, que es d; en la columna d, descartamos ¢ y vamos al
siguiente vértice que es a, por lo que hemos construido el primer circuito.

atbcEd®efgh

ceatalbebe

BgdcPecddyg a—c—d—a
e fg e
frgh h

Borramos las aristas recorridas para ver mejor las que nos quedan por recorrer:

abcdefgh
e bcbe
g cddyg
e fg e
fgh h

El primer vértice de este circuito cuya columna tiene vértices sin visitar es ¢, asi

que a partir de él construimos el siguiente circuito parcial.

ab3cld562f6g4h

e2 el b e
a—|cl—d—a
g4 Cl d5d5g
e2 6 g e c—e—b—g—d—f—c
fg4 h h

Insertamos este segundo circuito en el anterior y obtenemos
a—c—e—b—g—d—-—f—-c—d—-a

Borramos las aristas que hemos incluido en el circuito para visualizar mejor las

aristas pendientes

abcde fgh
e

g

g e

h h
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Figura 3.3: Ciclo hamiltoniano en el juego icosianoﬂ

El primer vértice con una arista incidente fuera del circuito es e; a partir de él,
construimos el ultimo circuito que insertaremos:

abcde fg*hd

€ a—c—[e]l-b-—g—d—-f—-c—d-a

2 1 e—g—h—e

Por lo tanto, el resultado es:
a—c—e—g—h—e-b—g—d—-—f—-c—d—-a

Vemos a continuacion el dibujo del grafo con las aristas numeradas siguiendo el
orden de recorrido en el circuito de Euler.

c (2) e
(1) (10) (6) @
a an »f b (3) »h
(12 (9) (7) (4)
d (8) g

3.2.8. Grafos hamiltonianos

Los grafos hamiltonianos toman su nombre del matematico irlandés William
Rowan Hamilton, que en 1857 presenté ante la Asociaciéon Britdnica un juego lla-
mado Juego Icosiano. Este juego contenia un tablero en la que aparecia dibujado

2La imagen de la izquierda ests tomada de la web de The Puzzle Museum,
(http://puzzlemuseum.com/month/picm02/200201hamilton. jpg).
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un dodecaedro cuyos vértices estaban etiquetados con el nombre de veinte ciudades
importantes y el objetivo era encontrar recorridos cerrados a través de las veinte
ciudades que pasaran exactamente una vez por cada una de ellas. El juego no tuvo
mucho éxito comercial y, aunque su origen estaba en unos estudios sobre estructuras
algebraicas que generalizaban a los nimeros complejos, suponia formular por prime-
ra vez el problema de encontrar en un grafo lo que en adelante se llamarian ciclos
de Hamilton.

DEFINICION 3.2.53 Un camino de Hamilton o hamiltoniano entre dos vérti-
ces distintos u y v, es un camino que pasa por cada vértice del grafo exactamente
una vez, es decir, un camino elemental que recorre todos los vértices. Un ciclo de
Hamilton o hamailtoniano es un camino cerrado que recorre todas los vértices del
grafo exactamente una vez. Un grafo se dice hamiltoniano si contiene un ciclo de

Hamilton.

El grafo que aparece a la derecha en la figura contiene un ciclo de Hamilton,
que aparece resaltado en azul.

EJeEmMPLO 3.2.54 El siguiente grafo contiene ciclos de Hamilton, por ejemplo, el que
aparece resaltado en rojo: C' =a cbd e a;

be————eo ¢

EjeEmMpLO 3.2.55 El siguiente grafo no contiene ciclos de Hamilton, pero si contiene
caminos de Hamilton: el que aparece resaltado en verde.

ae b

EJjeMPLO 3.2.56 El siguiente grafo no contiene ni ciclos ni caminos de Hamilton.

b i
: : : ;

Grados en Ingenieria Informaética, del Software y de Computadores



170 Matematica discreta

El estudio de la existencia de caminos o ciclos de Hamilton es mucho maés com-
plejo que el correspondiente para los caminos y circuitos de Euler. No disponemos
de resultados que caractericen los grafos que contienen estos caminos y que estén
basados en los grados de los vértices. Tampoco hay algoritmos eficientes para de-
terminar, si es posible, este tipo de caminos. Los siguientes resultados establecen
condiciones suficientes, pero no necesarias, para afirmar la existencia de ciclos de

Hamilton.

TEOREMA 3.2.57 (DIRAC) Sin > 3 es el niumero de vértices de un grafo simple
n
y todos ellos tienen grado mayor o igual a 57 entonces el grafo contiene un ciclo

hamiltoniano.

TEOREMA 3.2.58 (ORE) Sin > 3 es el nimero de vértices de un grafo simple y
para cada par de vértices NO adyacentes u, v, se verifica que 6(u) + 6(v) > n,

entonces el grafo contiene un ciclo hamiltoniano.

El ejemplo no verifica ni la condicién del teorema de Dirac ni la condicién
del teorema de Ore. Sin embargo, eso no permite concluir que el grafo no contenga
ciclos de Hamilton, debemos realizar la busqueda sistematica de un ciclo y comprobar
que no es posible hacerlo.

El ejemplo no verifica la condicién del teorema de Dirac, ya que el grado
del vértice e es 2 < % Sin embargo, si verifica la condicién del teorema de Ore.

EJempLO 3.2.59 El siguiente grafo no verifica ni la condicién del teorema de Dirac,

ni la condicién del teorema de Ore, sin embargo, si contiene un ciclo de Hamilton:

C=abcdea

Y |
O

Para demostrar que un grafo no es hamiltoniano, podemos usar el siguiente
resultado, que establece una condicién necesaria, pero no suficiente.

TEOREMA 3.2.60 Si G un grafo hamiltoniano y H un subgrafo de G obtenido eli-
minando n vértices (y las aristas incidentes en ellos), entonces el nimero de com-
ponentes conexas de H es menor o igual que n.
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Es decir, si al quitar n vértices obtenemos mas de n componentes conexas, po-
demos afirmar que el grafo no es hamiltoniano.

EJjeEmpPLO 3.2.61 El grafo G no es hamiltoniano, ya que su subgrafo H tiene dos
componentes conexas y se ha obtenido eliminado solamente un vértice, el as:

al a9 a]je————— e (2
as
a4 as aje— o3
G H

EJEMPLO CcON MAXIMA 3.2.62 El operador hamilton_cycle determina si un grafo
es 0 no Hamiltoniano y en tal caso calcula el ciclo de Hamilton.

( ) load (graphs)$

( ) k33: complete_bipartite_graph(3,3)$
(%i3) hk33: hamilton cycle(k33);

(%03)  [0,5,2,4,1,3,0]

Utilizando la opcién show_edges del operador draw_graph podemos ver el dibujo
de un grafo en el que se resalte un determinado camino, por ejemplo el ciclo de
Hamilton de un grafo hamiltoniano.

(%i4) draw graph(k33,show_edges=vertices to cycle(hk33));
(%04) done

También podemos determinar el camino de Hamilton contenido en un grafo se-
mihamiltoniano. Por ejemplo, sabemos que el grafo K3 4 no es hamiltoniano, pero si

es semihamiltoniano.
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(%i5) k34:complete_bipartite_graph(3,4)$
hamilton_cycle (k34);

(%05) ]

(%i6) hk34: hamilton_path (k34);

(%06) [6,2,5,1,4.,0,3]

En este caso, el operador vertices_to_path en la opcién show_edges también

nos permite visualizar el camino de Hamilton.

(%i7) draw_graph (k34 ,show_edges=vertices_to_path (hk34));
(%07) done

3.2.9. Planaridad

DEFINICION 3.2.63 Se dice que un grafo es plano si puede dibujarse en el plano
sin que se corten ningun par de aristas.

Por ejemplo, las figuras
V2 V2

V1 (OR} V5 V3

U5 V4 U1 V4

son dos dibujos distintos del mismo grafo; el de la izquierda presenta intersecciones
de aristas mientras que el de la derecha no. Por lo tanto, el grafo es plano.
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EJEMPLO cON MAXIMA 3.2.64 En Maxima, podemos analizar la planaridad de un
grafo utilizanado el operador is_planar.

(%il) load(graphs)$

(%i2) g9: create_graph(7, [[0,1],[0,5],[1,2],[1,4],
[2,3], [0,3], [2,5],[3,6],[4,5],[4,6],[5,6]])%
is_planar (g9);

(%02) false

El algoritmo bésico que utiliza Maxima para generar la representacién grafica
de un grafo, no produce siempre una representacién plana. Sin embargo, también
permite elegir entre varios programas para determinar la posicion final de los vértices
en la representacion gréfica; por ejemplo, planar_embedding fuerza la representacion

plana en la “mayoria” de las situaciones.
(%i3) draw_graph(complete_graph(4),redraw=true

program=planar_embedding );
(%03) done

Una representaciéon plana de un grafo divide al plano en regiones, las partes
del plano que quedan delimitadas por las aristas y los vértices, en donde la parte
externa, no acotada, también se considera regién. Por ejemplo, el grafo completo Ky,
determina las cuatro regiones numeradas en la siguiente figura.

En un grafo plano y conexo, el nimero de vértices, el niimero de aristas y el
nimero de regiones estan relacionados por la férmula de Euler.
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TEOREMA 3.2.65 (FORMULA DE EULER) Sea G = (V, E) un grafo plano conezxo
con |V| =w, |E| =e, y sear el nimero de regiones de una representacion plana de
G. Entonces, v—e+1r =2

COROLARIO 3.2.66 El grafo K33 es un grafo no plano.

Demostracién: Si K3 3 fuese plano, por la férmula de Euler, su representacién pla-
na dividiria el plano en 9 — 6 + 2 = 5 regiones; vamos a ver que esto es no posible.
Por ser bipartito, el grafo K33 no puede contener ciclos de longitud 3, ya que C'3 no
es bipartito. Por lo tanto, los ciclos contenidos K33 deben tener al menos 4 aristas.
En consecuencia, cada regién debe estar acotada por un ciclo de al menos 4 aris-
tas. Dado que ademads cada arista es comun a dos regiones, se debe verificar que
4r < 2e = 18, es decir, 7 < 4.5. O

Observamos que en esta demostracién solo hemos usado que el grafo K33 no
contiene ciclos de longitud tres, y que como minimo los ciclos que contengan tendran
longitud 4. De ahi hemos deducido que todo grafo plano sin ciclos de longitud 3 debe
verificar que 4r < 2e y, en consecuencia, por la férmula de Euler:

2e>4dr=4(e—v+2)=4e—4v+8 == e<2v—4

Esta condicién necesaria de planaridad se puede usar para deducir que un grafo no
es plano, tal y como establece el siguiente resultado.

COROLARIO 3.2.67 Si G es un grafo simple conexo con v > 3 wvértices, e aristas,

no contiene ciclos de longitud 3 y verifica que e > 2v — 4, entonces G no es plano.

En general, si un grafo plano contiene ciclos de longitud 3, solo podriamos deducir

que 2e > 3r y en consecuencia,
2¢e>3r=3(e—v+2)=3e—3v+6 = e<3v—6

Obtenemos entonces una condicién necesaria de planaridad més general. Esta con-
dicién, igual que la anterior, es necesaria, pero no suficiente. Por ejemplo, he-
mos visto que K33 no es plano y, sin embargo, si verifica la desigualdad anterior:
e=9<3-v—6=3-6—6=12. Por esta razén, esta condicién se utiliza igualmente

para deducir que un grafo no es plano.

COROLARIO 3.2.68 Si G un grafo conexo con v > 3 vértices y e aristas y verifica

que e > 3v — 6, entonces G no es plano.

COROLARIO 3.2.69 FEl grafo K5 no es plano.

Demostracion: Para el grafo K5, 3-v—6=3-5—-6=9 < 10 = e y por lo tanto,
no es plano. O
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Finalmente, podemos obtener otra condicion necesaria de planaridad a partir del
teorema de Euler sobre los grados de los vertices en un grafo simple:

COROLARIO 3.2.70 Todo grafo plano conexo tiene un vértice de grado menor o igual
ad.

Demostracion: Si todos los vértices tuvieran grado mayor que 5, entonces

ez%Zé(m)Z

zeV

v > 3v > 3v— 6,

N | Ot

y en consecuencia el grafo no seria plano.

Hemos destacado entre los resultados anteriores el hecho de que los grafos K5 y
K3 3 no son planos. Esto se debe a que, estos grafos nos van a permitir caracterizar
los grafos planos con el teorema de Kuratowski. Antes de enunciar este teorema,
necesitamos introducir el concepto de homeomorfismo de grafos.

DEFINICION 3.2.71 Decimos que el grafo G1 es homeomorfo a Gy si uno de ellos
se puede obtener a partir de el otro insertando vértices en alguna de sus aristas.

Por ejemplo, los tres grafos de la figura son homeomorfos:

Es obvio que si anadimos vértices en medio de una arista, no cambiamos la condi-
cién de planaridad del grafo. El matematico polaco Kazimierz Kuratowski establecid
en 1930 el siguiente teorema que caracteriza los grafos planos utilizando el concepto
de homeomorfismo de grafos.

TEOREMA 3.2.72 (KURATOWSKI) Un grafo es no plano si, y sélo si, contiene un
subgrafo que es homeomorfo al grafo Ks ¢ al grafo K3 3.

Es decir, podemos deducir que un grafo no es plano si podemos obtener el grafo
K35 o el grafo K33 eliminando vértices (y las aristas que inciden en él), eliminando
aristas o eliminando vértices de grado dos uniendo las aristas que inciden en él en
una Unica arista.

EJEMPLO 3.2.73 El siguiente grafo se conoce como grafo de Petersen y no es
plano.
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V6

V10 v7

Vamos a construir un subgrafo homeomorfo a K33 para demostrar que efectiva-
mente no es plano. En primer lugar construimos un subgrafo eliminando el vértice

v10 y todas las aristas que inciden en él.

Ny

Este grafo es homeomorfo a K333, lo que se puede observar facilmente si eli-
minamos los vértices vz, vg y v9, pero manteniendo las aristas {ve,vs}, {vi,v7} y
{U47 US}:

N Sy

3.2.10. Coloracién de Grafos

Colorear los vértices de un grafo consiste en asignar un color a cada vértice del
grafo de manera que dos vértices adyacentes no tengan el mismo color.

DEFINICION 3.2.74 Sea G = (V, E) un grafo simple y C un conjunto de m elementos
(colores). Una coloracion con m colores de los vértices del grafo G es una funcion
c: V= C tal que siu,v € V y{u,v} € E, entonces c(u) # c(v).

La denominacién coloracion viene del problema mé&s representativo asociado a
este concepto, la coloraciéon de un mapa de tal forma que paises o provincias con

frontera comun no estén coloreadas con el mismo color.
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Cérdoba

Granada
Malaga

El grafo asociado a este mapa tiene por vértices a las provincias y las aristas unen

las provincias con frontera comun.
/CoiJ a
Hu—g ‘
/Gr—Al
/I\/Ia

Ca

En el mapa de Andalucia hemos utilizado ocho colores diferentes, lo que natural-
mente asegura una coloracién, pero jcual es el menor nimero de colores necesario?
En 1976 se demostré el denominado teorema de los 4 colores, que se habia con-
jeturado en 1852, y que establece que no necesitamos mas de 4 colores.

TEOREMA 3.2.75 (GUTHRIE/ APPEL/ HAKEN) Todo grafo plano se puede colorear
con cuatro colores o menos.

Por ejemplo, para colorear el mapa de Andalucia son suficientes tres colores:

El menor ntimero de colores necesario para colorear un grafo se denomina nime-

ro cromatico del grafo, y se denota x(G). Por lo tanto, para determinar que el
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nimero cromético de un grafo es m, es necesario en primer lugar encontrar una
coloracion con m colores y, en segundo lugar, demostrar que no es posible colorear

con menos colores.

EJEMPLO cON MAXIMA 3.2.76 En Maxima, disponemos de operadores que nos de-
terminan el niimero cromatico de un grafo y calculan una coloracién 6ptima.

(%il) load(graphs)$

(%i2) gcol:create_graph([1,2,3,4,5,6,7,8],[[3, 4].,[4, 8],
[2,5],[1,8],[5,6],[7,8],[4,7],[2,6],[1,4], [3 71,
[2,7],[6,8],[2,3],[3,5],[1,6],[1,5]])%

(%i3) chromatic_number (gcol)

(%04) 4

Por otra parte, vertex_coloring, también devuelve el nimero cromatico pero
incluyendo una coloracién con ese niimero de colores. Los colores estan representados

por ntimeros naturales

(%i5) vertex_coloring(gcol);
(%05)  [4,[[8,2],[7,4],[6,1],[5,4],[4,1],[3,2],[2,3],[1,3]]]

Es decir, los vértices 4 y6 estan coloreados con el color 1, los vértices 3 y 8 con el
color 2, los vértices 1 y 2 con el color 3 y los vértices 5 y7 estan con el color 4. Podemos

visualizar el grafo con diferentes colores usando la opcion vertex_partition.
(%i6) draw_graph(gcol ,vertex_size=4,show_id=true,

vertex_partition=[[1,2],[3,8],[4,6],[5,7]]);
(%072) done

No existe ningun algoritmo que de forma eficiente determine el niimero cromatico
de un grafo y la coloracién con el menor nimero de colores. El siguiente algoritmo
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permite obtener facilmente una coloraciéon de un grafo, pero no garantiza que se use

el menor numero de colores.

= Empezamos ordenando los vértices segin el orden decreciente de sus grados,

d(v1) > 0(v2) > ...0(vp—1) = 0(vy)

» Asignamos el primer color al vértice vy, es decir: ¢(vy) = 1y, siguiendo la
secuencia, a los vértices que no sean adyacentes a él y a los que coloreemos

con el mismo color.

= Asignamos el segundo color al primer vértice de la secuencia al que no se le
haya asignado el primer color, y siguiendo la secuencia a los vértices que no

sean adyacentes a él y a los que coloreemos con el mismo color.

= Siguiendo la lista ordenada de vértices, repetimos el proceso hasta colorear

todos los vértices.

EJEMPLO 3.2.77 Consideremos el grafo

b €

Una ordenacién de los vértices segiin su grado seria

Grados|4|4(4(4|4|2|2
Vértices|b|c|d|e|f|a|g

Asignamos el color 1 al vértice b, después al vértice f. El resto de vértices son
adyacentes a b o a f.

Grados|4(4(4|4(4|2|2
Vértices|b|c|d|e| flalg
Color|1 1

Asignamos el color 2 al vértice ¢ y después al vértice e. El resto de vértices sin

colorear son adyacentes a c o a e.

Grados|4|4(4(4|4|2(2
Vértices|b|c|d|e| flalg
Color|1|2| (2|1
Finalmente, asignamos el color 3 a los vértices d, a y g.
Grados|4|4(4(4|4|2(2
Vértices|b|c|d|e|f|a|g
Color|1(2(3(2|1|3|3

Mostramos el grafo identificando el color 1 con el rojo, el color 2 con el verde y el
color 3 con el azul.
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Por lo tanto, hemos coloreado el grafo con tres colores, pero todavia no podemos
concluir que su nimero cromético sea 3. Necesitamos probar que no es posible co-
lorearlo con solamente dos colores. Sin embargo esto es bastante inmediato, ya que
el grafo contiene ciclos de longitud 3, que evidentemente no se pueden colorear con
menos de tres colores. O

Debemos insistir en que el algoritmo mostrado en el ejemplo anterior no produce
necesariamente una coloracién Optima, con el menor nimero de colores posible.
Dependiendo de la ordenacién inicial de los vértices, el nimero de colores necesarios
puede ser diferente.

EJEMPLO 3.2.78 Los vértices del grafo siguiente tienen grado 2, por lo que podemos
aplicar el algoritmo de coloracion a partir de cualquier ordenacion de sus vértices.
Si utilizamos la ordenacion dada por los subindices utilizados en las etiquetas, nece-

sitamos tres colores:

a2 a4 a6

aj|az|as|aq|as|ag

a as as

Sin embargo, la ordenacién [a1, a3, as, a2, a4, ag] si permite construir una coloracién

con dos colores, que es evidentemente su nimero cromatico.

as a4 Qg

ajp|asias|az|a4|ae

El algoritmo, por tanto, nos dard una cota superior del nimero cromético, pero
necesitaremos analizar si es o no posible realizar la coloracién con menos colores.
Para este trabajo, utilizaremos el nimero cromético conocido de otros grafos, como

los grafos bipartitos, grafos completos o ciclos.
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EJeEMPLO 3.2.79 El ntmero cromaético del grafo K, es n, ya que no es posible co-
lorear dos vértices con un mismo color, puesto que todos los pares de vértices estan
conectados al ser completo. O

PROPOSICION 3.2.80 Si un grafo contiene un subgrafo isomorfo a K,, entonces su
numero cromdtico es mayor o igual que n.

EJeMPLO 3.2.81 El ntmero cromético de un grafo bipartito es dos. Es més, un grafo
es bipartito si y solo si su niimero cromatico es 2. Estas afirmaciones son evidentes,
si el grafo es bipartito, asignamos un color a los vértices de una de las partes y el
segundo color a los vértices de la otra parte.

De la misma forma, si un grafo se puede colorear con solo dos colores, los con-
juntos de vértices coloreados con el mismo color determinan las dos partes del grafo
bipartito. O

EJEMPLO 3.2.82 Sin es par, el grafo C,, es bipartito y, en consecuencia, su ntmero
cromatico es 2. Sin embargo, si n es impar, necesitamos un tercer color, es decir, su

numero cromatico es 3. O

Aplicar y utilizar conceptos y algoritmos de la teoria de grafos requiere modelizar
un problema de manera adecuada usando los grafos. Esa parte de la resolucion de
un problema puede ser compleja y requiere entender que la conexiéon que definen las
aristas pueden corresponder con aspectos muy diversos.

Un problema tipico en el que se usa la coloracién de grafos es la creacién de un
calendario de exdmenes. En este problema, se busca que en el mismo dia no coinci-
dan dos examenes si un mismo alumno tiene que realizar esos dos examenes. Para
plantear este problema con teoria de grafos, consideramos que las asignaturas son
los vértices de un grafo y que las aristas conectan dos asignaturas que comparten es-
tudiantes. De esta forma, una coloracién éptima del grafo nos dirfa el menor niimero
de dias o franjas necesarias para programar todos los examenes de forma que todos

los alumnos puedan presentarse a sus asignaturas.

EJEMPLO 3.2.83 En un laboratorio hay una serie de compuestos quimicos, a, b, c,
d, e, f, g, h que transportar a otro laboratorio. Por cuestiones de seguridad, no se
pueden mover juntos dos compuestos que puedan reaccionar si hay un accidente. Las

reacciones peligrosas vienen descritas por las adyacencias definidas por la siguiente
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tabla.

abcecde fgh
baabbcde
cdeechef
efgd hyg
g
h

Una coloracién del grafo descrito por esta tabla, los grupos de productos que pode-
mos trasladar en un mismo viaje y la coloracién optima nos daria el menor niimero
de viajes necesario. Vamos a construir una primera coloracién. El primer color (en

este caso primer traslado) se lo asignariamos a los compuestos e y a.

Grados|5[3(3|3|3|3|2|2
Vértices|e|b|c|d|g|h|a| f
Color|1 1|1

El segundo color se lo podriamos asignar a b, ¢y g.

Grados|5|3|3
Vértices cld|glhla
Color|1{2|2| |2] |1]1

w
w
w
[\
[\

)
S
QU
>
—

Finalmente, necesitariamos un tercer color para d y h.

Grados|5(3|3[3|3
Vértices a
Color|(1]2(2]3]2|3[1|1

w
[\
[\

)
S
QU
>
Ry

También podemos concluir que no es posible hacer menos viajes para trasladar to-
dos los compuestos, ya que el camino C' = ebde es un subgrafo isomorfo a K3, cuyo
nimero cromético es 3, segtin hemos visto en el ejemplo [3.2.79 O

3.2.11. Arboles con raiz ordenados

En la construccién de los arboles de busqueda de las secciones anteriores hemos
partido de un vértice, que en principio se puede elegir arbitrariamente, pero que
por lo general tendra un significado destacado en la aplicacién. Este nodo destacado
recibe el nombre de raiz. Habitualmente, los drboles se dibujan tal y como hemos
hecho en los ejemplos de las secciones anteriores, orientando hacia abajo los caminos

que conectan la raiz con el resto de vértices.
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a e
‘ /\
b b /
/{\ /’\
¢ d T a c d
f
Arbol con raiz a Arbol con raiz e

De esta forma, la disposicién de los vértices determina un orden entre los vérti-
ces, y por ello, los arboles con raiz pueden ser considerados como grafos dirigidos.
Ademas, ese orden establecido por la posicién relativa de los vértices introduce los
siguientes conceptos.

Si T es un arbol con raiz y v un vértice distinto de su raiz: el padre de v es
el tnico vértice u tal que hay una arista desde u hasta v en el camino que une v
con la raiz; decimos igualmente que v es hijo de u. Los vértices con el mismo padre
se llaman hermanos. Los antecesores de un vértice v son todos los vértices del
unico camino desde la raiz hasta v. Los descendientes de un vértice v son aquellos
vértices para los que v es un antecesor. Un vértice se dice que es una hoja si no tiene
hijos. Los vértices internos son los vértices que tienen hijos; la raiz se considera
vértice interno, a menos que sea el inico vértice del grafo, en cuyo caso, se considera
hoja. Si v es un vértice de T', el subarbol con raiz en x es el subgrafo que contiene al
v, a todos sus descendientes y a todas las aristas incidentes en dichos descendientes.

El nivel de un vértice en un arbol con raiz es la longitud del inico camino desde
la raiz hasta dicho vértice; se considera que el nivel de la raiz es cero. La altura
de un arbol con raiz es el maximo de los niveles de sus vértices. Un arbol con raiz
m~ario de altura h se dice que estd equilibrado si todas sus hojas estdn en los
niveles h o h — 1.

Un arbol con raiz se llama arbol m-ario si todos los vértices internos tienen,
a lo sumo, m hijos; en particular, se dird binario si cada vértice interno tiene a
los sumo 2 hijos, ternario si cada vértice interno tiene a los sumo tres hijos. El
arbol se llama m~ario completo si cada vértice interno tiene exactamente m hijos.
Los arboles m-arios completos se usan habitualmente en problemas de btisqueda,
ordenacion y codificacién.

a r
b c d u v w
T T~ /N |
€ f g h ) J x Y z
Arbol ternario completo Arbol ternario no completo

TEOREMA 3.2.84 Un drbol de n vértices tiene n — 1 aristas.
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TEOREMA 3.2.85 Un drbol m-ario completo con i vértices internos tienen = i-m+1

vértices.
TEOREMA 3.2.86 Un drbol m-ario de altura h tiene, a lo sumo, m" hojas.

Estos resultados permiten abordar problemas en los que necesitemos contar vérti-

ces, aristas, hojas,...en estructuras fisicas o virtuales dispuestas en forma de arbol.

EJEMPLO 3.2.87 Si sabemos que un arbol ternario es completo y tiene 34 vértices
internos, entonces tiene 34 - 3 + 1 = 103 vértices en total; y por lo tanto, tiene
103 — 1 = 102 aristas. El nimero de hojas serd el ntimero total de vértices menos

los vértices internos, es decir, 103 — 34 = 69. O

EJEMPLO 3.2.88 Si sabemos que un arbol completo de aridad 5 tiene 817 hojas
podemos saber cudntos vértices internos tiene. Si n es el niimero total de vértices y i
es el nimero de vértices internos, entonces sabemos que n = i+ 817 y que n = 5i+1;
eliminando la variable n, podemos despejar el valor de i:

816
1+ 817 =51+1 = 816 = 41 - i:T:2O4 O

EJEMPLO 3.2.89 En un aula necesitamos conectar 25 ordenadores a un tnico en-
chufe de pared. Para ello, disponemos de cables de extensién con con cuatro salidas

cada uno. ;Cudl es el nimero minimo de estos cables que necesitamos?

La disposicion de los cables, sea cual sea la configuracién, tendré la forma de un
arbol con raiz (el aula) que serd de aridad 4 y serd completo. Dado que tenemos
que conectar 25 ordenadores, necesitaremos que el arbol formado tenga 25 hojas,
va que los vértices internos se utilizan para conectar los propios cables. Ademaés, en
este caso, el nimero de cables coincidira con el niimero de vértices internos de la
configuracién. Repetimos el desarrollo que hemos hecho en el ejemplo anterior para

calcular este nimero de vértices internos:

1+20 =41 +1 = 24 =3¢ = 1= — =28 O

Arboles con raiz ordenados Un arbol con raiz ordenado es un arbol con
raiz en el que los hijos de cada vértice interno estdn ordenados. Este orden se refleja

en su representacion, disponiéndolos de izquierda a derecha segin este orden.

Por ejemplo, los siguientes drboles son iguales (isomorfos) si los consideramos
como grafos, pero no son iguales si los consideramos con arboles con raiz ordenados,
ya que la hoja e y el subarbol con raiz d estan dispuestos en distinto orden.
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b/\ bA
dA Ad
N N
9 f 9

Los arboles con raiz ordenados se usan para representar expresiones algebrai-
cas, enunciados, expresiones gramaticales,... En estos casos, las hojas del arbol se
etiquetan con variables o constantes de algin dominio numérico o semantico, y los
vértices interiores se etiquetan con operadores definidos en ese dominio. Es funda-
mental considerar el orden en un arbol cuando consideramos operaciones que no
son conmutativas (como la diferencia o la divisién entre niimeros), pero también si

queremos forzar un orden en la evaluacion.

En un arbol ordenado, los hijos de los vértices binarios se denominan hijo
izquierdo, el primero, e hijo derecho, el segundo; ademds, los correspondiente
subarboles se denominan subarbol izquierdo y subarbol derecho respectiva-

mente.

EJEMPLO 3.2.90 La expresién algebraica (((3: +y)* z) — (u * v)) se representa con
el siguiente arbol ordenado:

S
>

+
/N

Una operacién importante cuando trabajamos con arboles ordenados es el reco-
rrido de sus nodos, ya sea para la evaluacién en el caso de representar expresiones
algebraicas o para la busqueda de informacién representada con este tipo de drboles.

Recorrido en orden previo. Este recorrido corresponde a la bisqueda en an-
chura, que ya hemos aprendido anteriormente, empezando desde la raiz.

= Si T solo consta de la raiz, entonces r es el recorrido en orden previo de T.

» En otro caso, si v1,v2,...,v; son los hijos de r (leidos de izquierda a dere-
cha) en T'y T, T3, ..., T}, los subarboles correspondientes, el recorrido en orden
previo empieza por visitar la raiz r contintia recorriendo 7} en orden previo,
después T» en orden previo y asi sucesivamente hasta que Tj.
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EJEmMPLO 3.2.91 El recorrido en orden previo dara la secuencia de vértices en el
orden dado por ese recorrido. Vamos a obtener esta secuencia para el siguiente

arbol.

r

T

v S

NN

U w p q

T Yy z

Representamos por T, el subarbol con raiz en o que estd pendiente de recorrido.

r—"T, — T,
r—v—u—"T,—T;s
r—v—u—w—x—y—z—1Ts

r—v—U—W—T—Y—2—8S—p—(

Aunque mostramos tres secuencias previas a la que definitivamente da el recorrido,
esta ultima secuencia debe obtenerse directamente. O

Recorridos en orden posterior. Este recorrido corresponde a la bisqueda en
profundidad, pero recorriendo el drbol desde las hojas a la raiz.

= Si T solo consiste en la raiz, entonces r es el recorrido en orden posterior de T'.

» En otro caso, si vy, vy, ..., v son los hijos de r (leidos de izquierda a derecha)
en T y 11,15, ...,T} los subarboles correspondientes, entonces el recorrido en
orden posterior empieza por recorrer 17 en orden posterior, después 75 en

orden posterior, asi sucesivamente hasta que T}, y termina visitando la raiz r.

EjEmMPLO 3.2.92 El recorrido en orden posterior dara la secuencia de vértices en
el orden dado por ese recorrido. Vamos a obtener esta secuencia para el siguiente

arbol.

r

T

AN

u w p q

T Yy z

Representamos por T, el subarbol con raiz en o que esta pendiente de recorrido.
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Ty —Ts—r
u—Ty—v—Ts—r
U—r—y—2z—w—v—"Tg—1r

U—T—Y—2—W—V—P—Qq—85—T

Aunque mostramos tres secuencias previas a la que definitivamente da el recorrido,

esta ultima secuencia debe obtenerse directamente. O

Se pueden realizar otros recorridos en un arbol dependiendo de la aplicacién con
la que estemos trabajando. Por ejemplo, en los arboles binarios se puede usar el
recorrido en orden simétrico y en general también podemos utilizar las busquedas
en profundidad para determinar los recorridos, ya sea de la raiz a las hojas o de las
hojas a la raiz.

Una de las aplicaciones de los recorridos que acabamos de introducir es obtener
la representacion de expresiones algebraicas, y expresiones sintacticas en general, sin
necesidad de usar paréntesis y situando los operadores ya sea de forma prefija o de
forma postfija o sufija.

2
EJEMPLO 3.2.93 La expresién algebraica (z —4)? (%) se escribe de la siguiente

forma usando operadores binarios y paréntesis

((z—=4)12) % ((y+2)/3)
y se representa por el siguiente arbol con raiz ordenado

*

/\
T /

N
- 2 + 3

8 NN
T 4 Y 2

El recorrido en orden previo estd dado por la secuencia
x T —xd2/4+ y23

que determina la férmula sin ambigiiedades si consideramos que los operadores estan
escritos de forma prefija. O

EJempPLO 3.2.94 La Notacion polaca recibe su nombre de la escuela polaca de
l6gicos, que escribian los operadores 1égicos de forma postfija, es decir, primero los
argumentos y luego el operador. En términos de recorridos de drbol, esto corresponde
a escribir el recorrido del arbol sintactico en orden posterior.
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Volvamos a considerar la expresién algebraica ((z —4) 1 2) * ((y + 2)/3) repre-
sentada por el siguiente arbol con raiz ordenado

/\/
/[\
N SN

- 2+
NN

Tz 4 y 2

3

El recorrido en orden posterior estd dado por la secuencia
x4 —27Ty2+43/x

que determina la férmula sin ambigiiedades si consideramos que los operadores estan
escritos de forma postfija o sufija. O

3.2.12. Grafos Ponderados

DEFINICION 3.2.95 Un grafo (simple) ponderado es una terna G = (V, E,w) tal
que G = (V, E) un grafo simple y w: E — R" es una aplicacién, que se denomina
funcion peso.

Los grafos ponderados permiten representar muchos problemas (redes de trans-
porte en donde el peso representa la distancia, redes de comunicacién en donde el
peso representa el coste,. .. ) Se pueden considerar grafos ponderados mas generales,
por ejemplo considerando pesos sobre un grafo dirigido o sobre un multigrafo o tam-
bién considerando pesos negativos. En este curso, solo vamos a trabajar con grafos
simples ponderados.

Cuando representamos graficamente un grafo ponderado, etiquetamos cada arista
con el peso asignado por la aplicacion w.

b 5 d
4 6
a 1 2 z
8
2 3
¢ 10 c (3.1)

También podemos describir una grafo ponderado utilizando su matriz de pesos:
a partir de una ordenacién de los vértices, el elemento (7,7) de la matriz es el peso

de la arista que une el i-ésimo vértices con el j-ésimo vértice, y es un ‘guién’, —,
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si los vértices no estan conectados. El grafo de arriba se describe por la siguiente

matriz de pesos, tomando el orden lexicogréafico como el orden entre los vértices:

-4
-1

NN
|
oo ot |
= |
o
| |

Wa (3.2)

1
-5 8 — 2
- —10 2 —
- — —_ 6 3 —

w

La longitud de un camino en un grafo ponderado es la suma de los pesos de las
aristas. Por ejemplo, la longitud del camino a —b—d — ¢ — e — z en el grafo (3.1))
es 30.

Un arbol generador minimal de un grafo conexo ponderado es un arbol ge-
nerador tal que la suma de los pesos de sus aristas es minima, respecto de todos los
arboles generadores. Los algoritmos mas usados para determinar el arbol generador
minimal de un grafo ponderado son el Algoritmo de Kruskal y el Algoritmo de

Prim; en este curso, vamos a ver solamente este tltimo.

Algoritmo de Prim. Sea G = (V, E,w) un grafo conexo ponderado con n vérti-
ces. En el algoritmo, vamos a hallar una secuencia de arboles A; = (V;, E;, w), cada
uno de ellos subgrafo de G y de tal forma que A, es el arbol generador minimal.

» Para i = 1, tomamos V; = {v}, siendo v un vértice cualquiera, y £ = &.
= Supongamos que hemos construido V;_1 y E;_1. Sea
w; = min{w({z,y});x € Vic1,y €V —V;_1}
y e; = {x;,y;} una arista en la que se alcanza ese minimo, es decir, x; € V;_1,
yi € V= Vier, w({zi, yi}) = wi.
Tomamos V; = V,_1 U{y;}, E; = Ei—1 U{e;}.

EJeMPLO 3.2.96 El estudio de localizacién de terminales de ordenadores que van a
ser instalados en una empresa viene dado por la siguiente tabla, donde los ntimeros

representan el coste de instalar las conexiones entre los distintos terminales.

a [blcld]e|l flglh
al =125 10 —-1—-1—-1-
bl 2| —|—-|—16|T7]—-19
c|bd5 | —|— |11 —|—|12| —
dl1o|—|11|—-|1]—1]—1|-
e|l—|6|—]1|—-1141]13|14
f 7| -] —|14| =18
g — |12 - |13 —-|—1|3
hf—19|—|—4]8 |3 |-
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El terminal ¢ corresponde al ordenador principal y el resto de los terminales deben
estar conectados a él mediante lineas telefénicas. jCuales son las conexiones que
debemos hacer para que todos los terminales estén conectados a través de c y la

inversién realizada sea minima?

La que necesitamos es obtener el arbol generador minimal, con raiz ¢, del grafo

ponderado determinado por las conexiones entre terminales con su coste.

¢ 12 g h
: 1347
Vi = {c} i =
Fi=9 6 7
a
2
. 12 g .
wy = min{5, 11,12} =5 = w({c,a}) 1 13 14 8
Vo = {c,a} i R e E
Ey = {{c,a}} 6 7
a
2
c 12 g 3 A
ws = min{2,10,11,12} = 2 = w({a, b}) 1 18 174
V3 = {Caaab} 5 1 ¢ 1 e = f
FE3=FyU {{a, b}} 6 7
a
>
12 g
. g
wy = min{6,7,9,10,11,12} = 6 = w({b, e}) 1 1B 174
Vi={c,a,b,e} 5 D1 oy
1
Ey = EsU{{b,e}} 6 7
a
2
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12 g
c ®-
ws = min{1,4,7,9,10,11,12,13,14} = 1 = w({e, d}) 1 1B 4%
1
FEs=F4U {{6, d}} 6 7
a
2
12 g
c ®-
we = min{4,7,9,12,13,14} = 4 = w({e, h}) 1 13 474
Ve = {07 a,b,e,d, h} 5 d_le 14 f
1
E¢ = Es U {{e,h}} 6 7
a
2
12 g
‘ g
wr = min{3,7,8,9,12,13,14} = 3 = w({h, g}) | 1B 2
Ve = {c.a.b.¢,d,h g) 5| el Ll ey
1
E7 = Es U{{h,g}} 6 7
a
2
12 g
c g
ws = min{7,8,14} = 7 = w({b, f}) 1 [13 24
Vs = {c.0,b,¢,d,h,g, f} 5 L1 yy
1
Es = Er U{{b, f}} 6 7
a
2
El subgrafo resaltado en rojo en el tltimo dibujo es el arbol generador minimal. O

EJEMPLO cON MAXIMA 3.2.97 También disponemos de operadores para trabajar
con grafos ponderados. Para definirlos, usamos también el operado create_graph,
pero en este caso, las aristas se definiran con una lista de dos elementos, siendo el
primero de ellos la arista propiamente dicha y el segundo el peso de la misma:

(%il) load(graphs)$

(%i2) grp:create_graph([1,2,3,4,5,6],]
[[1,2],2],
[[1,3],3],
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Podemos calcular arboles generadores minimales usando el operador minimun_spaning tree.

(%i3) mstgrp: minimum spanning tree(grp)$

Vamos a utilizar las opciones show_edges y show_weight para visualizar el grafo
con los pesos de cada arista y destacando el subarbol generador minimal.

(%i4) draw graph(grp,vertex_size=4,show_id=true
show_weight=true ,
show_edges=edges (mstgrp));

(%088) done

Camino de longitud minima: Algoritmo de Dijkstra. Nos planteamos ahora
el problema de encontrar el camino de longitud minima entre dos vértices de un grafo

ponderado, y para ello vamos a utilizar el Algoritmo de Dijkstra.

Dado un grafo ponderado G = (V, E,w) y un vértice vy € V, el algoritmo de
Dijkstra es un proceso iterativo tal que, en cada iteracién, va a determinar el camino

mas corto de vg a un segundo vértice.

En cada paso, partimos del conjunto de vértices S;, para los cuales hemos en-

contrado el camino mas corto desde vy en algin paso anterior al i-ésimo. También
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determinamos la funcién ¢;, tal que ¢;(v) es la longitud del camino més corto desde
vo hasta v, pasando exclusivamente por vértices de S;; escribiremos ¢;(v) = — si
v €S;y ¢i(v) = o0 sivno es adyacente a ningin vértice de S;.

= 51 = {vo};
l(vo) = —, li(v) =w({vo,v}) si{vo,v} € E, ¥£1(v) =00 en otro caso.
Si 41(v1) = min{¢;(v);v € V}, entonces Sy = {vg,v1} y la arista {vg,v1} es el

camino mas corto de vy a vy.
» Supongamos que hemos determinado S; = S;—1 U{vi_1} y i—1.
min{l;_1(v),li—1(vi—1) + w({vi—1,v})} Si{v,vi1}€FE

Ei_l(v) Si {7),1)1‘_1} Q E

Es decir, después de anadir el vértice v;—; volvemos a calcular las distancias

&(1)) =

hasta cada vértice para ver si, utilizando el camino mas corto hasta v;_1,
conseguimos un camino mas corto a los otros vértices.
Tomamos v; tal que ¢;(v;) = min{¢;(v);v € V'}; este nimero es la longitud del

camino mas corto de v a v;.

= Continuamos hasta conseguir S, = V o hasta conseguir el camino més corto
hasta el vértice deseado.

EJeMPLO 3.2.98 Para el grafo

vamos a hallar el camino mas corto desde el vértice a hasta cada uno de los otros
vértices. Para seguir el desarrollo del algoritmo, vamos a construir una tabla, en cuya
primera columna vamos a escribir los elementos de los conjuntos S;, destacando el
dltimo vértice anadido. El resto de las columnas corresponde a cada vértice del
grafo, de tal forma que las filas estardan ocupadas con el correspondiente valor de la

funcion ¢;.

Vértices | a b c d| e | z

1| {a} — (a) 3(a) | oo |00 | 0| a—b

Los vértices b y ¢ son los tinicos adyacentes a a, y por eso son los Uinicos que

aparecen en la primera fila con un ntmero, el peso de la correspondiente arista.
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Ademas, hemos indicado entre paréntesis el vértice anterior en el camino que permite
obtener esta longitud; naturalmente, en este primer paso es a. Marcamos el menor
valor en la fila, que corresponde a la columna de b, es decir, el camino mas corto
desde a hasta b es la aristas a — b.

Vértices | a b c d e z
{a} — 2@ | 3(a) | oo | o0 a—b
20 {a}u{dy | = | - [[3Ja) | 7(6) | 4(b) | 0 | a—c

8

Dado que a,b € Ss, escribimos un guién en las casillas de estos vértices en la
segunda fila. Dado que ¢ y z no son adyacentes a b, para estos vértices, copiamos las
casillas de la fila superior. Dado que la arista {b,d} tiene peso 5, el camino a —b—d
tiene peso 7 y por eso escribimos 7(b) en la casilla correspondiente a d en la segunda
fila. Dado que la arista {b,e} tiene peso 2, el camino a — b — e tiene peso 4 y por
eso escribimos 4(b) en la casilla correspondiente a e en la segunda fila. Por lo tanto,
el menor valor en la fila es 3 y nos indica que el camino a — ¢ es el mas corto de los

que unen a y c.

Vértices a b c d e z
11| {a} - (a) 3(a) | o oo |oo|a—b
21 {a}u{dy | —=| = |[3la)|7(0) | 4(b) |0 |a—c
3 {a,b}Ufct | - | - — | 70) | [4]) | 0 |a—b—e

Dado que a,b,c € S3, escribimos un guién en las casillas de estos vértices en
la tercera fila. Dado que d y z no son adyacentes a ¢, copiamos las casillas de la
fila superior en las columnas correspondientes a estos vértices. Dado que la arista
{c, e} tiene peso 5, el camino a — ¢ — e tiene peso 8, que es mayor que el dado por
la casilla superior, por eso volvemos a escribir 4(b) en la casilla correspondiente a e
en la tercera fila.

El valor menor en la tercera fila es 4(b), en la columna de e. Esto indica que 4
es la longitud del camino més corto que une a y e; ademas, este camino viene de b,
es decir, a — b — e es el camino mas corto desde a hasta e.

Vértices a b c d e z
1] {a} - (a) 3(a) 00 00 oo |a—b
2 | {a} U{b} —| = |[Bl@ | ) | 4) | > |a—c
3| {a,b}uf{cy | -| - — | 7)) |[4](®) | o |a—-b—e
41 {a,b,c}ufe} | —| - — |[5ley| - |8 ]|a-b—e—d

Dado que a, b, ¢, e € Sy, escribimos un guidn en las casillas de estos vértices en la
segunda fila. Dado que la arista {e, d} tiene peso 1, la longitud del camino a—b—e—d
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es b, que es menor que el camino indicado en la fila superior, por eso escribimos 5(e)
en la casilla correspondiente a d en la cuarta fila. Dado que la arista {e, z} tiene peso
4, la longitud del camino a —b — e — z es 8, y por eso escribimos 8(e) en la casilla
correspondiente a z en la cuarta fila. El menor niimero en la cuarta fila es 5, en la
columna de d; por lo tanto, 5 es la longitud del camino méas corto de a hasta d; este
camino viene del vértice e y por lo tanto a — b — e — d es el camino mas corto desde
a hasta d.

Vértices a b c d e z

{a} — [ [2]@) | 3(a) 00 00 oo |a—b
fa} U} [ - Bw] 10 [ 10 [ < |a-c
{a,b} U {c} — — — 7() | [4]®) | oo |a—b—e

{a,b,cyU{e} | -] - — |[5le)| - | 8e) |a—b—e—d
{a,b,c,e} U{d} | — — — - — 7@ |a—b-—e—d-2

@

O = W N =

En este dltimo paso, solo tenemos que calcular la longitud del camino hasta z
sumando 5 al peso de la arista {d,z}, es decir, 5 + 2 = 7, que es menor que la
indicada en la casilla superior. Por lo tanto, el camino a — b — e — d — z es el mas
corto desde a hasta z. O

EJEMPLO cON MAXIMA 3.2.99 El algoritmo de Dijkstra estd implementado en Maxima
en el operador shortest_weighted_path:

(%il) load(graphs)$
(%i2) grp:create_graph([1,2,3,4,5,6],]

[[1,2],2],
[[1,3],3],
[[2,4],5],
[[2,5],2],
[[3,5],5],
[[4,5],1],
[[4,6],4],
[[5,6],2]
1)3$

(%i3) dijkgrp: shortest weighted path(1,4,grp);

(%03) [5,[1,2,5,4]]

(%i4) draw_graph(grp, vertex_size=4,show_id=true,
show_weight=true ,
show_edges=vertices_to_path (dijkgrp[2]));

(%086) done
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Relacién de ejercicios 6

1. En el conjunto A = {a,b,c,d} se establece una relacién binaria

R = {(a’ b)v (b’ d)? (C7 b)v (da a)}
Estudia qué propiedades cumple la relaciéon binaria R.

2. En el conjunto A = {1,2, 3,4} se establece una relacién binaria

R ={(1,1),(2,2),(2,3).(2,4),(3,2),(3,3),(3,4),(4,2), (4,3), (4,4)}
Justifica que R es una relacién de equivalencia y halla el conjunto cociente.

3. Utiliza el algoritmo de Warshall para hallar el cierre transitivo de las siguientes

relaciones:
a) R ={(a,b),(a,d),(b,c),(b,d),(d,a),(d,d)} definida en A = {a,b,c,d}.
b) S ={(a,b),(b,c),(c,b),(d,b),(d,e),(e,a)} definida en A ={a,b,c,d, e}.
4. En el conjunto A = {1,2,3,4,5} se define la relaciéon R = {(1,2), (3,4), (5,2)}.

a) Usa el algoritmo de Warshall para hallar la minima relacién de equiva-
lencia que contiene a R.

b) Determina la particién inducida por dicha relacién.

5. En el conjunto A = {1,2,3,4,5} se define la relacién
R = {(17 2)7 (27 1)7 (3) 3)7 (47 5)}

a) Prueba que S = R UR? es una relacién transitiva.
b) Usa el algoritmo de Warshall para hallar la minima relacién de equiva-

lencia que contiene a Sy determina el conjunto cociente.

6. En el conjunto A ={2,3,4,5,6} se establece la relacién binaria R definida de
la siguiente forma
TRy <= mcd(z,y) =1
a) Escribe el conjunto de pares ordenados de R y halla la matriz asociada.

b) Calcula r(R), s(R) y t(R).
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Relacién de ejercicios 7

1. Dibuja, si existen, grafos simples de cuatro vértices que tengan grados respec-

tivos:

a) 2,2,2y4; b) 2,1,2y1; c) 2,2,2y3.

2. Dibuja, si existen, grafos simples de cinco vértices que tengan grados respec-

tivos:

a) 1,2,3,1y5; b) 0,1,2 3y 4 c) 2,2,2, 3y 3.
3. Da ejemplos, si existen, de:

a) Un grafo completo con 36 aristas.

b) Un grafo bipartito completo K, 12 con 72 aristas.

4. Sea G el grafo dado por

[afbleld|el|f]
blal|blal]lbdl|a
d|c|d|c|d]ec
flel flel|l fle

Estudia si G es:
a) bipartito, b) conexo, ¢) euleriano, d) hamiltoniano.

5. Para cada uno de los grafos siguientes, halla arboles generadores haciendo una
busqueda en anchura y haciendo una busqueda en profundidad.
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6. Considera el grafo dado por las listas de adyacencia

12345678 |9 ]10]11]12]13]14]|15]16 |
214312693467 ][8]912]13
5/619[10]6| 5 |12/13| 8 [ 9 [12|11|12] 13|16 |15
7 10 13 | 14
11 14 15 | 16

a) Determina si es conexo haciendo una bisqueda en profundidad y repre-
senta la secuencia de busqueda de los vértices con un arbol con raiz.

b) Repite el apartado anterior pero mediante una busqueda en anchura.

7. Estudia si los siguientes grafos son isomorfos y, en tal caso, determina un

isomorfismo entre ellos.

ai

as as 6

aq by by

8. Estudia si los siguientes grafos son isomorfos y, en tal caso, determina un

isomorfismo entre ellos:

9. Sea G el grafo de la siguiente figura:

a2

A

a a3
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a) Estudia si G tiene un camino o un circuito de Euler. En caso afirmativo,
utiliza un algoritmo adecuado para determinarlo.

b) Estudia si G tiene un camino o un ciclo de Hamilton. En caso afirmativo,

determinalo.

¢) Sea H el subgrafo de G obtenido al eliminar la arista {as, a7}. Estudia si
H tiene un camino o un circuito de Euler y en caso afirmativo utiliza un

algoritmo adecuado para determinarlo.

10. Sea G el grafo de la siguiente figura:

V2 U1

v3 Ug

U4 U7

Us Ve

a) Estudia si G contien un camino o un ciclo de Hamilton y en caso afirma-

tivo determinalo.

b) Estudia si G es bipartito.

11. Estudia si el siguiente grafo es o no es hamiltoniano:

12. Un grafo simple tiene 16 aristas y sus vértices tienen grado 3 é 4. ;Cuédntos
vértices de grado 3 y cuantos de grado 4 debe tener? Indica todas las soluciones
posibles.

13. Estudia para qué valores de n los grafos C),, K,, y K, , tienen un circuito de
Euler.

14. ;Para qué valores de m y n el grafo K, , tiene un circuito de Euler? ;Y un
ciclo de Hamilton?

15. En cada uno de los apartados siguientes dibuja un ejemplo de un grafo simple

conexo GG, con b 6 6 vértices, que verifique las condiciones que se indican:

a) G es euleriano y hamiltoniano.

b) G es euleriano, pero no es hamiltoniano.
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¢) G no es euleriano pero si es hamiltoniano.

d

G no es euleriano ni hamiltoniano.

e) G tiene un camino euleriano, pero no tiene un camino hamiltoniano.

) G no tiene un camino euleriano, pero si tiene un camino hamiltoniano.
) G tiene un camino euleriano y un camino hamiltoniano.

f
g
h

G no tiene un camino euleriano ni un camino hamiltoniano.
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Relacién de ejercicios 8

1. Dibuja, si es posible, un grafo plano con 8 aristas, 7 vértices y 4 regiones. Si
no es posible, justificalo.

2. Estudia si los siguientes grafos son planos:

Ul a2
u2
uz
0 ¢
Uy
us al as

V2 U1

v3 U8

V4 v7
Vs Ve

3. Se desea disenar una placa con 6 componentes electrénicos, ¢1, c2, ¢3, ¢4, C5 ¥
cg, de manera que no se corten las pistas y que todos estén conectados entre

si, salvo ¢ con c3 y ¢4 con cg. Razona si es posible.

4. En un laboratorio hay una serie de compuestos quimicos, 1,2,3,4,5,6,7,8 que
hay que almacenar en cajas para su traslado. No pueden ser almacenados en
una misma caja dos compuestos que reaccionen entre si (como dcidos y bases).
Los productos que reaccionan vienen dados por la siguiente tabla:

=~ W N

co O Ot =N
- =W

U W |

0O 3 O = N Ut
co Ut N O

co Ot W

N O Ot N oo

., Cémo podemos elegir los elementos que hemos de introducir en cada caja?
i Cuantas cajas seran necesarias para poder trasladar los productos?
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10.

11.

12.

. El jefe de estudios de una escuela tiene que programar las fechas de los exame-

nes finales de 7 asignaturas: a1, as, as, a4, as, ag, a7. Se sabe que los siguientes

pares de asignaturas tienen alumnos en comun:

{ala CLQ}, {ala a3}; {ala (14}, {ala (17}, {a27 a3}7 {CLQ, CL4}, {a27 CL5}, {a’za a’7}7

{as,as},{as, a6}, {as, a7}, {as, a5}, {as, a6}, {as, as}, {as, az}, {as, ar}

,Cuantos dias son necesarios para realizar todos los exdmenes de modo que

ningin estudiante tenga dos examenes el mismo dia?

. Dibuja, si es posible, el grafo que corresponde a cada una de las propiedades

descritas a continuacién. Si no es posible explicar por qué:
a) Un grafo cuyo nimero de vértices sea igual al niimero de aristas mas uno
y no sea un arbol.
b) Un arbol con 5 vértices con grados: 1, 1, 2, 2, 4.
¢) Un arbol con 4 vértices internos y 6 hojas.
d) Un arbol binario completo con 9 hojas y altura 3.

Un arbol cuaternario completo tiene 27 vértices internos. ;Cuantas aristas
tiene? ; Cudntas hojas?

. ¢ Cuantos vértices internos tiene un arbol ternario completo con 817 hojas?

. (Cudl es el nimero maximo de vértices internos que puede tener un arbol

cuaternario completo de altura 87

En una compania donde trabajan 125 ejecutivos se instala un nuevo sistema
de comunicacién telefénica. Lo inaugura la presidenta, quien llama a sus cua-
tro vicepresidentes. A continuacién, cada vicepresidente llama a otros cuatro
ejecutivos; éstos, a su vez, a otros cuatro y asi sucesivamente.

a) ;Cuédntas llamadas son necesarias para comunicar con los 125 ejecutivos?

b) ;Cuéntos ejecutivos hacen llamadas?

Consideramos la expresién: ((p1Vp2) = q) < ((p1— 9 A(p2 —q))

a) Represéntala mediante un érbol con raiz ordenado.

b) Determina los recorrido en orden previo y en orden posterior del arbol

anterior.

Traza un drbol binario para la expresion postfija que sigue y escribe su repre-
sentacién prefija:
AB+CD « EF/ — —Ax
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13. Usa el algoritmo de Prim para hallar un arbol generador minimal del grafo de
la siguiente figura:

B ) E
3 1 3
1 2
5 2 8
A
C F H
1
2 4
6 1
D 2 G

14. El grafo del ejercicio anterior muestra la conexién entre 8 centros de comu-
nicacién. Los vértices representan a los centros y las aristas a los canales de
comunicacién. Los tiempos de transmision estan representados por los pesos
de las aristas. Supongamos que a las 7:00 el centro de comunicaciones A trans-
mite una noticia a través de todos sus canales. Los otros centros transmitiran
esa noticia tan pronto como la reciban. Usa el algoritmo de Dijkstra para de-
terminar el menor tiempo en que cada uno de los centros B,C, D, E, F,G y

H recibe la noticia.

15. En el grafo de la figura se representa una red ferroviaria donde la distancia
entre cada par de ciudades se expresa en km:

b 6 g
16 4 7
2 8
a 10 12 16 ~
c
0 f
4 3
5 5
d 15 e

a) Halla el camino més corto para viajar de a hasta z.

b) Se quiere renovar la red ferroviaria de manera que el coste en km sea
minimo y que cada par de ciudades tenga conexién por tramos renovados.
. Qué tramos deben renovarse?
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TEMA 4

Légica Clasica Proposicional

4.1. Légica y Computacion

La Légica es la ciencia que tiene como objetivo el andlisis de los métodos de
razonamiento. Es decir, la l6gica analiza la validez de las construcciones del lenguaje

natural que llamamos razonamientos o inferencias
St...y...Yy...y..., entonces ...

Estos esquemas se utilizan para establecer que cierta afirmacién, llamada conclusion,
se deduce o infiere de otras, llamadas hipétesis. Es importante tener en cuenta que
la Logica se interesa por la forma y no por el contenido de los razonamientos.

De forma maés concreta, la légica quiere construir sistemas formales como
herramienta para contestar a la siguiente cuestion: jes correcto un razonamiento
como el siguiente?

St hay petroleo en Poligonia, entonces o los expertos tienen razon o el go-
bierno estd mintiendo. No hay petroleo en Poligonia, o st no los expertos

se equivocan. Asi pues, el gobierno no estd mintiendo.

En este curso, estamos interesados en la légica como sistema deductivo, es de-
cir, para describir, implementar y mecanizar tareas donde interviene la capacidad
deductiva del hombre y en las que se requiere tener conocimiento sobre el dominio,
razonar con tal conocimiento y conocer cémo dirigir o guiar tal razonamiento.

En informatica, la légica se usa ademés como modelo de computacion y es la
base de un paradigma de programacién llamado programacién légica. También
nos la encontramos en otras areas como: analisis, sintesis y verificacién de programas,
teoria de la especificacién, inteligencia artificial, control de procesos, robdtica, entre
otros.

En este curso y en este tema, nos vamos a centrar en la Légica Clasica, la
l6gica fundamental y mas importante, que tiene las siguientes caracteristicias:
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= Considera unicamente construcciones declarativas, sobre las que podemos pro-
nunciarnos acerca de su verdad o falsedad.

» No tiene en cuenta aspectos de contexto (tiempo, posibilidad, creencia,. .. )

s La validez de las construcciones compuestas queda determinada por funciones
de verdad sobre las afirmaciones elementales.

En esta logica, como en muchas otras, el estudio se realiza en dos niveles de
analisis estructural. La Légica Clasica Proposicional considera tinicamente cons-
trucciones declarativas simples y compuestas. La Légica Clasica de Predicados
distingue qué se declara y de qué o de quién se declara. En este curso, estudiaremos
solamente el caso proposicional.

El resto de las légicas se denominan genéricamente légicas no-cldsicas y pueden
extender a la Logica Clésica o desviarse de ella en alguna de sus caracteristicas. La
Logica Temporal considera contextos temporales; la Ldgica Modal considera contex-
tos de necesidad o posibilidad; la Ldgica Dozdstica considera contextos de creencia;
la Ldgica Intuicionista no incluye la ley del tercero excluido (“A o no A”); las Ldgi-
cas multivaluadas consideran tres o mas valores de verdad; la Ldgica difusa establece
de forma “difusa” la distincion entre verdad y falsedad.

Una logica o sistema logico queda determinado con los siguientes elementos:

1. Un Lenguaje Formal, que usamos para representar los razonamientos en

lenguaje natural como esquemas formales.

2. Una Semantica o Teoria de Modelos, que dota de significado a las expre-
siones o féormulas del lenguaje formal y establece, en términos seméanticos, los
conceptos basicos asociados a una légica: validez y satisfacibilidad.

3. Una Teoria de la Demostracién, que establece las nociones de validez y
satisfacibilidad en términos sintacticos, es decir, a partir de transformaciones

descritas en el lenguaje y basadas en reglas puramente formales.

Aunque es deseable disponer tanto de una teoria de modelos como de una teoria
de demostracion, es posible trabajar en sistemas logicos definidos solamente con una
de las dos. Por otra parte, desde el punto de vista computacional, es conveniente
que sea posible, ademas, automatizar las deducciones, es decir, que la propiedad
de validez pueda determinarse mediante algoritmos definidos a partir de la teoria de
modelos o a partir de una teoria de demostracién.

4.1.1. Lenguajes formales

DEFINICION 4.1.1 (LENGUAJE) Sea ¥ un conjunto, que en este contexto denomi-
namos alfabeto (y cuyos elementos son los simbolos del lenguage).
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» Llamamos Lenguaje Universal sobre ¥ al conjunto ¥* = |J X"; es decir,
neN
el conjunto formado por todas las cadenas finitas de elementos del alfabeto.

= Un Lenguaje sobre ¥ es cualquier subconjunto del lenguaje universal.

Hablamos de Lenguaje Formal si sus elementos, es decir, las formulas del
lenguaje, se definen sin atender al posible significado de los elementos del alfabeto.
Es decir, un lenguaje formal L viene determinado por:

1. Alfabeto: Conjunto de simbolos admitidos en el lenguaje.

2. Gramdtica: Conjunto de reglas de formacién (sintacticas) que determinan
qué cadenas se consideran férmulas bien formadas del lenguaje.

EJEMPLO 4.1.2

» Lenguaje ‘mg’. El alfabeto es {m, g, —} y la gramética queda determinada por
las siguientes reglas: las férmulas son aquellas cadenas que contienen exacta-
mente un simbolo m, exactamente un simbolo g y m aparece a la izquierda

de g.

= El conjunto de los nimeros naturales escritos en base 10 es un lenguaje formal
sobre el alfabeto {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

= El conjunto formado por los niimeros miultiplos de tres NO es un lenguaje
formal, ya que estd definido usando el significado de los ntimeros. O

4.1.2. Semantica o Teoria de modelos

La seméntica tiene como fin dar significado a las férmulas del lenguaje a partir
de su estructura sintactica y establecer la nocién semantica de deduccion.

DEFINICION 4.1.3 (TEORIA DE MODELOS) Una teoria de modelos sobre un len-
guaje L es una terna (S,D,T), en donde S es un conjunto, cuyos elementos se
denominan valores semdnticos, D es un subconjunto de S, cuyos elementos se
denominan valores destacados, e T es un conjunto de aplicaciones de L en S,
cuyos elementos se denominan interpretaciones.

Una légica queda determinada por un lenguaje formal y una teoria de modelos
sobre él.

EJEMPLO 4.1.4 En un ejemplo anterior hemos definido el lenguaje mg: su alfabeto es
{m, g, —} y las férmulas son aquellas cadenas que contienen exactamente un simbolo
m, exactamente un simbolo g y m aparece a la izquierda de g. Sobre este lenguaje
definimos la teorfa de modelos MG = (S, D,Z) como
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= Valores seménticos: S = N3
= Valores destacados: D = {(m,n, k) € N3 | m +n = k}

» Interpretaciones: Z = {I} en donde, si «, S y v son cadenas de ‘guiones’ de
longitud arbitraria:

I(amfgy) = (long(a), long(f), long(7))

(la funcién long devuelve la longitud de una cadena.)

Por ejemplo, I(— —m — —g—) = (2,2,1). O

Aunque en este ejemplo el conjunto de interpretaciones solo contiene una in-
terpretacion, en cualquier sistema légico este conjunto estara formado por muchas

funciones e incluso podra ser infinito.

Las interpretaciones dan un “significado” a cada férmula, de forma que el con-
junto de interpretaciones Z da todas las posibles “lecturas” de una misma férmula.
La nocién de validez se determina a partir de los valores destacados.

DEFINICION 4.1.5 Sea (S, D,Z) una teoria de modelos para un lenguaje L.

» Decimos que I € T es un modelo de una formula A si I(A) € D. El conjunto
de modelos de A se denota Mod(A).

» Decimos que 1 € T es un contramodelo de una formula A si I(A) ¢ D.

» Decimos que una formula A es satisfacible si alguna interpretacion es modelo
de A; es decir, si existe 1 € T tal que 1(A) € D; es decir, Mod(A) # &

s Decimos que una formula A es insatisfacible si para toda interpretacionl € T
se tiene que I(A) & D; es decir, Mod(A) = @

» Decimos que una formula A es vdlida si para toda 1 € T se tiene que 1(A) € D;

es decir, si todas las interpretaciones son modelos de A; es decir, Mod(A) =7

EJEMPLO 4.1.6 Con la teoria de modelos que hemos definido anteriormente sobre
el lenguaje mg en el podemos hacer las siguientes afirmaciones:

s La férmula — —m — g — — no es valida en MG, ya que

I(——m—-g——)=(2,1,2) ¢ D, (porque 2+ 1 # 2)

s La férmula —m — —g — —— si es vélida en MG, ya que

I(-m——g———)=1(1,2,3) € D, (porque 142 = 3)
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Ahora es facil reconocer el significado que la teoria de modelos le ha dado a los
simbolos del lenguaje: m representa al operador suma, g representa a la relacién de
igualdad y cada guién representa una unidad. O

4.1.3. Teorias de demostracién

Las teorias de demostracién son mecanismos deductivos, es decir, mecanismos
que permiten obtener féormulas validas mediante transformaciones sintécticas, des-
critas de manera puramente formal, a partir de otras férmulas validas. Los Siste-
mas axiomaticos son los sistemas de demostraciéon maés sencillos y habitualmente
se considera fundamental disponer de un sistema axiomatico para determinar de
forma efectiva una légica. Existen otros tipos de teorias de demostracién, como la
Deducciéon Natural y los Sistemas de Gentzen.

EJEMPLO 4.1.7 Un sistema axiomético queda determinado por un conjunto de
férmulas que se consideran vélidas en el sistema, y que se denominan axiomas,
y una o varias reglas de inferencia, que transforman férmulas validas en férmulas
validas. Por ejemplo, para el lenguaje mg que hemos utilizado en varios ejemplos,

podemos definir el siguientes sistemas axiomatico.

s Azxiomas: amga, para cada cadena de guiones a.

= Regla de inferencia: de amfBgy se deriva amf— gy—, para cualesquiera cadenas
de guiones «a, 8y 7.

De esta forma, la férmula —m — g— — es una férmula vélida en el sistema axiomatico:

1. —mg— Ax
2. —-m—g——RI:1

No es dificil observar que todas las férmulas vélidas en este sistema axioméatico lo son
en la teoria de modelos MG, por eso decimos que el sistema axiomatico es correcto.

También es facil observar que todas las férmulas validas en la teoria de modelos
MG pueden ser derivadas en el sistema axiomaético, por eso decimos que el sistema
axiomatico es completo. O
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4.2. El lenguaje de la Légica Clasica Proposicional: Cl

El lenguaje C1, de la Légica Clasica Proposicional estd determinado por:

Alfabeto: Conjunto de simbolos admitidos en el lenguaje:

= variables o simbolos proposicionales:
Q = {p7Q7r7'-'aplvqlarl7-"7pn7Qnarna"-}

» conectivos u operadores légicos: {—,V, A, —, <}

» delimitadores: “(”, “)”.
Gramdtica: Conjunto de reglas de formacién de férmulas (bien formadas):

1. Los elementos de @ son féormulas, que se denominan férmulas atémicas.
2. Si A es una férmula, = A es una férmula.
3. Si Ay B son férmulas, (AA B), (AV B), (A — B), (A<« B) son férmulas.

4. Solo las cadenas obtenidas aplicando las reglas anteriores son férmulas.

EJEMPLO 4.2.1 Las siguientes cadenas de simbolos son férmulas bien formadas de

la Logica Clasica Proposicional

((pAq)— ) (pA(g— ) ((pA=r)—=q) O

Obsérvese que las letras A y B que hemos usado en la definicién anterior (y otras
letras maytsculas que utilizaremos mas adelante), no son simbolos del lenguaje.
Estas variables representan férmulas del lenguaje y permiten hablar sobre ellas: se
denominan metasimbolos. En particular, una expresién como (A V B) no es una

férmula sino un esquema de férmula.

Es frecuente reducir el nimero de delimitadores en las férmulas usando convenios
de simplificacién. El tnico convenio que utilizaremos en este curso es la eliminacién
de los paréntesis inicial y final de una férmula, si los tuviera; es decir, en lugar de
(p — (¢ Vr)) escribiremos p — (q V r).

Un conjunto definido tal y como hemos definido el lenguaje anterior se dice que
es un conjunto inductivo. Esta forma de definir el conjunto, determina la manera

en la que se definen funciones en el lenguaje: por recursividad:
(i) Se define sobre las férmulas atémicas (elementos de Q).

(ii) Se establece el comportamiento de la funcién con las reglas de formacion.
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DEFINICION 4.2.2 (FUNCION GRADO) La funcién grado, Gr: Cl — N, devuelve el
numero de conectivos ldgicos que aparecen en una formula:
Gr(A) =0 para todo A € Q
Gr(—-B) =1+ Gr(B)
Gr(C*xD) =14 Gr(C)+ Gr(D), si*xe{V,A,—, ¢}

EJEMPLO 4.2.3

Gr(p — (rV q)) =1+ Gr(p) + Gr(r V ~q)
=1+ Gr(p) + 1+ Gr(r) + Gr(—q)
=14 Gr(p) +1+Gr(r) + 14 Gr(g) =3 O

DEFINICION 4.2.4 (FUNCION SUBFORMULA) Subf: Cl — p(Cl) es la funcion sub-

formula, que devuelve el conjunto de subférmulas de cada formula:

Subf(A) = {A}  para todo A € Q
Subf(—-B) = {-~B} U Subf(B)
Subf(C « D) = {C' %« D} U Subf(C) USubf(D), sixec{V,A\,—,+}
Si F € Subf(A), decimos que F es subférmula de A y escribimos F T A. Si

F € Subf(A) y F # A, decimos que F es subférmula propia de A y escribimos
FC A O

EJEMPLO 4.2.5

Subf(p — (rV —=q)) = {p — (r V —¢)} U Subf(p) U Subf(r V —q)
={p— (rv-q)} U{p}U{rVv g} USubf(r)USubf(—q)
={p— (rV-q),p,rV-qr,—qq}

Por lo tanto, podemos escribir 7V =g C p — (r V —¢q) y podemos decir que —q es
subférmula propia de p — (r V —q). O

DEFINICION 4.2.6 (ARBOL SINTACTICO) El drbol sintdctico de las formulas de
Cl se define como:

» SiAe @, T(A) es el drbol hoja etiquetado con A.

w Sixe{V,\,=>, <} yA=BxC, T(A) = *
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EJEMPLO 4.2.7 El drbol T'(A) para la férmula A = —(pV (¢ A —p)) — (=71 > —q) es

—
/\
= <~
| S
\VA = -
p A T q
/\
q -
|
p O

4.3. La Loégica Clasica Proposicional 67

Recordemos que en la Légica Clédsica Proposicional solo consideramos construc-
ciones declarativas, sobre las que podemos pronunciarnos acerca de su verdad o
falsedad; por esa razén, vamos a considerar solo dos valores seménticos. Por otra
parte, la validez de las construcciones compuestas debe determinarse funcionalmente
a partir de la validez de las afirmaciones elementales, por eso, en el lenguaje, he-
mos dejado fuera aspectos dependientes del contexto, como el tiempo, modalidades,

creencias,. . .

DEFINICION 4.3.1 La Légica Cldsica Proposicional se define sobre el lenguaje
Cl con la siguiente teoria de modelos: €¢ = ({0,1},{1},Z), en donde el conjunto de
interpretaciones I estd formado por todas las funciones I: Cl — {0,1} que verifican:

v [(-A) =1 si, y sdlo si, I(A) =0

» [(AAB) =1 si, y sdlo si, (A) =1(B) =1

(

(
« I(AV B) =0 si, y sélo si, [(A) =1(B) =0
» [(A— B) =0 si, y solo si, [A) =1 el(B)=0
(

» [(A+ B) =1 si, y sdlo si, I(A) =1(B)

Teniendo en cuenta la definicién recursiva, cada interpretacién queda determi-
nada por una funcién I: @ — {0,1}. Aunque @ contiene todos las posibles variables
proposicionales, en cada problema o aplicacién, solo necesitaremos definir las in-
terpretaciones sobre las variables proposicionales que intervengan en él. Si en una
férmula (o un conjunto de férmulas) intervienen n variables proposicionales, el niime-

ro de posibles interpretaciones es 2.

EJEMPLO 4.3.2 Si consideramos dos variables proposicionales, tendremos cuatro
posibles interpretaciones. En las siguientes tabla mostramos las evaluaciones de las
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interpretaciones de varias férmulas usando un representacién en forma de tablas de
verdad:

pla|—p|pPAa|pVag|p—aq|peg
L t[1] o] 1 1 1 1
L 1|0 0] o 1 0 0
L o[1| 1] o 1 1 0
L |ojo] 1] 0 0 1 1
pla|—p|-pVg|-pAg|(-pVg = (pAq)
Lt[1] o] 1 0 0
L|1[o] 0| o 0 1
I 0[1] 1 1 1 1
L, ofof 1 1 0 0

La siguiente proposicion muestra mas claramente que las interpretaciones son
funciones en el conjunto de valores seméanticos y nos da, ademds, unos métodos

operacionales alternativos para evaluar las interpretaciones.

PROPOSICION 4.3.3 Si I: C1 — {0,1} es una interpretacion de la Ldégica Cldsica
Proposicional:

1. I(=A) = 1 —I(A)

2. I(A A B) = min{I(A),I(B)}

3. (AAB) =1(A) - 1(B)

/. I(AV B) = méx{I(A),1(B)}

5. I(AV B) = 1(A) + 1(B) — 1(A) - 1(B)

6. 1(A — B) = 1—1(A) +1(A) - I(B)

7. 1(A — B) =1 si, y sélo si, I(A) < I(B)
8. (AcB) = 1 — [I(A) — I(B)|

La siguiente definicién es la misma que hicimos para una teoria de modelos

general, pero la incluimos aqui para facilitar el estudio y la comprensién de la légica.

DEFINICION 4.3.4

» Una interpretacion 1 € Z es un modelo de una formula A si I(A) = 1; de-
cimos también que la interpretacion 1 satisface la formula A. Denotaremos
por Mod(A) al conjunto de los modelos de A.
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» Decimos que 1 € T es un contramodelo de una férmula A si I(A) =0

» [ € 7 es un modelo de un conjunto de formulas Q, si I(A) = 1 para todo
A € Q. Denotaremos por Mod(2) al conjunto de los modelos de €.

= Decimos que una formula A es satisfacible o consistente si admite algiun
modelo, es decir, si Mod(A) # &

» Decimos que un conjunto de formulas €1 es satisfacible o consistente si
admite un modelo, es decir, si Mod(§2) # @.

. Decimos que una formula A es insatisfacible o inconsistente si no admite
ningun modelo, es decir, si Mod(A) = &.

» Decimos que una formula A es vdlida o que es una tautologia si cada inter-
pretacion es modelo de A, es decir, si Mod(A) =T.

EJEMPLO 4.3.5 En la siguiente tabla, evaluamos todas las interpretaciones de la
férmula A = (=pV q) = (-pAq).

A= (-pV — (P A
- 11? (i (—p q()) (=p A q) Io(4) = 1,
I> es modelo de A,
Ib]1]0 1 A es satisfacible.
Is| 0|1 1
I,/]01]0 0

\ I4(A) = 0,
14 es contramodelo de A,
A no es vialida.

Por lo tanto, Mod(A) = {I, I3}, y podemos afirmar que A es satisfacible pero no
es valida. a

EJEMPLO 4.3.6 En la siguiente tabla mostramos todas las interpretaciones de la
féormula A= (pA(p = q)) = ¢

pla|A=@A(p—4q)—q
11 1
L|1]0 1
o1 1
Llolo 1

Por lo tanto, Mod(A) = {I1,15,I3,14} = Z, y podemos afirmar que A es una tauto-
logia. O
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Las propiedades de satisfacibilidad de férmulas y de conjuntos de férmulas estédn
relacionadas por el siguiente resultado.

TEOREMA 4.3.7 Q = {A;,..., A} es satisfacible si, y solo si, Ay N\ --- N A, es

satisfacible.

El operador Mod caracteriza la teoria de modelos y justifica precisamente esa
denominacién. Hemos visto que las nociones basicas de una teoria de modelos quedan
determinadas por este operador, y a continuacién vemos un resultado que establece
como determinar de forma recursiva el conjunto de modelos de una férmula o un
conjunto de férmulas.

TEOREMA 4.3.8 Sean A y B férmulas, entonces:

s Mod(—A) =Mod(A) =Z — Mod(A)

Mod(A A B) = Mod(A) NMod(B)

Mod(A V B) = Mod(A) UMod(B)

Mod(A — B) = Mod(A) UMod(B)

Mod(A <+ B) = Mod(A) A Mod(B)

MOd(Ql U QQ) = MOd(Ql) N MOd(QQ)

DEFINICION 4.3.9 (INFERENCIA SEMANTICA) Si Q = {A1, As,..., An} es un con-
junto de formulas y A es otra formula, decimos que A es consecuencia, se deriva

semdnticamente o se infiere de §), si todo modelo de §2 es modelo de A, es decir,
st Mod(2) C Mod(A); en tal caso, escribimos Q= A, 0 A1, Ag, ..., A, E A.

En particular, si = &, entonces Q |= A si, y s6lo si, A es una tautologia; por
esta razdn, escribimos = A para expresar que A es una férmula vélida. Ademas, en
general, las nociones de validez de una férmula y de correccién de una inferencia

estan relacionas segun establece el siguiente resultado.

TEOREMA 4.3.10 Ay, As,..., A, E A si, y sdlo si, (A1 ANAg A -+ A An) — A es
una tautologia.

EJEMPLO 4.3.11 Para Q = {—q — p, ¢V r}, y A = —p — r, vamos a comprobar
que Q = A.
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pla|r|-p|—-q|~q—=p|qVr|-p=r
L 1[1]l1]lo o 1 1 1
Li1lo|1] 0] 1 1 1 1
Llo[1]1| 1]o0 1 1 1
Llolo|1] 1]1 0 1 1
L|1[1]0f o] o0 1 0 1
t|1lolofl o] 1 1 1 1
lol1]of 1]o0 1 0 0
Is|ojojof 1|1 0 1 0

Entonces, Mod(Q2) = {11, 12,13, 16} v Mod(A) = {11, 12, 13,14, 15, Is}; por lo tanto
Mod(£2) C Mod(A) y QA O
En una teoria de modelos, el conjunto de modelos de una féormula determina el

significado de la formula. De esta forma, si dos formulas tienen los mismos modelos,

son indistiguibles en la teoria.

DEFINICION 4.3.12 Decimos que dos férmulas A y B son (légicamente) equiva-
lentes si Mod(A) = Mod(B); en tal caso, escribimos A = B.

EJEMPLO 4.3.13 Las férmulas —pV ¢ y p — ¢ son equivalentes, segtin se deduce de
las siguiente tabla:

plag|l-p|-PVg|p—gq
Llt[1] o 1 1
L |[1]0] 0 0 0
o1 1 1 1
Llojo]| 1 1 1

Por lo tanto Mod(—p V q) = {I1,13,14} = Mod(p — ¢) y podemos concluir que
PVq=Ep—q o

TEOREMA 4.3.14 A = B si, y sdlo si, A< B es una tautologia.

EJEMPLO 4.3.15 Podemos demostrar una equivalencia (o la correccién de una in-
ferencia, o la validez de una férmula) utilizando las propiedades del operador Mod
y las propiedades de las operaciones entre conjuntos, en lugar de evaluar las in-

terpretaciones de las férmulas. Vamos a demostrar de esta forma la equivalencia

-(AANB)=-AV-B:
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TEOREMA 4.3.16 En la Ldgica Cldsica Proposicional se verifican las siguientes

equivalencias

Leyes conmutativas: ANB=BAA
AVB=BVA

Leyes asociativas: (ANBYANC=AN(BAC)
(AvB)vC=AvVv (BV(O)

Leyes de Absorcién: AN(AVB)=A
AV(ANB)=A

Leyes de Idempotencia: A=ANA
A=AV A

Ley Distributiva de A respecto V: AA(BVC)
Ley Distributiva de V respecto A: AV (BAC)

(AAB)V (AAC)
(AVB)A(AVC)

Leyes de De Morgan: -(AANB)=-AV-B
-(AVvB)=-AAN-B

Ley de doble negacién: —A=A

Ley de Transposicion: A—B=-B—-A

Interdefinicién de — y V: A— B=-AVB
AVB=-A—B

Interdefinicién de — y A: -(A—-B)=AAN-B
AANB=-(A— —B)

Conmutatividad de < A<+B=B+ A

Asociatividad de «: A< (B-(O)=(A+B)«C

Hemos demostrado antes =(pAq) = —pV—q, pero jpodemos deducir que entonces
r— =(pAq) =r — (-pV —q)? La respuesta es si: si en una férmula sustituimos una
subférmula por otra formula equivalente a ella, el resultado es una férmula equiva-
lente a la féormula inicial. Para establecer formalmente este resultado, necesitamos
definir previamente la operacién de sustitucion.

DEFINICION 4.3.17 Si A, B y C son férmulas tales que B T A, denotamos por
A[B/C] a la formula que se obtiene al sustituir en A cada aparicion de la subformula

B por la formula C.

TEOREMA 4.3.18 (PRINCIPIO DE SUSTITUCION) Si A y C son férmulas, p es una
variable proposicional en A, y A es vdlida, entonces Alp/C] también es valida.

TEOREMA 4.3.19 (DE EQUIVALENCIA) Si BC A y B =C, entonces A= A[B/C].

4.3.1. Expresividad

Una vez definida una seméntica sobre un lenguaje formal, podemos volver a la
definicién del lenguaje e introducir simplificaciones justificadas por la seméntica.
Por ejemplo, las leyes asociativas permiten considerar como férmulas bien formadas
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a las expresiones

A VAV VA, =\ A A NAg NN Ay = N\ A
i=1 i=1
También podemos reducir el niimero de conectivos, definiendo unos a partir de otros.
Por ejemplo, serfa suficiente trabajar solo con la negacién y la implicacién y definir
el resto a partir de ellos

AV B =def -A— B
ANB =def —|(A — —|B)
A B =4y 7((A—= B) = (B —A))

En este caso, decimos que {—, —} es un conjunto adecuado de conectivos.

La reduccién del ntmero conectivos puede ser 1til en determinadas areas, co-
mo en el disefio de circuitos digitales, pero si queremos representar informaciéon o
conocimiento, es preferible aumentar el conjunto de conectivos, aumentando la ex-
presividad del lenguaje. Por ejemplo, en la Légica Clasica podemos utilizar mas
conectivos, ademéds de los que hemos considerado incialmente en el lenguaje: el ope-
rador nor, el operador nand, la disyuncién exclusiva y el operador si:

p qlplalpla|p®q|paq
1 1] 0 | 0] o 1
1 0l o0 | 1 1 1
01| 0 | 1 1 0
ool 1 | 1| o 1

4.3.2. Automatizacién de las demostraciones

Se dice que una légica es decidible si es posible disenar un algoritmo que deter-
mine si cualquier inferencia es valida o no lo es: la Légica Clasica Proposicional es
decidible; por ejemplo, la evaluacién de las interpretaciones constituyen un algorit-
mo de demostracion. No todas las logicas son decidibles, lo que no implica que no
sean utiles computacionalmente. Por ejemplo, la logica Clasica de Predicados es se-
midecidible, es decir, inicamente disponemos de procedimientos cuya finalizaciéon
estd garantizada solamente si la formula de entrada es valida.

La mayoria de los algoritmos de deduccién automatica, y en particular el método
de las tablas semanticas, que aprenderemos mas adelante, hacen uso del principio
de refutacion.

TEOREMA 4.3.20 (PRINCIPIO DE REFUTACION) Sea Q2 un conjunto de férmulas y
sea A otra formula. Entonces:

Q| A si, y solo si, QU {—-A} es insatisfacible.
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La demostracién es sencilla a partir de las propiedades del operado Mod:

QA

[

La ventaja de utilizar el principio de refutacion es que convierte el problema de
generar y evaluar interpretaciones en un problema de busqueda: ;jes posible encontrar
una interpretacién tal que I(A; A--- A A, A—A) =17 Si no es posible, la inferencia
A1, ..., Ap = A es correcta, y en caso contrario, no lo es.

EJEMPLO 4.3.21 La inferencia (p A q) — 7,p — q = p — T es correcta, ya que no
es posible encontrar un modelo de (p A q) =7, p—qy —~(p — 7).

Supongamos que I(—=(p — r)) = 1, entonces necesariamente I(p) = 1 e I(r) = 0.
Si ademas, I(p — ¢) = 1, entonces necesariamente I(¢g) = 1. Por lo tanto, I((pA¢q) —
r) = 0y podemos concluir que {(pAq) — r,p — g, (p — 7)} es insatisfacible y que
la inferencia (p A q) — r,p — q = p — r es correcta. a

4.3.3. El método de las Tablas Semanticas

El método de las tablas seménticas es un algoritmo para el estudio de la satisfa-
cibilidad de conjuntos de férmulas. Gracias al principio de refutacién, este algoritmo
puede ser usado para estudiar la validez de férmulas y la correccién de inferencias.

Antes de presentar el método, necesitamos introducir algunos conceptos. Un
literal es una férmula atomica o la negacién de una formula atémica; los literales p

y —p son literales opuestos.

Las férmulas que responden a los esquemas AA B, =(A — B), =(AV B) y =—A
se denominan férmulas de tipo a o de comportamiento conjuntivo. En la bisqueda
de modelos de una férmula de tipo « basta determinar los médelos de dos formula
obtenidas a partir de sus subférmulas:

Mod(A A B) = Mod({A, B})
Mod(—(A — B)) = Mod({A,-B})
Mod(—(AV B)) = Mod({—A4,-B})
Mod(——A) = Mod(A)

Las férmulas que responden a los esquemas AV B, A — By =(A A B) se
denominan férmulas de tipo 8 o de comportamiento disyuntivo. En la busqueda de
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modelos de una férmula de tipo 8 tenemos que considerar, de forma independiente,
los modelos de dos férmula obtenidas a partir de sus subférmulas:

Mod(A V B) = Mod(A) U Mod(B)
Mod(A — B) = Mod(—A) UMod(B)
Mod(—(A A B)) = Mod(—A) U Mod(—B)

Con las propiedades anteriores, podemos construir un arbol de bisqueda de
modelos, estos arboles se denominan tablas semanticas, y en ellas se transmite el

operador Mod hasta llegar a los literales.

DEFINICION 4.3.22 Consideremos las férmulas By, ..., By,

s El drbol con una dnica rama
By

By
By,
es una tabla semdntica, denominada tabla inicial, para {B1,..., Bn}

» Si T es una tabla semdntica y T’ se obtiene a partir de T aplicando una

regla extension, entonces T' es una tabla semdntica.

Extension o: Si una formula de tipo o aparece en la tabla, entonces cada
rama ‘que contiene’ a esa formula es extendida con uno o dos nodos segun los

stguientes esquemas.

-(A—B) vV -(AVB) vV
ANBV X X ——A vV
Xl 1 1
. X,
Xn Xn Xn :
A A -A Xn
B -B -B A

» Extension B: Siuna formula de tipo 5 aparece en la tabla, entonces cada rama
‘que contiene’ a la formula es extendida con dos nodos, uno como descendiente

1zquierdo y otro descendiente derecho segun los siguientes esquemas.

AVBV A5 BV ~(AAB) vV
X1 X1 X3
Xn Xn Xn
A B —-A B -A -B
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La marca ¢ que colocamos en las férmulas indica que esa férmula ya ha sido
usada para extender la tabla y que no es necesario utilizarla de nuevo.

Una rama (el camino que une una hoja con la raiz en recorrido ascencente) en una
tabla seméntica se dice (atémicamente) cerrada si en ella aparece una férmula
atémica y su negacién; estas ramas se marcan con el simbolo X por debajo de su
hoja. Una rama se dice abierta si no es cerrada. Una tabla se dice cerrada si todas
sus ramas son cerradas. Una rama se dice completa si todas sus férmulas han sido
expandidas (es decir, todas las férmulas de tipo a y 8 aparecen con la marca ¢/ ).
Una tabla se dice terminada si todas sus ramas son cerradas o completas.

TEOREMA 4.3.23 (CORRECCION Y COMPLETITUD DE LAS TABLAS SEMANTICAS)

1. Un conjunto de formulas {By, ..., Bn} es insatisfacible si, y sdlo si, es posible
construir una tabla cerrada para {By, ..., Bn}.

2. SiT es el conjunto de literales de una rama completa y abierta de una tabla para

{Bi,...,Bny}, entonces cualquier modelo de T" es un modelo de {By, ..., Bp}.

COROLARIO 4.3.24

1. La inferencia Ay, ..., Ay, |E A es vdlida si, y solo si, existe una tabla cerrada
para {Ay, ..., Ap, " A}.

2. 8i I' es el conjunto de literales que aparecen en una rama completa y abier-
ta de un tabla para {Ai,..., Ay, ~A}, entonces cualquier modelo de T' es un
contramodelo de Ay, ..., A, = A.

En la figura[f.T]aparece el diagrama del algoritmo para generar las tablas semanti-

cas a partir de un conjunto de férmulas, hasta llegar a una tabla terminada.

Dado que solo estamos interesados en la satisfacibilidad, el algoritmo se detiene
tan pronto se encuentre una rama completa y abierta. Sin embargo, si seguimos
extendiendo la tabla hasta llegar a una en la que todas las ramas estdn cerradas o
completas, entonces podemos determinar todos los modelos del conjunto de férmulas

inicial a partir de las ramas abiertas.

Aunque en términos de correccion, el orden de eleccién de las férmulas es in-
diferente, debemos tener en cuenta que para mejorar la eficiencia debemos darle
prioridad a las formulas « sobre las férmulas 8. La complejidad del método reside
en la necesidad de verificar si las ramas son cerradas o no, y por lo tanto, cuantas
m&s ramas tenga la tabla, més verificaciones tendremos que hacer. Las extensiones
« no aumentan el nimero de ramas, y por eso les damos prioridad sobre la .

Debemos tener siempre en cuenta que estos algoritmos describen manipulaciones
puramente sintacticas y, por lo tanto, deben realizarse tal y como aparecen en las
reglas. En particular, las formulas que se aniaden a la tabla en cada extensién deben

construirse a partir de las subférmulas sin aplicar ninguna equivalencia.
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Figura 4.1: Diagrama del algoritmo de las Tablas Seménticas

EJEMPLO 4.3.25 Para estudiar la satisfacibilidad del conjunto

Q={p—-((r—q) —q),pVrr—p}

construimos la siguiente tabla semantica.

p——((r—=q) —q) V(1)
pVr V(3)
’f’—)p 4
- ﬂkﬂ((r —q) = q) V(2)
-7 r—q v(5)

D r
/N

\

e

-7 p =
X X p—" r
N, ~,
x £ ¢
X

/N /N

q
- ¢ - q

Esta tabla es completa y contiene ramas abiertas. Por lo tanto, el conjun-

to 2 es satisfacible. La rama abierta de mas a la izquierda contiene a los lite-

rales I' = {—¢,p,r}, y por lo tanto, un modelo de I' y de Q es es I(p) = 1,
I(¢) =1(r) =0. O
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EJEMPLO 4.3.26 La correccién de la inferencia (p Aq) = r, p = g = p — r es
equivalente a la insatisfacibilidad del conjunto Q@ = {(pA¢q) = r, p — ¢, (p — )}
y esta propiedad la estudiamos con la siguiente tabla seméantica

(pAg) =71 V(2

P—q V(3)
—(p—r) v(1)
p

<

Dado que la tabla es cerrada, podemos afirmar que el conjunto € es insatisfacible

y, en consecuencia, la inferencia inicial es correcta. O
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1. De las siguientes cadenas de simbolos, diga cuéles son férmulas bien formadas
de la Légica Clésica Proposicional, cudles no y diga por qué:

a) pAgq— b) (pA-r) =g c) =(=(pVq));
d) (qVr)— e) (=pAr) = =(p—-r); f) re(-pVa).
2. Determine los modelos y contramodelos de la férmula A = (pV—q) — (pAq):
. Es satisfacible la férmula A? ;Es valida la férmula A?
3. Determine los modelos y contramodelos de la férmula
B=(p——q) = (-pV—q)
. Es satisfacible la formula B? ;Es véalida la férmula B?
4. Determine si son insatisfacibles, satisfacibles o validas las siguientes férmulas:
a) p—=q)—=p; b Ve —=>-(qVp); ¢ (pAg = (¢AD)

5. Determine si son satisfacibles o insatisfacibles los siguientes conjuntos de formu-
las:

a) {p.q,pVq}; b) {p.~q,pNq};
o) {pve,~(-p—q9};  d) {p—=q¢®ANg — —p}

6. Construya, si es posible: (a) una férmula bien formada que NO sea valida; (b)
una férmula bien formada que ST sea vdlida; (¢) una férmula vdlida que NO
sea bien formada.

7. Construya, si es posible: (a) una férmula satisfacible que NO sea vdlida; (b)
una férmula satisfacible que ST sea vdlida; (c) una férmula vdlida que NO sea

satisfacible.
8. Razone con exactitud sobre la veracidad de las siguientes afirmaciones:

a) Si una férmula no es valida, su negacién si lo es.
b) Si una férmula no es satisfacible, su negacion si lo es.

¢) Siuna férmula no es consecuencia de un conjunto de férmulas, su negacién

si lo es.

d) Siuna férmula no es consecuencia de un conjunto de férmulas, su negacién
tampoco.
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e) Si un conjunto de férmulas es satisfacible, cada elemento del conjunto
también es satisfacible.

f) Si cada elemento de un conjunto de férmulas es satisfacible, el conjunto

también es satisfacible.
9. Formalice los siguientes razonamientos:

a) Si no hay control de nacimientos, entonces la poblacion crece ilimitada-
mente. Pero si la poblacion crece ilimitadamente, aumentard el indice de
pobreza. Por consiguiente, st no hay control de nacimientos, aumentard
el indice de pobreza.

b) Si Valdés ha instalado calefaccion central, entonces ha vendido su coche
o0 ha pedido dinero prestado al banco. Por tanto, si Valdés no ha vendido

su coche, entonces no ha instalado calefaccion central.

10. Escriba cinco férmulas con tres variables proposicionales distintas y grado ma-
yor que cinco. Diga cudles son insatisfacibles, cuales son satisfacibles y cudles

son validas.

11. Demuestra la siguiente propiedad: Si 2 D ', entonces Mod(Q2) C Mod(£2')
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1. Determine los modelos y contramodelos del conjunto de féormulas
Q={~q—=p,-pVr,-q—-r}

JEl conjunto 2 es satisfacible? ;Es correcta la inferencia Q = ¢7 jEs correcta
la inferencia Q = r?

2. Estudie la validez del siguiente razonamiento:

Si hay petrdleo en Poligonia, entonces o los expertos tienen razon o
el gobierno estd mintiendo. No hay petroleo en Poligonia, o si no los
expertos se equivocan. Asi pues, el gobierno no estd mintiendo.

3. Consideremos las siguientes férmulas: A=p — (¢ = r), B=(pAq) — r.

a) Determine los conjuntos Mod(A) y Mod(B).
b) (Qué relacién hay entre Ay B?
4. Razone con exactitud sobre la veracidad de las siguientes afirmaciones:

a) Si Q[ A, es posible que exista Q' D Q tal que Q' }£ A.
b) Si Q= A, es posible que exista Q' D Q tal que Q' = A.

5. Demuestre la validez de las siguientes formulas utilizando Tablas seméanticas.

a) (p—=(qg—r)—=>((p—q —(p—r)); b) (=p — —q) = (¢ — p);
c) (Vo A(p—r)N(@g—1)) =3 d) (p— (gN—q) — —p;

6. Use Tablas Seméanticas para estudiar la validez de las siguientes férmulas
A=(=rVv(pArg) = ((r—=p) Al —q)
B=@pAr)=((g—=s) = ((pVa) —s)

7. Estudie la validez de las siguientes inferencias utilizando Tablas seméanticas.

a) p—(qVr),g—>rr—>sEp—s
b) p—(qVr),g—=rr—skEp— s

c)p—=q,r—8,(sNq) —tE(@PAr)—t

)
)
)
d) p—=(g—=r)p—=qpEr

8. Use Tablas Semanticas para estudiar la satisfacibilidad del conjunto

Q={p—(¢g—r).p—qpn}

y, en caso afirmativo, determine todos sus modelos.
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9. Las férmulas del tipo A<+ B y ~(A+< B) pueden considerarse como férmulas de
tipo B en el método de las Tablas seméanticas usando las siguientes equivalencias
A<+B=(AANB)V(-AAN-B)y (A< B) = (-AANB)V(AA-B)y, en

consecuencia, las siguientes reglas de expansién:

A< B —(A < B)

SN / ~
A —-A A —-A

B -B -B B
Utilizando estas reglas, estudie la validez de las siguientes férmulas

a) =(pAq) < (—=pV —q)
b) p—q) < (< (pAg)
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