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PROLOGO

La Fisica es la més basica de las Ciencias de la Naturaleza. Su objetivo es
dar explicacion a los fenémenos naturales observados. Para ello hace uso de dos
estrategias fundamentales: por un lado, utiliza un lenguaje altamente preciso, el de
las Matematicas; por otro, elabora modelos de la Naturaleza con los que poder
entender su comportamiento.

El lenguaje matematico es el lenguaje de la Fisica, pero ésta dota a aquél
de contenido real. Por eso, la “interpretacion fisica” de las ecuaciones es la tarea
docente de mds relevancia, siendo en dicha actividad en la que el profesor debe dar
muestras de su formacién. El profesor Julio Palacios afirmé: “La Fisica tiene por
objeto descubrir y dar forma matemadtica a las leyes que gobiernan la Naturaleza”.
Estando totalmente de acuerdo con esta definicién, serd éste el espiritu de esta
serie, que hemos decido titular “Fisica Basica”.

El nacimiento de la Fisica, que podemos atribuir a la obra de Galileo,
quedé marcado por el método utilizado por este genial cientifico. Consisti6 en la
idealizacién del problema que le tenia ocupado o, dicho de un modo mas técnico, la
elaboracién de un modelo del fenémeno natural objeto de su estudio. El estudioso
de la Fisica pronto aprende a valorar la fuerza del uso de modelos idealizados para,
posteriormente, afiadir aquellos elementos adicionales que complican el problema
acercéndolo a la situacién real.

Las dos estrategias citadas, propias de la Fisica, tienen por objeto la
construccién de una teoria que describa correctamente el fenémeno observado y
que prediga nuevos fendémenos. La validez de la teoria desarrollada esta
condicionada por el experimento, que es el “juez” que determina su aceptacion o
rechazo. La Fisica es, por lo tanto, una Ciencia Experimental, siendo inherente a
ella el aprendizaje de métodos de medida, la elaboracién de datos experimentales y
la presentacion con contenido fiable de los resultados que deberén ser contrastados
con las predicciones tedricas, objeto de andlisis. De acuerdo con esta idea, una
asignatura fundamental de Fisica en la que no se impartan de manera reglada
créditos practicos, serd un sucedaneo, tal vez valido para encajar el reparto de carga
docente en un plan de estudios, pero nunca dara una sélida formacién en Fisica, si
es lo que se pretende...

Este volumen de la serie titulada “Fisica Bésica” estd dedicado al
Electromagnetismo. Respecto de otras obras, la novedad es que, basdndonos en el
teorema de Helmholtz, se dan a conocer los campos eléctrico y magnético a partir
de sus operadores vectoriales, divergencia y rotacional. En el capitulo I se
introducen estos operadores vectoriales. En los capitulos II al V se estudia el
campo electrostético. En el capitulo II se calcula la divergencia de E, interpretando
el resultado no nulo como expresién de la existencia de cargas eléctricas. En el
capitulo III destacamos el cardcter conservativo del campo electrostatico al obtener
un resultado nulo para su rotacional. El comportamiento de la materia, debido a la



presencia de un campo eléctrico, se estudia en los capitulos IV y V, distinguiendo
entre materiales dieléctricos y materiales conductores. Los capitulos VI al VIII se
dedican al campo magnetostatico. Calculamos el rotacional de B en el capitulo VI,
resultando un valor no nulo, lo que significa que éste no es un campo conservativo.
Por otra parte, el resultado nulo de su divergencia, que obtenemos en el capitulo
VII, representa el hecho de que el monopolo magnético no existe. En el capitulo
VIII estudiamos el comportamiento magnético de la materia. Después de destacar
la independencia de los campos E y B, cuando son estaticos, estudiamos estos
mismos campos, cuando dependen del tiempo, en el capitulo IX. Este extenso
capitulo estd dedicado a destacar la conexién entre los campos dependientes del
tiempo, que lleva a la prediccion y posterior confirmacién experimental, de la
existencia de ondas electromagnéticas. Finalmente, nos ha parecido apropiado
introducir el capitulo X. En €l se insiste, desde otro punto de vista, en la naturaleza
unica del campo electromagnético, siendo la observacién de un campo eléctrico y/o
un campo magnético, consecuencia unicamente del estado de movimiento del
observador.

El estudio de este libro no debe excluir el uso de otros. Citaremos los libros
de P.A.Tipler (Fisica para la Ciencia y la Tecnologia, Ed. Reverté, Barcelona,
1999), y F.W. Sears y col. (Fisica Universitaria, Ed. Addison-Wesley-Longman,
México, 1999), como obras mas destacadas. No obstante, aunque solemos invitar a
los alumnos a consultar diferentes libros de texto, debemos reconocer que su
tiempo es limitado, viéndose agravada la situacion cuando las asignaturas
adquieren un caracter cuatrimestral. De algiin modo reclaman una obra concreta a
la que poder acudir, y éste ha sido el motivo que nos ha llevado a enfrentarnos a
esta tarea. El autor es el unico responsable de los errores que pudiera contener la
obra. Cualquier critica (sea constructiva o no) sera recibida de buen grado.

Mi agradecimiento mds sincero a los compafieros del Departamento de
Fisica Aplicada II que han contribuido, con su estimulo y sabias discusiones a la
consecucién de este trabajo.

Estoy en deuda con mis alumnos, que a lo largo de estos afos han
contribuido, tal vez sin saberlo, a que este proyecto vea la luz.

En este capitulo de agradecimientos no puede faltar una mencién especial
al personal del SPICUM. Con su trato amable, lo que me parecia una ardua tarea se
ha convertido en una actividad amena.

Finalmente, quiero agradecer a mi esposa y a mi hija su paciencia y apoyo.
En cierto modo ésta es también su obra.

Malaga, Junio de 2002
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Capitulo I
OPERADORES VECTORIALES

1. GRADIENTE DE UN ESCALAR

Sea f una magnitud escalar. Su valor en cada punto del espacio vendra
dado por una cierta funcién f(r)=f(x, y, z). En un punto P, de coordenadas (x, y, z),
esta funcién toma el valor f(x, y, z); en otro punto P+dP, separado una distancia
infinitesimal del punto P, su valor sera:

f(x+dx,y+dy,z+dz) =

= f(x,y,2) + [-ai] dx + Bf dy +[af) dz | +... (LD
ox )p ay 0z

Por lo tanto, si despreciamos términos de orden mayor o igual que el segundo (lo
cual estd perfectamente justificado al ser dP infinitesimal), el cambio que se
produce en la magnitud f al pasar del punto P al punto P+dP sera:

df = f(x+dx,y+dy,z+dz) - f(x,y,2) =

_(¥ s A
R

(¥,
—(l » 8y+ka ) (tdx+]dy+kdz)

En la ecuacion (1.2), i, es el vector unitario que determina el sentido positivo del eje
X. Lo mismo puede decirse de los vectores j y k con relacién, respectivamente, a
los ejes Y y Z. En la expresién final de la dltima igualdad, el segundo paréntesis es
el vector desplazamiento, dr, mientras que el primer paréntesis, que se evalia en la
posicion P, recibe el nombre de gradiente de la funcién escalar fy se representa en
la forma Vf o grad f. Vemos que el gradiente de una funcién escalar es una funcién
vectorial. Para obtener el significado fisico del gradiente de una funcién escalar,
observemos que df = (Vf )o dr = |Vf ||d?| cosO, donde 6 es el angulo formado por

los vectores Vf y dr. Cuando el desplazamiento dr coincide en direccién y
sentido con el vector Vf, la funcién f experimentara un cambio maximo en su
valor. Por lo tanto, podemos afirmar que el gradiente de una funcién escalar es un
vector cuya direccién coincide con la del mdximo cambio en el valor de la funcién
escalar, su sentido coincide con el de aumento de la funcién escalar (6=0) vy,
finalmente, su médulo viene dado por la expresion:
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2 2 2
of of of
vl = 13
K (BXJ ' dy +(32] . e

Por ejemplo, en Meteorologia es necesario conocer, para predecir el
tiempo, el valor que la presion atmosférica toma en distintos puntos, siendo un dato
fundamental la “rapidez de cambio espacial” de dicha magnitud con la posicién a
una altura dada. De hecho, los mapas de isobaras mostrados en los partes
meteorolégicos corresponden a valores de la presién atmosférica a una altura dada.
Que estas lineas aparezcan mas o menos juntas da idea de la rapidez de cambio de
la presién con la posicion, lo cual permitird predecir si habrd movimiento lento o
rapido de masas de aire y en qué sentido.

En coordenadas cilindricas, el vector gradiente toma la forma,

PSR (14)

Vf =—=7rF
or rodp 0oz

y, en coordenadas esféricas,

Vf =aif+laié+ 1 aiq? (L5)
or rado rsenf d¢
2. FLUJO DE UN VECTOR

Una superficie cerrada es una superficie que divide un volumen en dos
regiones, una interior y otra exterior. Una superficie cerrada no tiene Iimites, es
decir, ninguna curva actia como extremo de la superficie. Un 4rea elemental de la
superficie cerrada se representa por dS, un vector de médulo dS, normal a dicho
area, y que apunta en el sentido hacia el volumen exterior. Por ejemplo, la
superficie de una esfera es una superficie cerrada, donde, en todos sus puntos, dS
apunta radialmente hacia fuera. La eleccién de este vector es un convenio
universalmente aceptado.

Una superficie abierta es la que esta limitada por una curva. La pagina de
un libro es una superficie abierta, siendo el borde de la pagina la curva que la
limita. Para una superficie abierta, dS tiene también mddulo dS y es un vector
perpendicular a la superficie que representa. Aqui tenemos también dos posibles
sentidos para el vector. Se elige, también con caracter universal, como sentido
positivo del vector dS, el que coincide con la direccién de avance de un tornillo (de
rosca hacia la derecha) cuando el perimetro de la superficie (que coincide con la
curva que la limita) es recorrido en su sentido positivo. Por ejemplo, si
consideramos nuevamente la superficie abierta definida por la pagina del libro,
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tomando como positivo el sentido de recorrido del perimetro de la misma
coincidente con el de las agujas del reloj, el vector superficie serd perpendicular a
la pagina y tendra sentido positivo hacia dentro.

El flujo de un vector F se define, para una superficie abierta S, como:

[FedS (L6)
S

En este caso el signo del flujo es positivo o negativo, dependiendo de la normal que
es tomada como positiva. Para una superficie cerrada S el flujo de un vector F esta
univocamente definido,

§F ods (L7)
S

El pequerfio circulo sobre el signo integral indica que S es una superficie cerrada y
la integracién debe realizarse sobre la superficie completa.

3. DIVERGENCIA DE UN VECTOR
Estamos en condiciones de definir la divergencia de un vector F en un
punto P. Esta viene dada en términos del flujo del vector F a través de una
superficie cerrada S que rodea al punto P, y del volumen V encerrado por S.
Consideremos una superficie S; que rodea al punto P y encierra un
volumen V. El cociente,

Vi S§F o dS (L8)

171

nos da el flujo por unidad de volumen encerrado. Si tomamos otra superficie
cerrada S, que rodea al punto P pero es mas pequena que la superficie S,
contendrd un volumen V, menor que el volumen V,. De igual forma podremos
plantear el cociente,

€ §Fed (19)
Y2,

Si este proceso continda indefinidamente, el cociente tenderd hacia un unico valor
limite que recibe el nombre de divergencia del vector F en el punto P. (Hay, sin
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embargo, excepciones; por ejemplo, F=r/r’ en r=0). De acuerdo con lo dicho, la
divergencia de F se define como,

B 1 .- "
divF = lim | —§F edS (L.10)

En coordenadas cartesianas, la divergencia de un vector viene dada por la

expresion,

oF
an N y . an
ox dy oz

divF =V e F =

(L11)

En coordenadas cilindricas,

oF
divF =12 oy 1209 (L12)
ror rdp 0z

y, finalmente, en coordenadas esféricas,

oF

- 10 1 i)
divF = ——\r°F, |+ — 0F, |+ —_ I.13
Y 2 or ( r) rsenf 06 (sen 9) rsen@ 0¢ (1)

Un vector cuya divergencia sea nula en todos los puntos del espacio se dice
que es solenoidal. Por cierto, esta denominacién proviene de que el campo
magnetostético, incluido el creado por un solenoide, cumple con esta propiedad.

4. TEOREMA DE LA DIVERGENCIA

Un teorema muy importante en el que interviene la divergencia de un
vector se enuncia de la siguiente forma: “ la integral de la divergencia de un vector
sobre un volumen V es igual a la integral de superficie de la componente normal
del vector sobre la superficie S que limita al volumen V”. Veamos su
demostracion.

Dividamos mentalmente el volumen V en un gran nimero de pequeias
celdas. Denotemos por AV; al volumen de la i-ésima celda, que estard limitada por
la superficie S;. Esté claro que:
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> § FehdS ={§F ehdS (L14)
LS S

donde en cada integral de la izquierda el vector normal n; se dirige hacia fuera del
volumen considerado. Puesto que el sentido hacia fuera de una celda coincide con
el sentido hacia dentro de la celda adyacente, todas las contribuciones del primer
miembro de la ecuacién (I.14) se anulan, excepto las que provienen de la superficie
S, quedando demostrada dicha igualdad. Para obtener el teorema de la divergencia
haremos que el nimero de celdas tienda a infinito, de tal forma que el volumen de
cada una de ellas tenderd a cero:

§ F o hdS
S

1 -
= lim —— §F e /dS [AV. .15
AVi—>O§ AVl-g ! (L15)

!

En el limite, la suma en i se convierte en una integral sobre V y el limite del
cociente de la integral de superficie con respecto al volumen AV; se convierte en la
divergencia de F, es decir:

divFdV (1.16)

que es el teorema de la divergencia. El uso préctico de este teorema depende de la
facilidad que presente una u otra integracién en cada problema concreto.

5. INTEGRALES DE LINEA

Una linea cerrada es aquélla en la que es posible comenzar en un punto
dado, recorrer la linea completa en un sentido, de los dos posibles, y volver al
punto de partida. No es necesario que dicha linea esté situada en un plano. La linea
cerrada puede ser considerada como el limite de una superficie abierta, aunque
dicha superficie no es unica. En realidad hay un nimero infinito de tales superficies
para una linea dada (ésta es una de las claves de la modificacién que J.C. Maxwell
hizo a la ley de A.M. Ampere). Por otra parte, con excepcién de las superficies del
tipo Mobius, toda superficie con “dos caras” tiene una unica linea cerrada que la
delimita.

Una linea abierta tiene un principio y un final. No es posible regresar al
punto de partida si uno recorre los puntos de la linea en un sentido (de los dos
posibles).
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La integral fg f dr esun tipo de integral de linea de una funcién escalar f a

lo largo de un camino C, abierto o cerrado, que une los puntos a y b. La variable
independiente r es la distancia medida a lo largo del camino, linea o curva C. Una
extension simple de esta idea es la integral de linea de una funcion vectorial F:

jﬁ{c Fodi = ijc Fcos8 dr (L17)

donde 6 es el angulo entre F y dr en cada punto a lo largo de la curva C. Cuando el
vector F representa una fuerza, la integral (I.17) recibe el nombre de “trabajo”
realizado por dicha fuerza al mover un cuerpo desde la posicién a a la posicién b a
lo largo del camino C:

W =jf,’cﬁ-d? (L18)

En general, el resultado de la integral (I.18) depende de cudl sea el camino C que
une los puntos a y b. Sin embargo, se da el caso, especialmente importante, en que
dicho resultado es independiente del camino; se dice entonces que F es una fuerza
conservativa.

Si el camino C es cerrado, haremos un pequefio cambio de nomenclatura
escribiendo la integral en la forma:

§F odr (1.19)
C

que llamaremos “circulacién” del vector F. Existen dos posibles sentidos para el
recorrido del camino cerrado C. Para resolver esta ambigiiedad se elige, por
convenio, que el sentido positivo sea el que corresponderia al de avance de un
tornillo que girase en ese mismo sentido.

6. ROTACIONAL DE UN VECTOR

Definiremos un vector cuyo mdédulo coincide con el cociente entre la
circulacién de un vector F, calculada a lo largo de un camino C, que rodea a un
punto P, y un drea AS, limitada por dicho camino C. Supondremos que C esta en un
plano, de tal forma que AS estara univocamente definida. Tomaremos el limite de
este cociente cuando AS (y, por lo tanto, C) tiende a cero. Supondremos,
finalmente, que en el limite este cociente existe y es inico.

La direccién del vector que estamos definiendo sera la de la normal a AS,
siendo su sentido coincidente con el sentido positivo de la circulacion de F. Esta
operacién puede ser realizada para una cantidad indeterminada de posibles caminos
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C que rodeen al punto P. Supondremos que para una de estas operaciones el
resultado dard un valor maximo, y tomaremos dicho resultado como el rotacional
de F. De esta forma, el célculo descrito en el primer parrafo de este apartado nos
daré la componente del rotacional de F en la direccién perpendicular a la superficie
AS. Dicho de otro modo, si » es un vector unitario y C, es un camino cerrado
contenido en un plano perpendicular a n, entonces, para cualquier sistema de
coordenadas, si AS, es el drea limitada por C,, la componente del rotacional de F
en la direccién de n sera:

N - 1 "
(rotF), =(rot Flei= lim |—— §Fedr (1.20)
La expresion del rotacional de un vector en coordenadas cartesianas sera:

rotF =i —%—-—= |+
dz  Ox ox dy

. oF . [ OF.
{ OFz 90y | of0Fx OFg ) 4%y OFy (121)
dy 0z

que puede expresarse en forma resumida, dada su analogia con un producto
vectorial, en la forma:

(122)

D~
N"’jﬁ)'qu.,

De la misma forma que el gradiente de una funcién escalar en un punto es
y coincide con la direccion de la maxima variacién (con la posicién) de la funcién
escalar, el rotacional de una funcién vectorial en un punto es el valor maximo de la
circulacién por unidad de superficie de dicha funcién vectorial, y su direccion
coincide con la de dicho vector maximo. El valor de cualquiera de estas
magnitudes en otra direccién se obtiene haciendo el producto escalar del respectivo
vector (gradiente o rotacional) por el vector unitario que define la direccién en
cuestion.

Cuando un vector tiene un rotacional nulo en todos los puntos del espacio,
se dice que es un vector irrotacional, lo cual significa que la circulacién de dicho
vector es nula en el entorno de cualquier punto del espacio. Si, ademds, dicho
vector es independiente del tiempo, se dice que es conservativo.
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7. TEOREMA DEL ROTACIONAL

El teorema del rotacional relaciona una integral evaluada en una superficie
abierta con otra integral evaluada en la linea cerrada que delimita dicha superficie.
Suponiendo que la funcién que estamos tratando es continua, el teorema resulta de
aplicar la definicién del rotacional a una superficie abierta delimitada por una curva
cerrada. Es andlogo al teorema de la divergencia, que fue obtenido aplicando la
definicién de divergencia a un volumen limitado por una superficie cerrada.

Una superficie finita abierta, de cualquier forma, no necesariamente plana,
se puede dividir en un nimero infinito de rectangulos infinitesimales estando, por
lo tanto, cada uno de ellos limitado por una curva cerrada. A cada uno de dichos
rectangulos podemos aplicar la ecuacién:

- 1 B
(VxF)ea= lim |—  §Fedr (123)
AS—0| AS ;
rectangulo

0, lo que es lo mismo,

§Fodi= lim [(VxF)oAS] (1.24)
rectdangulo —0

En el lado comin a dos rectangulos adyacentes, la contribucién a la circulacién
alrededor de uno de ellos es opuesta a la contribucién de la circulacién alrededor
del otro (esto es cierto si F es una funcién continua). Este razonamiento es valido
para cualquier pareja de rectdngulos que consideremos. Por lo tanto, es facil
concluir que la circulacién total, es decir, la suma de las circulaciones calculadas
para todos y cada uno de los rectangulos, sera la circulacién a lo largo de la curva
cerrada que delimita la superficie abierta. Es decir:

>: § F
i=1 C
(1.25)

N
= lim 2§F odi|= lim |'Y lim [VxF XA
N—>oo| j= 1C l N —oo| j= 1AS

Por lo tanto, llamando C a la curva cerrada que delimita a la superficie abierta S,
tendremos el teorema del rotacional, que establece la siguiente igualdad:
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§F odi = [(VxF)edS (1.26)

8. TEOREMA DE HELMHOLTZ

Llegados a este punto, en el que hemos definido las operaciones vectoriales
que caracterizan a un campo vectorial, enunciaremos sin demostrar, por quedar
fuera del objetivo de esta obra, un teorema, debido al fisico aleman H.L. Helmholtz
(1821-1894), que expresa que un campo vectorial queda definido cuando se
conocen su divergencia y su rotacional.

Enunciado: Si, con relacién a un campo vectorial F, se conocen,

Ve F =b(F)
VX F = c(F)

en cierta regién limitada, de volumen V, el campo vectorial F sera,

= (— V¢)+ (Vxﬁ)

donde,
1 .b
o) =— |22 ay
v r
1 c(r)
A ==
(= 47[\£ r

Inversamente, cualquier vector F se puede expresar como la suma de un vector
irrotacional (-V9) y otro solenoidal (VxA).

Basandonos en este teorema, el plan que a continuacién seguiremos
consistird en descubrir los campos eléctrico y magnético a partir del célculo de sus
respectivas divergencias y rotacionales. Finalmente, descubriremos la conexi6n
existente entre dichos campos, llegando a una formulacién unificada del campo
electromagnético.
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) Capitl’llo II
CAMPO ELECTROSTATICO EN EL VACIO 1.
DIVERGENCIA DE “E”

1. RESENA HISTORICA

El Electromagnetismo es una rama clasica de la Fisica. Su desarrollo inicial
fue increiblemente lento. Aunque ya en la antigua Grecia (600 a. C.) se sabia que
una resina (muy abundante en esa regién), denominada “elektron”, tenia la curiosa
propiedad de atraer pequefios trocitos de paja o seda cuando era frotada
previamente con un pafio de lana, y que un misterioso mineral de la regién de
Magnesia tenia la no menos interesante propiedad de atraer virutas de hierro, nada
especialmente relevante se hizo por comprender la naturaleza de estos,
aparentemente inconexos, fenémenos hasta jveintidés siglos! después.

Fue en el afio 1600 cuando el cientifico inglés W. Gilbert retomé el tema y
publicé los resultados de sus investigaciones sobre las propiedades eléctricas del
ambar (elektron) y otras sustancias, asi como de las propiedades cualitativas de los
imanes. En 1734 el cientifico francés Du Fay encontré que ademas de atractiva, la
electrificacién de sustancias podia ser repulsiva. En 1748, el cientifico
estadounidense B. Franklin establecié la distincién entre dos tipos de cargas
eléctricas a las que denomind, arbitrariamente, positivas y negativas. Franklin
también sefialé que la carga total se conserva durante el proceso de electrificacion
de una sustancia.

Aunque con toda probabilidad los primeros investigadores de los fenémenos
eléctricos y magnéticos debieron presentir que una profunda relacién existia entre
ellos, no pudieron establecerla. Fue el fisico danés H.Ch. Oersted quien, en 1820,
encontré que una corriente eléctrica actuaba sobre una aguja imantada, lo que
supuso el primer paso hacia la unificacién de la Electricidad y el Magnetismo.

Con la Revolucién Industrial como motor, el Electromagnetismo se
desarroll6 a un ritmo vertiginoso. Muchos descubrimientos corresponden a esta
época, siendo los trabajos experimentales del fisico inglés M. Faraday y los
tedricos del escocés J.C. Maxwell los que sintetizan el gran avance conseguido
hasta el afio 1900.

Los dos grandes descubrimientos de la Fisica del siglo XX, Relatividad y
Mecénica Cudntica, tuvieron un -efecto comparativamente menor sobre el
desarrollo del Electromagnetismo. Mientras que la aportacién de la Relatividad fue
la de poder explicar la existencia de un campo magnético en términos de una
transformacién del campo eléctrico para un observador en movimiento, la de la
Mecanica Cudntica se limité a poder justificar fenémenos, un tanto especiales, que
no son explicables por la teoria electromagnética clasica, como por ejemplo, la
superconductividad y el laser. Sin embargo, la mayor parte de fenémenos
electromagnéticos son explicables con la teoria clésica, lo que justifica su estudio.
Durante el siglo XX poco desarrollo se produjo en esta rama de la Fisica, lo que
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permite catalogarla de disciplina clasica. No obstante, todavia, a comienzos del
siglo XXI, quedan problemas por resolver, los cuales, probablemente, deberan
encontrar su solucién a través de la mas sofisticada Electrodindmica Cuantica.
Algunas de estas cuestiones abiertas son:
1. ¢(Por qué hay dos tipos de carga eléctrica?
2. Mientras que una masa puede carecer de carga, la carga siempre va
acompanada de masa, ;por qué?
3. La catga eléctrica esta cuantizada, ;cudl es el cuanto de carga eléctrica?
4. (Por qué la fuerza eléctrica es gigantescamente mayor que la fuerza
gravitatoria?

2. LEY DE COULOMB

Haciendo uso de una balanza de torsién, el ingeniero francés C.A. Coulomb
(1736-1806) estudi6 la fuerza entre dos cargas eléctricas en reposo. Sus resultados
experimentales quedan expresados mediante la ecuacion:

~ 1 949, ,
= A (IL1)
12 4,y 2 12
12

De acuerdo con esta expresion, la fuerza eléctrica entre dos cargas puntuales que se
encuentran en reposo respecto de un observador inercial, es directamente
proporcional al producto de los valores de ambas cargas (q;q;) e inversamente

proporcional al cuadrado de la distancia que las

1'12/ separa (1/r,"). La constante de proporcionalidad

2 ® (1/4me,) depende del sistema de unidades elegido y

...................... Q@ debe su forma a la conveniencia que resulta al

U tratar otras expresiones del Electromagnetismo. La
O Figura II.1 constante €, recibe el nombre de permitividad del

vacio y su valor en el sistema internacional de
unidades (S.1.) es 8.85 10" C/Nm’. Es muy importante destacar que la fuerza F,,
que la carga q, ejerce sobre la carga q, esta dirigida a lo largo de la linea que las
une y tiene el mismo sentido que el vector unitario rj, (el cual ha sido elegido
aplicado en la carga sobre la que actia la fuerza, en la direccién de la linea que une
ambas cargas y con sentido coincidente con el de alejamiento de la carga sobre la
que actda la fuerza respecto de la carga que ejerce la fuerza) si las dos cargas son
del mismo signo y contrario a dicho vector unitario si las cargas tienen signos
opuestos (Figura II.1). De esta forma en la ley de Coulomb, expresada con la
ecuacion (II.1), queda recogido el doble comportamiento repulsivo-atractivo de la
interaccién electrostatica.

En honor a Coulomb la unidad de medida de la carga eléctrica recibe el
nombre de culombio (C) en el sistema internacional de unidades. Ciertamente ésta
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es una unidad descomunalmente grande, ya que, de acuerdo con la ley de Coulomb,
dos cargas de 1 C cada una, separadas una distancia de 1 m, se ejercerian una
fuerza de {j9 10° N!!. Ademas, conseguir 1 C de carga implicaria extraer del
material cargado (o afiadirle si la carga es negativa) nada menos que 6.25 10"
electrones, ya que 1.6 10" C es la carga del electrén. Por lo tanto, es mas normal
que tratemos submultiplos del culombio. En este sentido conviene recordar los
nombres y valores de los submiiltiplos mas
frecuentes: mili (m) = 10°, micro (1) = 10,
nano (n) = 107, pico (p) = 10"

Cuando sea necesario calcular la fuerza
ejercida sobre una carga puntual (q) no por
otra carga puntual, sino por una distribucién de
N cargas puntuales (q;), haremos uso del
principio de superposicion, segin el cual, la fuerza de una distribucién de cargas
eléctricas puntuales sobre una carga puntual dada es la suma (vectorial) de las
fuerzas ejercidas por cada una de las cargas de la distribucién, individualmente,
como si las otras no estuvieran presentes (Figura IL.2). Mateméticamente se
expresa de la siguiente forma:

Fo—l_ —% (I1.2)
4me iﬂr
l

-

0

La justificacién del uso de este principio es doble: 1) las ecuaciones diferenciales
de Maxwell, que en su momento veremos que gobiernan el campo eléctrico, son
lineales, siendo una de sus propiedades el que la suma de dos de sus soluciones es
también una solucién de dichas ecuaciones, y 2) los hechos experimentales
confirman la validez de su aplicacién.

Cuando se trate de calcular la fuerza eléctrica ejercida sobre una carga
puntual (q) por una distribucién continua de carga eléctrica, se procedera a elegir
elementos de carga eléctrica (dQ), de la distribucién de carga, infinitesimalmente
pequeiios (esta es una idea un tanto ambigua, lo que queremos decir es que sean lo
suficientemente pequefios como para que su tamafio nos permita tratarlos como
cargas puntuales, pero lo suficientemente grandes como para que la estructura
atémica de la materia permanezca oculta). De esta forma podremos, con ayuda de
la ley de Coulomb, calcular la fuerza que dQ ejerce sobre q:

o1 290, (IL3)
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y, a continuacién, “sumando elementos infinitesimales”, es decir, integrando para
toda la distribucién continua de carga, obtendremos el valor de la fuerza eléctrica
ejercida sobre q:

= qudQ (IL4)
2

3. CAMPO ELECTRICO

Tenemos una idea bastante clara de la interaccién entre cuerpos que se tocan.
Dicho contacto proporciona una imagen visual de la fuerza con la que ambos
cuerpos interaccionan. No obstante la ley de Coulomb representa una interaccién
entre dos cuerpos que no se tocan. ;Cémo es ésto posible?

El problema (que ya fue planteado por Newton a propésito de su Ley de
Gravitacion) se resuelve introduciendo el concepto fisico de campo. Siguiendo el
método propio de la Fisica consistente en elaborar modelos que permitan explicar
el comportamiento de la Naturaleza, consideraremos que la presencia de la carga
eléctrica que ejerce la fuerza provoca una “alteracién o modificacion “ de las
propiedades del espacio que la rodea, que denominaremos campo eléctrico, de tal
forma que la carga sobre la que actia la fuerza lo que percibe realmente es tal
deformacién del espacio. Consecuentemente, segin este modelo no se considera
que la interaccién se produzca realmente entre las cargas eléctricas, sino del campo
eléctrico de una de ellas sobre la otra carga. De esta forma queda resuelto el
problema del contacto y, ademds, se consigue justificar la simultaneidad de las
fuerzas de accidn y reaccién en la interaccidn a distancia sin necesidad de tener que
apelar a una inexistente velocidad infinita para la transmisién de informacién.

Es fécil intuir que la forma experimental de detectar la presencia de un
campo eléctrico en una regién del espacio consistird en utilizar como “sonda” una
carga eléctrica. A esta carga de prueba o testigo se le exige que cumpla una
importante condicién: su valor debe ser lo suficientemente pequefio como para que
el campo eléctrico que, a su vez, ella misma crea, no distorsione al campo eléctrico
que pretendemos medir. Por lo tanto, su valor numérico debe ser
infinitesimalmente pequefio. Finalmente, por convenio, se asume que el signo de
dicha carga sera positivo. De esta forma, la magnitud del campo eléctrico (que se
mide en N/C) creado por una carga puntual q vendrd definida mediante la
expresion:

. F I
E= lim —=—0o izf (IL5)
q,—0¢q 4rey r

(e}
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El campo eléctrico es una magnitud vectorial. Si queremos conocer el valor
de la fuerza ejercida por una carga q; sobre otra carga qp, bastara con multiplicar el
valor del campo eléctrico creado por q; en la posicién ocupada por g, por el valor
de la carga q,.

Evidentemente, el principio de superposicién es igualmente aplicable para el
célculo del campo eléctrico creado por cargas eléctricas en reposo, pertenezcan a
una distribucién discreta o continua, siempre que estemos dentro de los limites de
validez de ecuaciones lineales (campos no excesivamente intensos).

Con la intencién de obtener una imagen
E grafica del campo eléctrico se definen las lineas
de campo. Una linea de campo eléctrico es el
lugar geométrico de puntos definido por la
condicién de ser, en todos sus puntos, tangente
el campo eléctrico a ella (Figura I1.3). Como el
campo eléctrico tiene un valor unico en cada

Figura I1.3

punto del espacio, dos lineas de campo no pueden cortarse. Cuando
esquematizamos el campo eléctrico creado por una carga o una distribucién de
cargas mediante lineas de campo, seguimos ciertos criterios a la hora de dibujarlas.
Concretamente: se dibuja un nimero de lineas proporcional al valor de la carga
eléctrica, se respetan las situaciones de simetria, la proximidad entre lineas de
campo eléctrico da una idea de lo intenso que es dicho vector en esa region.
Finalmente, las lineas de campo eléctrico “salen” de las cargas positivas y “entran”
en las cargas negativas (Figura 11.4). No obstante, existe un error ampliamente
admitido consistente en suponer que una linea de campo eléctrico coincide con la

trayectoria que una carga testigo seguiria
si fuese abandonada en el seno del campo
eléctrico en cuestién. Sin embargo, esto
es tnicamente cierto si la linea de campo
es recta, ya que, en caso contrario, habria
de tenerse en cuenta la inercia en el
movimiento de la carga. Figura I1.4

4. LEY DE GAUSS

Una dificultad que subyace con el uso de la ley de Coulomb, para calcular un
campo eléctrico, es que se requiere conocer exactamente cudl es la distribucién de
carga. Pero ésta es una informacion que raramente se posee. Sin embargo, se puede
demostrar (teorema de Helmholtz) que un campo vectorial queda univocamente
definido si se conocen su divergencia y su rotacional.

De acuerdo con lo afirmado en el parrafo anterior, vamos a calcular en este
apartado la divergencia del vector campo eléctrico, que es el objetivo de este
capitulo.
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En primer lugar definiremos la
E magnitud flujo eléctrico. Hemos dicho
»| anteriormente que las lineas de campo
eléctrico se dibujan con ciertos criterios.
Ademds de representar el valor de la carga
eléctrica, la intensidad del campo eléctrico y
responder a las posibles simetrias de la
ds I distribucién de carga, el niimero de lineas
que atraviesen la unidad de drea en cada
region del espacio deberd ser igual al valor
numeérico del campo eléctrico en dicha
region. A partir de esta ultima condicién
podemos definir el flujo eléctrico en una
superficie elemental dS como el nimero de lineas de campo que la atraviesan. Si el
drea estd dispuesta perpendicularmente a la E
direccién del campo eléctrico E, el flujo >
eléctrico sera simplemente d¢=EdS (Figura
I1.5). Ahora bien, si los vectores E y dS
forman un dngulo 6, el nimero de lineas que la
atraviesan se verd reducido, ya que el area
efectiva que se enfrenta transversalmente a las
lineas de campo sera dScos6. Por lo tanto, en
este caso, el flujo eléctrico serd dp=EdScos6

Figura IL.5

(Figura I1.6). Este resultado se expresa de Figura IL.6
forma resumida afirmando que:
d¢ = E dS (IL6)

Esta expresion serd tomada como definicion de flujo eléctrico. Cuando sea
necesario calcular el flujo eléctrico que atraviesa una superficie finita X,
sumaremos las contribuciones del flujo en cada una de las superficies elementales
dS en las que es posible subdividir de manera continua dicha superficie, es decir:

6= )J: EedS (IL7)

La unidad de medida (S.I) del flujo eléctrico es N m’/C. La ley
de Gauss se refiere al resultado de calcular el flujo eléctrico que atraviesa
una superficie cerrada, que encierra a una distribucién de carga eléctrica.
Elegimos, arbitraria pero consensualmente, el vector superficie correspondiente a
una superficie cerrada perpendicular a ella y con sentido hacia fuera del volumen
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por ella encerrado. Si la fuente del campo
eléctrico es exterior a la superficie cerrada el
_flujo eléctrico que atraviesa dicha superficie

sera nulo, ya que
toda linea de campo R
que entra por algin

punto de la misma
Figura I1.7 forzosamente saldrd +q
por otro (Figura
I1.7). Si la fuente de campo eléctrico estd en el espacio
encerrado por la superficie, habra un flujo neto a través de Figura I1.8
la misma dependiente del signo y del valor numérico de la
carga encerrada. Concretamente, si la carga eléctrica neta encerrada es positiva, el
flujo eléctrico sera positivo, ya que E dS>0 en todos los puntos de la superficie. Lo
contrario ocurrird si la carga neta encerrada es negativa. Matematicamente
podremos obtener el flujo eléctrico a través de una superficie cerrada mediante la
resolucién de la integral:

0= }f: EedS (I1.8)

Consideremos el caso de una carga eléctrica puntual positiva, q, y tomemos
como “‘superficie gaussiana” una esfera de radio R centrada en la posicién ocupada
por dicha carga (Figura I1.8). El campo eléctrico en los puntos de la esfera serd
E=(q/41t£oR2)r. Por lo tanto, el flujo eléctrico sera:

T _gs=—9 _jas=—9 _4mr?-=-1 (IL9)

=4
Sane,R2 ame,REE ame R £o

Observamos que el resultado es independiente del valor del radio R de la esfera,
aunque depende directamente del valor de la carga q. Evidentemente, si tomamos
una segunda esfera de radio 2R concéntrica con la anterior, el nimero de lineas de
campo que la atraviesan serd el mismo, lo que justifica el resultado que hemos
destacado. Podemos continuar con este sencillo andlisis observando que las lineas
de campo que atraviesan una superficie elemental dS de la esfera de radio R
coincide con las que atraviesan su proyeccién en la esfera de radio 2R, siendo el
area de la proyeccion 4dS (si el radio se duplica el drea se cuadruplica). Este
resultado se puede generalizar al caso en el que la superficie gaussiana es irregular.
En ese caso, la proyeccion de la superficie elemental dS de la esfera de radio R en
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la superficie gaussiana irregular serd dS°, y el flujo a través de esta drea serd
E’dS’cos6=E‘ dS’, donde 0 es el angulo que forman los vectores dS” y E’, que
coincide con el flujo que atraviesa la superficie dS de la esfera, es decir:

EedS’= E e dS (11.10)

Integrando para las superficies cerradas en cada caso, obtendremos:

= = q
S S €0 =¢ =¢ =— (IL11)
=, o IRREG ~ "ESF
OIRREGULAR = BE*dS'= §E'dS cosf €o
S’ S’
y llegamos al resultado general:
- - 9INETAENCERRADA
¢=HEedS = (IL.12)
S €o

que se conoce como ley de Gauss. En la ecuacién (II.12) S tdnicamente debe
cumplir la condicién de ser una superficie cerrada, su forma es arbitraria.

La ley de Gauss pone de manifiesto la existencia de cargas eléctricas
puntuales a partir del hecho de que afirma que el flujo eléctrico a través de una
superficie cerrada puede ser no nulo.

5. CALCULO DEL CAMPO ELECTRICO

A la hora de calcular campos eléctricos creados por distribuciones arbitrarias
de carga eléctrica, contamos con distintos métodos para resolver el problema. En
primer lugar, intentaremos utilizar para este propdsito la ley de Gauss. Para ello,
serd necesario que la simetria de la distribucién de carga permita elegir una
superficie cerrada de tal forma que el cdlculo de la integral de superficie que se
muestra en la ley de Gauss sea trivial. Simplemente, igualando este resultado al
cociente entre la carga encerrada por dicha superficie y la permitividad del vacio,
obtendremos el campo eléctrico en los puntos de la superficie cerrada. De no ser
posible seguir este método, utilizaremos la ley de Coulomb. En este caso el
problema serd elegir la carga elemental dQ de la distribucién de cargas que resulte
apropiada para que la integracién de los campos creados por cada una de las cargas
dQ, extendida a todo el volumen donde estd distribuida la carga, resulte factible.

En cualquiera de los métodos descritos, una buena dosis de intuicién que,
por otra parte, se puede mejorar notablemente con un buen entrenamiento
consistente en ‘“hacer problemas”, es la clave para elegir correctamente la
superficie cerrada en un caso y la carga elemental en el otro.



Capitulo ITI
CAMPO ELECTROSTATICO EN EL VACIO II.
ROTACIONAL DE “E”

1. ENERGIA POTENCIAL ELECTRICA

La fuerza eléctrica entre dos cargas eléctricas puntuales que se encuentran en
reposo se calcula mediante la ley de Coulomb. En este momento nos planteamos la
pregunta: ;es conservativa esta fuerza? Para responderla simplemente calcularemos
su rotacional, ya que, como sabemos, el que sea nulo es condicién necesaria y
suficiente para que efectivamente sea una fuerza conservativa. En realidad serd
suficiente con calcular el rotacional del cociente r/r’, que expresa el término
variable de la ley de Coulomb, siendo r el vector posicién de la carga sobre la que
se ejerce la fuerza respecto de la carga que ejerce la fuerza. Observe que el cociente
r/r es el vector unitario radial. Por lo tanto:

i j k

- . ) d 0
rotF = 2 — — — =0 (II.1)

4re,, ox dy 0z

x y F4

3 3 3
(x2 +y2 +22)/2 (x2+y2+z2)/2 (x2+y2 +22>/2

Es decir, la fuerza electrostatica entre cargas puntuales es conservativa. De acuerdo
con el principio de superposicién también serd conservativa la fuerza eléctrica
ejercida por cualquier distribucién de cargas eléctricas que se encuentren en
reposo. ,

El trabajo realizado por la fuerza eléctrica al transportar la carga sobre la que
se ejerce la fuerza sera independiente del camino seguido al llevar dicha carga de
una posicion a otra del campo eléctrico creado por la carga que ejerce la fuerza.
Dicho trabajo se calculara de acuerdo con la expresién:

W = -AE (I11.2)

p

donde E; es la energia potencial asociada con la fuerza electrostitica. Como
sabemos, si el trabajo realizado por la fuerza eléctrica es positivo (la fuerza
desplaza a la carga positiva a favor del campo eléctrico y a la carga negativa en
contra del mismo) la energia potencial disminuye. De manera anéloga, si el trabajo
es negativo sera un agente externo el que estara realizando una fuerza en contra de
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la fuerza eléctrica, de igual médulo y sentido contrario (en contra del campo si la
carga es positiva y a favor del campo si es negativa) y la energia potencial
aumentara en ese caso.

(Cudl es la expresion de la energia potencial de una carga eléctrica puntual
situada en el seno del campo eléctrico creado por otra carga eléctrica puntual? A
partir de la relacién F=-grad E,, entre fuerza conservativa y energia potencial
asociada, podremos calcular E, ya que conocemos la expresién de F.
Efectivamente:

poo 99 x __9%p
* 47&90 2 2 2 32 ox
(x +y +z
4 oE
Fy = 4‘” 4 = a” (I1L3)
TTE
0 (xz +y2 +zz)/2 y
. oE
F, - qq z __%p

e 3 5}
0(x2+y2+22)/2 ¢

La integracién de cada una de estas expresiones nos daria el siguiente resultado:

’ 1
E, = 4 +C(y,2)
P ane,| (2 2 2 2
(x +y +z
’ 1
Ep= 4qq +C(x,2) (I11.4)
TTE
N ()c2+yz+22)}é
qq 1 .
E, = +C(x,y)
Pame,| (2 2 2 2
(x +y“+z

de cuya combinacién resulta la expresion final:
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__ 99
p 4me ,r

E +C (II1.5)

Como sabemos, la presencia de la constante de integracién C, que resulta del
carécter indefinido de la integral, pone de manifiesto que el nivel cero de energia
potencial (posicién en la que la carga q° posee una energia potencial nula) es
totalmente arbitrario.

Lo més razonable es, sin embargo, elegir el nivel cero de energia potencial
alli donde la interaccién de las cargas eléctricas es previsiblemente inexistente. En
el caso analizado esta posicién corresponde a una separacién infinita entre las
cargas, es decir, cuando r=ee, asi si imponemos la condicién de que E(r=c)=0,
resultard C=0. Con esta eleccion es facil interpretar el resultado E,=qq 747e,r como
el trabajo necesario para traer las cargas desde una distancia de separacién infinita
(a efectos practicos cuando la separacion es tal que no es medible la fuerza de
interaccién entre ellas) a una distancia r. Si las cargas son del mismo signo el
trabajo serd realizado en contra del campo, luego su signo serd negativo y la
energia potencial final serd positiva. Por el contrario, si las cargas son de distinto
signo el propio campo acercara las cargas, por lo que el trabajo serd positivo y la
energia potencial en el estado final serd negativa.

Haciendo uso del principio de superposiciéon podemos concluir que la
energia potencial que posee una carga eléctrica q” situada en determinada posicion
del campo eléctrico creado por una distribucién de carga eléctrica, sera:

gy
Ep _ 47&-:’0 i=1 r (d.istr.ibuc.i?’n disc.reta) (IIL6)
q il ﬁ (distribucion  continua)
dme, Q r

2. POTENCIAL ELECTRICO

Cuando nos planteamos la, un tanto esotérica, tarea de localizar el lugar
donde se encuentra la energia potencial que posee una carga eléctrica, pensamos en
las posiciones ocupadas por las cargas creadoras del campo eléctrico y por la carga
que recibe la fuerza de dicho campo. Concluimos asi que la energia potencial
depende de esta ultima carga también. Nos interésa, sin embargo, contar con una
magnitud fisica que describa la energia del campo eléctrico pero que sea
independiente de la carga eléctrica que utilicemos para detectar su existencia. Por
esta razén definimos la magnitud potencial eléctrico que, simplemente, sera la
energia potencial de una distribucién de cargas eléctricas por unidad de carga
testigo, es decir, el potencial eléctrico V, en una posicién dada del espacio,
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resultard de dividir la energia potencial que una carga q” posee en dicha posicién,
entre el valor de dicha carga q’, es decir:

Ep
V= {imo— (I11.7)
90 ¢q

La unidad S.I. del potencial eléctrico recibe el nombre de voltio (1V=1J/1C).
De la relacién entre fuerza y energia potencial se deduce la relacion entre
campo Yy potencial eléctrico:

E =—-gradV (11L.8)

Para ayudar a visualizar el campo eléctrico resulta til definir las superficies
equipotenciales. Estas se definen como el lugar geométrico de puntos en los que el
potencial eléctrico es constante. La relacion entre las superficies equipotenciales y
las lineas de campo eléctrico es de perpendicularidad. Esta relacion es facilmente
demostrable:

E = —gradV

- . = Eedi =—gradV edr =0 = ELdr (I11.9)
dr en superficieequipotencial

3. CONDENSADORES

Se define un condensador como un
sistema de dos conductores, denominados placas,
separados una cierta distancia fija, que poseen la
misma carga eléctrica pero con signos contrarios
(Figura III. 1). Es éste un sistema que cumple con
la interesante (y util) propiedad de ser capaz de
almacenar carga y energia eléctrica. La magnitud
fisica que cuantifica esta propiedad se denomina capacidad y se define como el

cociente entre la carga de la placa positiva y el valor absoluto de la ddp entre las
dos placas, es decir:

Figura III.1

Q

c== (I11.10)
%

Puesto que Ve<Q, a pesar de que pudiera parecer lo contrario por su definicién, la
capacidad de un condensador es independiente tanto de su carga como de la ddp
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entre sus placas, convirtiéndose en una propiedad intrinseca del condensador que,
como veremos, esté relacionada con su geometria (en el préximo capitulo veremos
que también depende del material existente en el espacio comprendido entre las
placas).

Consideremos dos placas conductoras, con la misma carga eléctrica pero
de signos diferentes. Supondremos, para simplificar este calculo, que las placas son
dos planos infinitos paralelos. Sus densidades superficiales de carga eléctrica seran
+0 y -0, respectivamente. La diferencia de potencial entre dichas placas, que
supondremos que estdn separadas una distancia fija d, serd, por lo tanto:

v=Ed=24d (IL11)
Eo

Hemos supuesto que las placas tengan un édrea suficientemente grande como para
que podamos tratarlas como infinitas con un objetivo: calcular el campo eléctrico
existente en el espacio comprendido entre ellas de una manera sencilla, E=0/g,.
Ahora podemos sustituir la densidad de carga superficial por su valor en un plano
de area A, con una carga uniformemente distribuida de valor Q, 0=Q/A, en la
ecuacién (IT1.11). El resultado:

v=-2 4 (IIL.12)

Ag,

pone de manifiesto claramente que V es directamente proporcional a la carga
eléctrica de una de las placas. Este es, como hemos dicho, un resultado de validez
general para cualquier sistema de dos conductores cargados con la misma carga de
signos contrarios en cada uno de ellos. A partir de (III.12), haciendo uso de la
definicion (II1.10), obtendremos la capacidad del denominado condensador de
laminas planoparalelas:

0 A
c=2_.4 (1IL13)
v %4

Obsérvese que la capacidad es una magnitud independiente de la carga de las
placas del condensador y depende de la forma geométrica del mismo.

La unidad de medida S.I. de la capacidad es 1C / 1V que recibe el nombre
de faradio F.
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4. ENERGIA ELECTROSTATICA

Por definicién, la energia electrostitica de una distribucién de cargas
eléctricas es igual al trabajo minimo necesario para construirla. Con un ejemplo se
entenderd mejor esta definicion. Calcularemos el trabajo necesario para cargar un
condensador. En un instante intermedio, las placas del condensador poseerdn una
carga q, siendo la ddp entre ellas V, mientras que su capacidad, que es una
propiedad geométrica del mismo, serd en todo momento C. La relacién entre las
magnitudes sefialadas es, como sabemos, V=q/C. El proceso de carga del
condensador continda afadiendo una carga dq a las placas del condensador a partir
de la situacién descrita. Esto significa que serd necesario realizar un trabajo
(minimo) igual al producto Vdq en contra del campo eléctrico existente entre las
placas del condensador. Por lo tanto, para cargar completamente el condensador
hemos de realizar un trabajo igual a,

0 2
1 1 1
weLag=L2 _Lcy2lyy (IIL.14)
En el gao particdlarCdel cdndensado? de laminas planoparalelas, la ecuacion

(II1.14) nos da el resultado:

I A I
W=AE,=E -E =E =E =—g,~E*d* =—¢,AdE*  (IILIS)
Py, p Py P 274 2

l
Como el producto Ad=V es el volumen entre las placas del condensador, que es la
region donde existe un campo eléctrico no nulo, podemos deducir la definicién de
una til magnitud, la densidad de energia electrostdtica, e,=E,/V, que tiene un
interesante significado fisico: expresa el hecho de que alli donde hay un campo
eléctrico, hay energia eléctrica. El resultado:

!
ep=—gE” (IIL16)

es de validez general.



) Capitulo IV
CAMPO ELECTROSTATICO EN LA MATERIA I.
DIELECTRICOS

1. EL DIPOLO ELECTRICO

Analizaremos a continuacion el efecto que produce la presencia de un medio
material en el comportamiento
del campo eléctrico creado por
cargas en reposo.

4 Dada una distribucién de
I cargas (Figura IV.1), el
R: potencial eléctrico creado por

1

ellas en un punto P del espacio

r P . :
serd la suma de los potenciales
6; debidos a cada una de las cargas
> creadoras del campo eléctrico:
Figura IV.1 V(F) = s 4; (IV.1)
4me, i=1r;

En esta expresion r; es el médulo del vector posicién del punto P respecto de la
i-ésima carga creadora del campo, y r es el vector posicién del punto P respecto del
sistema de referencia inercial elegido. El dlgebra vectorial nos permite afirmar que
r-ri=R,; es el vector posicién de la i-ésima carga respecto del sistema de referencia.
Si el punto P estd muy alejado de la distribucién de carga, podremos expresar la
ecuacién (IV.1) de una forma alternativa, especialmente util, ya que serd posible
obtener el potencial en funcién de las posiciones ocupadas por las cargas y el punto
P respecto del sistema de referencia, no siendo necesario conocer la posicién del
punto P respecto de la distribucién de cargas.

De acuerdo con el teorema del coseno, si 6; es el dngulo formado por los
vectores r y R;, tendremos la siguiente relacion entre sus médulos y el médulo del
vector r;:

- r r

R (R
r? = R? + 1% —2R;rcosf; = r2| 1-(2cos6; )[—’}r[—’) (IV.2)

A partir de esta expresion obtendremos:
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27H
1 1 R; R;
~ =={1-(2cos6. | =L |+| L (IV.3)
rl' r g r r

Si ahora hacemos uso del desarrollo de Taylor de la expresion (1+x)", con n=—1/2y
x=—20059i(Ri/r)+(Ri/r)2, resultara:

2
11 Ril, 1(. 2 R
—_—=- 1+cos@i — |+—\3cos Gl-—l — | 4+ (IV.4)
noor r 2 r

Dada la condicién de estar alejado el punto P de la distribucién de carga, no
aparecen explicitamente los términos de orden superior a dos del cociente (Ri/r).
Haciendo uso del desarrollo (IV.4) en la expresion (IV.1), obtendremos:

- 1 N 1 N
4rme or i=1 4me,re i=1
2
1 N 2 3cos Ol- -1 1
b 3 Rt (IV.5)
4ne ,r i=1 2 r

Por analogia, la expresion correspondiente a una distribucién continua de carga
sera:

V() =

Ip(k)dv+ 5 fp(k)RcosOdv+
Mol v 4neor= v

+ i

r

47[£0r3 \v4

2
Ip(ﬁ)Rzkiz?—ldv + 0[l] (IV.6)
El simbolo ¥(1/r*) representa a los términos de orden 1/r" con n>4.

Las expresiones (IV.5) y (IV.6) reciben el nombre de desarrollo multipolar
del potencial eléctrico. El primer término corresponde a (1/r)(1/t") con n=0, y se le
llama término monopolar por ser 2"=1 cuando n=0. El segundo término
corresponde a (1/r)(1/t") con n=1, y se le llama término dipolar por ser 2'=2. El
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tercer término corresponde a (1/r)(1/tf") con n=2, y se denomina término
cuadrupolar por ser 2°=4, etc.

Obsérvese que el numerador del término monopolar es la carga total
contenida en el volumen V, cuyo valor no depende de cudl sea el origen de
coordenadas que elijamos. Si nos alejamos mucho de la distribucién de carga, y la
carga neta Q#0, podremos hacer tender el resto de términos de la serie a cero,
resultando que el potencial en el punto P serd igual al potencial debido a una carga
puntual Q situada en el origen
de coordenadas (el término
monopolar). A

El  numerador  del y

P . P
término dipolar es la suma de
las proyecciones de los vectores +q
qiR; en la direccién que une el
origen de coordenadas y el /
punto P (vector r). La cantidad
vectorial YiqiR; o [ypRdyv recibe —q
el nombre de momento dipolar Figura IV.2
de la distribuciéon de carga.
Cuando Q=0 el término dipolar
adquiere un papel protagonista. El caso mds sencillo, pero no trivial,
correspondiente a Q=0, se presenta cuando tenemos dos cargas de igual valor
numérico pero signo contrario, separadas una cierta distancia. Esta distribucién
recibe el nombre de dipolo eléctrico (Figura IV.2). Para que desde el punto P se
perciba una carga neta Q=0 pero también haya una accién eléctrica no nula en
dicho punto, serd necesario que se cumpla que las dos cargas estén separadas una
distancia mucho menor que la distancia de cada una de ellas al punto P. El dipolo
eléctrico es especialmente util ya que proporciona la clave para la explicacién de
problemas relacionados con el comportamiento de la materia en presencia de un
campo eléctrico.

De igual forma podriamos considerar el caso en que el momento dipolar
fuese cero, pasando a ocupar el protagonismo del célculo del potencial el término
cuadrupolar, pero este desarrollo queda fuera del objeto de esta obra.

Consideremos un dipolo eléctrico en el que las dos cargas, de valor q y —q,
estdn separadas una distancia ¢. El momento dipolar serd en este caso, p=q(¢/2)j-
q(4/2)(-j)=qlj=q¥, cuyo sentido, por convenio, sera tomado desde la carga negativa
hacia la carga positiva. Si pretendemos calcular el potencial eléctrico en un punto P
situado a una distancia r del centro del dipolo, haremos uso unicamente del término
dipolar, ya que el término monopolar es nulo (Q=q—q=0) y los términos superiores
al dipolar son despreciablemente pequefios por ser r>>¢. El numerador del término
dipolar es el producto escalar per, donde Fes el vector unitario que sefiala el
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sentido desde el origen de coordenadas al punto P. Con las condiciones
establecidas, el potencial debido al dipolo eléctrico sera:

per  pcosé

V(r)= 5 5

(IV.7)

4me,r arme,r

A partir de esta expresién podremos calcular el campo eléctrico creado por un
dipolo, partiendo del caricter conservativo de dicho campo de fuerzas.
Efectivamente, puesto que E=—gradV, resultara:

Fe OV (LOV} (L vV
or r d6 rsenf d¢

p \20058 P \seneé
4”80} 7'3 47:80) r3

(Iv.8)

r+

que es una expresion apreciablemente mas compleja que la del potencial eléctrico
debido al dipolo.

Basandonos en la estructura atdmico-molecular de la materia, asimilaremos
una molécula a un dipolo eléctrico. Sobre esta cuestion insistiremos mds adelante
en este capitulo. Por ahora, de acuerdo con este modelo, y con el objetivo final de
analizar el comportamiento de la materia en presencia de un campo eléctrico,
vamos a determinar la accién que un campo eléctrico ejerce sobre un dipolo

eléctrico.
Sea un dipolo eléctrico
E constituido por dos cargas q y

—q, separadas una distancia ¢,
’ /.——-> qE | cuyo momento d-ipolar sera

p=q{¢ (véase la Figura IV.3).

3] > Supongamos que se introduce

S‘ en el seno de un campo eléctrico

uniforme E, de tal forma que,

—qE - > inicialmente, el dngulo formado
por p y E es 6. Ambas cargas
recibiran la fuerza de mddulo
qE; en el mismo sentido que el
campo la carga positiva y en sentido contrario al campo la carga negativa. Por lo
tanto, aunque la fuerza neta sobre el dipolo sea nula, aparecerd un momento no

nulo, de valor 1=¢xqE respecto de la carga negativa, que hard girar al dipolo

Figura IV.3
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provocando su orientacién con el campo eléctrico. Si el campo E no fuera
uniforme, ademas del momento no nulo de las fuerzas, existiria una fuerza neta
sobre el dipolo que lo llevaria hacia la regién donde el campo es mas intenso. El
resultado obtenido, que debemos tener presente, es que un campo eléctrico produce
un giro, en el sentido del mismo, de todo dipolo eléctrico inmerso en él. De esta
forma, como veremos, podremos justificar, en buena medida, el comportamiento de
la materia en presencia de un campo eléctrico.

2. EL VECTOR POLARIZACION ELECTRICA

De acuerdo con la respuesta de la materia frente a la accién de un campo
eléctrico, ésta se clasifica en materiales conductores, aislantes, semiconductores y
superconductores. Corresponde al objetivo de esta obra el tratar los dos primeros.
La diferencia fundamental entre materiales conductores y aislantes radica en la
posibilidad de que se produzca o no en ellos una corriente eléctrica. La estructura
de la materia y el tipo de enlace quimico que da lugar a dichas clases de sustancias,
justifica este comportamiento opuesto. Los materiales conductores (metales)
resultan del tipo de enlace quimico que los generan, denominado enlace metélico,
consistente en la formacién de una red cristalina con los cationes que resultan de la
ionizacién de los dtomos del metal a los que les “sobran” electrones en su ultima
capa, “bafiada” por una “nube” obtenida con dichos electrones, los cuales gozan de
cierta “libertad” para moverse dentro del material conductor. Consecuentemente,
este tipo de materiales estard caracterizado por ser conductores de carga eléctrica.
En el extremo opuesto estin los materiales aislantes, que resultan del enlace
covalente en sus moléculas. Este tipo de enlace consiste en la “comparticiéon” de
electrones entre atomos que necesitan completar su tltima capa con alguna unidad
mads. La consecuencia es que los electrones de valencia estardn fuertemente ligados
a las moléculas, por lo que no gozaran de libertad de movimiento fuera de ellas. Se
entiende asi que este tipo de sustancias sean malos conductores de carga eléctrica,
por lo que se denominan aislantes. Las moléculas de estas sustancias podran poseer
atomos con diferente electronegatividad, lo que supondra que los centros de carga
positiva y negativa estaran separados una cierta distancia (tipicamente del orden de
0.1 Armstrong), o bien los atomos tendran la misma electronegatividad, lo que
significard que no habra tal separacién de cargas. En el primer caso, la molécula
tendrd un momento dipolar permanente p, en el segundo sera cero el momento
dipolar pero, en general, serd posible inducir la separacién de los centros de carga
(tipicamente del orden de 10° Armstrong) mediante la accién de un campo
eléctrico exterior, por lo que la molécula adquirird un momento dipolar inducido.
En cualquier caso, el hecho de estar constituido por dipolos eléctricos que, como
hemos visto, responderdn orientindose en el seno del campo eléctrico
externamente aplicado, hard. que a este tipo de sustancias las denominemos
dieléctricos.
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Si hay n dipolos por unidad de volumen en el material, P=np sera el vector
polarizacién del material. Es facil entender que si hay varias especies dipolares,
P=Xn;p;, sera el vector polarizacién en ese caso. El significado del vector P es el de
densidad de momento dipolar en el material.

Cuando no hay ningiin campo eléctrico externo aplicado sobre el material, la
agitacion térmica de las moléculas polares hace que, estadisticamente, estén
aleatoriamente distribuidas, lo que da lugar a un vector polarizacién nulo.
Excepcionalmente existen sustancias denominadas ferroeléctricas, en las que existe
cierto alineamiento de los dipolos permanentes.

Cuando se aplica un campo externo E a la sustancia, en las moléculas no
polares se inducen dipolos que, lo mismo que ocurre con las moléculas polares,
tienden a orientarse en la direccién del campo, apareciendo un vector polarizacién
P=P(E). Cuando el campo externo deja de actuar, normalmente desaparece dicha
alineacién de dipolos y, con ella, el vector polarizacién. No obstante, hay
excepciones, y algunas sustancias como la cera de carnauba fundida, inmersa en un
campo eléctrico, si después se enfria, adquiere una polarizacién permanente
(electrete). Este tipo de sustancias, andlogas a los imanes permanentes, no ha
experimentado hasta la fecha una aplicacién tecnolégica importante.

La orientacién de los dipolos, provocada por el campo externo E, da lugar a
un campo eléctrico creado por los propios dipolos, que modificard el campo
externo. A partir de la ecuacién (IV.7), se deduce que el potencial eléctrico en un
punto exterior, debido a un dieléctrico polarizado, sera:

Vo
TE
I I Olv r P VeP &
= —4—[130V[—]dv=—4— _[VO[—]dv+ f;dv

”SOV r 71'80 \Va r \4 r
Aplicando el teorema de la divergencia resultara:

D DedS P dS

Vel £l =gP2d5 _yln (IV.10)
v \7 A

donde P, es la componente del vector P perpendicular a la superficie que delimita
el material dieléctrico. Llamando o,=P, a la densidad superficial de carga de
polarizacién, y p,=—V. P a la densidad volimica de carga de polarizacion,
podremos escribir, finalmente:
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| o 1P
L s+ (=2 v (IV.11)

V= $
Ame, ¥ r Ane, N r

que se interpreta (Figura IV.4) E
afirmando que en el material .
dieléctrico, como consecuencia \ &
de la accién del campo eléctrico ,
exterior E, se induce una -
orientacién de dipolos que da o«

lugar a una distribuciéon de A
carga eléctrica superficial en las \

caras perpendiculares al campo , .\I
eléctrico, siendo una positiva y
la otra negativa. Estas dos Figura IV .4
distribuciones de carga eléctrica
de polarizacién crearan un campo eléctrico que se suma al campo externo (en
realidad se le resta) creado por cargas eléctricas “libres” de moverse. Si el
dieléctrico es homogéneo V. P=0 en todo su volumen, pero si es no homogéneo,
serd V. P#0, por lo que en algunos puntos del interior del material aparecera una
carga eléctrica neta de densidad, p,, que creard un campo eléctrico adicional, el
cual debera restarse también del campo externo.

3. EL VECTOR DESPLAZAMIENTO ELECTRICO

Después del anterior andlisis, es conveniente distinguir claramente entre
cargas eléctricas de polarizacién y cargas libres.

La ecuaciéon V. E=p/e,, que conocemos como ley de Gauss, fue formulada
para cargas eléctricas situadas en el vacio, por lo tanto, cargas libres. Sin embargo,
cuando se considera la presencia de un medio material, las cargas de polarizacion
que aparecen, crean un campo eléctrico de las mismas caracteristicas que el
anterior, por lo que la ley de Gauss tendra la misma validez. Por lo tanto, debemos
considerar que dicha ley es generalizable, sin mds que aceptar que P=py+pi, €s
decir, representa tanto cargas libres como cargas de polarizacién. En consecuencia:

Pptp
€o

VeE = (IV.12)

Sustituyendo el valor de p, obtendremos:
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VOE‘=ﬂ—V.P
€& &

= Vele,E+P)=p, (IV.13)

y, definiendo el vector desplazamiento eléctrico como:

D=¢e,E+P (IV.14)
resultara:
V05=pl (IV.15)

La diferencia fundamental entre las ecuaciones (IV.12) y (IV.15) es que se
pone de manifiesto que son fuentes del campo E tanto las cargas libres como las
cargas de polarizacion, mientras que tinicamente las cargas libres son fuente del
campo D.

La ecuacién (IV.14) relaciona los campos E y D mediante un término
aditivo. Puede ser interesante (dependerd de la conveniencia de su uso) que la
relacién entre ambos campos lo sea a través de un término multiplicativo. Con la
condicién de que el campo eléctrico externo no sea excesivamente intenso, para la
mayor parte de sustancias, se cumple que el vector P es directamente proporcional
al vector E:

P = ye, E (IV.16)

donde % es un factor numérico que recibe el nombre de susceptibilidad eléctrica.
Sustituyendo (IV.16) en (IV.14) se obtiene la relacion:

D =¢g,E+ ye E = €,(1+ x)E = €6, E = € (IV.17)

donde los factores € y & reciben los respectivos nombres de permitividad y
constante dieléctrica del medio. En general, las ecuaciones del tipo (IV.17) reciben
el nombre de ecuaciones constitutivas, ya que pretenden caracterizar la
constitucién del material, en este caso a través del coeficiente €.

La constante dieléctrica de un material es funcién de la frecuencia del
campo eléctrico aplicado para medirla. Nosotros estamos interesados aqui en el
valor estatico de dicho coeficiente (frecuencia cero), que varia normalmente entre 1
y 80, que es el valor, un tanto extremo, del agua a temperatura ambiente.

Las ecuaciones de la Electrostatica en el vacio se modificardn sustituyendo
€ por & Asi, por ejemplo, la capacidad de un condensador de laminas
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planoparalelas en el que se ha introducido una sustancia dieléctrica de permitividad
€ pasard a ser €A/d en vez de €,A/d, que es su valor cuando entre las placas no hay
medio material alguno.

4. CONDICIONES DE CONTORNO EN UN DIELECTRICO

El campo electrostético E es conservativo, esté presente un medio dieléctrico
0 no, es decir, cumple con la condicién vectorial VXE=0. Consideremos dos
medios dieléctricos, 1 y 2, de constantes dieléctricas €, y €., respectivamente,
separados por una region interfacial (Figura IV.5). El vector E, correspondiente a
la regién 1 se descompondra en sus dos componentes normal a la interfase, E,,, y
tangente a dicha interfase, E,,.
Lo mismo podemos hacer con
el vector E,, que corresponde a
la regién 2. Los vectores E,; y
E, definen un plano (Figura
IV.6), en el que consideraremos
el rectangulo abcd, de base L y
altura H. Como E es
conservativo:

Figura IV.S [(VxE)edS=0  (v.18)
z

donde X=LH es el area del rectangulo abcd. Aplicando el teorema del rotacional,
obtendremos que:

- b c_ d a.
§Eedri = [Eedr+ [Eedr+ [Eedr+ [Eedr =0 (IV.19)
r a b c d

donde T representa el contorno de dicho rectingulo. Puesto que nos interesa
conocer las condiciones de contorno, haremos H—0, por lo que las integrales en
los lados bc y da seran nulas. Por lo tanto:

}f d ‘Ji lf dr ] Eyyd
E, dr+ |E, dr =[E,dr-[E, dr=0 (IV.20)
T e T )

Como L es arbitraria, podemos tomarla infinitesimalmente pequefia, luego los
integrandos serdn constantes en dicha longitud. Resolviendo las integrales
tendremos:
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EltL - E2tL =0
E\ = Ey,
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(Iv.21)

es decir, la componente tangencial del campo eléctrico se conserva al pasar de un

Figura IV.7

medio dieléctrico a otro.

De acuerdo con la ley
de Gauss en un dieléctrico,
V. D=p,. Consideremos la
regién interfacial (Figura IV.7)
y apliquemos esta ley a un
volumen cerrado en forma de
prisma de base circular
perpendicular a la interfase, con
base de drea A y altura H,
estando simétricamente
construido entre ambas regiones
de  materiales  dieléctricos.
Supongamos que en la interfase
existe una carga libre de

densidad superficial .
Entonces:
[(VeD)dv=§DedS =

z
= [odS (Iv.22)

donde X es el area del prisma,

que tiene un volumenV. La integral de superficie del vector D se puede subdividir
en tres integrales de superficie, correspondientes a las dos bases del prisma y a su

superficie de revolucién, entonces:

[DyedS+ [DyedS+ [ DedS= [odS
A A A

drearev.

(Iv.23)

Como estamos interesados en el comportamiento del vector D en la interfase,
haremos H—0, por lo que la tercera integral se anulara. Por lo tanto, nos quedara:
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I|D, dS - [D, dS = [odS (IV.24)
A 2n A 1n A

Ahora tomamos el drea A lo suficientemente pequefia como para admitir que Dy, y
D\, son constantes, entonces:

D, A-D, A=0A
2n 1n
D2n D =0 (IV.25)

In
es decir, la componente normal a la interfase del vector D varia en una cantidad

igual a la densidad de carga superficial existente en la misma. Si, como es habitual,
no hay carga libre en la interfase:

D, =D (IV.26)

2n

In
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. Capitulo V
CAMPO ELECTROSTATICO EN LA MATERIA II.
CONDUCTORES

1. CONDUCTOR EN EQUILIBRIO ELECTROSTATICO
Un material es conductor cuando, como consecuencia del tipo de enlace
quimico que lo genera, las cargas eléctricas pueden moverse con cierta “libertad”
en su interior. Un conductor se encontrard en equilibrio electrostitico cuando la
carga eléctrica que posee dicha libertad de movimiento se encuentra en reposo.
A partir de la definicién
anterior concluimos que el
campo eléctrico en el interior de
Eex un conductor en equilibrio
electrostatico deberd ser nulo.
De lo contrario la carga
eléctrica se moveria, en contra
de la suposicién de partida. Si
partimos ahora de este resultado
y elegimos como superficie
Figura V.1 gaussiana una superficie cerrada
paralela a la superficie exterior
del conductor que se encuentra en equilibrio electrostitico, infinitesimalmente
préxima a ella y dibujada en su interior (Figura V.I) concluiremos, aplicando la ley
de Gauss, que la carga eléctrica neta que exista en el conductor debera,
forzosamente, residir en su superficie. Finalmente, en el exterior del conductor,
donde no hay razén para negar la existencia de un campo eléctrico no nulo en su
superficie, deberd, si existe, ser perpendicular a la misma, ya que, de poseer
componente tangente a la superficie del conductor, provocaria el movimiento de la
carga eléctrica en exceso, residente en dicha region.

(Qué ocurre si el
conductor que se encuentra en
equilibrio electrostatico posee
una cavidad en su interior? Si
dentro de la cavidad no hay
ninguna carga eléctrica,
tampoco la habrd en ningiin
punto del conductor. Bastard
con utilizar la ley de Gauss para
obtener la carga encerrada en
Figura V.2 cualquier regiéon del espacio,
haciendo uso del resultado ya
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conocido de que el campo eléctrico en el interior del conductor es nulo. Sin
embargo, la presencia de una carga eléctrica neta, +q, en la cavidad interior
inducira la aparicién de una carga —q en la superficie interior del conductor y otra
+q en la superficie exterior del mismo (Figura V.2). Este resultado dio lugar a una
aplicacién practica muy importante, la jaula de Faraday, que fue inventada por este
fisico inglés y que hoy en dia se utiliza con la finalidad de proteger circuitos
eléctricos encerrandolos en cajas metélicas. Se entiende también que la mejor
forma de estar protegido, si le sorprende una tormenta con aparato eléctrico, es
quedarse en el interior de su coche.

En el siglo XIX
Michael Faraday demostré
experimentalmente la validez de
la ley de Gauss y, con ella, de la
ley de Coulomb. Para ello
realiz6 el experimento conocido
como de la “cubeta de hielo”,
llamado asi porque se realizé
con el recipiente metdlico que
entonces se usaba  para
transportar y almacenar hielo. Figura V.3
Faraday introdujo una bola
metdlica cargada eléctricamente en el interior de la cubeta y la aislé del exterior
cerrando el recipiente (Figura V.3). De acuerdo con lo que antes hemos visto
deberia aparecer una carga igual y de signo contrario en la superficie interior de la
cubeta e igual y del mismo signo en la superficie exterior de dicha cubeta. La
forma de comprobar que éste es el fendmeno que ocurre consiste en dejar caer la
bola cargada en la cubeta, tocando su base metalica. Consecuentemente las cargas
de la bola y de la superficie interior de la cubeta se neutralizarian, pero la carga
exterior deberia mantenerse, siendo igual en valor y signo a la que se suministr6 a
la bola metalica. Ciertamente éste fue el resultado del experimento, por lo que la
ley de Gauss qued6 experimentalmente confirmada.

2. CORRIENTE ELECTRICA

Las cargas “libres” de un conductor (electrones de valencia) poseen la
libertad de movimiento que les permite la red cristalina formada por los cationes
que forman el material. Dentro de esta red, dichas cargas estin sometidas a la
agitacion térmica que da lugar a un movimiento aleatorio en todas las direcciones,
con un resultado neto de desplazamiento nulo de carga en cualquier direccién
dentro del material. Sin embargo, si se aplica un campo eléctrico exterior al
material conductor, los electrones se veran forzados a moverse en un determinado
sentido (contrario al del campo aplicado, dado que estas particulas poseen carga
negativa —e), lo que se traducird en un movimiento neto de carga en dicho sentido



ELECTROMAGNETISMO 39

(Figura V.4). La fuerza que provoca este movimiento global es —eE sobre cada
electrén. Como dichas particulas siguen interaccionando con la red cristalina el
resultado no serd un simple movimiento acelerado de particulas con masa m, con
aceleracién a=—eE/m, sino que,
fruto de estas interacciones, los
electrones se moveran con una
velocidad de arrastre en sentido
contrario al campo externo
aplicado.

El movimiento de carga
eléctrica se denomina corriente
eléctrica. La magnitud fisica
que cuantifica la corriente
Figura V.4 eléctrica es la intensidad de
corriente, que se define como
“la carga eléctrica que, por
unidad de tiempo, pasa a través de una seccién determinada”. Como vemos es una
definicién genérica, que no estd referida exclusivamente a cargas confinadas en un
material conductor. Sin embargo, por ser el objetivo de este capitulo, centraremos
nuestra atencién exclusivamente en este tipo de corriente eléctrica.

De acuerdo con la definicion de intensidad de corriente eléctrica, si en un
intervalo de tiempo At pasan N particulas con igual carga q a través de una seccién
determinada de un conductor (es decir, pasa una carga total AQ=Nq en el intervalo
At), la intensidad de corriente media sera:

- AQ
[ =—= V.1
A (V.1

No obstante, como durante dicho intervalo de tiempo la intensidad puede variar,
resulta mas preciso definir una intensidad de corriente instantinea:

AQ d
I= 1im 22 _42 (V.2)
At—0 At dt

La unidad de medida de esta nueva magnitud fisica escalar es, en el S.I., el
amperio (A). 1A=1C/1s.

3. LEY DE OHM

Como la corriente eléctrica es el efecto que produce un campo eléctrico
aplicado a un material conductor, es previsible que entre campo eléctrico y
corriente eléctrica exista una relacion causa-efecto. Efectivamente asi es, y fue el
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fisico aleman G. Ohm (1787-1854) quien formulé dicha relacion. De acuerdo con
Ohm: “para un conductor metélico, a una temperatura dada, la relacion entre la ddp
entre dos puntos del mismo y la intensidad de corriente entre ellos es constante”.

Es importante destacar que ésta es una ley fenomenoldgica, no
fundamental, lo que significa que la cumplen ciertas sustancias pero no otras. A las
que si cumplen con esta ley se les denomina, l6gicamente, sustancias 6hmicas.

Cuantitativamente, desde un punto de vista macroscépico, esta ley se
formula de la siguiente forma:

1%
— =R V.3
T (V.3)

donde la constante R, tipica de
cada material, recibe el nombre
de resistencia eléctrica. La
unidad de medida de esta
magnitud, en el S.I, recibe el
nombre de ohmio (Q2). 1 Q = 1
V /1 A. Como elemento de un
circuito la resistencia eléctrica
se representa tal y como se
gu.estra en .la Flgura V.5. Figura V.5

xisten  varios  tipos de
resistencias, dependientes del
tipo de aplicacién. Los tipos
bésicos son: la resistencia de
conglomerado de carbén, cuyo
componente resistivo (negro de
humo) se dispersa en arcilla
refractaria u otro componente
inerte; las resistencias fijas de
alta precision, que se fabrican
depositando una pelicula de
material resistivo sobre una
base ceramica; y las resistencias E Figura V.6
variables o potenciémetros, en
las que un contacto movil se
desliza a lo largo de un barniz resistivo extendido sobre una base ceramica.

El significado fisico de R se obtiene facilmente a partir de la formulacién
microscopica de la ley de Ohm. Con esta finalidad, definiremos en primer lugar la
magnitud fisica densidad de corriente, que es el equivalente microscépico de la
intensidad de corriente. Consideremos una pieza cilindrica de un material
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conductor de longitud L y seccién transversal S (Figura V.6), por el que circula una
corriente eléctrica I, como consecuencia de la aplicacién de un campo eléctrico E
en su interior, que da lugar a que exista una ddp V entre sus extremos. Si el
material en cuestién posee n electrones por unidad de volumen, todos los
electrones contenidos en el volumen vSdt, donde v es la velocidad de arrastre de
los electrones (nvSdt), pasaran a través de la seccién S por la posicién B en un
intervalo de tiempo dt. Como la carga que pasard por dicha posicién sera envSdt,
siendo e la carga de un electrén, la intensidad de corriente sera:

_ d_Q 3 envSdt
dt dt

1 = enSv (V.4)

Como vemos, la magnitud macroscépica I estd relacionada con magnitudes
microscopicas (e, n, v). Pues bien, la magnitud fisica que recoge esta relacién
recibe el nombre de densidad de corriente, siendo su definicion:

1
j=—=env (V.5)
S
Haciendo uso del carécter vectorial de la velocidad, a esta nueva magnitud se le
dota del mismo cardcter, siendo, por lo tanto, su definicién final:

j=env (V.6)

A partir de esta definicién, considerando que la ddp entre los extremos del
conductor de la Figura V.6 esta relacionada con el campo eléctrico mediante
V=EL, tendremos, sustituyendo (V.5) en (V.3), que:

EL L
——=R:>j:—E:0'E:lE V.7
JjS SR P

donde o recibe el nombre de conductividad del material y p es la resistividad del
mismo. Estos dos coeficientes son tipicos de la sustancia en cuestién.
Considerando el caricter vectorial tanto de j como de E, relacionamos estas dos
magnitudes a partir de (V.7):

j =oFE (V.8)

Se dice que un material es 6hmico cuando verifica la ley (V.8), siendo ¢ una
constante.
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A partir de (V.7) podemos interpretar el significado de R. Como R=pL/S,
vemos que la resistencia depende del tipo de sustancia a través de p, que da idea
del tipo de red cristalina asi como de la cantidad de electrones “libres” en la misma,
y es directamente proporcional a la longitud del material e inversamente
proporcional a su seccién. Estas dos tltimas dependencias reflejan la importancia
de la geometria del material.

Si combinamos las ecuaciones (V.6) y (V.8) obtenemos:

v=—E (V.9)

La ecuacién (V.9) pone de manifiesto, tal como habiamos previsto, que la
velocidad de propagacién de los electrones en el conductor, provocada por un
campo eléctrico uniforme, es constante.

4. EFECTO JOULE

Nos hemos basado, aunque no lo hayamos descrito especificamente, en un
modelo microscépico de conduccién en un metal debido a Drude y Lorentz, para
justificar el fendmeno de la corriente eléctrica. De acuerdo con este modelo, tal
como hemos sefialado, la conduccién eléctrica es de electrones en el seno de una
red cristalina. Chocan contra ella, pierden energia en consecuencia, por lo que
constantemente debe suministrarse energia eléctrica al material para que se
mantenga la corriente, es decir, debe mantenerse el campo eléctrico. Esto supone
que la existencia de una corriente eléctrica permanente consiste en un suministro de
energia que ha de compensar el gasto que se produce en las colisiones de los
electrones con la red cristalina. En virtud de estas colisiones los electrones
transfieren parte de su energia cinética a los iones de la red, los cuales vibraran con
mayor amplitud (mayor energia), manifestindose macroscépicamente este hecho
por un aumento de la temperatura del conductor. A este fenémeno se le denomina
efecto Joule.

Resulta interesante determinar la rapidez con la que es transferida energia
por los electrones a la red cristalina. Para ello, consideremos que el campo eléctrico
realiza un trabajo, para mover a un electrén, por unidad de tiempo, igual a
F v=eE v. Como hay n electrones por unidad de volumen, el valor total de la
potencia desarrollada por unidad de volumen para mantener la corriente eléctrica
serd nF v=neE v. Sustituyendo (V.9) en esta igualdad tendremos que:

nF v = oE* = jE (V.10)

Considerando nuevamente el cilindro de la Figura V.6, la potencia necesaria para
mantener la corriente eléctrica serd:
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P =(SL)JE = (jS)EL)=1V = %R (V.11)
que se consume integramente en la resistencia eléctrica del conductor.

5. GENERADOR DE CORRIENTE ELECTRICA

Recordemos que el trabajo realizado por una fuerza F al mover a una
particula desde un punto A a otro B a lo largo de un camino determinado T, se
evalia mediante la integral de linea:

B _
W= [Fedr (V.12)
A

Si la trayectoria es cerrada los puntos inicial y final coinciden y el trabajo se
calcula mediante la integral:

W = §F edr (V.13)
r

Cuando la fuerza es conservativa la solucién de la ecuacion (V.13) es cero y la
ecuacién (V.12) es el incremento, con signo opuesto, de la funcién energia
potencial E, que esta relacionada con la fuerza F mediante la relacion F=—grad E,,

De acuerdo con lo dicho en el apartado anterior, queda claro que para
mantener una corriente eléctrica en un circuito es necesario realizar un trabajo para
mover las cargas en dicho circuito. Se denomina fuerza electromotriz (fem) al
trabajo realizado, por unidad de carga eléctrica, por el propio campo eléctrico. Es
decir:

fem=Z=  §E odr (V.14)
circuito

Ahora bien, como el campo electrostitico es conservativo, el resultado de la
integral (V.14) es siempre nulo, por lo que llegamos a la conclusién de que el
campo eléctrico que mantiene una corriente eléctrica jno puede ser estitico! No
obstante, dado que el trabajo por unidad de carga eléctrica realizado por el campo
E que mantiene la corriente eléctrica, se consume en forma de energia térmica en la
resistencia del circuito, se cumplird la siguiente igualdad:
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B
|Eedr =IR (V.15)
AF

donde R es la resistencia eléctrica entre los puntos A y B del circuito e I es la
corriente eléctrica en dicho tramo. De acuerdo con la ley de Ohm, IR=V, donde V
representa a la ddp entre los puntos A y B. Por otra parte, como el campo eléctrico
E mueve a las cargas en el sentido en el que disminuye el potencial, Vg<V 4. Por lo
tanto, Vp—V <0, luego para mantener una igualdad entre nimeros positivos en la
expresion (V.15), deberemos poner:

IR=~(Vg-V,)=V,-Vp (V.16)

Al dispositivo encargado de suministrar energia eléctrica al circuito
mediante la creacién de un

campo eléctrico E no estatico,
se le denomina generador de
| corriente eléctrica. Su

representacion en los esquemas
de los circuitos se muestra en la
C. Alterna Figura V.7. Como vemos
existen dos representaciones
basicas: el generador de
corriente continua (cuando la
corriente siempre circula en el
mismo sentido del circuito), y el
generador de corriente alterna (cuando, como indica su nombre, la corriente cambia
su sentido en el circuito con el tiempo). En este capitulo estudiaremos circuitos en
los que la corriente circula siempre en el mismo sentido, por lo que tnicamente
estaremos interesados en los generadores de corriente continua. Son ejemplos de
este tipo de generadores las baterias y las pilas.

En el caso de un generador ideal toda la energia por unidad de carga
eléctrica suministrada por éste (fem) se consume en la resistencia eléctrica del
circuito, es decir:

C. Continua

Figura V.7

(1]

= IR (V.17)

Sin embargo, si el generador no cumple con esta condicién de idealidad, habra un
consumo interno de energia en dicho elemento. Se toma en consideracién esta
circunstancia mediante la inclusién de una resistencia interna R; en la ecuacién de
balance de energia del circuito:
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E-IR; =IR (V.18)

El significado fisico de la ecuacién (V.18) es claro: el generador suministra al
circuito la energia neta que resulta de restar a la energia total que desarrolla la
energia consumida en su resistencia interna. Este extremo se manifiesta
macroscépicamente mediante el calentamiento del generador.

Aunque sabemos que las cargas que se mueven “realmente” en un circuito
son negativas (electrones), resulta mds conveniente suponer que son las cargas
positivas que los electrones van dejando tras de si las que se mueven en sentido
contrario al suyo. La razén es que es mas fécil interpretar algebraicamente el
sentido de movimiento de una carga positiva hacia donde el potencial eléctrico
disminuye (sentido del campo eléctrico) que el mismo movimiento de una carga
eléctrica negativa (sentido contrario al del campo eléctrico). Por lo tanto,
adoptaremos el convenio de suponer que el sentido de la corriente eléctrica en un
circuito de corriente continua es desde el polo o borne positivo del generador hacia
el polo o borne negativo del mismo.

6. ASOCIACION DE RESISTENCIAS

Existen dos formas sencillas de combinar resistencias en un circuito, en
serie y en paralelo. Cuando esto ocurre, tendremos la posibilidad de sustituir dichas
resistencias por una sola, que consumird la misma energia que ellas, calculando su
valor de un modo sencillo. Para ello hemos de tener en cuenta la ley de Ohm y el
valor de las magnitudes I y V en cada resistencia.
6.1. Conexion en serie

Esta situacién se
presenta cuando por todas las
resistencias circula la misma R,
intensidad de corriente, y el
conjunto puede representarse en
la forma indicada en la Figura
V.8. Aplicando la condicién de A B
conservacion de la carga
eléctrica, sabemos que no se
producird acumulacién alguna
de carga eléctrica en ningin
punto de la serie de resistencias.
Por lo tanto, la intensidad de
corriente serd, como hemos afirmado, la misma en todas ellas. La caida de tension
o ddp entre los puntos extremos A y B, serd la suma de los gastos de energia por
unidad de carga en cada resistencia, es decir:

R» Rj

Figura V.8
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3
VAB=1R]+1R2+IR3:I(£1R[-] (V.19)
por lo tanto, generalizando, la resistencia:

N
R = ('z] R; ) (V.20)
1=

sera equivalente a la serie de N

resistencias. R,

6.2. Conexion en paralelo %—
En este caso las

resistencias estan sometidas a la

misma ddp, es decir, todas ellas ——/\/\/\/\/———

consumen la misma energia por A B
unidad de carga. El conjunto R;

podra representarse en la forma A A A N

indicada en la Figura V.9.

Nuevamente, aplicando la Figura V.9

condicién de conservacion de la
carga eléctrica, no se acumulard en ningin punto del circuito, por lo que la
intensidad de corriente I a la entrada de la asociacién de resistencias por el punto
A, serd igual a la suma de las intensidades I; que circulan por cada una de las
resistencias. Es decir:

V v Vv VvV 1 1 1
—=I=11+12+12=—+—+—=V —t—t+— (V.21)
R R, R, Ry R Ry Ry
por lo tanto, generalizando, resultara:

1 N

—= 3 — (V.22)
R i=IR

7. REGLAS DE KIRCHHOFF

Muchas veces no es posible reducir un circuito a una expresion tan simple
como un generador conectado en serie con una resistencia. En estos casos
deseamos conocer el valor de la intensidad de corriente que circula por las distintas
ramas del circuito. Para resolver esta situacion, el fisico alemdan G.R. Kirchhoff
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(1824-1887) propuso dos reglas que llevan su nombre y que se basan en
respectivas leyes bdsicas ya conocidas: la conservacién de la carga eléctrica y la
conservacién de la energia en todo circuito eléctrico.

Estas dos reglas son:

1. Regla de nudos. Partiendo del hecho de que la carga eléctrica se debe
conservar en un circuito, es decir, no debe ni acumularse ni perderse en una
unién de dos o mds conductores, se afirma que “la suma de las intensidades de
corriente en un nudo (unién de 2 o mas conductores) debe ser nula”. A la hora
de aplicar esta regla se utiliza el convenio de tomar una intensidad entrante
como positiva y una intensidad saliente como negativa.

2. Regla de mallas. Si ahora partimos del hecho de que la energia debe
conservarse en un circuito, se afirma que “en una malla de un circuito (circuito
cerrado simple) la suma de las energias por unidad de carga suministradas por
los generadores debe ser igual a la suma de las energias consumidas en los
distintos elementos de la malla”. Cuando se aplica esta regla se utiliza el
convenio de signos consistente en afirmar que, una vez impuesta la corriente de
malla, un generador suministrard una tension positiva si favorece el sentido de
dicha corriente.

La mejor forma de entender el significado de estas reglas es utilizarlas.
Veamos un ejemplo. Sea el circuito de la Figura V.10. Este circuito consta de tres
mallas. Elegimos las corrientes de malla con los sentidos arbitrarios que se
muestran. Para cada una de estas mallas aplicamos la segunda de las reglas de
Kirchhoff, resultando:

=V, = 1|(R + Ry + Ry )~ IRy — I,Ry

- —12(R2+R4 —1|R2—I§R4 (V.23)

V3 —V4 = I3 R3 +R4 —IlR3 —12R4

Obsérvese que en cada malla la
| | intensidad correspondiente
determina el signo positivo. Tal

R,
="
R, I R; y como hemos elegido los

4

/\/\ v, sentidos de las corrientes de

malla, las otras dos son

I I > — negativas respecto de una
2 intensidad de malla dada. Una

3
‘hl_ || vez resuelto el sistema de
1 || ecuaciones anterior, es decir,
V2 \E una vez conocidas las
Figura V.10 intensidades de malla,

podremos, con el uso de la regla
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de nudos, calcular la intensidad en cada rama. Por ejemplo, la intensidad que
circula por la resistencia R, sera I,-15.

8. CARGA Y DESCARGA DE UN CONDENSADOR. CIRCUITO RC

Terminaremos este capitulo
analizando el efecto que produce un E | |
condensador en un circuito simple. | |
Sea un circuito simple, en el que es
indispensable una fuente de energia | ¢ Y 1 é
eléctrica (el generador), e inevitable R
una fuente de disipacién de energia
(la resistencia eléctrica). En serie con l l
dichos elementos conectaremos un | |
condensador. El resultado serd el C
circuito de la Figura V.11. Tras Figura V.11
cerrar el interruptor S, la fem del
generador (E) provocara la aparicion de una corriente de intensidad I que recorrerd
el circuito, consumiendo energia en la resistencia R y almacenando energia en el
condensador de capacidad C. Por lo tanto, el balance de energia para dicho circuito
quedara plasmado mediante la siguiente relacion de energias por unidad de carga
eléctrica:

[x1

= IR + (V.24)

a =

Destacaremos que q es funcion del tiempo ya que el condensador se va cargando
progresivamente, desde que posee una carga q=0 hasta que alcanza una carga q=Q.
Por lo tanto, como la intensidad de corriente es la carga eléctrica que por unidad de
tiempo atraviesa una seccion del circuito, I=dqg/dt, también serd una magnitud
dependiente del tiempo. Efectivamente, sustituyendo la definicion de I en la
ecuacién (V.24) obtendremos una ecuacién diferencial en la que q es la incégnita y
t es la variable independiente, es decir:

dg 1
da C )

Esta es una ecuacion diferencial lineal de primer grado con coeficientes constantes,
que se puede resolver facilmente separando las variables q y t. Efectivamente:
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(V.26)

Integrando entre los limites O<t<t, correspondientes a los limites 0<q<q, resultara
finalmente:

—1
q(t)=EC|1-e Jke (V.27

Es decir, como habiamos previsto, la
carga del condensador es funcién del
tiempo. En la Figura V.12 se muestra la q(t)
dependencia de q frente a t. Se observa
que la carga aumenta asint6ticamente
hacia el valor méiximo EC, que,
fisicamente se alcanza cuando el error

en su medida es menor que la precision 1(t)
del dispositivo utilizado para medirla. Si
derivamos la expresién de q(t) respecto
del tiempo obtendremos la intensidad t Figura V.12
que recorre el circuito en cualquier
instante. El resultado es:
= =1
(1) = ?e Vke (V.28)

que expresa el interesante resultado de que la intensidad disminuye con el tiempo,
partiendo del valor Z/R hasta hacerse asintéticamente cero cuando el condensador
estd totalmente cargado. Esto significa que, por un lado, la presencia de un
condensador en un circuito de corriente continua hace que la corriente dependa del
tiempo, y, por otro, cuando transcurre el tiempo suficiente (del orden de RC) la
corriente ha disminuido apreciablemente (ha caido a un valor aproximadamente
igual a la tercera parte de su valor original), hasta hacerse cero cuando el
condensador se ha cargado totalmente. Precisamente al producto RC se le da un
nombre especial “constante de tiempo del circuito” ya que da idea del tiempo que
tarda en cargarse el condensador. Tipicamente los valores de RC son pequeiios (por
ejemplo, si R=1kQ y C=1pF, RC=Ims), por lo que el proceso de carga del
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condensador pertenece al tipo de fendmenos que se conocen genéricamente como
transitorios.

Igualmente interesante
S resulta el andlisis del proceso de
descarga de un condensador. Es
decir, si partimos del hecho de

+ que en un condensador cargado

—_— I ‘ R existe energia eléctrica
C _ almacenada, cuando los bornes
del mismo se pongan en
contacto al cerrar el interruptor
S, con la inevitable resistencia
Figura V.13 de un circuito, tal como muestra
la Figura V.13, se producira una
corriente eléctrica, que consistird en la neutralizacién de las cargas de las placas del
condensador. La ecuacién de balance de energia, que relaciona la energia por
unidad de carga que suministra el condensador al circuito con la que se consume en
la resistencia, sera:

L _ IR (V.29)

Ahora la intensidad de corriente proviene, como hemos dicho, de la descarga del
condensador, no del suministro de un generador, por lo que I=—dq/dt. Sustituyendo
en (V.29) resultara:

dg 1
R _4-0 (V.30
da C 1 )

cuya solucién, con la condicidn inicial g=Q en t=0, es:

-1
q(t) = Qe Jke (V.31)

Es decir, el condensador se descarga de manera exponencial con el paso del
tiempo. Si ahora derivamos (V.31) respecto del tiempo obtendremos la intensidad
de corriente en este circuito, que también disminuye hasta anularse:

-1
I(t) = _dq_ 2, JRe (V.32)
dt RC



) Capl’tu’lo VI
CAMPO MAGNETOSTATICO EN EL VACIO 1.
ROTACIONAL DE “B”

1. INTRODUCCION

Los antiguos griegos observaron que ciertos minerales, tales como la
magnetita, tenfan la curiosa propiedad de atraer pequefios trozos de hierro. Esta es
una propiedad que presentan de forma natural ademds de la magnetita otros
minerales de cobalto, magnesio y aleaciones de estos elementos. Se sabe desde sus
origenes que este fenémeno no estd relacionado con la gravitacién, ya que no lo
presentan todos los cuerpos. Se pensaba también que no tenia relacién alguna con
la electricidad, puesto que los trocitos de paja atraidos por el &mbar previamente
frotado con un pafio de lana, no eran atraidos por la magnetita. Por lo tanto, se
acordd, desde un principio, que se trataba de un nuevo fenémeno, al que se
denominé magnetismo, nombre que deriva del de la regién de Magnesia, donde por
vez primera se observé este comportamiento natural.

Las zonas del mineral donde aparecen concentrados los efectos magnéticos
reciben el nombre de polos magnéticos. Todo cuerpo magnetizado recibe el
genérico nombre de imdn.

La primera aplicacién practica del magnetismo fue la brijula, utilizada por
los antigwos navegantes (y en la actualidad) para orientarse. El fundamento del
funcionamiento de la brijula se encuentra en que la Tierra es un gigantesco imén.
Una aguja imantada se orientard de acuerdo con la orientacién del campo
magnético terrestre, y ésta coincide (aproximadamente) con la direccién Norte-Sur
geogréafica. Por lo tanto se convino en llamar polos
Norte y Sur a los polos magnéticos de un imén.

Los polos del mismo nombre de dos imanes se
repelen y los de nombre distinto se atraen. Por otra parte,
es un hecho experimental también el que resulta
imposible aislar un polo de un iman. Es decir, si
Figura VI.1 dividimos un imdn en dos partes, resultan dos nuevos
imanes, siendo ilimitado el proceso (Figura VI.1).

2. FUERZA MAGNETICA SOBRE UNA CARGA ELECTRICA EN
MOVIMIENTO

Experimentalmente se observa que un iman no ejerce fuerza alguna sobre
una carga eléctrica en reposo, aunque si la carga se mueve si que aparece una
fuerza sobre ella. El resultado de experimentos encaminados a determinar la
expresion de la fuerza que un imén ejerce sobre una carga eléctrica en movimiento
es que “el médulo es directamente proporcional a la carga eléctrica y a su
velocidad”, y “la direccién es perpendicular a la de la velocidad de la carga”. Si a
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esto le afiadimos que se observa que existe una direccion concreta tal que si la
carga eléctrica se mueve a lo largo de ella, la fuerza es nula, identificando esta
direccién con la del asi definido vector intensidad del campo magnético B, resulta
la expresion:

F=qvxB (VL1)
para la fuerza magnética sobre una carga

B eléctrica en movimiento (Figura VI.2). La

F(g>0) magnitud B da el valor del campo

magnético creado por un iman en cada
punto del espacio. Como el médulo de la
fuerza magnética es F=qvBsena, resulta
que serd maxima cuando 0=m/2 y nula
) cuando =0, es decir, cuando la carga se
Figura V1.2 mueve en la misma direccién que el
campo B. La unidad S.I. del campo

F(q<0)

«-

magnético, B, es el tesla (T).

En general, si una carga eléctrica se mueve en una regién del espacio
donde coexisten tanto un campo eléctrico E como un campo magnético B, recibird
la accién de la fuerza total:

F =gE +qixB (V1.2)

que recibe el nombre de fuerza de Lorentz.

Como la fuerza magnética es perpendicular a la direccién de movimiento
de la carga (v), no realizara trabajo alguno al desplazarla. Por lo tanto no provocara
variacion de su energia cinética.

3. EFECTO HALL

El hecho de que el sentido de la fuerza magnética dependa del signo de la
carga eléctrica, fue aprovechado por el fisico norteamericano E.C. Hall (1855-
1929) para demostrar que en un conductor son cargas de signo negativo las que se
mueven por aplicacién de un campo eléctrico. Veamos cémo llegé a esta
conclusién.
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Sea una ldmina metdlica de anchura d por la que circula una corriente
eléctrica de intensidad I (Figura VL.3). Dicha ldmina se sitia en el seno de un
campo magnético B de tal forma que su direccion es perpendicular a su superficie.
Si las cargas que se mueven son de signo negativo, su sentido de movimiento seria
contrario al indicado para I (recuerde el convenio para el sentido de la corriente
eléctrica), resultando el sentido indicado para la fuerza magnética sobre dichas
cargas, ya que el producto vxB 1
estarfa multiplicado por una carga
negativa. Consecuentemente, se
produciria una desviacién de
cargas negativas hacia el lado
indicado en la ldmina (y, por
defecto, resultaria una acumulacién
de cargas positivas en el lado
opuesto). Esta separacién de cargas
dard lugar a la apariciéon de un
campo eléctrico E desde el lado
positivo al lado negativo de la
lamina. El campo eléctrico ejercerd

una fuerza qE sobre las cargas _ <

. . . d >
negativas en sentido contrario a la
fuerza qvxB debida al campo Figura VL3

magnético. Inicialmente la fuerza
magnética supera a la fuerza eléctrica y las cargas negativas se desvian en el
sentido antes indicado. Cuando la separacion de cargas sea suficientemente grande,
la fuerza eléctrica alcanzard un valor capaz de neutralizar a la fuerza magnética. En
ese momento se verificara la igualdad:

qE = qvB = E =vB (VL3)
La ddp que aparece entre los dos lados de la ldmina es medible, estando
relacionada con el campo eléctrico mediante la relacién V=Ed, por lo tanto:

V =vBd (V14)

que recibe el nombre de fem Hall. El signo de esta ddp coincidird o serd contrario
al mostrado en la Figura VI.3. Experimentalmente se observa que en la mayor parte
de los conductores coincide, lo que confirma que los portadores de carga son, en
esos casos, de signo negativo.

A partir de la expresion (V1.4), se observa que podemos medir la velocidad
con la que se mueven los portadores de carga eléctrica en una corriente eléctrica
confinada en un conductor, v=V/Bd. Por otra parte, como v=j/nq=I/ngA, siendo A
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el drea transversal de la lamina, podremos medir la concentracién de portadores,
n=l/qAv=IBd/qAV.

4. MOVIMIENTO DE UNA CARGA EN UN CAMPO MAGNETICO

El hecho de que no cambie la energia
cinética de una carga cuando se ve sometida a la v
acciéon de un campo magnético, tiene una
aplicacién  practica de especial relevancia.
Vedmoslo.

Por sencillez, vamos a considerar en primer
lugar el caso de una carga eléctrica positiva que
entra en una regién donde hay un campo magnético
uniforme B, con una velocidad constante v, en una
direcc’ic’?n perpendicular a B. El médulo c.le la-f’uerza Figura VL4
magnética es qvB y, dado que su direccién es
siempre perpendicular a la trayectoria de la carga, actuardi como una fuerza
centripeta que cambia la direccién de la velocidad pero no cambia su médulo
(Figura VI.4). Si la carga es negativa la trayectoria tendrd sentido contrario al
indicado en la figura, por lo tanto, tendremos una forma de determinar el signo de
la carga de la particula cuando éste sea desconocido. Si aplicamos la segunda ley
de Newton, tendremos que:

2
mB=m%ﬂ:R=£% (VLS)
q

es decir, el radio de la circunferencia que describe la carga depende de su relacién
masa/carga y del médulo de su velocidad. De la relacion entre velocidad lineal y
velocidad angular, v=R, resulta:

w=2p (VL6)
m

que recibe el nombre de frecuencia ciclotrén. Es destacable el hecho de que la
frecuencia ciclotrén depende del cociente carga/masa y del valor de B, pero jes
independiente de la velocidad lineal de la particula!

Es fécil imaginar que si la particula cargada entra en una direccién no
perpendicular al campo uniforme B, la componente de la velocidad en la direccién
del campo magnético no cambiard ni en médulo ni en direccién, mientras que la
componente perpendicular a B cambiard en direccién en la forma indicada
anteriormente. Por lo tanto, la trayectoria resultante serd helicoidal con un paso
constante.
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Veamos, a continuacién, algunas aplicaciones practicas del
comportamiento de una carga eléctrica en el seno de un campo magnético.
4.1. Espectrometro de masas

Se trata de un dispositivo utilizado para separar los distintos is6topos de un
mismo elemento quimico. Se

I S fundamenta en el hecho de que el
. radio de la trayectoria (ecuacién
Pantalla + VL5) es proporcional al cociente

\ m/q, siendo constantes v y B. El
dispositivo se esquematiza en la
Figura VL.5. Desde una fuente de
iones, S, se emiten éstos en todas
direcciones. Los de wun signo
determinado (en el ejemplo de la
Figura VLS5 son cationes) son
seleccionados por un sistema de
rendijas entre las que se establece,
de forma adecuada, una ddp V, que acelera a los cationes hasta que alcanzan una
velocidad. Cuando entran con dicha velocidad en la regién en la que existe un
campo magnético uniforme B, que tiene el sentido indicado en la Figura VLS5, son
desviados en una trayectoria circular de radio R=mv/qB. Sustituyendo la expresién
de la velocidad en esta tltima ecuacion, resulta:

Figura VI.5

a__2v_

= (VLT)
B”R

Por lo tanto, midiendo R, conocidos B y V, podemos obtener la relacién g/m de
cada uno de los is6topos (igual carga pero distinta masa) del elemento quimico
procedente de la fuente. Para medir R se dispone una placa fotografica en la

posicién indicada, donde el

ion correspondiente " +
impactara. E
4.2. Tubo de rayos
catédicos T e SOT—
Durante la segunda LI s
mitad del siglo XIX se | Catodo
NP . B
dedic6 una gran cantidad

de trabajo experimental al
estudio de  descargas
eléctricas. Esencialmente Figura VI.6

estos experimentos
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consistian en producir una descarga eléctrica en un gas a baja presién, colocando
dos electrodos en su interior y aplicando una elevada ddp. Sin embargo, cuando se
redujo la cantidad de gas presente en el recipiente hasta una presién inferior a 10
atm, se seguia observando una mancha luminosa en la pared del mismo (Figura
VI1.6), opuesta a la posicién ocupada por el catodo. J.J. Thomson, que fue quien
realizé el trabajo experimental mds fructifero en esta linea, concluyé que alguna
radiacién era emitida por el citodo, por lo que la denominé rayo catédico.
Thomson afiadi6 dos placas paralelas dentro del tubo y aplicé una ddp entre ellas,
generando asi un campo eléctrico E que desviaba el rayo catédico hacia la placa
positiva. Por lo tanto, estaba compuesto de particulas con carga eléctrica negativa.
Es facil demostrar que la desviacién del rayo es:

d qEa

d 5 (VL8)

L my

siendo d la distancia desde el punto de impacto cuando se aplica E al punto de
impacto cuando dicho campo no se aplica, L es la distancia desde el final de la
region donde existe el campo E a la pantalla del tubo, a es la longitud de las placas
en la direccién del movimiento de los rayos catddicos, v es la velocidad de los
mismos, y g/m es la relaciéon carga/masa de las particulas que forman los rayos
catddicos.

Si se aplica un campo magnético en la direccién y en la regién indicadas en
la Figura V1.6, aparecera una fuerza magnética sobre dichas cargas en movimiento,
de valor qvB, de sentido hacia la placa negativa. Ajustando adecuadamente los
valores de B y E, se puede llegar a conseguir que las fuerzas eléctrica y magnética
se equilibren, lo que se manifestard en que el rayo catédico no se desviard,
cumpliéndose que:

E
gE =qvB=v = E (V1.9)

Sustituyendo esta expresion de v en la ecuacién (VI1.8) resultard, finalmente:

9 __Ed (VL10)

m  Blla

que es la relacién carga/masa de las particulas constitutivas de los rayos catédicos.
A éstas se las denominé electrones, y J.J. Thomson, que publicé sus resultados en
1897, recibié el premio Nobel de Fisica en el afio 1906.
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4.3. El ciclotron

Si  queremos conocer la
estructura interna de un objeto, a falta AC
de un método mas delicado, nos vemos
obligados a “romperlo”. Este es el
método que utiliza la Fisica de
Particulas para conocer la estructura X
intima de la materia. Para conseguir . _D
“romper” un atomo, un protén, etc. Es
necesario que impacten contra dichos
objetos “blanco” otras particulas, que 3
actian como “proyectiles”, con energias o
adecuadamente altas. Es necesario, por -
lo tantg, conseguir que las par{ngulas Figura VL7
proyectil alcancen altisimas
velocidades.

El dispositivo més evidente para tal fin es el acelerador electrostdtico, que
utiliza un campo eléctrico E=V/d. Sera necesario que la aceleracién de la particula
de masa m y carga q, a=qV/md, sea grande para que la velocidad resultante
después de un intervalo de tiempo razonable, sea del orden de magnitud deseado.
Pero esto implica que V ha de ser muy grande y d muy pequefia, lo que se traduce
en problemas técnicos insalvables.

Alternativamente, y con un resultado mds exitoso, se puede aprovechar el
hecho de que la trayectoria de una particula cargada en un campo magnético sea
circular y que, ademds, la frecuencia de su movimiento (frecuencia ciclotrén) sea
independiente de la velocidad lineal de la particula (ecuacién (VI.6)). En el afio
1932 empezé a funcionar un dispositivo, denominado ciclotron, que se
fundamentaba en el comportamiento descrito. Esencialmente consiste en una
cavidad cilindrica hueca dividida en dos mitades, que por su forma, se denominan
“des” (Figura VI.7). Se aplica un campo magnético uniforme paralelo al eje del
cilindro. Las dos D estan aisladas entre si, existiendo en el espacio comprendido
entre ellas, y en su centro, una fuente de iones. Entre las dos D se aplica una ddp
alterna, de tal forma que los iones (por ejemplo, positivos) se verdn acelerados
hacia la D conectada temporalmente al polo negativo del generador. Los iones
adquirirdn una velocidad. Cuando entran en la D se encuentran con una regién
donde el campo eléctrico es nulo (interior de un conductor en equilibrio) y donde
existe un campo magnético que les fuerza a describir una trayectoria circular de
radio R=mv/qB, sin modificar el médulo de su velocidad, siendo w=qB/m la
velocidad angular de la particula. Haciendo coincidir la frecuencia de la tensién del
generador de corriente alterna, con este valor, cuando el ion alcance el final de la
primera D se encontrard con una polaridad cambiada entre las D, por lo que
nuevamente se verd acelerado hacia la otra D, aumentando asi su velocidad lineal.

K X X X X)X P




58 F.J. RUBIO HERNANDEZ

Al entrar en la segunda D el radio de su trayectoria serd mayor, pues es mayor v,
pero la velocidad angular serd la misma. Es facil entender que la reiterada
repeticion de este proceso provocara que, finalmente, el ion alcance una velocidad
lineal muy alta, con un radio de trayectoria adecuadamente alto, pero sin necesidad
de utilizar un generador de fem inconmensurable. Cuanto mayor sea el tamaio del
ciclotrén, siendo constantes el resto de magnitudes, mayor serd la velocidad final
del ion. Por este invento, el fisico norteamericano, Lawrence, recibié el premio
Nobel de Fisica en el afio 1939.

El ciclotrén es el prototipo de los gigantescos aceleradores de particulas. Se
trata de inmensos laboratorios (por ejemplo, el CERN tiene un didmetro de unos 12
km), en los que se provocan altisimas velocidades en particulas proyectil, que al
colisionar con particulas blanco, las rompen, mostrando asi su estructura interna.

5. FUERZA MAGNETICA SOBRE UNA CORRIENTE ELECTRICA

Consideremos una corriente eléctrica formada por n cargas por unidad de
volumen, cada una de valor q, moviéndose con una velocidad v. La fuerza
magnética sobre cada una de ellas viene dada por la ecuacién (VLI1).
Consecuentemente, la fuerza por unidad de volumen que actia sobre la corriente
eléctrica serd nqvxB=jxB. De esta forma, sobre un elemento de volumen dV
actuara la fuerza:

dF = jx BdV (VL11)

Si la corriente eléctrica estd confinada en un conductor cilindrico de
seccion transversal S, el volumen de un elemento d¢ del mismo serd dV=Sd¢. Por
otra parte, si separamos el vector j en el producto de su médulo j por un vector
unitario 7 que sefiala el sentido de la corriente eléctrica, resultard la siguiente
expresion para la fuerza que el campo magnético ejerce sobre un conductor de
longitud L que transporta una corriente eléctrica I:

F = [jtxBSdl = [jStxBdl = [Itx Bdl (VL12)
L L L

6. CAMPO MAGNETICO CREADO POR UNA CORRIENTE

Sabemos que un imdn crea un campo magnético, siendo una carga eléctrica
en movimiento el objeto sobre el que dicho campo es capaz de ejercer una fuerza.
Pero, realmente ;qué es un iman?, dicho de otro modo, ;qué es lo que hace que
tenga esa especial propiedad?
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En el afio 1820 el fisico danés H.C. Oersted observé que la aguja de un
iman se desviaba de su orientacién Norte-Sur cuando circulaba una corriente
eléctrica por un conductor préximo a ella. Concluyd, acertadamente, que la
corriente eléctrica jcreaba un campo magnético! El anuncio del descubrimiento de
Oersted produjo sensacién en los circulos cientificos de Europa y América. La
excitacion fue causada no sélo por la naturaleza basica de su trabajo, que mostraba
una relacién entre dos fenémenos fisicos hasta entonces separados, sino también
por el interés que despertaron las aplicaciones tecnoldgicas de las corrientes
eléctricas. Ya se sospechaba entonces que la electricidad podria ofrecer una forma
eficaz de transmitir las grandes cantidades de energia disponibles en las maquinas
de vapor. Si una corriente
eléctrica puede ejercer una
dB fuerza sobre un imén, es de

4 esperar (simplemente por
la tercera ley de Newton)
que el imdn ejerza una

de fuerza también sobre la

corriente eléctrica y, sin
excesiva imaginacién, se
puede especular que el
iman serd capaz de
producir una corriente eléctrica. En aquellas fechas la pila de Volta, que consumia
grandes cantidades de metales caros para producir pequeifias corrientes eléctricas,
era la tnica forma conocida de generador de corriente. Se estaba viviendo asi el
umbral de la Edad de la Electricidad.

Biot y Savart obtuvieron, varios afios después del descubrimiento de
Oersted, una expresion general del campo magnético creado por una corriente
eléctrica:

Figura VI.8

gl1x (VL13)
)

g=te
arl
El significado de cada simbolo de la ecuacion de Biot-Savart, que es andloga a la
ley de Coulomb, se muestra en la Figura VI.8. La constante de proporcionalidad p,
recibe el nombre de permeabilidad del vacio, siendo 4% 107 kgm/C> su valor
numérico en el S.I.
Vemos, de acuerdo con la expresion (VI.13) que el campo magnético es
directamente proporcional a la causa que lo crea (la corriente eléctrica) e
inversamente proporcional al cuadrado de la distancia a la fuente.
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A continuacién calcularemos, con el uso de la ecuacion (VI.13) el campo
magnético creado por distintas corrientes eléctricas, cuyas geometrias resultan de
especial interés.

6.1. Corriente rectilinea e infinita

Consideremos el caso de una corriente de intensidad constante I, que tiene
lugar en un conductor rectilineo infinitamente largo. El campo magnético a una
distancia R del mismo serd la suma de las contribuciones de cada uno de los

elementos de corriente Id¢ que se muestran en la Figura VI.9. Es decir:

i =y_,,1d?2xf =£Qld€s§n6ﬁ
ar  , ar 5

(VL14)
donde el vector unitario ritiene sentido hacia dentro del papel. Tres son las

variables en la ecuacién (VI1.14), las distancias r y ¢ y el dngulo 6. Poniendo las dos
primeras en funcién de la tercera, resultara:

R R Rd6
r= A=——dl = 5 (VL15)
senf tgo sen“ @
Por lo tanto, el campo magnético B sera:
R ~ m 1
A B=Fol eneamn = Foli  (vie)
r 47R 27R
4 0
r Vemos que la direccién de este campo
1d¢ magnético es tangente a una
Figura V1.9 circunferencia de radio R que rodea al
conductor, siendo su sentido el de giro de

un tornillo que fuese apretado en el
sentido de la corriente eléctrica I. Lo mas destacable de este resultado es que las
lineas del campo magnético son jcerradas! Este es un resultado opuesto al obtenido
en el caso del campo electrostitico, donde las lineas de campo eran abiertas
(empezaban en las cargas positivas y terminaban en las cargas negativas).

Como una corriente eléctrica siente la accién de una campo magnético
mediante la fuerza dada por la ecuacién (VI.12) y, a su vez, una corriente eléctrica
crea un campo magnético dado por la ecuacién (VI.13), resulta facilmente
deducible que existird una interaccién magnética entre corrientes eléctricas.
Concretamente, dos corrientes rectilineas paralelas se atraeran si son del mismo
sentido y se repeleran en caso contrario.
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6.2. Corriente circular
Se denomina espira a toda corriente simple cerrada. Esta es una definicién

especialmente importante a la

hora de  entender el dB, dB

comportamiento magnético de

la materia. Por esta razon, Id¢

vamos a calcular el campo

0

magnético creado por una
espira circular en un pl’mto de > 1 dB),
su eje de revolucién. El R
proceso de calculo del campo a
magnético en cualquier otra .

Figura VI.10

posicién seguird el mismo
proceso, el problema es que el
célculo matemético se complica excesivamente.

De acuerdo con la ley de Biot-Savart, considerando el significado de los
simbolos expresado en la Figura VI.10, tendremos que el mdédulo del campo

magnético creado por un elemento de corriente Id¢ en la posicién indicada sera:

ap = Ho 14t (VL17)
4r r2

Esta contribucién al campo magnético total se descompone en las direcciones
perpendicular y paralela a la direccién del eje. Es féacil comprobar que las
componentes perpendiculares de cada contribucién se ven compensadas por otra,
debida a un elemento de corriente diametralmente opuesto respecto del eje de la
espira. Por lo tanto, el campo magnético creado por la espira en su eje tendra la
direccion del mismo, y su sentido dependera del sentido de la corriente eléctrica. Si
la corriente circula en sentido antihorario, el campo saldra del plano del papel; si es
horario, el campo entrara en el papel. Su valor numérico resulta de la integracién
de la componente paralela al eje:

1 Ide I
dB, | = dBcosf = Ho I (sg=Follfd _Ho 1a 4 (VL18)

ar r2 4r r2 r 4r (R2+ 2)%
a

Por lo tanto:
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Integrando, desde R, a R, resultara:

F.J. RUBIO HERNANDEZ

(VL19)

En la Figura VLI1 se
muestran las lineas del campo
magnético creado por la espira
circular de la Figura VI.10. Es
importante destacar que son lineas
cerradas.

6.3. Solenoide

Un  solenoide es una
corriente compuesta por varias
espiras coaxiales (circulares), del
mismo radio, por las que circulard la
misma corriente de intensidad I
(Figura VI1.12). El campo magnético
debido al solenoide serd la suma del
campo debido a cada espira. En
concreto, en un punto de su eje, si el
solenoide tiene una longitud L, y N
es el nimero de espiras que lo
forman, el campo magnético en un
punto de su eje, creado por el
conjunto de las NAR/L espiras
contenidas en un espesor dR del
solenoide, situadas a una distancia R
del mismo, sera:

(VI.20)
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potoN| By K
2L 1/a2+R22 \/a2+R12

Si el solenoide es infinitamente largo (modelo idealizado) el punto
necesariamente estard en el interior del mismo, y las distancias R, y R, coincidiran
en médulo aunque sus sentidos serdn contrarios. Por lo tanto, el resultado de la
operacién entre corchetes serd 2. Finalmente resultara:

(V121)

N
B= /.tolz (V1.22)

Las lineas del campo
magnético debidas a un
solenoide se muestran en la
Figura VI.13, junto con las
debidas a una barra imantada de
la misma longitud y radio. La
coincidencia entra las lineas de
campo magnético de ambos
sistemas llevé a Ampere a
establecer una acertada
hipétesis acerca del origen del
campo magnético debido a un
iman. Ampere afirmé que la Figura VI.13

JR N

materia estaba constituida de
microscOpicas corrientes, de cuya orientacion resultaba un efecto neto en la
superficie del material, consistente en una corriente eléctrica que rodeaba al mismo
(andloga a la corriente del solenoide), por lo que creaba un campo magnético
idéntico al del solenoide. En el capitulo dedicado al campo magnetostatico en la
materia volveremos sobre esta cuestion, que serd tratada con mads detalle. Lo
importante en este momento es destacar que con esta hipétesis Ampere concluy6
que la unica fuente del campo magnetostatico es la corriente eléctrica estacionaria.

7. LEY DE AMPERE

El titulo de este capitulo hace referencia al rotacional del campo
magnetostatico. El resultado se conoce como ley de Ampere. Vamos a considerar
el caso de una corriente eléctrica rectilinea e infinita y calcularemos la circulacién
del vector B a lo largo de una linea de campo (Figura VI.14). El resultado es:
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ol
2R

Bedl = § Bdl = B§dl = B2nR = —2-27R = p,l (V1.23)
C

{
o

Si repetimos el calculo considerando
una trayectoria cerrada de forma arbitraria,
pero que siga rodeando a la corriente I
(Figura VI1.14), el resultado sera el mismo:

§Bedl =
L
§BRA6 = BR$d6 = BR2m = (V1.24)
L L
#01 R2m=pu I
Figura VI.14 ok ETH,

Obsérvese que aunque B no es constante a lo largo de la trayectoria, el producto
BR si lo es.

Por lo tanto, generalizando este resultado podemos concluir que la
circulacién del campo magnético es igual a [, por la corriente neta que atraviesa el
drea delimitada por la trayectoria cerrada sobre la que se evalda la circulacién de
dicho vector:

- N L -
§Bedi=p,3 I, =p,[jedS (V1.25)
C i=1 S

La expresién (VI1.25) es la forma integral de la ley de Ampere. Esta es una ley que
expresa de manera clara que la unica fuente del campo magnetostitico es una
corriente eléctrica estacionaria. Es andloga a la ley de Gauss, que expresa que la
unica fuente de un campo electrostitico es una carga eléctrica estacionaria. Por lo
tanto, desde un punto de vista prictico, la ley de Ampere es til en el mismo
sentido en que lo es la de Gauss: si podemos elegir una trayectoria cerrada que
permita sacar fuera de la integral el campo magnético, su calculo serd tan trivial
como el de sumar corrientes eléctricas que pasen a través del drea delimitada por
dicha trayectoria.

Si hacemos uso del teorema del rotacional, obtendremos la expresién
diferencial de la ley de Ampere, que expresa el cardcter no conservativo de B:

é" odl = [rotBedS =y0£j e dS = rotB = M j (V1.26)
S



) Capitglo vl
CAMPO MAGNETOSTATICO EN EL VACIO I1.
DIVERGENCIA DE “B”

1. FLUJO MAGNETICO

En el capitulo anterior hemos visto que las lineas del campo
magnetostdtico son siempre cerradas. Esto significa que si calculamos el flujo
magnético que atraviesa una superficie cerrada el resultado serd siempre nulo. La
razén es que, como sabemos, el flujo magnético coincide con el nimero de lineas
de campo que atraviesan netamente una superficie, de tal forma que, por ser
cerradas, toda linea de campo magnético que entre en un volumen encerrado por
una superficie deberd, forzosamente, salir de ella atravesando en otro punto a la
superficie, obteniéndose el resultado neto cero. Expresado analiticamente:

§BedS =0 (VIL1)
S

La unidad de medida del flujo magnético tiene nombre propio, 1T Im’=1Wb
(weber). Si hacemos uso del teorema de la divergencia obtendremos este resultado
en forma diferencial:

§BedS = [divBdV =0= divB =0 (VIL2)
S v

que representa el hecho de que no existen puntos singulares en lo que al campo
magnetostatico se refiere. Es decir, mientras que la divergencia del campo
electrostitico puede ser no nula, indicando la existencia de puntos del espacio
desde donde emanan o donde terminan lineas de campo, el que la divergencia del
campo magnetostitico sea siempre nula indica la no-existencia de tales
singularidades, es decir, no existe el monopolo magnético, si dividimos un iméan en
dos mitades, no obtenemos dos monopolos, sino dos nuevos imanes.

2. AUTOINDUCCION

De acuerdo con la ley de Ampere el campo magnético es proporcional a la
intensidad de corriente que lo crea. El coeficiente de proporcionalidad depende de
factores geométricos (recuerde que realizamos una circulacién a lo largo de un
camino arbitrario) y del medio material en el que se encuentra la corriente eléctrica.
Por otra parte, el flujo del campo magnético es proporcional al propio campo, por
lo que también serd proporcional a la intensidad de corriente que lo crea.
Nuevamente, podemos afirmar que el coeficiente de proporcionalidad dependeré de
factores geométricos (realizamos una integral de superficie delimitada por la
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trayectoria cerrada) y del medio material. Expresaremos finalmente este
razonamiento mediante la igualdad:

¢m =Ll (VIL3)

En esta expresion el coeficiente L, que depende del medio material y de la
geometria de la corriente eléctrica de intensidad I, recibe el nombre de coeficiente
de autoinduccién o autoinductancia. Su unidad de medida en el sistema
internacional tiene nombre propio: 1 T/ 1 A = 1 H (henrio).
Vemos que la autoinductancia da idea del
L valor que puede tomar el campo magnético creado
por una corriente eléctrica: cuanto mayor sea la
autoinductancia de un circuito, mayor serd el campo
magnético creado por €l para una intensidad dada de
corriente eléctrica. Resulta ttil a veces aumentar la
i inductancia de un circuito, para ello se incorpora
Figura VILT | ¢omo elemento del mismo una bobina o solenoide,
que estard caracterizado por un determinado valor L
de autoinductancia. En el circuito se representard con el simbolo mostrado en la
Figura VIL.1.

3. INDUCCION MUTUA

De la misma forma que un circuito por el que circula una corriente da lugar
a un “autoflujo”, la presencia de un segundo circuito dara lugar a un flujo
magnético por el primer circuito.

Consideremos dos circuitos (1 y 2) por los que circulan sendas corrientes
de intensidades respectivas I, e I,. Ademas de sus propias geometrias, estardn
dispuestos en una posicién relativa determinada. Por lo tanto, cuando afirmemos
que existe una dependencia con la geometria del sistema, estaremos refiriéndonos
tanto a la geometria propia de un circuito como a la geometria relativa entre los
circuitos. El flujo magnético que atraviesa el circuito 1 serd la suma de dos
contribuciones: el flujo debido al campo magnético B, creado por la corriente I, y
el flujo debido al campo magnético B, creado por la corriente I,. La primera
contribucién ha sido estudiada en el apartado anterior. Siguiendo un razonamiento
andlogo, el flujo que atraviesa al circuito 1 debido al campo magnético creado por
la corriente que circula por el circuito 2, sera proporcional a dicha corriente:

$p =Myl (VIL4)
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El coeficiente M,,, que depende del medio material en el que se encuentran los
circuitos y de la geometria de los mismos, recibe el nombre de coeficiente de
induccién mutua o inductancia mutua. Se puede demostrar que My =M;,=M.

Como vemos, un circuito de corriente es capaz de influir en otro y en si
mismo a través de los coeficientes M y L.

4. LEYES DE LOS CAMPOS ESTATICOS

Hemos estudiado los campos electrostatico y magnetostatico, por lo tanto
independientes del tiempo. En este caso hemos encontrado que se trata de dos
entidades separadas, sin conexién alguna, salvo por el hecho de que la fuente del
primero es una carga eléctrica en reposo y la fuente del segundo es una carga
eléctrica en movimiento.

El conjunto de ecuaciones:

~ - 1 -
§E odS = — [ pd¥ = divE = £
€y V €
§ edl=0=rotE =0
. C L B B (VILS)
Bedl=p,][jedS = rotB=u,j
S

BedS =0= divB=0

que recogen los hechos experimentales descritos en los capitulos anteriores, ponen
de manifiesto la independencia de los campos electro y magnetostatico.

En un capitulo préximo veremos como la dependencia con el tiempo de E
y B, modificaré la apariencia de las ecuaciones (VILS), reflejandose una conexién
plena entre dichos campos.
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) Capitulo VIII
CAMPO MAGNETOSTATICO EN LA MATERIA

1. EL DIPOLO MAGNETICO

El modelo de Ampere sobre el comportamiento de un imén, basado en la
existencia de microscépicas corrientes, de cuya alineacién resulta un campo
magnético macroscopicamente perceptible, nos lleva a considerar dichas corrientes
microscépicas como los
elementos basicos de la materia
en lo que a propiedades
magnéticas se refiere. De esta
forma, justificaremos el
comportamiento de la materia
en un campo magnético como
el resultado  global del
comportamiento de todas y
> cada una de las corrientes
microscépicas que lo forman.

Empezaremos por
analizar el comportamiento de
una espira €n un campo
magnético. Para hacer mas
sencillos los calculos,
Figura VIIL1 consideraremos el caso de una
espira rectangular inmersa en
un campo magnético uniforme. Sea I la intensidad de corriente constante que
circula por la espira, de lados a y b, situada en el seno de un campo magnético
uniforme B, de tal forma que, inicialmente, el vector normal a la espira forma un
dngulo 0 con la direccién de B. Supondremos ademds que los lados de longitud a
son perpendiculares a la direccion de B (Figura VIIL.1). Las fuerzas magnéticas
sobre los tramos de corriente de longitud b tendran los sentidos indicados, siendo el
moédulo el mismo en ambos lados. Por lo tanto, el efecto neto serd el de tender a
abrir la espira, pero producird un desplazamiento nulo en la misma. Por otra parte,
las fuerzas sobre los lados de longitud a, que son también del mismo médulo pero
de sentidos contrarios (direcciéon del eje z), provocaran en la espira un
desplazamiento nulo, pero un giro no nulo. El momento de dichas fuerzas,
calculado respecto del punto de aplicacion de una de ellas, es:

7 =FxFy =bFysen = blaBsen€) = IBSsen6) = mx B (VIIL1)
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donde hemos definido la
magnitud vectorial m=IS,
que recibe el nombre de
momento dipolar
magnético de la espira.
Esta magnitud es andloga
al momento  dipolar
eléctrico, que definia al
dipolo eléctrico: mientras
Dipolo eléctrico que en aquel caso eran las
cargas y la distancia que
las separaba los valores
caracteristicos del dipolo,
en el caso del dipolo
magnético son la
intensidad de corriente y el
area del mismo los que lo
> definen. Vemos que el
efecto que un campo
magnético produce en un
dipolo magnético es su
orientacién en el mismo.

Recordemos  que
un campo eléctrico
provoca una orientacion de
Dipolo magnético un dipolo eléctrico en la
direccién del campo. En
Figura VIIL.2 principio, el resultado es,
por lo tanto, el mismo, sin
embargo, la coincidencia es solamente cualitativa. Cuantitativamente hay una
diferencia importante. En la Figura VIII.2 se muestran un dipolo eléctrico y un
dipolo magnético orientados en sendos campos eléctrico y magnético. Vemos que,
mientras que en el caso del dipolo eléctrico en el espacio comprendido entre las dos
cargas eléctricas que lo forman, el campo eléctrico creado por ellas tiene sentido
contrario al campo aplicado externamente, en el caso del dipolo magnético el
campo magnético creado por €l tiene el mismo sentido que el campo que se aplica
externamente y que lo orienta. En el primer caso, el resultado neto serd una
disminucién del campo eléctrico, mientras que en el segundo, el campo magnético
neto serd mayor.

La presencia de un medio dieléctrico hace que el campo eléctrico neto sea
menor, mientras que la presencia de un medio material hace que el campo
magnético sea mayor. En realidad, esta dltima afirmacion no es del todo cierta. Lo
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que realmente ocurre es que mientras que la materia tiene dos tipos basicos de
respuesta frente a un campo eléctrico (dieléctricos y conductores), presenta tres
formas bdsicas de respuesta frente a un campo magnético (diamagnetismo,
paramagnetismo y ferromagnetismo). Tanto en las sustancias paramagnéticas como
en las ferromagnéticas, la materia responde de la manera descrita anteriormente.
Sin embargo, como veremos en el proximo capitulo, el fendmeno de la induccién
magnética justifica el que un campo externo pueda provocar la aparicién de dipolos
magnéticos inducidos en la materia, cuyo momento magnético se orientard, por
conservacion de la energia, en sentido contrario al campo aplicado, disminuyendo
asi el campo magnético neto. A este fendmeno se le denomina diamagnetismo y lo
presentan todas las sustancias, lo que ocurre es que es débil en comparacién con el
paramagnetismo y el ferromagnetismo, por lo que queda apantallado cuando la
sustancia presenta alguno de ellos. Mds adelante volveremos sobre esta cuestion.

A continuacién, cuantificaremos el comportamiento de la materia frente a
un campo magnético. Para ello definiremos la magnitud imantacion.

2. IMANTACION

Como hemos dicho, al aplicar un campo magnético a un material, sus
dipolos magnéticos se orientardn en la direcciéon del campo aplicado. Se dice
entonces que la sustancia estd magnetizada y la magnitud fisica con la que dicho
estado quedard cuantificado es el vector imantaciéon, M, que se define como el
momento dipolar magnético total por unidad de volumen:

M = (VIIL2)

%|s

De acuerdo con el modelo propuesto por
Ampere, en un material magnetizado tendremos Q
corrientes microscopicas (dipolos) orientadas en la Q
direccién del campo aplicado B,,. Estas corrientes se Q C%k)
cancelan entre si en el interior del material, pero dan 0%8
un valor neto en su superficie (corriente de Q Q
magnetizacién), resultando una corriente eléctrica
andloga a la de un solenoide (Figura VIII.3). En un Q
cilindro infinitesimal de altura d¢ circula una
corriente dI, en su superficie. Como el volumen de
este cilindro es Sd¢ y su momento dipolar es SdI,,, la Figura VIIL3
imantacién del mismo serd M=dl,/d¢, es decir,
coincide con la corriente de magnetizacion por unidad de longitud. A partir de este
resultado, recordando el valor del campo magnético creado por un solenoide que
posee n espiras por unidad de longitud recorridas por una intensidad I cada una de
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ellas, Byy=ponl, donde nl serd la corriente por unidad de longitud en el solenoide,
podremos poner:

B, = uyM (VIIL3)

Considerando que la magnetizacién del material ha sido la consecuencia de
colocarlo coaxialmente en el interior del solenoide, el campo magnético total en el
interior del material serd:

B = By + By = By + oM (VIIL4)

La direccién del vector M coincide con la del campo magnético aplicado.
Mientras que en las sustancias para y ferromagnéticas ademds hay coincidencia en
el sentido de ambos vectores, en las sustancias diamagnéticas son de sentidos
contrarios. Finalmente, mientras que en las sustancias para y diamagnéticas el
vector M es directamente proporcional al campo magnético aplicado, en las
sustancias ferromagnéticas la dependencia de M con B,, es mas complicada.

3. PARAMAGNETISMO Y DIAMAGNETISMO
Cuando las sustancias son para o diamagnéticas se verifica que Mo<B,,,.
Escribiremos la siguiente igualdad:

M=2mg, (VIILS)
Ho

donde el coeficiente adimensional %, recibe el nombre de susceptibilidad

magnética. Si es positivo y dependiente de la temperatura, el material es

paramagnético, y si es negativo e independiente de la temperatura, el material es

diamagnético. En cualquier caso es un nimero muy pequefio (tipicamente entre

10° y 10). Sustituyendo (VIIL5) en (VIIL.4) tendremos:

B = Byp + XmBap = 1+ Xm)Bap = HrByp (VIIL6)

siendo L, la permeabilidad relativa del material.

En el caso de una sustancia paramagnética, a una temperatura dada, los
dipolos magnéticos permanentes de la misma estardn orientados al azar. Cuando se
aplica un campo magnético externo se producird una orientacién de los dipolos
venciendo el efecto de la agitacion térmica. El trabajo realizado por el campo

aplicado para orientar un dipolo de momento m, al girarlo un dngulo d6, es:
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dW = ~d6 = —mB, sen 6d6 (VIIL7)

El signo negativo indica que el campo tiende a disminuir el angulo 6 formado por
m y B,,. Este trabajo se emplea en disminuir la energia potencial mecanica del
dipolo:

dW = -dE, = dE , = mBg, sen6d0 (VIILS)

Si integramos la expresién (VIIL.8) eligiendo E,=0 cuando 6=m/2 rad, resultara:
E, = -mBgp,cosf = —iie Bap (VIIL9)

que nos da la energia potencial de un dipolo magnético cuando forma un dngulo 6
con la direccién del campo magnético aplicado B,,. Para tener una idea del orden
de magnitud, compararemos la variacién de energia potencial de un dipolo de
momento m=9.27 10*J/T (magnetén de Bohr) en un campo magnético intenso
(By,p=1T) que pasa de formar un dngulo 6=n rad (caso mds desfavorable) a formar
un angulo 0=0 (caso mds . favorable), que resulta ser

-23
AE, = —mBg, + mBgp(~1) = -2mBg, = —1.8510

agitaci6n térmica kT=4.14 10*'J del dipolo a temperatura ordinaria. Como vemos,
esta ultima es muy superior a la primera, por lo que salvo que se trabaje a
temperaturas muy bajas, la mayor parte de los dipolos estardn azarosamente
orientados.

J, con la energia de

Cuando, a una temperatura

/ dada, progresivamente  vamos
i aumentando el valor del campo
aplicado, B,,, los dipolos van
Leyde G orientandose cada vez mas (el valor
de la imantacion M aumenta)
tendiendo a alcanzarse el valor
méaximo de la imantacién, M,
denominado imantacién de
saturacién, correspondiente a la
" . " - orientacion perfecta de todos los

MM
s

B dipolos (Figura VIII.4). La relacién
* lineal entre el campo aplicado y la
Figura VIIL4 imantacion del sistema, persiste
mientras que aquél sea

relativamente pequefio. En ese caso se verifica la relacién encontrada por P. Curie:
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_lmBap
3 kT

(VIIL.10)

Cuando la sustancia es diamagnética M, que resulta de la orientacién de
dipolos inducidos, se opone al campo aplicado, resultando un campo magnético
neto mds débil que el aplicado. Sin entrar en detalles acerca de este
comportamiento, sefialaremos simplemente que todas las sustancias lo presentan,
lo que ocurre es que se ve apantallado por el para y el ferromagnetismo en las
sustancias de estos ultimos tipos.

4. FERROMAGNETISMO

Este comportamiento lo presentan sustancias en las que los dipolos
magnéticos permanentes que las forman interaccionan fuertemente entre si. Este
hecho se ve cuantificado a través de un valor positivo comparativamente alto de la
susceptibilidad magnética de dichos sistemas.

La fuerte interaccion entre los dipolos hace que
en el material existan regiones, denominadas dominios v / f
magnéticos, en las que en el dmbito microscépico los
dipolos estdn orientados (Figura VIILS). Aunque en
términos macroscépicos la suma de los valores del
vector imantacién de cada dominio dé un resultado neto \
nulo, la aplicacién de un leve campo magnético B, dara
lugaf a una apreciable ah’negc:on de los Q1polos.de cz}sia Figura VIIL5
dominio, y, lo que es mas interesante, dicha alineacién
puede persistir cuando cesa el campo aplicado.

A -

Para entender este proceso
B consideremos una barra de material
ferromagnético que  ha  sido
introducida coaxialmente en el interior
B, P de wun solenoide. Progresivamente
iremos aumentando desde cero el
valor de la intensidad de corriente que
Q circula por el solenoide.
By, Consecuentemente  aumentard el
campo magnético, Bg=H.nl, en el
interior del solenoide. En un instante
B’ dado, de acuerdo con (VIIL4), el
campo magnético en el interior del
Figura VIIL.6 material ferromagnético serd
B=p,nl+u,M, estando dirigido a lo
largo del eje del solenoide. En la Figura VIIL.6 se muestra la dependencia de B con
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Bgp. Como vemos, B aumenta al hacerlo B,, en una cantidad superior U,M, hasta
que se alcanza la imantacién de saturacién en el punto P, a partir del cual, si
aumentamos Bg,,, B aumentard en la misma cantidad. Llegados a este punto
disminuimos el valor de la intensidad que circula por el solenoide manteniendo el
sentido de la misma. Entonces B disminuira, pero no lo hara siguiendo el recorrido
inverso a OP, sino que mantiene un valor permanente [,M, de tal forma que
cuando I=0, B=B,. Este hecho pone de manifiesto que el material ferromagnético
“memoriza” el proceso descrito. Si, a continuacién, aumentamos el valor de I, pero
cambiando su sentido en el solenoide, B ird disminuyendo hasta anularse en Q y, a
partir de ahi, ird aumentando teniendo sentido contrario al anterior hasta que se
alcanza nuevamente la imantacién de saturacién en R. Si nuevamente disminuimos
el valor de la intensidad (manteniendo su nuevo sentido) hasta anularla, el valor de
B seguird el camino indicado hasta IB,|I=B,. A partir de aqui, si volvemos a
imponer el sentido inicial de la corriente eléctrica y la aumentamos hasta llegar al
punto P, lo haremos siguiendo la nueva trayectoria indicada. Se cerrard asi el
denominado ciclo de histéresis magnética del material ferromagnético.

5. VECTOR “H”

A partir del andlisis del apartado 2 podemos concluir que, de manera
analoga a lo que ocurre con las cargas de polarizacion respecto de las cargas libres,
existen corrientes de magnetizacion

L Liore ademds de las corrientes eléctricas reales.
<+—> Especificamente, volviendo al ejemplo del
solenoide que tiene en su interior, colocado
concéntricamente, un cilindro de un cierto
/ / / / / / material, ademas de la corriente real que
I circula por el solenoide, I, tendremos una
corriente de magnetizacion en la superficie

del material, I, circulando en el mismo
/'/ sentido que I si el material es para o
ferromagnético y en sentido contrario si es
Figura VIII.7 diamagnético. Si aplicamos la ley de
Ampere para calcular la circulacién del
vector B a lo largo del camino indicado en la Figura VIII.7, tendremos que sumar
la corriente real y la corriente de imantacién que pasa a través del drea delimitada
por dicha trayectoria. Ahora bien, esta ultima no estd al facil alcance de la
medicién experimental, por lo que es necesario modificar la ley de Ampere, de
manera andloga a como lo fue la ley de Gauss, para considerar inicamente la
corriente real que pasa a través de dicha drea. Para tal fin, resulta apropiado definir
el vector campo magnetizante H.
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1
Ho

H=—B-M (VIIL11)

De acuerdo con la expresion (VIIL.4), considerando el caso del solenoide aqui
analizado, resultard que H=nl. Por lo tanto, la circulacién del vector H a lo largo de
la trayectoria indicada en la Figura VIIL.7 sera:

éH odl¢=nlL= Ilibre (VIIL.12)
Por otra parte, combinando las expresiones (VIII.6) y (VIII.11) obtendremos:

1 ~ ~
B=—B (VIIL.13)

, 1
H = -
Helly M

y, sustituyendo (VIII.13) en (VIIL. 12), resultara:

libre (VIIL.14)

§Bedl=pul
C

La ecuacién (VIII.12) o, alternativamente, la (VIII.14), es la ley de Ampere
modificada para el caso en el que el campo magnético se desarrolla en un medio
material de permeabilidad p.

Aplicando el teorema del rotacional obtendremos la forma diferencial de la
ley de Ampere en medios materiales:

rotH = Jlibre (VIIL15)



Capitulo IX
ECUACIONES DE MAXWELL.
ONDAS ELECTROMAGNETICAS

1. INTRODUCCION

Hasta ahora hemos considerado campos estaticos, es decir, independientes
del tiempo. Cuando cumplen con esta condicién los campos eléctrico y magnético
son entidades independientes, cuya unica relacién procede de que en ambos casos
es una carga eléctrica la fuente del campo: si estd en reposo es fuente del campo
eléctrico y si estd en movimiento (corriente eléctrica) es fuente del campo
magnético. Por lo demads, aparentan ser, como decimos, dos entidades separadas.

En este capitulo veremos como la dependencia de los campos eléctrico y
magnético con el tiempo dard lugar a una profunda conexién entre ellos,
convirtiéndose el uno en fuente del otro lo cual, gracias al genial trabajo teérico de
Maxwell, abri6 las puertas de la ciencia que propiamente denominamos
Electromagnetismo, siendo la existencia de ondas electromagnéticas su prediccién
mads relevante.

2. LEY DE FARADAY

Animados por el resultado experimental de Oersted, que conectaba los
fenémenos de la electricidad y el magnetismo, el inglés Faraday e,
independientemente, el norteamericano Henry, publicaron en 1830 sus resultados
experimentales sobre un nuevo fenémeno que se denominé induccion
electromagnética.

Si tomamos un imdn y lo acercamos a una espira conectada a un
galvanémetro (dispositivo que mide corrientes de baja intensidad) observaremos
que se verifican los siguientes hechos:

1. siel imdn y la espira permanecen en reposo relativo no se observa fenémeno
alguno,

2. si el imdn y la espira se mueven con cierta velocidad relativa, aparece una
corriente eléctrica en la espira,

3. laintensidad de dicha corriente es mayor cuanto mayor es la velocidad relativa
entre ambos elementos, y

4. el sentido de la corriente depende de que la espira se acerque o se aleje del
iman (y viceversa) y del polo magnético que esté mas cerca.

La expresion cuantitativa que recoge estos resultados se conoce como ley
de Faraday:

do
=2 IX.1
=77 (IX.1)

[11
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que indica que la variacién temporal del flujo magnético que atraviesa un circuito
dara lugar a una fem inducida en el mismo (asi lo indica el subindice I), que se
opone a la causa que la provocé (signo -), que recibe el nombre de ley de Lenz. En
la Figura IX.1 esquematizamos el conjunto de los experimentos descritos:

Equivalente a

Equivalente a

Equivalente a

Figura IX.1

Como vemos, en el primer caso, al acercar el imdn por su polo norte a la espira,
aparece una corriente en esta en sentido contrario a las agujas del reloj que creard
un campo magnético cuyas lineas de campo salen del drea de la espira hacia el
imdan, contrarrestando asi el aumento de lineas en la cara frontal ocasionado al
acercarlo. Esta es la ley de Lenz. De igual forma pueden analizarse los otros casos.
Podemos expresar la ley de Faraday de una forma en la que explicitamente
aparezcan los campos eléctrico y magnético, sin mds que sustituir la expresion de
la fem en un circuito y del flujo magnético que lo atraviesa, en la ecuacién (IX.1):

Eedl=-—[BedS (IX.2)
dt §

(@
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Con la ecuacién (IX.2) queda claro que pueden ser fuente de un campo eléctrico
tanto un campo magnético dependiente del tiempo como el hecho de que su
geometria varie con esa misma magnitud. Un ejemplo de este dltimo caso es la
dinamo. En este dispositivo un campo magnético constante envuelve una espira
que, por medios mecdnicos es forzada a girar. Consecuentemente el drea de la
espira enfrentada al campo magnético ira variando con el tiempo, por lo que se
induciré en ella una corriente eléctrica.

Haciendo uso del teorema del rotacional podemos expresar en forma
diferencial la ley de Faraday:

§rotE e dS = — jgﬁ e dS = rotE = 98 (IX.3)
S S ot ot

Hemos supuesto que la geometria del circuito sea constante, que es el caso practico
mas frecuente. De esta forma tinicamente B depende del tiempo.

3. CIRCUITO RL

En todo circuito eléctrico existe,
L inevitablemente, un  coeficiente  de
autoinduccién. Lo representaremos mediante
una bobina de coeficiente L. Inevitablemente
existe también una resistencia eléctrica, que
representaremos mediante un resistor de
resistencia R. Finalmente, es imprescindible
un generador que suministre energia para que
el circuito funcione. En la Figura IX.2 se
muestra dicho circuito. El objetivo es
analizar el efecto que produce el coeficiente
de autoinduccién en la intensidad del
circuito. Cuando el interruptor S se coloca en
Figura IX.2 la posicién indicada en la figura, comenzara
a circular una corriente en el circuito desde
un valor 0 hasta un valor final Z/R. La cuestién es que este cambio en el valor de la
intensidad no es instantdneo. Por lo tanto, durante cierto intervalo la corriente
variard con el tiempo. Como el autoflujo magnético del circuito es ¢=LI,
admitiendo que la geometria del mismo es constante (L=cte.), dicha magnitud
cambiara con el tiempo por hacerlo la intensidad. El cambio de ¢ con el tiempo
dara lugar, de acuerdo con la ley de Faraday, a una fem inducida, que debera
sumarse a la suministrada por el generador para obtener la ecuacién del balance de
energia (por unidad de carga) del circuito. Es decir:
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dl
=IR=E-L—=1IR (IX.4)
[ dt

(1
n

+

Obsérvese que la ecuacién (IX.4) es vdlida mientras la intensidad de corriente
cambia con el tiempo. Una vez que la intensidad alcanza un valor estacionario
obtenemos el resultado conocido anteriormente, Z=

La ecuacién diferencial (IX.4) es facilmente resoluble separando las
variables I y t, e integrando entre t=0 y t, que corresponden a I=0 e I. El resultado
final para I(t) sera:

= _R
= !

I(t) = % 1-e (IX.5)

que corresponde a una exponencial creciente, siendo Z/R el valor de I al que tiende
asint6ticamente. Se observa como cuando t=L/R, la intensidad ha alcanzado
aproximadamente las 2/3 partes de su valor final. Por esta razén, al cociente L/R,
que da idea del tiempo que dura este proceso, se le denomina constante de tiempo
(o tiempo de relajacién) del circuito RL. Un valor tipico de esta constante es
10°mH/10’Q=10". Por lo tanto, queda claro que es un proceso extremadamente
breve, que pertenece al genérico conjunto de estados transitorios de los sistemas
fisicos. Transcurrido este tiempo la corriente serd constante y el circuito habra
alcanzado su estado estacionario.

Si, una vez que el circuito estd funcionando en su estado estacionario
pasamos el interruptor a la otra posicién, indicada en la Figura IX.2, la corriente
pasara a tomar el valor 0, pero no lo hard instantineamente. Por lo tanto, siguiendo
el mismo razonamiento que antes, la ecuacién de balance de energia sera:

dl
2, =IR=-L—=1IR (IX.6)
I dt

cuya solucién, con las condiciones I==/R para t=0 e I=I para t=t, es:

_R,

I(t)=—¢ L (IX.7)

> | m
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que expresa que la intensidad disminuye exponencialmente hasta hacerse nula.
Nuevamente la constante de tiempo L/R da idea de la rapidez del proceso que,
nuevamente, corresponde a un estado transitorio. En la Figura IX.3 se representa
esquemdticamente la evolucién de la intensidad con el tiempo en el proceso
descrito.

—
(=

Encencido >
Apagado

Figura IX.3

4. ENERGIA MAGNETICA

Del andlisis anterior se obtiene un resultado que parece sorprendente.
Cuando se lleva el interruptor a la segunda posicién, hay un paso de corriente por
el circuito a pesar de no haber una fuente de energia en el mismo (o eso parece). La
situacion es andloga a la descarga de un condensador, en la que la energia eléctrica
que se almacené en el mismo durante su carga, es devuelta al circuito. Por lo tanto,
tendremos que pensar que en la bobina se almacena, de igual forma, energia
magnética durante el proceso de encendido, que es devuelta al circuito durante el
proceso de apagado. Si multiplicamos la ecuacién (IX.4) por la intensidad del
circuito, resulta:

IE = 12R+LI§ (IX.8)
t

que se interpreta de la siguiente forma: la energia que por unidad de tiempo
suministra el generador al circuito (IZ) se emplea en consumo en la resistencia
(PR) y en almacén en forma de energia magnética en la bobina (LIdI/dt). Esta
dltima es la, que posteriormente es devuelta al circuito durante el proceso de
apagado, tal como se deduce de multiplicar la ecuacién (IX.6) por I.

A partir del resultado anterior podremos determinar la expresién de la
energia magnética almacenada en la bobina:
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dl dE [ 1
LI—=—1 = [|d] = dE,, = E,, = [Lldl = —LI2 (IX.9)
dt dt 0 2

Si ahora consideramos el caso simple de un solenoide, que crea un campo
magnético uniforme en su interior de valor B=pu,NI/¢, cuyo coeficiente de

autoinduccién es L=¢/I=ptoN’S/¢, donde S es el drea de una espira, resultard para
En, la siguiente expresion:

) 2
N2s( B 1
E,=—L > [ ] = —seB? (IX.10)

1
2 HoN
Ahora bien, como S? es el volumen del solenoide, resulta una expresién para la
densidad de energia magnética:

I
e = —— B2 (IX.11)
21,

que expresa la idea de que el campo magnético contiene energia alli donde existe,
con una densidad dada por la expresion (IX.11). Aunque este resultado se obtuvo
para un caso matematicamente simple, es de validez general.

5. EL TRANSFORMADOR

La generacién de una corriente eléctrica autoinducida a partir del hecho de
que la intensidad que pasa por el circuito sea dependiente del tiempo, es también
ampliable a la influencia que un circuito de corriente puede tener en otro. Si
tenemos dos circuitos con un coeficiente de induccién mutua M, si la corriente que
pasa por el primero de ellos, I;, varia con el tiempo, el flujo magnético que pasa por
el segundo debido al campo magnético creado por la corriente del primero, variard
con el tiempo, dando lugar a una fem inducida en el segundo de valor:

dl

1
- M —L (IX.12)
M dt

Este hecho ha dado lugar a una importante aplicacién préctica: el transformador.
Para la transmisién de energia a larga distancia es deseable utilizar el
voltaje mds alto y la intensidad mds pequeiia posibles. De esta forma se reducen las
pérdidas 'R en las lineas de transmisién, pudiéndose reducir el grosor del
cableado, lo que reduce costos. Mientras que en las lineas de transmisién
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encontramos  voltajes  del
orden de 500kV, por razones
I\ de seguridad y aislamiento en
el equipo generador y en los
sistemas de distribucién hacia
el uso industrial y doméstico,
Figura IX .4 los  voltajes deben ser
relativamente bajos. El voltaje
estdndar en Europa es de 240V. Precisamente el transformador es el dispositivo
que permite realizar la correspondiente conversién de voltaje. En la Figura IX.4 se
muestra un esquema del transformador: consta de dos bobinas enrolladas aisladas
eléctricamente entre si, pero devanadas en el mismo nicleo. El nicleo es de
permeabilidad alta para conseguir que el campo magnético creado por la corriente
en el solenoide primario entre integramente en el interior del solenoide secundario,
ademds asi se maximiza la induccién mutua entre ambos circuitos. EIl
funcionamiento del transformador es el siguiente: por el primario circula una
corriente (alterna) que, al variar con el tiempo genera una fem inducida tanto en el
primario como en el secundario. La fem inducida en el secundario da lugar a una
corriente en éste que se transmite al circuito al que esté conectado. Las fems
inducidas son: Z;=-N,d¢/dt y Z,=-N,d¢/dt. Como el flujo magnético es el mismo
en ambos devanados, resulta la igualdad:

[1]

[TT11
w

N
-0 (IX.13)

2 2

[ |_[_1]

que expresa el hecho de que serd posible aumentar o disminuir la tensién en el
secundario respecto de la del primario variando adecuadamente el nimero de
vueltas en ambos devanados.

6. GENERADOR DE CORRIENTE ALTERNA

Otra aplicaciéon del fenémeno de induccién electromagnética,
especialmente importante por su aplicabilidad, es el generador de corriente
alterna.

Consideremos una espira de drea S inmersa en un campo magnético
uniforme B. Si hacemos que la espira gire con una velocidad angular constante ®
(por ejemplo, asocidndola a un sistema de paletas que estdn en la parte inferior de
la caida de un salto de agua), el flujo magnético que la atraviesa dependerd del
tiempo: ¢=BScoswt. Consecuentemente aparecerd una fem inducida en la espira,
cuyo valor seré:
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d¢

E= e = BSwsenwt = =, sen wt (IX.14)
t

Si nos fijamos en una de las caras de la espira, durante su giro unas veces el flujo
estard aumentando y, a continuacién ird
disminuyendo para, nuevamente
empezar a  aumentar, |y  asi
sucesivamente. De acuerdo con la ley de
Lenz esto significard que la corriente
inducida en la espira ird
alternativamente cambiando de sentido,
de ahi el nombre de generador de
corriente alterna para este dispositivo.
En si mismo sélo seria una curiosidad, Figura IX.5
pero resulta ser de gran aplicabilidad
préctica, por lo que el estudio de circuitos en los que el generador sea de este tipo
merece un estudio especifico. El generador de corriente alterna se representa en un
circuito en la forma indicada en la Figura IX.5.

7. CIRCUITO R
En este caso, el balance de energia en el circuito nos dara:

=1R:>50senax:1R=>1=:—R0—senax=1osenax (IX.15)

(1]

es decir, la tensién y la intensidad estan en fase. Por otra parte, la potencia disipada
en la resistencia sera:

P=1%R=1I2Rsen’ ax (IX.16)

que es dependiente del tiempo. Su valor promedio en un ciclo completo sera:

A 12 1 _
P=—[Pdt=—I)R=—1I E (IX.17)
TO 2 2 00

Los valores maximos de tension e intensidad se miden con el uso de un
osciloscopio, sin embargo, los voltimetros y amperimetros miden los valores de
tensioén e intensidad, respectivamente, equivalentes a los valores en continua que
provocarian la misma disipacién de energia en la resistencia, denominados valores
eficaces, es decir:
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P=1,:E, (IX.18)

Igualando (IX.17) con (IX.18), podremos relacionar los valores eficaces con los
valores maximos:

I E
I,=-2, = =22 (IX.19)
N
8. CIRCUITO L
El balance de energia serd en este caso:
dl
E-L—=0=
dt
Itz E = n
= [dl = [ Zsenwtdt = | = ——2cosanr = —Zsen| ot —— (IX.20)
0 0L Lo Lo 2

es decir, la intensidad estd retrasada m/2 rad respecto de la tensién. Al producto

Lw=X_ se le denomina reactancia inductiva.
La potencia disipada en la bobina seré:

P=IZ=-1,E,coswtsenwt (IX.21)
cuyo promedio temporal en un ciclo sera:
P=0 (IX.22)
es decir, en una bobina no hay disipacién de energia.
9. CIRCUITO C
El balance de energia nos dara en este caso:
E= 2 =
C
Y — Ep n
= 0=CE,senatx = [ =— = CwE, coswt = sen| @t +— (IX.23)
dt 1/Cw 2
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es decir, la intensidad estd adelantada m/2 rad respecto de la tension. Al cociente

1/Cw=Xc se le denomina reactancia capacitiva.
La potencia disipada en el condensador es:

8]

P=IE=1,E,cosarsenax (IX.24)

cuyo promedio temporal en un ciclo @

€S

P=0 (IX.25)
es decir, en el condensador no se
disipa energia.

10. CIRCUITO RLC SERIE

Consideremos ahora el caso
mas general de un circuito RLC en el
que todos los elementos estan en serie con un generador de fem alterna (Figura
IX.6). El balance de energia en este circuito se traduce en la igualdad:

Figura IX.6

—
)
—

dl Q d R, Q0 &,

E-L—=R+==>—+—I+—=—"senwt =
dt C d L LC L
2 =
ii_Q_+££+_]_Q =—OSCHCUt =
a2 Lad  LC L

d’l Rdl 1 E,w
= —t——+—] =

cos ot (IX.26)
a2 Ld LC

que es una ecuacion diferencial lineal no homogénea de segundo orden con
coeficientes constantes. La obtencién de I exige conocer los métodos de resolucién
de ecuaciones diferenciales. Como vemos, esta ecuacién es idéntica a la del
oscilador forzado-amortiguado. Su solucién consta de dos términos, uno transitorio
(solucién del oscilador amortiguado) y otro estacionario, que es de la forma:

1(t) = I, sen(wr — &) (IX.27)

que expresa el hecho de que, en general, existird en el estado estacionario un
desfase & entre la tension y la intensidad, que dependeré de los valores de L y C en
la forma:
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X, -Xc

0 = arctg (IX.28)

Como vemos, si la reactancia inductiva es mayor que la reactancia capacitiva, el
desfase serd positivo y la intensidad estara retrasada respecto de la tensién, por lo
que el circuito se denominard inductivo. En caso contrario el circuito se
denominard capacitivo, y si el desfase es nulo por ser idénticas ambas reactancias,
el circuito se denominard resistivo. El valor maximo de la intensidad viene dado
por la expresion:

[1]
[1]

[ = 0 _Zo (IX.29)
° [e2 z

es decir, depende de la frecuencia del generador. Al denominador, Z, se le
denomina impedancia del circuito.

Si derivamos la expresién (IX.29)
respecto de la frecuencia, buscando el valor
z , que hace maximo el valor de Ia intensidad
X,-Xc del circuito, encontramos el resultado:

(IX.30)

que equivale a que las reactancias inductiva y
Figura IX.7 capacitiva coincidan, es decir, a que el
circuito sea resistivo. En este caso se dice que
el circuito estd en resonancia. La potencia disipada en el circuito es:

P=I== IOE.O sen(a)t —6)sena)t = IOE.O (senza)tCOSS +senwtcosa)tsen5)=>

= 1
=P =j2-1050cos6 (IX.31)

En esta ecuacién, cosd=R/Z recibe el nombre de factor de potencia. La
combinacién de la definicién de Z y la ecuacién (IX.28) sugiere la construccién
geométrica que se muestra en la Figura IX.7, que justifica la igualdad anterior.
Observamos que cuando el circuito estd en resonancia de potencia, Z=R y el factor
de potencia es 1, siendo maxima la potencia disipada en la resistencia del circuito.
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Volviendo a la igualdad de la ecuacién (IX.26) con la del oscilador
mecdanico forzado-amortiguado, podemos establecer una serie de analogias entre
ambas, que se traducirdn en una mejor comprensién de ambos fenémenos y en la
posibilidad de realizar simulaciones de sistemas mecanicos mediante el disefio de
circuitos eléctricos apropiados, lo que se conoce como simulacion fisica. La
ecuacion del oscilador mecénico forzado-amortiguado es:

d*x bdx k F,
—t——+—x=—Zsenax (IX.32)

dt2 mdt m m

que, comparada con la tercera ecuacién (IX.26), nos lleva a establecer las
siguientes analogias:

x>0
b—> R

r;z > L (IX.33)
— >k
Cc

F-=

Por lo tanto, un circuito RLC serie sin generador, en el que la energia del
mismo proceda del condensador cargado previamente, serd andlogo a un oscilador
amortiguado, y, en el caso de poca amortiguacién, la intensidad del circuito
disminuira con el tiempo de acuerdo con la expresién:

R
-t
1) =I,e 2L cos(wlt+9) (IX.34)

donde I, y 6 dependen de las condiciones iniciales y W =

Por otra parte, un circuito LC ideal, es decir, sin resistencia 6hmica alguna,
serd equivalente a un oscilador arménico simple, cuya intensidad variara con el
tiempo en la forma:

1) = Ipsenlw 1 +9) (IX.35)



ELECTROMAGNETISMO 89

es decir, en este circuito ideal, la energia (constante) del mismo estard cambiando
continuamente de eléctrica (almacenada en el condensador) a magnética
(almacenada en la bobina) y viceversa.

11. ANALISIS DE CIRCUITOS DE CORRIENTE ALTERNA

Hemos visto que la resolucién de un circuito de corriente alterna pasa por
resolver una ecuacién diferencial de segundo orden. Este es un problema
matemdatico mas dificil que si nos encontramos con una ecuacién algebraica. El
problema, por otra parte, se agrava si, en vez de resolver una ecuacién diferencial
hemos de resolver un sistema de ecuaciones diferenciales acopladas, lo que
corresponde a un andlisis de mallas con generadores de corriente alterna.

Como 1itil solucién para este problema se considera que las magnitudes que
caracterizan a los distintos elementos del circuito, asi como las tensiones e
intensidades de corriente en cada uno de ellos, estin representadas mediante
nimeros complejos. Los circuitos se resuelven en este cuerpo de nimeros y, al
final del cédlculo, se elige la parte del nimero complejo resultante que representa la
magnitud real. Veamos el fundamento de este algoritmo de calculo.

Partiremos de la expresién matematica conocida como igualdad de Euler:

Ael? = Acosa + jAsenx (IX.36)

donde j=+/—1 es la unidad imaginaria. La igualdad (IX.36) representa las dos

formas de expresar un nimero complejo: forma polar, Ae’®, donde A es el médulo
del mimero complejo y o es el dngulo que determina su radio-vector con el eje real,
y forma binaria, Acosa+jAsenc, conde el primer sumando recibe el nombre de
parte real y el segundo sumando, excepto la unidad imaginaria, recibe el nombre de
parte imaginaria del nimero complejo. Pues bien, aprovechando el hecho de que la
fem de un circuito de corriente alterna y la intensidad de corriente dependen de
forma sinusoidal con el tiempo, es decir, como la parte imaginaria de un nimero
complejo (alternativamente puede elegirse la parte real sin mds que hacer un
cambio de fase), definiremos magnitudes complejas para la fem y la intensidad del
circuito. Es decir, supondremos que el circuito es alimentado por una fem:

jor (IX.37)

841
[1]

0€

Lo cierto es que estd alimentado por una fem que es la parte imaginaria de (IX.37),
pero este extremo se tendrd en cuenta al final. Aceptando, sobre la base del hecho
observado de que la forma matematica verdadera de la intensidad del circuito es
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sinusoidal cuando lo es la fem, esperamos que la intensidad del circuito sera de la
forma (IX.37) si es esa la fem aplicada al mismo, es decir:

= 1,6/ @9) (IX.38)

aunque lo cierto es que sera la parte imaginaria de (IX.38) la verdadera respuesta
del circuito. Sustituyendo (IX.37) y (IX.38) en la ecuacién diferencial (IX.26)
resultara:

jor 1 jaxe—j6

jog,e® =Ly, ¥ ROl e — 11,02/ I8 (1x39)

Eliminando el factor comiin & y dividiendo entre jw, obtenemos finalmente:

° - [R + j[Lw e He_j J (IX.40)

0 Cw

I m

~

Como el primer miembro de la igualdad es un nimero real, el segundo miembro
también lo sera. Por lo tanto, el término entre corchetes serd de la forma Ze’s,
siendo:

(IX.41)
6= arctg—cw

que definen a la impedancia compleja. En términos de estas magnitudes complejas,
resulta la ley de Ohm para circuitos de corriente alterna:

(|

=1Z (IX.42)

A partir del andlisis descrito podemos afirmar que un circuito de corriente
alterna serd resuelto siguiendo los mismos métodos que con circuitos de corriente
continua, salvo que las magnitudes serdn representadas con nimeros complejos.
Por lo tanto, como estrategia a seguir a la hora de resolver un circuito de corriente
alterna, expresaremos todas los elementos del circuito como impedancias
complejas. La fem suministrada por el generador serd expresada de la misma
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manera y aplicaremos la ley de Ohm (IX.42) para calcular la intensidad de
corriente compleja en cualquier rama del circuito. Las mismas reglas de célculo de
resistencias en serie y en paralelo en un circuito de corriente continua se aplican a
impedancias complejas en circuitos de corriente alterna.

12. CORRIENTE DE DESPLAZAMIENTO

De acuerdo con la ley de Faraday
* A (IX.2), se puede obtener un campo eléctrico
B, E a partir de un campo magnético B
A alimcntando dependiente del tiempo. La trayectoria
A cerrada C que se expresa en la ecuacién
(IX.2) no se refiere necesariamente a un
circuito eléctrico, sino que es cualquier
trayectoria cerrada, incluso en el vacio.
Segiin esto, podemos interpretar la ley de
) Faraday afirmando que en una regién del
Figura IX.8 espacio en la que exista un flujo magnético
variable con el tiempo, se creard un campo
eléctrico como consecuencia, de tal forma que las lineas de dicho campo se
cerrardn en trayectorias que rodearan a las lineas del campo magnético, formando
circuitos eléctricos (Figura IX.8). Evidentemente estos campos eléctricos no serdn
conservativos. Adicionalmente, la ley de Gauss (II.12) afirma que las cargas
eléctricas son también fuente del campo eléctrico, en este caso, conservativo.

Figura IX.9

Por otra parte, la ley de Ampere (VI.25) expresa el hecho de que la tinica
fuente del campo magnético es una corriente eléctrica. Sin embargo, cuando
aplicamos esta ley considerando la trayectoria cerrada de la Figura IX.9, que rodea
a un conductor que transporta una corriente eléctrica I, surge una dificultad cuando
dicha corriente se produce durante el proceso de carga o descarga de un
condensador. La superficie limitada por la trayectoria cerrada C no tiene por qué
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ser plana. Por lo tanto, podemos aplicarla considerando el flujo de densidad de
corriente a través de la superficie plana S, o, alternativamente, a través de la
superficie curva S,, que envuelve a la placa del condensador tal como se muestra
en la Figura IX.9. Si analizamos el primer caso encontramos que la corriente I da
lugar a un campo magnético B cuyas lineas de campo rodean en circunferencias
concéntricas a dicha corriente, lo cual es coherente con la prediccién de la ley de

E(t)

Figura IX.10

Ampere. Sin embargo, si elegimos la superficie S, para calcular el segundo
miembro de la ley de Ampere, vemos que ninguna corriente eléctrica la atraviesa,
por lo que no se deduce la existencia de campo magnético alguno en la trayectoria
C, lo cual es contradictorio con el resultado anterior. J.C. Maxwell resolvié el
problema de la forma siguiente. Durante los procesos de carga y descarga de un
condensador es un hecho experimental que se mide un campo magnético entre las
placas del condensador, que es indistinguible del medido en el espacio que rodea
literalmente a la corriente I (Figura IX.10). Aunque no hay una corriente eléctrica
entre las placas del condensador, si que hay un campo eléctrico, cuyo valor
numérico (con la aproximacién de placas planoparalelas infinitas uniformemente
cargadas) es E=Q/g,S, siendo S el drea de cada placa, cargada con una carga Q.
Precisamente, durante el proceso de carga del condensador, que es cuando la
corriente eléctrica es no nula (recuerde que en régimen estacionario la corriente es
nula), la magnitud Q=ESe, no es constante, siendo su derivada temporal de
dimensiones iguales a las de una intensidad de corriente:

do dE
[, =—=¢,S— (IX.43
d dt % dr )

que Maxwell denominé corriente de desplazamiento. El cociente 14/S=j4 se llamara
densidad de corriente de desplazamiento, que debera ser anadida a la ley de
Ampere como una nueva fuente de campo magnético:
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§qod?=uoj(]+£oa—E]od§:Vxé:uo[]+eo—a£j (IX.44)
C S ot ot
La expresion (IX.44) recibe el nombre de ley de Ampere-Maxwell y completa la
simetria entre los campos eléctrico y magnético: ademds de la corriente eléctrica,
un campo eléctrico dependiente del tiempo es fuente también de un campo
magnético.

Salvo por constantes multiplicativas, los campos E y B aparecen en las
ecuaciones de Maxwell:

V.E =£
€o
- 0B
VXE =-—
) (IX.45)
VeB=0

~ - aE
VXB=u,j +uoeo§

con notable simetria. Esto significa que es previsible que de la misma forma que un
campo eléctrico afecta al campo magnético, el campo magnético afectard al campo
eléctrico. Por lo tanto, podremos entender el proceso por el cual, los dos campos,
eléctrico y magnético, indisolublemente acoplados y sostenidos mutuamente, se
propagaran en el espacio vacio como una entidad individual, sin necesidad de
materia, ni de éter...

13. ONDAS ELECTROMAGNETICAS

Por sencillez de cédlculo, vamos a considerar que en el espacio vacio, libre
de cargas y corrientes eléctricas, existen sendos campos eléctrico y magnético. Las
ecuaciones de Maxwell tomarén la forma:

VOE=0_

VxE:—%—B
- ! IX.46
VeB=0 ( )

V><§=,uoeoa—E
ot

Dado que el campo E generado por B(t) es perpendicular a la direccién en
la que B cambia, y que, andlogamente, el campo B generado por E(t) es
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perpendicular a la direccién en la que E cambia, podemos adelantar la naturaleza
transversal de los campos E y B en una perturbacién electromagnética.

Consideremos una carga eléctrica que se encuentra en reposo. Creard un
campo eléctrico E. Si la carga se mueve con velocidad constante el campo eléctrico
tomara valores distintos con el tiempo en cada punto del espacio, aunque lo haria
con una “velocidad” constante, por lo que, de acuerdo con la dltima de las
ecuaciones (IX.46), el campo magnético resultante no dependeria del tiempo. Sin
embargo, si la carga se moviera con aceleracién, el campo magnético resultante
dependeria del tiempo al no ser constante el cambio del campo eléctrico con el
tiempo en cada punto del espacio. Por lo tanto, de acuerdo con la segunda ecuacién
(IX.46), resultaria un campo eléctrico dependiente del tiempo como consecuencia
del cambio no uniforme del campo magnético con el tiempo. El proceso se repite
asi de manera indefinida, produciéndose una mutua generaciéon de los campos
eléctrico y magnético, que se propaga en el espacio libre, y que denominamos onda
electromagnética. Vemos que los campos eléctrico y magnético son la
manifestacién separada de un mismo fenémeno fisico, el campo electromagnético,
generado por una carga eléctrica en movimiento acelerado.

Finalmente, antes de proceder a obtener de manera rigurosa la ecuacién de
ondas electromagnéticas, sefialemos que la simetria de las ecuaciones de Maxwell
sugiere que la direcciéon de propagaciéon de una onda electromagnética debe ser
perpendicular a las direcciones de ambos campos eléctrico y magnético, por lo que
serd una onda transversal.

Tomando el rotacional de la segunda de las ecuaciones (IX.46),
considerando que las derivadas temporal y espacial son intercambiables en el
segundo miembro, resultara:

Vx(VxE)= _ai(wé) (IX.47)
t

Sustituyendo la expresién del rotacional del campo magnético dada por la tltima
de las ecuaciones (IX.46), y considerando el resultado de la teoria de operadores
vectoriales que afirma que Vx(Vx...)=V(Ve...)-A..., tendremos que:

o 92
V(V e E)- AE = —p,e, 7 (IX.48)
t

Si, finalmente, aplicamos la primera de las ecuaciones (IX.46) en la (IX.48),
resultara:
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2=
. 0°E
AE = #ogoa—z (IX.49)
t

que es la ecuacién de una onda en la que la perturbacién que se produce en un
lugar del espacio en la magnitud campo eléctrico, se propaga en el espacio vacio,

con una velocidad ¢ = 1/4/it, €, . Maxwell calculé el valor de c a partir de los

resultados experimentales de
Weber y Kohlrausch sobre Y
Lo Y €, obteniendo el valor
numérico ¢=300.000 km/s.
Este resultado estaba
sorprendentemente de
acuerdo con la velocidad de
la luz, medida por Fizeau en
1849. Maxwell concluyé que
la. luz era una onda
electromagnética. De manera
aniloga se puede obtener
una ecuacién de ondas para
el campo magnético, pero Figura IX.11
dejamos al lector la tarea de
comprobarlo. Pocos afios después de que Maxwell publicara sus resultados, el
fisico austriaco, Hertz, hizo piiblicos también sus resultados experimentales: habia
detectado ondas electromagnéticas en el laboratorio.

Si consideramos el caso mds sencillo de una onda arménica plana
polarizada, en la que los frentes de onda son planos y los vectores E y B varian
sinusoidalmente en direcciones fijas en el espacio, la representacién de dicha onda
serd la que se muestra en la Figura IX.11. Los vectores E y B estdn en fase, de tal
forma que:

E =cB (IX.50)

Como todas las ondas, las electromagnéticas transportan energia y cantidad
de movimiento. Los campos eléctrico y magnético almacenan energia, lo que les
dota de categoria de entidad fisica real, dejando de ser meros modelos abstractos.
Recordemos que las densidades de energia eléctrica y magnética son:
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I
€o = —-£0E2
21 (IX.51)
2
em = B
2p,

A partir del hecho de que E=cB, sustituyendo la expresion de c, se concluye que,
en una onda electromagnética e.=e,, es decir, la energia transportada por una onda
electromagnética estd repartida equitativamente entre ambos campos. Por lo tanto,
la energia total serd:

2 1
e =e,t+e, =€, E°=—B

em Ho

2 (IX.52)

Si queremos cuantificar la energia transportada por una onda
electromagnética mediante una magnitud de interés practico, debemos definirla
independientemente del tiempo que dure el experimento y del drea que recibe la
radiacién. De esta forma, si consideramos un drea A que durante un intervalo de
tiempo At recibe una radiacion electromagnética que transporta una energia por
unidad de volumen e, la cantidad e.,(cAt)A serd la energia recibida por A en el
tiempo At. Por lo tanto:

e (cAt)A
S = e’"A—A =ce, (IX.53)
!

sera la energia recibida (transportada) por unidad de tiempo y drea. Haciendo uso
de la ecuacién (IX.52) podremos escribir:

I
S=ce =ce E* =ce,EcB=c’c,EB =—EB (IX.54)
em 'uo

Ademds, como la onda se propaga en una direccién perpendicular a E y B,
considerando que el espacio es isétropo, podremos definir un vector S:

- 1 -
S=—EX

Ho

= c%e,ExB (IX.55)

™!

que recibe el nombre de vector de Poynting.
Si consideramos el caso particular de ondas arménicas:
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E =E 12 r—ot

o T ZoCosyEer ) (IX.56)
B = B, cos\k or—a)t)

resulta un valor para el vector de Poynting instantaneo:

S =c%e,E,x B, cos*(k o7 ) (IX.57)

que tiene poco interés practico, pues oscila entre valores maximos y minimos.
Mucho méds interesante es conocer el promedio temporal de S. Como intervalo de
tiempo adecuado tomamos un periodo, ya que durante él se produce toda la
variacion del vector S. El resultado:

=~ 17T 1 2 c 2
I =(S). =—]|Sdt =—¢e,cE, =——B (IX.58)
< >T T(I) 2 o o 2 o

recibe el nombre de irradiancia.

El andlisis dimensional de la magnitud irradiancia nos lleva a un
interesante resultado. Observamos que las unidades de I son las de
energia/tiempo drea; por lo tanto, l/c tiene dimensiones de cantidad de
movimiento/tiempo drea=fuerza/area=presion. Por lo tanto, al cociente:

P, = ! (IX.59)
C

le llamaremos presion de radiacion. Corresponde, fisicamente, al hecho real de que
la radiacién transporta cantidad de movimiento, por lo que su impacto sobre un
cuerpo da lugar a una variacién de la cantidad de movimiento de éste. Podemos
entender, mediante una simple descripcion cualitativa, el mecanismo mediante el
cual la radiacién ejerce una presién sobre la superficie en la que impacta. Si
consideramos una onda arménica plana polarizada (Figura IX.11) que impacta en
un objeto cualquiera, y nos fijamos en uno de los protones de la superficie del
mismo (tenga presente que la masa del dtomo es la de los protones y los neutrones,
éstos tltimos sin carga, por lo que no perciben accién electromagnética alguna, asi
que la accién sobre el cuerpo sera la suma de las acciones sobre todos y cada uno
de los protones yacentes en su superficie), en primer lugar la componente eléctrica
de la onda ejercera una fuerza sobre el protén en direccién tangente a la superficie
del cuerpo. Consecuentemente tendremos una particula cargada que se mueve con
cierta velocidad en direccién perpendicular al campo magnético, que es la otra



98 FJ. RUBIO HERNANDEZ

componente de la onda electromagnética. Resulta asi otra fuerza (magnética) que
es perpendicular a la superficie del cuerpo y, puesto que los dos campos estdn en
fase, estard dirigida hacia el interior del cuerpo, por lo que serd “empujado” por la
onda electromagnética. ,

Cuando Maxwell publicé, en 1867, su teoria electromagnética, inicamente
se conocia la banda de frecuencias utilizada en Optica (infrarrojo-visible-
ultravioleta). Realmente ésta es s6lo una pequefa parte del denominado espectro
electromagnético. Todas las ondas electromagnéticas se propagan con la misma
velocidad en el vacio, distinguiéndose por su longitud de onda (y su frecuencia), de
tal forma que el producto c=Av deberd permanecer constante. Dependiendo de
estos valores, se distinguen distintos tipos de ondas electromagnéticas que se
generan y detectan de formas diferentes, teniendo multiples aplicaciones practicas.



3 Capitulo X
LA CONEXION RELATIVISTA ENTRE “E” Y “B”

1. INTRODUCCION

En el afio 1905 Albert Einstein public6 su Teoria Especial de la Relatividad
(TER) mediante un trabajo publicado por la revista alemana Annalen der Physik,
que llevaba por titulo “Sobre la Electrodindmica de los Cuerpos en Movimiento”.
Lo que motivé a Einstein fue el deseo de comprender mejor la naturaleza del
Electromagnetismo: el movimiento relativo entre una espira y un iman daba lugar
al mismo fenémeno, es decir, una corriente eléctrica inducida, sin embargo,
dependiendo de cudl de estos dos objetos se considerase en reposo el fenémeno era
puramente eléctrico o puramente magnético, lo cual carecia de sentido.

No obstante, siendo esta la pretensién, el resultado fue que produjo una
profunda revision de los conceptos de espacio y tiempo, que llevé a la necesidad de
superar la vieja Mecdnica Newtoniana (MN), para ser sustituida por otra Mecanica
mas revolucionaria cuyas implicaciones fueron inicialmente dificiles de aceptar.
Incluso hoy en dia a quien se acerca por vez primera al estudio de la Mecénica
Relativista le parecerd que algunas de las afirmaciones que se hacen pertenecen al
mundo del juego matemético, sin realidad fisica. No obstante, tras un concienzudo
estudio, el lector terminard aceptando, ademas de por los hechos experimentales
que la confirman, que la TER es el resultado 16gico y que, por el contrario, es la
MN la que adolece de consistencia.

2. RELATIVIDAD NEWTONIANA

Se denomina suceso a todo fenémeno fisico que ocurre en un lugar del
espacio y en un instante de tiempo. Evidentemente todos los fenémenos fisicos
(medibles) ocurren en un lugar y en un instante dados, por lo que la unién
fenémeno fisico-suceso es inevitable. La localizacion espacio-temporal de todo
suceso se cuantifica mediante una coleccién de cuatro nimeros (x, y, z, t)
correspondientes a las coordenadas espaciales y al tiempo medidos por cierto
observador. Como sabemos, al observador le asignamos un sistema de referencia,
el cual estd provisto de unos ejes coordenados (para fijar ideas supondremos que
son cartesianos) y un reloj. Es evidente que, dependiendo del sistema de referencia,
la coleccién de cuatro nimeros asignados al mismo suceso serd diferente, aunque
éste siga siendo el mismo. Por lo tanto, lo primero que hemos de hacer es
determinar inequivocamente el sistema de referencia respecto del cual van a ser
descritos los distintos sucesos que vamos a estudiar. Entre los sistemas de
referencia, aquéllos en los que se verifica la ley de inercia, serdn objeto de nuestro
interés. Los denominamos sistemas de referencia inerciales (SRI).

Consideremos dos SRI en configuracién estandar (Figura X.1). El sistema
S se considera en reposo y el sistema S” se considera en movimiento uniforme
respecto de S tal como se indica. Con esta configuraciéon los resultados son



100 F.J. RUBIO HERNANDEZ

matematicamente mds simples, aunque son de validez general. Ademads, pone de
manifiesto la diferencia de efectos dependiendo de la direccién de movimiento. Las
transformaciones de Galileo (TG) entre las coordenadas del mismo suceso,
descritas por ambos observadores, son:

x=x-vt x = x+vt
y’—y . )’—)” (X.1)
=2 =2
1=t t=t

La ultima de estas ecuaciones expresa de manera explicita el caracter absoluto del
tiempo en la MN. Como vemos, las descripciones de ambos observadores son

\4
. A
Y Y s
&
S S’ X=X’
Z VA
Figura X.1

simétricas, no pudiendo arrogarse ninguno de ellos el “privilegio” de ser el sistema
de referencia en reposo. De las TG se deduce:

Ar = Ar
Ax = Ax’
I (X.2)
U=u-v
a=a

La primera igualdad establece que los intervalos temporales son invariantes al
cambiar de SRI, es decir, el tiempo transcurrido entre dos sucesos es independiente
del sistema de referencia que los describa. La segunda igualdad establece la
invariancia de la distancia (es trivial la igualdad en el caso de las direcciones
perpendiculares a la direccién del movimiento) entre dos sucesos que ocurren
simultdneamente. Por lo tanto, podemos afirmar que, en MN, los intervalos
temporales y espaciales, asi como la simultaneidad de los sucesos, son cantidades
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absolutas, independientes del estado de movimiento del SRI. La tercera igualdad es
la ley clasica de composicién de velocidades: la velocidad de un objeto respecto
del sistema S~ es igual a la velocidad del mismo objeto respecto del sistema S
restdndole la velocidad del sistema S” respecto del sistema S. Estos resultados
coinciden con nuestra experiencia cotidiana, por lo que no nos sorprenden en
absoluto. Finalmente, la cuarta igualdad, que se deduce de la tercera derivando
respecto de t=t”, muestra que ambos observadores medirian la misma aceleracion.
Esta ultima igualdad, junto con el hecho de que la masa inercial de un cuerpo no
cambia cuando es medida por un observador u otro (al menos cuando las
velocidades son “cotidianas”), nos lleva a la igualdad:

F=ma=F =ma (X.3)

que estable la invariancia de las leyes de Newton respecto de las TG. Este hecho
llevé a Newton a formular su Principio de Relatividad (PRN), segin el cual
“ningin experimento mecanico permite detectar el estado de movimiento del SRI
o, alternativamente, no es posible detectar el reposo absoluto mediante un
experimento mecanico”.

3. (ES COMPATIBLE EL PRN CON EL ELECTROMAGNETISMO?

De la ley clasica de composicion de velocidades, que se deduce de las TG,
se concluye que la velocidad de la luz dependerd del estado de movimiento del
observador. Este hecho sugiere inmediatamente que es posible realizar un
experimento de electromagnetismo (EM) que permita detectar el estado de
movimiento del SRI a través del valor que se obtenga para la velocidad de la luz en
dicho sistema de referencia. Alternativamente, cuando encontremos que es c la
velocidad de la luz, habremos determinado el SRI en reposo absoluto. Este hecho
expresa que las ecuaciones de Maxwell no son invariantes respecto de las TG. De
esta forma se nos plantean tres posibles situaciones relativas a la relacién entre
PRN, MN y EM:

a) PRN es correcto. MN es invariante pero EM no lo es. Entonces existe
un sistema de referencia en reposo absoluto detectable mediante un
experimento EM.

b) PRN es correcto. Hay que modificar el EM para conseguir que sea
invariante con PRN.

c) PRN no es correcto. Hay que modificar MN para conseguir que sea
invariante con un nuevo PR en el que EM es invariante.

Entre los afios 1881 y 1930, los cientificos norteamericanos Michelson y
Morley repitieron, bajo condiciones diferentes, uno de los experimentos de mayor
ingenio y sofisticacion de la Historia de la Fisica (el lector interesado puede
encontrar una descripcién accesible en cualquiera de las obras citadas al final de
este libro). El objetivo de su famoso experimento era detectar el reposo absoluto
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mediante un experimento de EM. Invariablemente el resultado siempre fue nulo.
Por lo tanto, queda descartada la primera de las opciones anteriores. La segunda
también queda descartada ya que, ademds de este resultado, el EM era compatible
con los experimentos por lo que no habia razén para considerar su modificacion.
Nos enfrentamos asi a la tercera de las posibilidades como la tnica alternativa
valida.

4. POSTULADOS DE LA RELATIVIDAD ESPECIAL

Preferimos resumir el desarrollo histérico y ordenarlo con un sentido
pedagégico, en vez de cronolégico. Fue la genialidad de A. Einstein la que
condensé estos resultados en dos postulados o principios a partir de los cuales
dedujo unas nuevas ecuaciones de transformacién entre SRI, compatibles con el
EM, y desarroll6 una nueva Mecénica que se adecud a estas ecuaciones, superando
asi la MN.

Los postulados de esta nueva teoria relativista que, por estar referida a SRI
recibe el nombre de Teoria Especial de la Relatividad (TER), en contraposicién
con la Teoria General de la Relatividad (TGR) que fue formulada por el propio
Einstein en 1917, que se refiere a SR en general, son:

a) Principio de Relatividad: “las leyes de la Fisica son las mismas en
todos los SRI. Es decir, no hay (o no es detectable..., entonces ;qué
sentido tiene plantearse su existencia?) sistema de referencia en reposo
absoluto”.

b) Constancia de la velocidad de la luz: “la velocidad de la luz en el vacio
es independiente del estado de movimiento del observador y/o de la
fuente”.

De todas formas, antes
< Q de proceder con el desarrollo de
> su teoria, A. Einstein se
A - - B | cuestioné el caricter absoluto

M de la simultaneidad de sucesos.
Es interesante que hagamos
Figura X.2 este andlisis ya que nos
permitird entender mejor los

resultados que posteriormente obtendremos.

5. RELATIVIDAD DE LA SIMULTANEIDAD

Imaginemos dos sucesos que ocurren en lugares diferentes respecto de un
observador determinado. Diremos que son simultdneos si los respectivos relojes
situados en los lugares donde se desarrollan dichos sucesos marcan el mismo
tiempo. Ahora bien, ;cémo podemos estar seguros de que los relojes son idénticos,
es decir, que estan sincronizados? Por lo tanto, lo primero serd idear un método que
permita asegurar la sincronizacién de relojes situados en lugares diferentes.
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Tal vez a alguien se le ocurra que bastaria con sincronizar dos relojes en un
mismo lugar, lo que supuestamente aseguraria que su sincronizacién permanece
aunque los relojes se separen. Sin embargo, ;quién puede dar fe de que el
movimiento del reloj no afecta a su funcionamiento? Es preferible utilizar un
método alternativo que parta de la colocacién de los relojes en las respectivas
posiciones en las que van a permanecer posteriormente. Una vez situados en las
posiciones A y B dos relojes, en el sistema S, desde la posicién central entre A y B
emitiremos una sefial, lo més rdpida posible (la sefial mds rdpida conocida es la
luz), independiente del medio material a ser posible (la luz se propaga en el vacio)
y que se comporte mejor (la velocidad de la luz es independiente del estado de
movimiento de la fuente y del observador). Por lo tanto, la luz es la sefial adecuada
para enviar o recibir una informacién desde el centro situado entre A y B a dichas
posiciones, de tal forma que, cuando los relojes alli colocados reciban la sefial, se
pondrin en marcha. Este método asegura la sincronizacién de dichos relojes
(Figura X.2).

Una vez que hemos
definido el método de
sincronizar los relojes,
analicemos el carécter
absoluto o relativo de Ia
simultaneidad de dos sucesos.
Tal como muestra la Figura i v
X.3, dos rayos caen en los
puntos A y B del sistema S
justo en el mismo instante en
que los observadores O y O°

coinciden en su posicién enel | A i B
espacio. Este ultimo 0=0"
observador se mueve, con el Figura X.3

sistema S” a una velocidad v
respecto de S, tal como muestra la Figura X.3. En el momento de caer los rayos,
coinciden las posiciones A y A" por un lado, y B y B” por otro. Respecto del
observador O, que recibird las luces procedentes de los rayos al mismo tiempo, los
dos sucesos serdn simultineos; sin embargo, como O” viaja al encuentro de B”
recibird la luz del rayo que alli cayé antes que la del rayo que cayé en A, punto del
que se aleja. Por lo tanto, para O los sucesos no son simultaneos. Este interesante
resultado es consecuencia directa del hecho de que la informacién (la caida de los
rayos) viaja con una velocidad finita que es la misma para ambos observadores: la
de la luz. Si la informacién viajara a velocidad infinita (algo que puede ocurrir en
MN) los dos sucesos también serian simultidneos para O°. Finalmente, obsérvese
que el resultado es simétrico, si se considera que es S” el sistema en reposo y S se




104 F.J. RUBIO HERNANDEZ

mueve respecto de €l con velocidad —v. En este caso O afirmaria que los sucesos
son simultaneos y seria O el que diria que no lo son.

6. TRANSFORMACIONES DE LORENTZ

A partir de sus dos postulados, A. Einstein dedujo unas nuevas ecuaciones
de transformacién entre las coordenadas de un suceso referidas a dos SRI en
movimiento relativo. Como coincidieron con las que afios antes el fisico holandés
H.A. Lorentz habia obtenido, basdndose en una teoria del electrén un tanto
sofisticada, con la que pretendia justificar el resultado nulo del experimento
Michelson-Morley, manteniendo intacta la existencia del sistema en reposo
absoluto, reciben el nombre de Transformaciones de Lorentz (TL). Estas son:

x= y(x - vt) ] [ x=y(x+vr)
y=y y=y
7=z R z2=7 (X4)

/_ v — ’, v ’,
t—}’t——zx t—}’t+—§x
C ) L c

donde el factor ¥y = 1/ V1- (v/c)2 > 1. Se observa que cuando v<<c, las TL se

reducen a las TG, como cabe esperar del hecho de que nuestra experiencia
cotidiana, en la que los observadores se mueven a velocidades muy inferiores a la
de la luz, se ajusta a las predicciones newtonianas quedando ocultos los resultados
einsteinianos. Tal vez, el resultado mds llamativo es que el tiempo no es un
invariante, depende de la coordenada espacial y de la velocidad del observador.

A partir de las TL se deducen varios resultados interesantes. En primer
lugar, comparemos la longitud de un objeto medida por S y por S”. Tal magnitud
resulta de determinar la posicién de los extremos del objeto, simultineamente. Pero
ya hemos sefialado que la simultaneidad es relativa, por lo que no nos debe
sorprender en exceso el resultado que vamos a obtener. Supongamos que el objeto
en cuestién es una barra situada a lo largo del eje comin X=X", que se mueve
solidaria con el sistema S”, y analicemos la descripcién dada por el observador S.
Este observador dird que la longitud de la barra es x,"-x,” respecto de S” siendo x;”
las coordenadas de los extremos de la barra respecto de S°. Por otra parte, el
observador S mide simultineamente (en el instante t) las posiciones de los
extremos de la barra, x;, por lo que:

=ylx, - vt) o
;2 =y xlz ~ vf)} =R 7("2 - xl) (X.5)
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es decir, el observador S afirma que la longitud de la barra es menor que el
resultado que S” daria. Obsérvese que desde el punto de vista de S” ocurre al revés,
manteniéndose la simetria de las descripciones de ambos observadores. La
discrepancia en sus resultados se debe a que no estdn de acuerdo con la
simultaneidad de sus medidas. A este resultado de la TER, jcomprobado
reiteradamente en el laboratorio! se le conoce como contraccion de la longitud.

Otro interesante resultado se refiere al intervalo de tiempo entre dos
sucesos. De acuerdo con S, si un reloj, situado en una posicién fija x” de S~
proporciona dos valores de tiempo t,” y t,", el intervalo de tiempo transcurrido sera
t,"-t,". Ahora bien, como el reloj se mueve respecto de S, el primer valor del tiempo
corresponderd a la marca t; que da el reloj en la posicién x;, y el segundo
corresponde a la marca t, que da cuando el reloj estd en la posicién x,, todo esto,
como decimos, respecto de S. Por lo tanto, de las ecuaciones:

> v , ( )
¢ (X.6)
1=Vt ——"2-x2 x'= y(x2 - vt2)
C
se deduce:
to —t
1y '—t,'= —(-2—1) (X.7)
2 y

es decir, el intervalo de tiempo entre los sucesos es mayor para S que para S”. Esta
“ralentizacion” del tiempo para el observador respecto del cual los sucesos tienen
lugar en un punto fijo del espacio, recibe el nombre de dilatacion del tiempo, y
también es simétrica para ambos observadores y consecuencia de la relatividad de
la simultaneidad.

A partir de las TL se deducen otros interesantes resultados que vamos a
exponer, sin dedicarles tiempo a su demostracién. En la bibliografia citada al final
de este libro pueden encontrarse estos analisis.

La ley de composicion de velocidades relativista es:

u=—2 (X.8)
Pl
2
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de la que se de deduce que por muy grande que sea u’<c, u serd menor que c.
Incluso, si u’=c, resulta u=c, que es el segundo postulado de la TER. Se observa
también que en el limite v<<c, la (X.8) se reduce a la ley de composicién de
velocidades Newtoniana (tercera ecuacién X.2).

La masa inercial de un cuerpo es funcién de la velocidad con la que se
mueve de acuerdo con la expresion:

m = ym, (X.9)
donde m, es la masa respecto del sistema en el que se encuentra en reposo.

Toda masa en reposo posee una energia por el mero hecho de tener masa.
Su valor es:

E = myc? (X.10)

Finalmente, por ser un resultado de especial interés para nosotros,
destacaremos que la fuerza que actia sobre una particula que permanece en reposo
respecto de S” se transforma, de acuerdo con TL en la forma:

Fy'=Fy
Fy’z 7Fy (X.11)
F,=vF;

7. INVARIANCIA DE LAS ECUACIONES DE MAXWELL

Los hechos experimentales ponen de manifiesto la validez del EM. Los
hechos experimentales también llevaron al establecimiento de dos postulados de
los que se dedujeron las TL. Claramente se plantea la necesidad de una nueva
Mecanica. No insistiremos en este punto por quedar fuera del objetivo de esta obra,
pero completaremos la tercera opcion dada en el apartado 3, comprobando la
invariancia del EM maxwelliano. Para simplificar los célculos consideraremos las
ecuaciones de Maxwell en el vacio y comprobaremos que son invariantes frente a
un cambio de SRI, cuando son las TL el conjunto de ecuaciones utilizado para
relacionar las coordenadas respecto de ambos sistemas de referencia.

Sean las ecuaciones de Maxwell en el vacio, respecto del sistema S:



ELECTROMAGNETISMO 107

N

divE =0
divB=0_
rotf = _Z_f X (X.12)
rotB = g, M, %

J

Centrémonos en las ecuaciones segunda y tercera. Si las expresamos en
componentes, tendremos:

0By 0B, L 9Bz _

0

ox dy 0z

OE, 9Ey 0B,

dy 0z ot

OE, OE, _ 9B, A
¥ o o

aEy B aEx 3 _aBz

ox dy o

Que sean invariantes significa que su forma, respecto del sistema S~ sea
idéntica, es decir:

) N .
an . y +aBZ
ox” 9y 97
OE,” 9Ey" 9By’

d' % o (X.14)

=0

Para cambiar de uno a otro sistema de coordenadas necesitamos conocer la relacién
entre las derivadas parciales respecto de las variables en S y las derivadas parciales
respecto de las variables en S”. La relacién matematica para d/0x es:



108 F.J. RUBIO HERNANDEZ

i ox’ 9 ay 9 Bz e) +8t 0 (X.15)

&  axax ax ay ax dz" dx dt’

siendo andloga para d/dy, d/dz y d/dt. De las ecuaciones TL se obtiene:

Wy Wy E X_P (X.16)
ox ox ox ox o2
Por lo tanto:

) d v o

| == X.17
ax Y(ax' 2 at'j N

y, actuando de forma semejante, obtendremos:

9_29

dy 9y’

0 )

—_=— X.18
dz 07 ( )

El siguiente paso seria sustituir (X.17) y (X.18) en las ecuaciones (X.13).
Por ejemplo, si sustituimos en la tercera ecuacién (X.13), resultara:

Ex’_ 9 (e, +v8 )] —%[y[z;yﬁb;z )] (X.19)
C

07" ax

que coincidird con la tercera ecuacién (X.14) tnicamente si se verifican las
igualdades:
Ey=Ey
E,;=v(E, +v8,) (X.20)
E
. V.
By= V[By *> )

c
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Por lo tanto, resulta imprescindible en este momento comprobar si, efectivamente,
los campos E y B se transforman de este modo al pasar del sistema S al S”.

8. LAS TRANSFORMACIONES DE “E” Y “B”

Para obtener las expresiones de las transformaciones de los campos
eléctrico y magnético vamos a considerar la fuerza de Lorentz que actuaria sobre
una carga eléctrica q (que es invariante al cambiar de sistema de referencia) tal y
como seria medida por los observadores en S y en S”. A continuacién aplicaremos
las ecuaciones que relacionan las componentes de las fuerzas en ambos sistemas de
referencia.

Consideremos que q estd en reposo respecto de S”. Entonces, los campos
E’ y B’, medidos por este observador, ejerceran una fuerza electromagnética sobre
q, F’=qE’. Por otra parte, respecto de S, la carga se mueve con una velocidad
v=v,i, igual a la velocidad de S” respecto de S. De acuerdo con S, la fuerza
electromagnética sobre q, debida a los campos E y B que dicho observador mide,
serd F=q(E+vxB). Relacionando las componentes de estas fuerzas de acuerdo con
las expresiones (X.11), tendremos:

E,=qE, = E,=E
qu’z 7 Ey -vB; |= Ey=y\Ey -VvB; (X.21)
qE,; = w\E, +vBy = E;=y\E, +vBy

Como vemos, hemos obtenido las dos primeras igualdades (X.20). Para obtener la
transformacién de las componentes del campo magnético se considera que la carga
q se mueve respecto del sistema S” en las direcciones perpendiculares, y” y z”. El
resultado final es:

By'= By

, v
B,=7| B, +C—25Z) (X.22)

) v
B,=7y Bz——2Ey)
c

Como vemos, las ecuaciones primera y tercera de (X.21) y segunda de (X.22)
coinciden con las (X.20). Por lo tanto, las ecuaciones de Maxwell son invariantes
frente a TL.

Ademds, un resultado especialmente interesante, que justifica el anélisis
realizado en este capitulo, es que los campos eléctrico y magnético son
interdependientes. Es decir, el hecho de que un observador detecte un campo
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eléctrico y/o un campo magnético es funcién de su estado de movimiento,
resultando que los valores detectados por €l estdn relacionados con los valores de
ambos campos detectados por otro observador en un estado de movimiento
diferente.

No sélo es el interés tedrico el que se obtiene de la conexion entre E y B,
sino que las relaciones (X.21) y (X.22) tienen una aplicacién practica evidente: si
hemos de calcular el campo electromagnético creado por determinadas fuentes,
siempre podremos cambiar a un sistema de referencia donde los célculos sean mas
sencillos y, después, aplicar las ecuaciones citadas para obtener el campo en el
sistema primitivo. Veremos, a continuacién un sencillo ejemplo que ilustrara esta
afirmacién.

9. CAMPO CREADO POR UNA CARGA QUE SE DESPLAZA
UNIFORMEMENTE

Sea una carga eléctrica q que se desplaza uniformemente, con una
velocidad u=ui respecto de un SRI, S. Se pide calcular el campo electromagnético
creado por dicha carga.

Intentar resolver el problema directamente es una tarea ardua. Sin embargo,
podemos cambiar de SRI y tomar aquél en el que la carga estd permanentemente en
reposo. Llamaremos S~ al sistema en cuestion, el cuél se desplaza, en configuracién
estandar (Figura X.1) respecto del sistema S con una velocidad u=ui. Por lo tanto,
el campo electromagnético creado por q respecto de S” sera:

are, 13 (X.23)

Las componentes de este campo, considerando que r’=x"i"+y’j’+z’k’, son:
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i X —ut
Eym qy(x—ur) .
4me,, yz(x—ut)2 +y2 4 22_ 2
B qy
Ey'=—— . -
4ne,, _72(x—ut) +y2 4 z2_ 2
, qz
Ez = - 3
4me,, _}’2(x——ut)2 +y2+ 22_ )
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(X.24)

y, aplicando las ecuaciones simétricas a las (X.21) y (X.22), obtendremos las
componentes del campo electromagnético respecto de S, que es lo que se pedia:

E =E° E =yE° E =yE°

X X y y z Z

>
Il
S
o]
Il

|
o]
ov]
Il

izE
2

(X.25)
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La obra que aqui se presenta es el resultado de la experiencia docente del autor
en la asignatura de Fisica de la Escuela Técnica Superior de Ingenieros
Industriales.

Fundamentalmente, el tiempo limitado con el que cuenta el alumno para
dedicarlo a un estudio sosegado de la materia, ha llevado al autor a elaborar
un libro de texto que ayude al estudiante a seguir las clases con mayor efectividad.
Los libros de Fisica General responden al criterio de ser vdlidos para cursos
introductorios de Fisica pertenecientes al amplio abanico de las distintas carreras
cientifico-técnicas. Desgraciadamente, el nivel de especializacién que esta
asignatura ha adquirido en las diferentes carreras técnicas que se pueden estudiar
en la UMA, convierte estas obras de cardcter general en excesivamente extensas.
El alumno reclama un texto mds especifico, que le permita seguir con comodidad
la marcha del curso, aunque cuente con aquellos libros de Fisica General para
ampliar o contrastar la informacién recibida en clase.

Puesto que el nivel de “especializacién”, de la asignatura de Fisica (que, para
destacar su funcién, se denominan en muchos casos Fundamentos fisicos de
la Ingenierfa...) ha llevado a que, dependiendo de la titulacién, el programa
de la asignatura tenga un contenido mayor en determinada o determinadas
partes de la Fisica, el autor ha decidido subdividir esta obra, que tiene el titulo
general de “Fisica Bdsica”, en volimenes, cada uno dedicado a cada una de
las partes cldsicas de esta Ciencia.

Este primer volumen estd dedicado al estudio del Electromagnetismo. La
“filosofia” de este libro es la siguiente: partiendo de un conocido teorema de
Teoria de Campos debido a Helmholtz, que establece que un campo de fuerzas
queda determinado cuando se conocen los valores de su divergencia y de su
rotacional, se hace un recorrido por los diferentes temas que tradicionalmente
se estudian en la parte de Electromagnetismo. Se establece una clara distincién
entre campos estéticos y campos dependientes del tiempo. Esta tltima cualidad

lleva, finalmente, a la formulacién de un campo electromagnético unificado.
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