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Introducción

Este trabajo se enmarca dentro del área de descubrimiento de cono-

cimiento, concretamente en el área de la prospección de datos. En los

últimos años, la capacidad de generar y almacenar datos ha crecido de una

forma considerable llegando a cantidades enormes. Se hace muy difícil in-

terpretar la información almacenada en estos grandes volúmenes de datos.

Los métodos tradicionales de consulta en el área de bases de datos como

SQL (Structured Query Language), sólo dan respuestas informativas que

el usuario tiene que interpretar. El análisis multivariante estadístico tiene

problemas de intratabilidad y las técnicas usadas hasta ahora en Apren-

dizaje Automático (Machine Learning) resultan insuficientes.

Por lo tanto, surge la necesidad de desarrollar nuevas técnicas con la

capacidad para analizar de manera automática grandes volúmenes de datos

y cuyo fin es obtener información útil y valiosa. Todas estas técnicas son el

objeto de estudio del área de descubrimiento de conocimiento (Knowledge

Discovery in Databases) [Fayyad et al., 1996]. Una definición clásica dada

por Fayyad, Piatetsky-Schapiro y Smith en 1996 es la siguiente:

"El Descubrimiento de Conocimiento en Bases de Datos es el

proceso no trivial de identificar patrones en los datos que sean

válidos, nuevos y potencialmente útiles, además de que sean

comprensibles."

Dentro del proceso del descubrimiento de conocimiento existen varias

y
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fases:

1. Selección de los datos.

2. Preprocesamiento de los datos.

3. Transformación de los datos.

4. Prospección de datos (Data Mining).

5. Interpretación y evaluación de los resultados.

La fase de prospección de datos determina los métodos, algoritmos y

técnicas para obtener cierto conocimiento sobre un problema, a partir de

un conjunto de experiencias estructuradas del mismo. Los algoritmos uti-

lizados para encontrar patrones significativos son limitados por cuestiones

de eficiencia computacional. Esta eficiencia está ligada al número de veces

que hay que recorrer la base de datos y a los cálculos que hay que re-

alizar en cada pasada. Las tareas y métodos que existen en la prospección

de datos son: asociación, clasificación, regresión, agrupación (clustering),

secuenciación, prospección en texto y en la red, etc.

La prospección de datos la podemos dividir en dos grandes áreas: Apren-

dizaje Automático y Técnicas Estadísticas. Dentro del Aprendizaje Au-

tomático se encuadra el Aprendizaje Inductivo. Una posible clasificación

de los distintos tipos de aprendizaje que engloba es:

Aprendizaje Inductivo:

• No Supervisado

• Supervisado:

— Con Conocimiento Adicional

— Sin Conocimiento Adicional:

* Con Modelo:
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• Exacto

• Aproximado

* Sin Modelo

Tenemos aprendizaje no supervisado cuando las experiencias de nuestro

problema no están marcadas. Si las experiencias están marcadas, tenemos

aprendizaje supervisado que puede ser con conocimiento adicional (cuando

hay aspectos de la estructura del problema que nos son conocidos) y sin

conocimiento adicional dentro del cual hay dos tipos, el de con modelo y el

de sin modelo. Es aprendizaje con modelo cuando suponemos algún modelo

teórico sobre el concepto que vamos a aprender. El aprendizaje con modelo

puede ser a la vez exacto o aproximado. Será exacto si exigimos que el

concepto aprendido sea idéntico al concepto objetivo. Por último tenemos

el aprendizaje sin modelo, es decir, no disponemos de ningún modelo teórico

sobre el concepto que vamos a aprender.

En este trabajo ponemos nuestro interés en las tareas de asociación,

clasificación y prospección en la red. Dentro de la tarea de asociación nos

centramos en una de las subrutinas con más aplicación: la de los algoritmos

de búsqueda de reglas de asociación. Este apartado se encuadra dentro del

aprendizaje no supervisado. Dentro de la tarea de clasificación nos cen-

tramos en los algoritmos de aprendizaje inductivo de árboles de decisión

que se encuadrarían dentro del aprendizaje supervisado, sin conocimien-

to adicional y sin modelo. Por último, el apartado de prospección en la

red lo tratamos en este trabajo dentro del aprendizaje supervisado, sin

conocimiento adicional y con modelo.

Pasamos ahora a comentar brevemente cada uno de estos apartados

haciendo un resumen de sus antecedentes. Acabaremos con una sección

donde se exponen las aportaciones hechas en cada apartado.
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Asociación: Conjuntos frecuentes

Históricamente la búsqueda de reglas de asociación vino motivada por el

análisis de la gran cantidad de datos que se generan sobre las compras que

se efectúan en un supermercado. Si las transacciones de la base de datos

son las compras de los clientes y los registros corresponden a los productos

del supermercado, entonces se intentan buscar reglas de asociación del tipo

"aperitivos refrescos (87%)" . Esta regla se interpreta como que el 87% de

los clientes que compraron aperitivos también compraron refrescos. En este

caso, los conjuntos frecuentes que se buscan son los conjuntos de productos

que se compran frecuentemente en el supermercado.

Desde que Agrawal et al. [Agrawal et al., 1993] introdujeron el pro-

blema de encontrar reglas de asociación, se han desarrollado diversos al-

goritmos. Se pueden buscar muchos tipos de reglas de asociación, co-

mo por ejemplo las cuantitativas [Srikant y Agrawal, 1996], las generali-

zadas [Hipp et al., 1998], [Srikant y Agrawal, 1995]. También se ha estu-

diado la búsqueda de patrones en secuencias [Agrawal y Srikant, 1995],

[Mannila et al., 1997]. Además, se han desarrollado algoritmos para buscar

conjuntos frecuentes a partir de atributos específicos o mediante medidas de

calidad; por ejemplo, con restricciones [Ng et al., 1998], [Srikant et al., 1997],

con optimizaciones [Fukuda et al., 1996], [Rastogi y Shim, 1999], etc.

El problema clásico consiste en encontrar reglas de asociación en una

base de datos booleana a modo de tabla. Cada fila de la tabla corresponde

con una transacción y cada columna con un atributo. La i-ésima, entrada de

una fila puede ser un 1 o un O, dependiendo si el atributo está o no presente

en la transacción. Esto se formaliza en términos de funciones parciales, las

cuales en cada atributo, pueden incluir el atributo (valor 1), excluirlo (valor

O), o no considerarlo (indefinido). Una regla de asociación es una expresión

de la forma X Y, donde X e Y son conjuntos de atributos. El significado

intuitivo de esta regla de asociación es que los datos de la base de datos

que contienen a X tienden a contener a Y. Una regla es evaluada por un
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soporte y una confianza. El soporte es el porcentaje de datos que contienen

aX ya Y. La confianza es el porcentaje de los datos que contienen a Y

entre los que contienen a X.

Otras medidas para evaluar una regla de asociación pueden ser: con-

vicción [Brin et al., 1997], interés [Brin et al., 1997], [Agrawal y Yu, 1998],

lift [Bayardo et al., 1999] y factor de certeza [Berzal et al. 2001]. Por últi-

mo, en [Gras, 1996] se introduce la "implicación estadística" para hacer un

refinamiento de la medida convicción. Recientemente, se han propuesto dos

modelos como alternativa al modelo soporte—confianza. Uno se basa en la

correlación entre atributos [Brin et al., 1997a] y el otro propone la medida

collective strength [Agrawal y Yu, 1998].

El problema de encontrar las reglas de asociación en el modelo de

soporte—confianza es un problema de enumeración y tiene dos pasos funda-

mentalmente que son: encontrar todos los conjuntos de atributos frecuentes

con un soporte mínimo y generar las reglas que tienen confianza alta.

Algoritmos para la búsqueda de conjuntos frecuentes

La mayoría de los algoritmos existentes para la búsqueda de conjuntos

frecuentes se pueden clasificar por su estrategia para organizar la búsqueda

de conjuntos frecuentes y por su estrategia para determinar las frecuen-

cias de los conjuntos de atributos. Por su estrategia para organizar la

búsqueda de los conjuntos frecuentes, se dividen en algoritmos de búsqueda

del primero en profundidad (depth-first search DFS) o búsqueda del primero

en amplitud (breadth-first search BFS). Por su estrategia para determinar

la frecuencia de los conjuntos de atributos, se dividen entre los que buscan

la frecuencia contando directamente sus ocurrencias en la base de datos

o los que lo hacen mediante intersecciones de listas de transacciones de

conjuntos.

En la figura 1 se muestra la clasificación de los algoritmos más habitua-

les [Hipp et al., 2000]. Para un mayor detalle ver [Agrawal y Srikant, 1994]
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Clasificación

BFS DFS

Recuento Intersección Recuento Intersección

Apriori
AprioriTID
DIC
Ready and Go

Partition FP-growth Eclat

Figura 1: Clasificación de los algoritmos

(Apriori), [Agrawal y Srikant, 1994] (AprioriTID), [Brin et al., 1997] (DIC),

[Baixeries et al., 2000] (Ready and Go), [Savsere et al., 1995] (Partition),
[Han et al., 2000], (FP-growth) y [Zaki et al., 1997] (Eclat). Los algo-

ritmos propuestos en [Domingo et al., 1999], [Toivonen, 1996] realizan un

muestreo por la base de datos.

En [Gunopulos et al., 1997] y [Mannila y Toivonen, 1997] se establece

esencialmente que los algoritmos con la misma estrategia de poda que

Apriori se pueden usar en otros entornos en los que se busca una teoría o

lenguaje formal de acuerdo con una relación monótona de generalización/es-

pecialización y un cierto predicado. Problemas de cómo convertir una

fórmula booleana monótona en formal normal conjuntiva, a forma nor-

mal disyuntiva y cómo encontrar el transversal de un hipergrafo, están

estrechamente relacionados con la búsqueda de conjuntos frecuentes.

Clasificación: Árboles de decisión

La idea original de generación de un árbol de decisión a partir de un

conjunto de experiencias se debe a [Hunt et al., 1966]. En ese artículo

se describen experimentos con varias implementaciones de concept learn-

ing systems (CLS). Otros algoritmos de generación de árboles de decisión

son los siguientes: ID3 [Quinlan, 1979], [Quinlan, 1983], [Quinlan, 1986],
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[Quinlan, 1986a], PLS1 y ASSISTANT86 [Cestnik y Kononenko, 1987] y

el desarrollado en [Breiman et al., 1984]. Los algoritmos básicos TDIDT

(Top Down Induction of Decision Tree) [Quinlan, 1986], [Quinlan, 1986a]

suponen que todos los valores de los atributos en las experiencias son cono-

cidos.

Si las experiencias contienen valores desconocidos, existen dos puntos de

vista para tratar los valores desconocidos: aprendizaje inductivo y análisis

estadístico de datos. Desde el aprendizaje inductivo se han hecho varias

aproximaciones y se han comparado empíricamente en [Quinlan, 1989].

La conclusión es que no se puede considerar que haya un enfoque superior

a otro. Existen dos enfoques comunes: rellenar los valores desconocidos

con un valor fijo o rellenar los valores desconocidos con un valor usando la

distribución de probabilidad de los valores de los atributos. En el primer

enfoque el valor se obtiene a partir de las experiencias que se encuentren

en el nodo actual, por ejemplo el valor más probable [Friedman, 1977]. El

segundo enfoque es el que se sigue en C4.5 y C5 [Quinlan, 1992] que consiste

en la misma idea que ASSISTANT86 [Cestnik y Kononenko, 1987]. Ambos

enfoques sólo consideran los valores del atributo.

Desde el punto de vista de análisis estadístico de datos, los valores des-

conocidos han sido principalmente estudiados por Little y Rubin. En el tra-

bajo [Little y Rubin, 1987] se lleva a cabo un estudio previo de la distribu-

ción de los datos y se estiman los parámetros de la distribución. A partir

de ese momento los valores desconocidos son reemplazados por los valores

estimados. Entonces los parámetros son de nuevo estimados y el proceso

iterativo continúa hasta la convergencia. El mismo enfoque considerado en

[Little y Rubin, 1987] se usa en redes Bayesianas [Heckerman, 1997].

Prospección en la red: Inferencia de gramáticas

El crecimiento en el uso de la World Wide Web, conocida como Web,

ha hecho que exista una gran cantidad de datos almacenados. Por tanto,
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se pueden aplicar las técnicas de prospección de datos a la Web en lo que
se ha denominado Web data mining.

En la prospección de datos en la red existen dos ramas de investigación.
En la primera se realiza la prospección para obtener información y se de-
sarrollan técnicas que ayuden al usuario a encontrar la información que
está buscando en su navegación. La segunda consiste en hacer la pros-
pección para obtener patrones de navegación del usuario, es decir, desa-
rrollar técnicas para estudiar el comportamiento del usuario cuando está
navegando por la Web. Estas rutas de navegación se almacenan en ficheros
logs también llamados históricos. Existen dos enfoques para realizar la
prospección de los patrones de navegación de los usuarios. En el primero
los ficheros logs se transforman en tablas relacionales y se usan las técnicas
de prospección de datos usuales [Chen et al., 1998]. En el segundo enfoque
se supone que se pueden modelar los datos mediante un modelo formal y
se intenta inferir ese modelo para que capture los patrones de conducta del
usuario. Nos centramos en el caso en el que se supone que el modelo formal
es una gramática regular y nombramos ahora algunos de los trabajos que
se han hecho sobre inferencia de gramáticas.

En [Borges y Leyere, 1999] se trabaja con ficheros logs y se supone que
el modelo del cual provienen los datos es una gramática regular proba-
bilística hipertexto que es una clase de las gramáticas regulares proba-
bilísticas.

En el campo del aprendizaje computacional existen otras aproxima-
ciones para la inferencia de gramáticas. En el caso en que se tiene in-
formación adicional se puede usar el modelo PAC (Probably Aproximately

Correct) que fue introducido por Valiant [Valiant, 1984]. En el modelo,
existe un oráculo al que se le hacen preguntas de pertenencia para saber
si un elemento pertenece al concepto que queremos aprender. El oráculo
nos va respondiendo sí o no, y cuando se tiene una cantidad de información
suficiente para determinar el concepto con un cierto grado de confianza
establecido, se presenta el concepto aprendido.
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Posteriormente Angluin [Angluin, 1987 1 , demostró que se podía apren-

der la clase de los autómatas finitos deterministas. En 1988, Angluin in-

trodujo las preguntas de equivalencia [Angluin, 1988], que consistían en

preguntar al oráculo si el concepto que se presentaba después de las pre-

guntas de pertenencia, era equivalente al que queríamos aprender. Si lo

era, habíamos hecho el aprendizaje con éxito, y si no era así, el oráculo

proporcionaba un contraejemplo con el que se actualizaba el concepto y se

volvía a hacer la pregunta de equivalencia. Se repetía este proceso hasta

conseguir el aprendizaje del concepto de una forma exacta.

Más tarde en 1994, Kearns y Vazirani [Kearns y Vazirani, 1994], refi-

naron el modelo de aprendizaje para los AFD. Conservaron el oráculo, las

preguntas de pertenencia y de equivalencia, pero introdujeron una nueva

técnica (árboles discriminantes), para almacenar toda la información que

se generaba en el proceso de aprendizaje. En 1997 esta técnica fue genera-

lizada por Balcázar et al. [Balcázar et al., 1997].

En este trabajo consideramos que no tenemos información adicional. En

ese caso considerando la equivalencia entre gramáticas regulares y autómatas

finitos, distintas aproximaciones a este problema ven el autómata como un

árbol por donde se va haciendo un recorrido desde la raíz hasta las hojas

y la elección de caminar por una rama u otra depende de la estructura

que tenga el prefijo de la palabra que estamos considerando como ejemplo

[Angluin, 1982], [Carrasco y Oncina, 1994],[Castellanos et al., 1994]. En par-

ticular Biermann y Feldman [Biermann y Feldman, 1972] tratan de obtener

el autómata finito determinista, estudiando el comportamiento de la cola

de una longitud dada del ejemplo considerado en ese momento.

Otros enfoques para extraer patrones a partir de una muestra de datos

son los métodos que se encuadran dentro del descubrimiento de modelos de

procesos software [Cook y Woolf, 1996]. El descubrimiento de modelos de

procesos es esencialmente el análisis de los datos recopilados de un proceso,

para producir automáticamente un modelo formal que lo describa. En

[Cook y Woolf, 1996] se considera que el proceso se puede describir como
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una gramática regular.

Aportaciones

Como aportaciones con respecto a la búsqueda de conjuntos frecuentes
con atributos negativos podemos citar:

• Definición de un lenguaje, una relación de especialización y

un predicado adecuados para la formalización del problema

de la búsqueda de información negativa frecuente.

• Un método que minimiza el esfuerzo computacional en la

búsqueda de conjuntos frecuentes obteniendo la frecuencia

de itemsets a partir de la frecuencia de determinados item-

sets evitando así la evaluación explícita en la base de datos.

• Una familia de algoritmos que hemos llamado Neg—Apriori

[Fortes et al., 2001] para la búsqueda de los conjuntos frecuentes

con atributos negativos y una familia de algoritmos llama-

dos Acot—Neg—Apriori para la búsqueda de conjuntos fre-

cuentes con un número acotado de atributos negativos. Los

algoritmos desarrollados son de complejidad polinómica en

el número de pasadas por la base de datos.

Respecto a la tarea de la clasificación y concretamente a la generación de
árboles de decisión, desarrollamos técnicas para incluir las experien-

cias con valores desconocidos en los atributos en el proceso de ge-

neración del árbol de decisión [Fortes et al,. 1999a], [Fortes et al., 2000a].

Las aportaciones en la adaptación de los algoritmos de generación de árboles
de decisión para incluir las experiencias con valores desconocidos son:

• Definición de un criterio general de división para tener en

cuenta los valores desconocidos.
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• Asignación de valores a los valores desconocidos de los atri-

butos teniendo en cuenta la información de los valores del

atributo y los valores de la clase.

• Predicción de observaciones con valores desconocidos.

• Modelado del problema de asignación de valores como un

problema de decisión con riesgo. Asignación de parámetros

de confianza y de error.

Por último con respecto a la inferencia de gramáticas nuestras aporta-

ciones son:

• Un algoritmo de inferencia de gramáticas regulares proba-

bilísticas [Fortes et al., 1998], [Fortes et al., 1998a] y gramáticas

regulares difusas [Fortes et al., 1998b], [Fortes et al., 1999]. Los

algoritmos desarrollados son polinómicos en el número de

símbolos del alfabeto.

• Obtención de la cadena de Markov asociada a una gramática

regular probabilística. Estudio estadístico mediante la cade-

na de Markov de las propiedades del lenguaje generado por

la gramática [Fortes et al., 2000].

Para finalizar esta introducción, detallamos la estructura del trabajo:

En el capítulo 1 hacemos un rápido recorrido por las nociones básicas

utilizadas en los siguientes capítulos. De esta forma intentamos que el

trabajo sea autocontenido y que la notación esté introducida desde el primer

momento.

En el capítulo 2 incluimos como primera aportación de este trabajo la

generalización de la búsqueda en bases de datos de conjuntos frecuentes con
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atributos positivos y negativos. En primer lugar, se formaliza el problema

introduciendo un lenguaje, una relación de especialización y un predica-

do adecuados. A partir de ahí, se introducen las definiciones necesarias

para los itemsets con atributos negativos para a continuación presentar

las proposiciones que nos llevarán a los algoritmos que se han desarrollado

para obtener todos los conjuntos frecuentes con el menor esfuerzo computa-

cional, es decir, evitando evaluar directamente cada conjunto en la base de

datos y calculando su frecuencia a partir de las frecuencias ya calculadas

de determinados conjuntos.

En el capitulo 3 adaptamos los algoritmos de aprendizaje de árboles

de decisión para considerar las experiencias que tienen valores desconocidos

en algún atributo. Definimos un criterio general de división, asignamos va-

lores a los valores desconocidos teniendo en cuenta la información dada por

los valores del atributo y de la clase y estudiamos la predicción de observa-

ciones con valores desconocidos. Incluimos resultados experimentales sobre

la evaluación de nuestro método en distintas bases de datos. Por último,

modelamos el problema de la asignación de valores como un problema de

decisión con riesgo para incluir parámetros de confianza y de error en la

construcción del árbol de decisión.

En el capítulo 4 desarrollamos la tercera tarea destacada en esta in-

troducción. Concretamente presentamos los algoritmos de inferencia de

gramáticas regulares probabilísticas y gramáticas regulares difusas. Tam-

bién se estudia la obtención de la cadena de Markov asociada a la gramática

regular probabilística y cómo a partir de la cadena se realiza un estudio

estadístico del lenguaje generado por la gramática. Se incluye un caso

práctico donde hemos implementado nuestros algoritmos.

Finalmente se han añadido unos apéndices con los algoritmos de bús-

queda de conjuntos frecuentes con un número máximo de atributos nega-

tivos. También se incluye un algoritmo que organiza la búsqueda de conjun-

tos frecuentes con atributos negativos de forma diferente a los algoritmos

dados en el capítulo 2.



{(a,b) a E A,b E B}
A x B = 

{O si A =	 B =
en otro caso

Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo introducimos los conceptos básicos utilizados a lo largo

del trabajo.

1.1 Conceptos matemáticos

1.1.1 Conjuntos parcialmente ordenados

Para los conjuntos A y B (posiblemente vacíos) se define el producto

cartesiano de A por B, denotado A x B, como sigue:

Dados dos conjuntos A y B, una relación de A en B es cualquier sub-

conjunto R. (posiblemente vacío) de A x B. En particular, si B = A, una

relación de A en A se llama relación binaria en A.

Si R, es un relación binaria en A, como alternativa a (x, y) E R, es

frecuente usar la notación wRy (leída como x está relacionado con y).

1
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Una relación binaria R. sobre un conjunto A puede verificar, entre otras,

las siguientes propiedades:

• Reflexiva: Para todo x E A, se tiene que xR,x.

• Simétrica: Para todo x, y E A, se tiene que si x7Zy entonces y'Rx.

• Antisimétrica: Para todo x, y E A, si x'R,y e yTZ,x, entonces se tiene

que x = y.

• Transitiva: Para todo x, y, z E A, si x'R,y e y'R,z, entonces se tiene

que x'R,z.

Definición 1.1 Una relación binaria R, sobre un conjunto A se dice de

orden parcial si verifica las propiedades reflexiva, antisimétrica y transitiva.

En tal caso, el par (A, 7) se dice que es un conjunto parcialmente ordenado

y se representa por (A, <).

Por ejemplo, para todo conjunto A se tiene que (P(A), C) es un conjunto

parcialmente ordenado, siendo P(A) el conjunto de partes de A y C la

inclusión de conjuntos.

En general, un conjunto (A, <) parcialmente ordenado se puede re-

presentar mediante un grafo dirigido. Sin embargo, este grafo se puede

simplificar eliminando todos los lazos (reflexiva) y las aristas que se puedan

deducir de otras (transitividad). Además, si ubicamos los vértices de modo

que todas las flechas vayan hacia arriba y convenimos leer el grafo desde

abajo hacia arriba no es necesario dirigir las aristas y, en tal caso, el grafo

recibe el nombre de Diagrama de Hasse.

Definición 1.2 Sea (A, <) un conjunto parcialmente ordenado y sea S un

subconjunto de A. Decimos que S es cerrado bajo la relación < si para

todo sES y para todo a E A se cumple que si a < s entonces a E S.
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Definición 1.3 Sea (A, <) un conjunto parcialmente ordenado y sea m E

A. Decimos que m es un elemento maximal (1sp. minimal) de A si para

todo a E A se tiene que si m < a (resp. a < m) entonces a = m.

Con estas definiciones podemos concluir que un subconjunto cerrado

de un conjunto parcialmente ordenado se puede representar enumerando

sus elementos ma,ximales. Efectivamente, si M es el conjunto de todos los

elementos maximales de un subconjunto cerrado S de un conjunto (A, <)

parcialmente ordenado, entonces S -= {a E Al ]in E M, a < m}.

1.1.2 Probabilidad

Un experimento científico es una acción que da lugar a resultados iden-

tificables. Este experimento puede ser determinista o aleatorio. Las carac-

terísticas de un experimento aleatorio son las siguientes:

- Los posibles resultados son conocidos previamente.

- El resultado no es predecible.

- Situaciones análogas pueden dar resultados diferentes.

El espacio muestral de un experimento aleatorio es el conjunto formado

por todos los posibles resultados del experimento. Un suceso aleatorio es

un subconjunto de elementos del espacio muestral. Los sucesos pueden

ser elementales si corresponde a un único resultado simple del experimento

o compuestos si corresponden a un conjunto de sucesos elementales que

representa varios resultados posibles del experimento. Decimos que dos

sucesos A y B de un espacio muestral son incompatibles si A n B = 0.

Definición 1.4 Sea Q un espacio muestral y sea A C P(Q) una familia de

sucesos. Decimos que A es un álgebra de Boole de sucesos si verifica las

siguientes condiciones:
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1. Q E A

2. SiAEAAE A

3. SiA,BEAAuBEA

y en tal caso se dice que (Q, A) es un espacio probabilizable.

Normalmente, en el caso finito, se considera como álgebra el conjunto

7)(Q) partes de Q, es decir, el conjunto formado por todos los subconjuntos

de elementos de Q.

Proposición 1.1 Si (Q, A) es un espacio probabilizable entonces se verifi-

can las siguientes propiedades:

1. Si Ai E A para todo i = 1, . ,n entonces U 1 A E A.

2. Si A i E A para todo i = 1, . ,n entonces n 1 A i E A.

Definición 1.5 Sea (S2, A) un espacio probabilizable. Decirnos que una

función P: A R es una probabilidad si verifica que

1. P() -= 1,

2. P(A) > O para todo AE A y

71	 11

3' P(U Ai) =
	 P (Ai) si V = 1, . , n, A i E A y Vi � j, AinAi = 0.

i=1	 i=1

y en tal caso, se dice que (S2, A, P) es un espacio de probabilidad.

Proposición 1.2 Si (S2, A, P) es un espacio de probabilidad entonces se

verifican las siguientes propiedades:

I. P(A) = 1 — P(A).
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2. P(0) = O.

3. Si A C B entonces P(A) < P(B).

4. P(A) e [0,1].

5. P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A n B).

La frecuencia de un suceso en un conjunto es el número de veces que

se repite este suceso en el conjunto. La frecuencia se puede considerar en

términos absolutos o en términos relativos. La frecuencia absoluta coincide

estrictamente con la definición mientras que la frecuencia relativa es la

proporción de veces que se repite el suceso.

Definición 1.6 Sea (Q, A, P) un espacio de probabilidad. Un conjunto de

sucesos {Ci}ici del álgebra A se llama clase completa de sucesos de Q, si

constituye una partición de S-2.

Definición 1.7 Sea (Q, A, P) un espacio de probabilidad y sea A un suceso

del álgebra con P(A) > 0. Definimos la probabilidad del suceso B condi-

cionada al suceso A como:

P(A n B)
PA(B) = P(B I A) =  P(A) 

Teorema 1.1 (de la probabilidad total) Sea (Q, A, P) un espacio de

probabilidad y sea C = {Ci }ier una clase completa de sucesos tal que

P(C) > O para todo i E I. Si B es un suceso cualquiera del álgebra

A entonces

P(B)
	

P(C) • P(B I Ci )
iGI

Teorema 1.2 (de Bayes) Sea (Q, A, P) un espacio de probabilidad y sea

C = {Gi }je ' una clase completa de sucesos tal que P(C) > O para todo

i E I. Si B es un suceso cualquiera del álgebra A entonces

P(C) • P(B I Ci) 
P(C i I B ) =

Eje , P(C) • P(B ICi)
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El teorema de Bayes pone de manifiesto el cambio de la probabilidad

asignada a un suceso cuando disponemos de información adicional. Por ello,

en las condiciones del teorema de Bayes, las probabilidades que intervienen

reciben los siguientes nombres:

• Las probabilidades a priori son P(C) con i E I.

• Las verosimilitudes son P(B ICi) con i E I.

• Las probabilidades a posteriori son P(Ci/B) con i E I.

Variable aleatoria

Ahora vamos a definir las variables aleatorias cuyos valores dependen de

los resultados de un experimento. La finalidad de estas variables aleatorias

consiste en asociar un número real a cada uno de los posibles resultados de

un experimento aleatorio.

Definición 1.8 Sea (Q, P) un espacio probabilistico y sea {Ci } riL 1 una

clase completa de sucesos de Q formada por sucesos de A.

Una variable aleatoria simple es una aplicación, X : l —> R que toma

los valores X(w) = xi, si w E C , donde xi xi si i j.

Definición 1.9 Sea (Q, A, P) un espacio probabilistico y sea X una va-

riable aleatoria simple que toma los valores x 1 ,x 2 ,... , xn . Definimos la

distribución de probabilidad de la variable aleatoria X como el conjunto

{(xi, P(xi)) : i = 1,..., n}	 donde P(xi) = P(w E Q : X(w) -= xi).

Las variables aleatorias y sus distribuciones de probabilidad, pueden

considerarse una generalización del concepto frecuentista de probabilidad.

Se introducen como el modelo matemático ideal al que se aproximan las

distribuciones de frecuencias que se obtendrían en una repetición indefinida

de pruebas de este experimento.
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Problema de decisión con riesgo

Damos ahora las definiciones básicas relacionadas con la teoría de la

decisión [Berger,1988].

En adelante sea A -= {Ai : j = 1, . . . , ml un espacio paramétrico y sea

A = {a, : i -= 1, ... ,n} el espacio de acciones.

Definición 1.10 Se define la función de pérdidas como una función

L :AxA--R. La matriz definida por L se llama la matriz de pérdidas.

Sus elementos son Lii = L(ai, Ai) con i =1, . ,n, j =1, ... ,m.

Definición 1.11 Un problema de decisión se define como la terna (A, A, L)

donde A es el espacio paramétrico, A es el espacio de acciones y L es la

función de pérdidas.

Definición 1.12 Sea S-2 -= {x 1 , . , x s } un espacio muestral 'finito. Se de-

fine un experimento y se denota por E como la terna S = {Q:P(51), P}

donde P:QxA ---> [0,1] es una función que verifica

E p(xk Aj ) = 1 para todo j =1, ... ,m
k=1

Definición 1.13 Para un problema de decisión se define una regla de de-

cisión como la función d : 2 —> A que a cada suceso observable le asocia

una acción. Al conjunto de todas las decisiones lo denotamos por D.

Definición 1.14 El riesgo de Bayes se define como la función

R:Dx(2—>Rdonde

Tn

R(ai xk
	 L(ai , A3 ) • p(A3 xk)	 para todo k = 1,	 , s

siendo d(xk) = ai
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1.1.3 Cadenas de Markov

Las cadenas de Markov son de gran utilidad para estudiar la evolu-

ción de un sistema. Las definiciones dadas en este apartado son las nece-

sarias pasra la comprensión del capítulo cuatro. Para mayor detalle ver

[González y Thomason, 1978].

Definición 1.15 Sea T un conjunto de índices también llamado espacio

paramétrico. Un proceso estocá,stico es una familia de variables aleatorias

{Xt : t E T} que toman valores en el conjunto S llamado espacio de

estados.

En adelante supondremos que el espacio paramétrico T es discreto y el

conjunto de estados S es finito.

Definición 1.16 Se dice que un proceso estocástico es una cadena de Markov

(de estado finito) si para todo xl, . . , xn E S se verifica la siguiente propiedad:

P[Xn = xn 1X1 = xi, , Xn_i =	 — P[Xn = xn1Xn-i =x_]

Esta propiedad recibe el nombre de propiedad markoviana.

Definición 1.17 Se define la probabilidad de transición Pi(37 'n1) como la

probabilidad condicionada

(n)mPij 	= P[Xrn = 31Xn =	 con n <m e i, j E S

Definición 1.18 Decimos que una cadena de Markov es homogénea si ve-

rifica que

P[Xm±n = jIXm = i] -= P[Xn = jiX0 = i] para todo m E I

es decir, las probabilidades de transición P i(37 'rn) sólo dependen de la dife-

rencia entre m y n. En tal caso estas probabilidades de transición se dicen
(n)

que son estacionarias y se denotan por Pii a la probabilidad condicionada

Pi(37. 1) = P[Xn = jXo = i] connEI e i,jES
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Definición 1.19 Se define la matriz de probabilidades de transición P de

una cadena de Markov homogénea como la matriz cuyo elemento (i, j) es

= P[Xn+1 = jlXn = i].

Las matrices de transición son matrices estocásticas:

1. 0< Pii < 1 para todo i , j E S

2. Pii = 1 para todo i E S

Definición 1.20 Se define la matriz de transición en n etapas como la

matriz P(") cuyos elementos son p.

En las cadenas de Markov homogéneas, las ecuaciones de Chapman-

Kolmogorov proporcionan un método para calcular las probabilidades de

transición en n etapas y se deduce que P (n)

Definición 1.21 Sea {X0 , XI, X2, ... } una cadena de Markov con conjun-

to de estados S = {1, 2, ... , n}. Definimos el vector P(0) de probabilidades

iniciales como el vector

P(0) = (P[Xo	 P[Xo = 2], .. • , P [Xo = 71])

Para calcular la distribución de probabilidad de la variable Xn de una

cadena de Markov {X0, X i , X2, ... con conjunto de estados S = {1, 2, ... , n}

es necesario que se especifique la matriz de probabilidades P de transición

y un vector de probabilidades iniciales P(0). En tal caso

(P[Xk = P[Xk = 2],	 P[Xk n]) = P(0) • P k

Definición 1.22 Se dice que el estado j es accesible desde el estado i si

P.(7 ) > O para algún n> O

Definición 1.23 Se dice que los estados i y j son comunicantes o que se

comunican si el estado j es accesible desde el estado i, y además, el estado

i es accesible desde el estado j.
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Una cadena de Markov se puede representar por su diagrama de tran-

sición entre estados que es un grafo dirigido donde los vértices del grafo

representan a los estados de la cadena y los arcos indican las transiciones

entre los estados.

Como resultado de esta definición de comunicación se puede hacer una

partición del conjunto de estados en clases, en donde se dice que dos estados

que se comunican pertenecen a la misma clase.

Definición 1.24 Se dice que una cadena de Markov es irreducible si todos

los estados se comunican.

Definición 1.25 Sea f la probabilidad de que el proceso regrese al estado

i dado que comienza en el estado i. En tal caso los estados de una cadena

de Markov se clasifican en recurrentes si fii = 1 y transitorios si L i < 1.
Un caso especial de caso recurrente es el estado absorbente, donde 1

Definición 1.26 Una clase comunicante es cerrada si una vez que la ca-

dena alcanza un elemento de ella no se volverá a salir de los elementos de

la clase. Una clase comunicante es abierta si transcurrido un tiempo finito

la cadena no vuelve a ninguno de los estados de esa clase.

Teorema 1.3 (de descomposición para cadenas de Markov finitas)

El espacio de estados de una cadena de Markov finita se puede descomponer

de manera única como unión disjunta de clases comunicantes o estados sin

retorno donde cada clase es recurrente cerrada o es transitoria abierta. Las

clases del primer tipo tienen que existir necesariamente.

1.2 Itemsets con atributos positivos

En el problema clásico de la búsqueda de reglas de asociación se supone

una base de datos booleana a modo de tabla. Cada fila de la tabla corres-

ponde con una transacción y cada columna con un atributo. La i-ésima
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entrada de una fila puede ser un 1 o un O, dependiendo si el atributo está o

no presente en la transacción. Esto se formaliza en términos de funciones

parciales, las cuales en cada atributo, pueden incluir el atributo (valor 1),

excluirlo (valor O), o no considerarlo (indefinido).

Introducimos las definiciones correspondientes al problema de la bús-

queda de reglas de asociación formadas por conjuntos de atributos donde

todos sus atributos tienen valor 1.

Definición 1.27 Consideramos un conjunto R de atributos. Llamamos

itemset a cualquier subconjunto de atributos, es decir, a cualquier elemento

X E ?(R).

Sea T una base de datos sobre un conjunto R de atributos donde las

transacciones t E T toman valores en el dominio {O, 1 } . En este caso, cada

transacción t E T se puede considerar como un conjunto de atributos o

itemset donde para cada A E R diremos que A E t si y sólo si t(A) = 1.

Es decir, identificamos la transacción t de la base de datos con el itemset

X = {A E R: t(A) = 1 } .

Definición 1.28 Sea {t 1 ,	 ,tN} el conjunto de transacciones de una base

de datos T sobre un conjunto R de atributos. Se define el soporte o fre-

cuencia de un itemset X y se denota por fr(X) como la proporción del

número de transacciones que incluyen a X como subconjunto, es decir,

1{tET:XCt}l
fr(X)

N
	para todo X E P(R)

siendo C la relación de inclusión entre conjuntos.

Definición 1.29 Sea T una base de datos sobre un conjunto R de atributos

y sea a un valor mínimo del soporte especificado por el usuario. Decimos

que un itemset X es a-frecuente o simplemente frecuente si su soporte es

mayor que el soporte mínimo, es decir, si fr(X) > a. Denotamos por

Fr(T, a) al conjunto formado por todos los itemsets frecuentes, es decir,

Fr(T,o- ) = {X E P(R) : fr(X) > al.
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Una regla de asociación es una expresión de la forma X Y, donde X

e Y son conjuntos de attributos. El significado intuitivo de esta regla de

asociación es que los datos de la base de datos que contienen a X tienden

a contener a Y. Una regla es evaluada por un soporte y una confianza. El

soporte es el porcentaje de datos que contienen aX ya Y. La confianza

es el porcentaje de los datos que contienen a Y entre los que contienen X.

Definición 1.30 Dada una regla de asociación X 	Y, se define su con-

fianza y se denota por conf (X	 Y) al cociente entre la frecuencia de la

unión y la frecuencia de X, es decir,

fr(X UY)
con f (X Y) —

fr(X)

Definición 1.31 Dado por el usuario un valor de confianza mínimo, deno-

tado por 6, se dice que una regla tiene confianza mayor que 6 si su confianza

es mayor o igual que 6, es decir, si con f (X Y) > 6.

El problema de encontrar reglas de asociación que se enuncia de esta

forma:

"Dados un soporte mínimo a y una confianza 6, obtener reglas

X Y tales que f r(X UY) > a y con f (X Y) > 6."

1.3 Árboles de decisión

En este capítulo introducimos algunas nociones básicas sobre árboles

de decisión [Quinlan, 1986], [Quinlan, 1986a].

Sea A = {X1, , Xn , Y} un conjunto de atributos donde el atributo Y

es un atributo especial llamado "clase".

Cada atributo Xi toma los valores en D i = {1, 2, . , v(i)} con i =

1,	 , n, donde y es una función y : {1,	 , n} —+ N. El atributo Y toma

valores en D = {1,	 , h} y se dice entonces que hay h clases.
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Definición 1.32 Se define el universo de experiencias UE como el produc-

to cartesiano UE = D1 X • • • X D, x D.

Definición 1.33 Sea A = {X1 , , X,,Y} un conjunto de atributos. Se

define una experiencia e E UE como el vector e = (Xi(e), X2(e),

X,(e),Y (e)) donde Xi(e) representa el valor del atributo Xi en la experien-

cia e, con i = 1, . . . ,n e Y (e) es la clase a la que pertenece esa experiencia.

Sea T = {el, 	, eArl un conjunto finito no vacío de experiencias con el

que tra,baj aremos.

Definimos ahora las observaciones, que tienen la misma estructura que

las experiencias sólo que no tienen asignada una clase. Usaremos el árbol

de decisión resultante después de aplicar los algoritmos de aprendizaje in-

ductivos de árboles de decisión para predecir a qué clase pertenecen las

observaciones.

Definición 1.34 Se define el universo de observaciones UB como el pro-

ducto cartesiano UB = D1 X • • • x D.

Definición 1.35 Sea R {X1,	 , Xn,} un conjunto de atributos. Se de-

fine una observación b E UB como el vector b = (Xi(b),X2(b), • . • , Xn(b))

donde Xi(b) representa el valor del atributo Xi en la observación b.

Las siguientes definiciones formalizan a qué llamamos de forma genérica

una predicción y un sistema de predicción. Ambos conceptos son necesarios

para entender cómo usaremos el árbol de decisión obtenido para predecir

la clase de las observaciones.

Definición 1.36 Se define el universo de predicciones y se representa por

Up como el conjunto

Up =	 , Ph) E [O, 1 1 11 1
	

Pk = 1}

k=1
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Definición 1.37 Se define un sistema de predicción P como la función

P : UB Up donde P(b) = (131(b), • • . , Ph(b)) E Up siendo Pk(b) la

predicción de que la observación b pertenezca a la clase k con k = 1, . . , h.

Un árbol de decisión es un árbol (grafo conexo y sin ciclos) con deter-

minadas características:

• Cada vértice interno (incluida la raíz) del árbol está etiquetado con

un atributo del conjunto {X1 ,	 , X } y un conjunto de experiencias.

• Cada hoja del árbol tiene asociado un conjunto de experiencias.

• En un camino desde la raíz hasta cualquier hoja, cada atributo aparece

a lo sumo una vez.

• Cada vértice etiquetado con un atributo tiene tantos hijos como va-

lores haya dado el test para el atributo.

El proceso de construcción de un árbol de decisión a partir de un con-

junto finito de experiencias T se resume básicamente así:

1. Etiquetar el vértice interno (en el primer paso será la raíz):

Para cada atributo Xi con i = 1, . . . , n se elige un test Xi que realiza

una partición en los valores del atributo. Esta partición se denota

por 10i , j = 1, , u(i) / u(i) < v(i); u : {1, , n} N}. Los

conjuntos Oj se llamarán también valores. (La versión básica del

algoritmo [Quinlan, 1986, Quinlan, 1986a] supone siempre u(i) = v(i)

para la partición).

2. Elección de un atributo mediante algún criterio de división para ex-

pandir el árbol de decisión

Supongamos que Xi es el atributo elegido para etiquetar el vértice.

3. Crear hijos y repartir experiencias
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Se crean tantos hijos como valores de Xi haya dado el test X i .

A cada hijo se le asocia el subconjunto correspondiente de la par-

tición {T1, T2, .. , Tu(i)} siendo Ti =- fe E T: Xi (e) E Oil con

j = 1, , u(i).

4. Si existe un hijo que cumpla que todas las experiencias son de la mis-

ma clase, o un porcentaje de ellas es de una clase, o hay un número

determinado de experiencias o cualquier otra condición hoja que se de-

fina, el árbol no se expandirá por ese vértice. Para los demás vértices

que no cumplan la condición hoja se repiten los pasos del 1 al 3 hasta

que cumplan la condición hoja.

Definimos ahora el criterio de división para elegir el atributo que eti-

queta al vértice.

Para simplificar la notación denotamos por T al conjunto de experien-

cias en el nodo actual del proceso de construcción. Para el atributo Xi

con i = 1, , n, sea {0i, j 1, , u(i)} la partición de los valores del

atributo Xi dada por X. Sea	 T2,	 ,T()} la partición del conjunto

de experiencias siendo Ti = fe E TIXi(e)	 0j} con j = 1, . . . , u(i).

Definición 1.38 Sea X i el test asociado con el atributo Xi con i 1, . ,n.

Dada una función medida m : P(T)	 R+ donde P(T) es el conjunto

partes de T, se define la función	 : R x P(T)	 R+ donde

(Xi,T) = I Ti
IT

ni(Ti)	 para todo i = 1, . ,n
j=1

y T Ti U T2 U • • • U Tu(i) •

Definición 1.39 Sea X i el test asociado con el atributo Xi con i = 1, . ,n.

Se define la función gradiente A : R x P(T)	 R+ donde

A(Xi,T) = m(T) — (Xi,T) para todo i 1, . , n
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Finalmente, el criterio de división sigue la idea de [Quinlan, 1992].

Definición 1.40 Sea Xi el test asociado con el atributo Xi con i =-- 1, . . . ,n.

Se define el criterio de división y se denota por A' como:

A l (Xi ,T) = A(Xi , T)Imi (Xi ,T) para todo i -= 1, . . . ,n

Se elige como atributo para etiquetar el nodo actual el atributo Xk que

sea máximo en {A 1 (Xi, T) : Xi E R}.

El proceso de construcción de un árbol de decisión intenta revelar la

estructura del dominio y por tanto tiene poder de predicción. Para alcanzar

esto, se necesita en cada hoja un número significativo de casos; en otras

palabras, la partición debe tener el menor número de bloques posibles. El

problema de encontrar el árbol de decisión más pequeño consistente a partir

de un conjunto de experiencias es NP-completo [Hyalf y Rivest, 1976]. Por

lo tanto, la solución para cada problema depende en gran medida de la

elección de tests apropiados y de la elección de criterios de división apro-

piados.

1.4 Gramáticas y Autómatas

Se desarrollan ahora los conceptos básicos necesarios para la inferencia

de gramáticas.

Pueden encontrarse desarrollados con más detalle para los autómatas

finitos deterministas y las gramáticas regulares en [Hoperoft y Ullman, 1979],

para las gramáticas regulares difusas en [Honda et al., 1977, Santos, 1977]

y para las relaciones difusas en [Klir y Folger, 1988].

Definición 1.41 Sea E un conjunto no vacío al que llamamos alfabeto,
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• Sea n E N — {0}; una cadena sobre el alfabeto E es toda secuencia

finita w : {1, . ,n} ----> E. El natural n se llama longitud de w. Las

cadenas (también llamadas palabras) se denotan por yuxtaposición de

sus elementos, es decir, wiw2	 wn .

• Para cada conjunto E, denotamos por e, a la función E : O --÷ E y

la denominamos cadena vacía. Para cada conjunto E denotamos por

E° al conjunto E° = {O.

• Para todo n E N, sea En el conjunto de las cadenas de longitud n

sobre E. La unión de la familia {En}nEN se llama lenguaje universal

sobre E y se denota por E*.

• Un lenguaje es cualquier subconjunto de E* y se denota por G.

Gramáticas regulares

Definición 1.42 Una gramática regular (por la derecha) es un vector de

cuatro componentes que se denota por g = (V, T, 5, r) donde

• V -= {A0 = S, A1, A2,	 , A„,} es un conjunto finito no vacío a cuyos

elementos se les llama no terminales.

• T = {a i ,a2,... ,am } es un conjunto finito no vacío cuyos elementos

se les llama terminales; V n T O.

• S E V es el único símbolo inicial y

• r es un conjunto finito de reglas de derivación de la siguiente forma

A 2:	 akAi y Ai	 ak donde Ai E V, ak E TU {c}. Al lado izquierdo

de la regla se le llama antecedente y el lado derecho consecuente. Ca-

da regla la representamos por ri ,h, donde el primer índice corresponde

con el índice del no terminal del antecedente y el segundo índice co-

rresponde a la posición de la regla en el grupo de reglas con el mismo

antecedente.
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Lenguaje generado por una gramática regular

Definición 1.43 (derivación en un paso) La cadena w2 = x ak Ai se

deriva desde la w 1 = x Ai y se representa por  d: w1gw2 si existe una regla

de derivación en la gramática de la forma A i akAi ya que al aplicarla a

la cadena w 1 se obtiene la cadena w2 .

Definición 1.44 (derivación en n pasos) Una derivación en n pasos es

una secuencia finita de derivaciones en un sólo paso donde se deriva la

cadena wn a partir de la cadena wi. La derivación en n pasos se representa

por d : La derivación en cualquier número de pasos se denota

por

A las reglas de la forma A., 	 ak donde A E V, ak E T U {E} se les

llama reglas terminales porque en ellas termina el proceso de derivación de

una cadena.

Definición 1.45 El lenguaje generado por una gramática g es el conjunto

de todas las cadenas formadas por terminales que se pueden obtener a partir

de las reglas de derivación de la gramática g y se representa por c(g) o

simplemente por r.
L(g)= {w E T* I S1v}

Gramáticas regulares probabilisticas

Definición 1.46 Una gramática regular proba,bilística denotada por gp

es un par < g, P > donde g es una gramática regular por la derecha y

Pi,h E P es un conjunto ordenado de probabilidades que se asignan a las

reglas ri , h E r de la gramática Ç. En lo que sigue denotaremos p(r i ,h) = pi , h.

Definición 1.47 Una gramática regular probabilística g p se dice que es

propia si

para todo i con O <i <
	

Pi,h = 1

{h1Pi,hEr
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La probabilidad de una derivación d se calcula como el producto de

las probabilidades de las reglas usadas en la derivación de la cadena, es

decir, p(d) = Fl i< k <n p(rk) donde p(rk) es la probabilidad de la derivación

k-ésima, 1 < k < n. La probabilidad de una cadena viene dada por

la suma de las probabilidades de todas sus derivaciones en la gramática,

p(w) = Edeg p(d), w E G(g).

Autómatas finitos deterministas

Definición 1.48 Un autómata finito determinista es un vector de la forma

M = (K , E, 6, q„, F) donde:

• K es un conjunto finito no vacío a cuyos elementos se les llama es-

tados

• E es el alfabeto K fl = O

• 5: (K — F) x E -4 K es la función de transición

• q0 es el estado inicial, qo E K

• F es el conjunto de estados finales, F C K

Denotamos por (M) = G al lenguaje regular aceptado por M.

Damos la definición de grafo y grafo dirigido para introducir el diagrama

de transición de un autómata finito determinista.

Un grafo, denotado por G = (V, E), consiste en un conjunto finito de

vértices (o nodos) V y un conjunto de pares de vértices E llamados aristas.

Un grafo dirigido (o digrafo), que también se denota por G = (V, E),

consiste en un conjunto de vértices V y un conjunto de pares ordenados de

vértices E, llamados arcos. Denotamos un arco de y a w como y w.

Un autómata finito determinista se puede representar por su diagrama

de transición entre estados que es un grafo dirigido donde los vértices del
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grafo representan a los estados del autómata y los arcos se etiquetan con

los símbolos del alfabeto.

Autómatas finitos probabilistas

Definición 1.49 Un autómata finito probabilista es un vector de la forma

N = (K, E, 6, -y, n F) donde:

• K es un conjunto finito no vacío a cuyos elementos se les llama es-

tados

• E es el alfabeto K flE = 0

• 8: (K — F) x	 K es la función de transición

• -y : (K — F) x E --> [0,1] es la función de probabilidad del próximo

símbolo

• 7T : (K — F) —> [0, 1] es la distribución de probabilidad de los estados

iniciales

• F es el conjunto de estados finales, F C K

Además se cumple que para todo q E K — F,	 -y(q, o- ) = 1 y	 7r(q) = 1
aEE
	

qEK

Existe una equivalencia entre los gramáticas regulares y los autómatas

finitos deterministas y las gramáticas regulares probabilísticas y los autó-

matas finitos probabilistas [Hoperoft y Ullman, 1979].

Gramáticas regulares difusas

Sea X un conjunto llamado conjunto universal. La pertenencia de un

elemento a al subconjunto A de X es vista como una función característica
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p,A definida desde X a {0,1 } tal que

A (X)
1 si x E A

A = O si x A

A ,u,A(x) se le llama grado de pertenencia del elemento x al conjunto

A. El conjunto A se llama conjunto difuso si la imagen de la función de
pertenencia AA se define en el intervalo [0,1].

El valor 1 representa que el elemento pertenece nítidamente al conjunto
A, el valor O, representa la no pertenencia absoluta al conjunto A, y los
demás valores indican una pertenencia parcial al conjunto A.

Definición 1.50 (de relaciones difusas) Dados dos conjuntos X e Y.

Sea el conjunto universal X x Y, se define una relación difusa como un

subconjunto de X x Y que tiene asociado una función de pertenencia.

En particular se pueden considerar relaciones binarias difusas sobre un
mismo conjunto (relación binaria que se establece sobre el producto carte-
siano de dos conjuntos donde ambos coinciden).

Definición 1.51 Una gramática regular difusa denotada por Ç es un par

< g, > donde g es una gramática regular y 1.1 es una función de perte-

nencia que asocia grados a las reglas de la gramática. La expresión de las

reglas es de la forma pp(t) : akA • , ,up (r) : A —> ak donde ,u,p es el

grado de pertenencia.

Definición 1.52 (Grado de pertenencia de una secuencia en g) Sea

ai con i = 1, ... ,171, y x secuencias de (V U T)*. Sea i una norma trian-

gular y u su co-norma, entonces el grado de pertenencia de una secuencia

es

ttg (x) = u(i(p(S	 [t(ai —> a2), • • /-b(cem	 x)))





Capítulo 2

Información negativa

frecuente

En este capítulo desarrollamos un método para la búsqueda de con-

juntos frecuentes donde la aparición de atributos negativos también es im-

portante. El problema de la búsqueda de las reglas de asociación se en-

cuadra dentro del aprendizaje no supervisado porque los datos de los que

disponemos no están clasificados de ninguna forma.

Formalizamos el problema de la búsqueda de información negativa fre-

cuente, definiendo un lenguaje, una relación de especialización y un predi-

cado adecuados para este caso. Definimos la representación del conjunto de

itemsets que dará la clave del orden de búsqueda de los itemsets frecuentes.

Desarrollamos unas proposiciones que nos llevarán a los algoritmos para la

búsqueda de itemsets frecuentes con atributos positivos y negativos.

La búsqueda de los itemsets frecuentes se organiza dando prioridad

a los atributos positivos frente a los negativos para que no se obtenga

una cantidad muy grande de información irrelevante. Para ello también se

presentan algoritmos que sólo buscan itemsets frecuentes con un número

acotado de atributos negativos.

23
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Los algoritmos desarrollados son una variante del Apriori porque siguen

siendo algoritmos del tipo bottom—up pero son más eficientes que la apli-

cación directa de Apriori en nuestro problema. En nuestros algoritmos se

evita la evaluación explícita de los itemsets en la base de datos siempre

que sea posible. Esto se consigue a partir de unas relaciones que damos

sobre el cálculo de la frecuencia de un itemset a partir de las frecuencias

de determinados itemsets. Con esto se minimiza el número de itemsets a

evaluar en cada pasada por la base de datos. A estos nuevos algoritmos los

hemos denominado Neg—Apriori y Acot—Neg—Apriori.

2.1 Planteamiento teórico

Sea T una base de datos, G el lenguaje formado por todos los subcon-

juntos de datos de T y q un predicado que evalúa si una palabra y E G

es interesante o no. Queremos calcular el conjunto de todas las palabras

interesantes de r sobre T, es decir, el conjunto de palabras tales que  q(y)

sea cierto. A este conjunto lo llamamos Teoría de r, Tyqy lo denotamos

por Th(G,T,q).

Dada esta descripción general, existen dos subtareas a desarrollar:

1. Elaborar un método para descubrir palabras y candidatas a ser in-

teresantes y

2. comprobar si estas palabras y son realmente interesantes.

Dada una relación de especialización 	 en L, el conjunto Th(G,T, q)

se puede representar enumerando sólo sus elementos maximales, es decir, a

partir del conjunto

MT1t(r,T,q) = fc,o E Th(L,T,q) VO E Th(L,T,q)

se pueden obtener todos los elementos del conjunto Th(G,T, q).
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Obviamente, si G es infinito y q(v) se satisface para infinitas palabras,

no se puede calcular una representación explícita de Th(L,T,q).

Por lo tanto el problema de clasificar las palabras en interesantes o no,

se reduce a calcular los elementos maximales de Th(L, Y, q). La comple-

jidad de cálculo que requiere esta tarea se demuestra en un teorema en

[Mannila y Toivonen, 1997] y el resultado se basa en el concepto de fron-

tera.

Definición 2.1 Sea S un conjunto de palabras de G cerrado bajo la relación

Se define la frontera positiva como

Bd+ (S) = fy E SA g(y9) /V O E G,	 O	 --, g(9)}

Paralelamente se define la frontera negativa

Bd— (S) -= {yo E (G — S) A --ig((p) VO E r,O rs-, 99	 q(9)}

y la frontera del conjunto S de palabras

Bd(S) = Bd+ (S) U 13 (S)

En [Mannila y Toivonen, 1997] se desarrolla el algoritmo levelwise para

calcular T h(G, Y, q), y se demuestra que cualquier algoritmo que realice

preguntas a un oráculo para ver si g(yo) es interesante realizará al menos

1Bd(Th(L,T,q))1 preguntas para calcular Th(G,T,q).

Además, también se demuestra que el problema de encontrar conjuntos

frecuentes es un ejemplo del problema de encontrar MTh(G,T,q) para

un lenguaje y un predicado adecuados. En este caso, el predicado "ser

interesante" se interpreta como "ser frecuente".

El algoritmo levelwise y los algoritmos de la familia de Apriori son

esencialmente el mismo a la hora de organizar la búsqueda de palabras

interesantes y conjuntos frecuentes respectivamente. Con respecto a la

complejidad, desde el punto de vista práctico, las preguntas al oráculo se
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sustituyen por pasadas a la base de datos. En nuestro algoritmo seguimos

la filosofía del algoritmo Apriori organizando la búsqueda de conjuntos

frecuentes de primero en amplitud y con recuento. Por lo tanto, aunque la

complejidad del algoritmo levelwise y del algoritmo Apriori está en función

de parámetros diferentes se puede demostrar [Baixeries et al., 2000] que la

complejidad es realmente la misma.

Vamos ahora a trasladar esta formalización a nuestro caso de búsqueda

de información positiva y negativa. Primero, definimos un lenguaje con

una relación de especialización y un predicado adecuados para formalizar

la búsqueda de conjuntos frecuentes. A partir de ahí, mostramos que la

teoría de las fronteras del conocimiento se puede trasladar fácilmente a la

búsqueda de reglas de asociación en nuestro caso. La relación de especiali-

zación que definamos nos será útil más adelante para organizar la búsqueda

de nuestros conjuntos frecuentes.

2.1.1 Conjunto de atributos: Itemset

En esta sección, vamos a establecer un nueva definición de itemset que

generaliza el concepto de conjunto de atibutos. Nuestra intención es poder

distinguir dos tipos de atributos en el conjunto.

En adelante, sea T = {t 1 ,t2,. ,tN} una base de datos con N filas o

transacciones sobre un conjunto R = {A i : i E /} de atributos que toman

valores en el dominio {0,1} y sea I = {1, 2, ... , n} el conjunto de índices.

Para cada subconjunto p de I denotamos por AP al conjunto de atributos

de R cuyos índices están en p, es decir, para cada p E P(I)

AP = {A, E R/iEp}

Cada transacción t e T de la base de datos tiene un único identificador

y asigna un O o un 1 a cada elemento de R. Por tanto, las transacciones se

pueden considerar funciones sobre el conjunto de atributos e identificar los

subconjuntos de atributos como funciones parciales.
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El objetivo es encontrar en la base de datos las funciones parciales

más frecuentes y para ello identificamos cada evaluación de estas funciones

parciales con los conjuntos de atributos que se definen a continuación.

Definición 2.2 Para cada p E 'P(I) y s E P(I — p) llamamos itemset

al conjunto de atributos AP ,8 que se identifica con la función parcial que

evalúa cada atributo del conjunto AP a 1, cada atributo del conjunto As a

O e indefinido para el resto de atributos de R.

Si AP ,8 es un itemset, entonces los atributos de AP se denominan atribu-

tos positivos y los atributos de A' se denominan atributos negativos. Ade-

más, a los itemsets de cardinal los llamamos f-itemsets y si si = f el

conjunto AP ' s recibe el nombre de itemset f -negativos. La igualdad de

itemsets queda determinada por la igualdad de los conjuntos correspon-

dientes de atributos positivos y negativos.

De esta forma, cada transacción t E T se puede considerar como un

itemset donde para cada A E R diremos que A E t si t(A) 1 o bien

diremos que A E t si t(A) = O. Es decir, identificamos la transacción t de

la base de datos con el itemset Al' , " tal que t(A) = 1 para todo A E AP

t(A) = O para todo A e AS y pU8=I.

Obsérvese que el caso estudiado hasta ahora donde todos los atributos

de los itemsets eran positivos es un caso particular del nuestro para s = O.

Definición 2.3 Sea R = {Ai : i E I} con I = {1, . . . , n} un conjunto de

atributos. Llamamos I al conjunto formado por todos los itemsets, es decir,

I = {AP's I p E 'P (I), s E P(I— p)}

Ejemplo 2.1 Sea T una base de datos sobre el conjunto de atributos R =

{Al, A2, A3, A4}. Sean p -= {1,2} y s =- {4} dos subconjuntos de índices.

Llamamos AP , " y lo denotamos por {A1, A2,4} al subconjunto de atributos

que se identifica con la función parcial sobre R que asigna el valor 1 a los

atributos (positivos) del conjunto AP = {Al, A2} y O al único atributo

(negativo) del conjunto A' = {A4 } .	 •
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Definimos ahora el lenguaje cuyas palabras representarán a los itemsets.

Definición 2.4 Consideramos el alfabeto E = {Al, Al, , An ,A„} con

los símbolos ordenados según una relación que denotamos por < de esta

forma A1 < Al < A2 <A2 < • • • < <A. Definimos en E* el lenguaje

.0 formado por las palabras w = a l ...ak que cumplan estas condiciones:

I. ai E E para todo i = 1, . . . , k.

2. ai < ai+ i para todo i = 1, ... ,k —1.

3. Si Aj E w Tij w para cada j =1, . ,n.

De la definición anterior se desprende que la longitud máxima de cual-

quier palabra del lenguaje .0 es n y además, la igualdad de palabras (símbolo

a símbolo) se reduce a la igualdad de los conjuntos de símbolos del alfabeto

que las componen.

Proposición 2.1 Sean y y w dos palabras del lenguaje L y consideramos

los conjuntos de símbolos de estas palabras: V = faEE/aEvl yW=

{bEE/bEw}. Entonces w si y sólo si V = W

Demostración: Si y = w entonces la igualdad símbolo a símbolo determina

que V = W. El recíproco se demuestra aplicando la condición de ordenación

de los símbolos en una palabra.

Ahora vamos establecer una biyección entre el lenguaje y el conjunto

I formado por todos los itemsets de tal manera que cada itemset AP ,s

corresponda a una palabra del lenguaje w = aia2 ae donde E = i u si Y

cada a i de w es el símbolo Ai o bien el símbolo Ai para algún j E I. Por lo

tanto, en el ejemplo 2.1, el conjunto {Al, A2, A4} se puede identificar con

la palabra A1A244 del lenguaje.

Teorema 2.1 La aplicación b : I que a cada elemento w E  r le

asigna el itemset AP ,8 E I siendo p el conjunto de índices {i E I I Ai E w}

y s el conjunto de índices {,1 E I I Aj E w}, es una biyección.
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Demostración: Veamos que la aplicación es inyectiva, es decir, que si
b(wi) = b(w2) entonces w 1 w2.

Para ello, sean b(wi) = AP ' s y b(w2) = Aq' t dos itemsets. La igualdad

de itemset determina que p=qy s=t y como

p=q	 fiEI/ILLEW11-={iEI/AiEW2}

{A EE/AEW1}={AEE /A E w2},

s =t
	

{/E-T/A3Ew1}={jE// 4jEw2}

{AEE/11Ewil={AEE/AEw2} )

entonces, w1 = w2 por la proposición 2.1 sobre la igualdad de palabras en
un lenguaje.

Probemos ahora la sobreyectividad viendo que para todo AP0 E I existe

un w E L tal que f (w) AP ' s . Sea AP ' s un itemset con ip U si = y
consideramos el conjunto de símbolos del alfabeto E dado por

W = {A 1 E E/ i p} u {71i E E/ j E s } .

Consideramos la palabra w E que verifica:

que w = aia2	 a.e con ai E W para todo i = 1,... f, y
que a, < ai+i para todo i =	 — 1.

y por lo tanto, f (w) =	 .

Este teorema es fundamental para identificar nuestro problema con el
planteamiento teórico y poder estudiar su complejidad.

2.1.2 Frecuencia de un itemset

Para definir la frecuencia de un itemset necesitamos definir una relación
de especialización entre los itemsets del conjunto I.

Definición 2.5 En el conjunto I definirnos la relación de orden parcial -4

de la siguiente manera: si X = A" e Y = Aq' t son dos itemsets de I,
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decimos que X r.,17 si y sólo si pCq ysC t. En tal caso, diremos que X

es un subconjunto de Y.

Una transacción de la base de datos se puede ver como una función total

sobre el conjunto de atributos y un itemset o subconjunto de estos atributos

puede ser visto como una función parcial. Si estas funciones parciales se

pueden extender a alguna función total correspondiente a una transacción

entonces decimos que los itemsets son subconjuntos de las transacciones y

empleamos el símbolo 4 para representar dicha relación.

Obsérvese también que cada transacción se pueden ver como un ele-

mento de /, identificando cada valor igual a O de la transacción con su

correspondiente atributo negativo e identificando cada valor igual a 1 con

su correspondiente atributo positivo.

Definición 2.6 Sea R =	 : i E /1 un conjunto finito de atributos y sea

T = {ti,t2	 ,t N} el conjunto de transacciones de una base de datos. Para

cada itemset X E I definimos el conjunto Tx de todas las transacciones

que contiene a X, es decir,

Tx = {t E TIX --4 t}	 para todo X E

Ahora estamos en condiciones de extender la definición de frecuencia

para estos nuevos itemsets que consideran atributos negativos.

Definición 2.7 Sea R = {A i : i E /} un conjunto finito de atributos y

sea T = {t i , t 2 , , tN} el conjunto de transacciones de una base de datos.

Se define el soporte o frecuencia de un item,set X y se denota por fr(X)

como la proporción del número de transacciones que incluyen a X como

subconjunto, es decir,

1Tx1
fr(X) =

N
para todo X E

Proposición 2.2 La definición de frecuencia para los item,sets verifica las

siguientes propiedades:
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1. fr(X) E [0,1] para todo X E I.

2. fr(0) = fr(AØ'Ø) -= 1.

Demostración: Para demostrar la propiedad I debemos tener en cuenta

que Tx C T, con lo cual O < ITx1 < = N y, por lo tanto, fr(X) E [0, 1].

La propiedad 2 es una consecuencia de que To= {tET:O=,<t} =T y,

por tanto, fr(0)= N/N =1.

Ejemplo 2.2 Sea R = {A, B, C, D} el conjunto de atributos correspon-

diente a la base de datos T cuyas transacciones aparecen en la tabla de la

figura 2.1. Para calcular la frecuencia del itemset X = A B C, recorremos la

ABCD

ti 1 0 0 0

t2 1 1 0 0

t3 0 1 0 1

t4 1 0 0 1

t5 1 1 1 0

t6 1 0 1 0

t7 1 1 1 0

t8 0 1 1 0

t9 1 0 0 0

ti0 1 1 0 0

Figura 2.1: Base de datos del ejemplo 2.2

base de datos contando todas las transacciones que contengan a X, es decir,

buscamos transacciones que asignen 1 al atributo Ay O a los atributos B y

C. En este caso, el conjunto de estas transacciones es {t i , t4, t9 } y aplicando

la fórmula de la frecuencia obtenemos

Ifti
' '

 t9}1	 3
fr(X) =	

10	
= = 0 3	 •

10
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Veamos que la frecuencia definida sobre el conjunto de itemsets I se
puede considerar como una función de probabilidad.

Si definimos los conjuntos A, = {t e T I t(Ai) = 1} y 14.3 = ft E

T/t(A3 ) = 01, entonces para cada p E P(I) y s e 'P(I —p) podemos definir

AP ' s = (niGpAi) n (niEs A3 ) que identificaremos con el correspondiente
itemset A" de I.

Consideramos el espacio muestral Q = {A" : pUs -= I} y sea A = 7) (Q)

un álgebra de Boole. Sobre el espacio probabilizable (Q, A) definimos la
función de probabilidad P : A El como

Ix'
P(X) =-

N
para todo X E A

que corresponde con la frecuencia del itemset X de I.

Definición 2.8 Sea T una base de datos sobre un conjunto R de atributos y

sea a un valor mínimo del soporte especificado por el usuario. Decimos que

un item,set X es a-frecuente o simplemente frecuente si su soporte es mayor

que el soporte mínimo, es decir, si fr(X) > a. Denotamos por Fr(T , a)

al conjunto formado por todos los itemsets frecuentes que se encuentran en

Y.

Con respecto a la relación de especialización definida antes tenemos
la propiedad de antimonotonía respecto a los conjuntos de atributos fre-
cuentes.

Proposición 2.3 Sea Y una base de datos sobre un conjunto R de atribu-

tos y sean X e Y dos itemsets. Si X -4 Y entonces fr(X) > fr(Y).

Demostración: Por la transitividad de la relación, si X Y entonces
cualquier transacción t E T que verifique la condición Y r4 t también
verifica la condición X =-4 t. Con esto hemos comprobado que el cardinal
del conjunto {t e TIX r t} es mayor que el cardinal del conjunto It E

T I X ,4t} y por tanto, fr(X) > fr(Y).
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Teorema 2.2 Sea y una base de datos sobre el conjunto R = {A i : i E / }

de atributos y sea A" un itemset. Si u es un conjunto de índices tal que

u C I — (p U s) entonces el conjunto {Tx I X E g , s} es una partición del

conjunto de transacciones  TAPS.

Demostración: Hay que comprobar que la intersección dos a dos es vacía,
es decir, Tx n Ty -= 0 si X � Y y que la unión es el total, es decir,

Uxeif,'s Tx = TAP ' S

Por un lado, si X, Y E g's y X Y entonces existe i E u tal que

Ai E X y .71i E Y o bien 4 E X y Ai E Y. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que Ai E X y 7,4i E Y. Ahora t(Ai) = 1 para todo t E Tx y
t(Ai) = O para todo t E Ty y, por lo tanto, Tx n Ty = 0.

Por otro lado, para comprobar la igualdad Uxeg, , Tx = TAP, , vamos a
demostrar que se verifica la doble inclusión.

C) Si t E Uxeg, , Tx entonces existe un X E I tal que t E Tx y se

verifica

t e Tx
X E

(1)> X	 t
(2)
> A" X

A" t	 t E TAP,..

donde (1) es una consecuencia de la definición del conjunto Tx y (2) se

deduce del lema 2.1.

D) Sea t E TAp,.. Si q ={i E u / t(Ai) -= 1} y t = {j E u / t(Ai) = 0}

entonces X = APUq' sUt	 t, es decir, t E Tx. Y como X E 11,"' s entonces

t E UXE/f, , s Tx

Proposición 2.5 Sea T = {t1,t2,	 ,tN} una base de datos sobre el con-

junto de atributos R = {A1 : i E /} y sea A" un itemset. Si u es un

conjunto de índices tal que u C / — (p U s) entonces

f r (A") =	 fr(X) para todo A" E I.
XelTz s

Demostración: Partiendo de la definición de frecuencia del itemset AP's
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obtenemos

	= N	
1	 1

	

fr (Ap, ․ ) _ ITAP , s1 (*) 1 	  }Tx=	 1Tx 
N	 N

xeg , s	 X eg,: s 	X eg ,s

fr(X)

aplicando en (*) que, por el teorema 2.2, el conjunto {Tx I X E /l'hl es

una partición del conjunto de transacciones TAPS.

Ahora obtenemos un caso particular de descomposición de frecuencias

utilizando itemsets con un único atributo añadido. En el algoritmo de

búsqueda de conjuntos frecuentes, esta descomposición permitirá calcular

las frecuencias de algunos itemsets sin necesidad de rastrear la base de

datos.

Proposición 2.6 Sea Y una base de datos sobre el conjunto de atributos

R = {Ai : i E / } y sean p E PM y s E p(I - p) dos subconjuntos de

indices de I. Entonces para cada índice i E I — (p U s) se verifica que

fr(A") = fr(APu liLs) f r(AP'su{ i } )

Demostración: Consideramos el conjunto u = {i} y aplicamos la proposi-

ción 2.5.

Por último, y como caso particular del teorema 2.2, veamos que el

conjunto de todos los itemsets con los mismos atributos (sin distinguir su

carácter positivo o negativo) constituye una partición en la base de datos

y por tanto, la suma de sus frecuencias es 1.

Definición 2.10 Sea T una base de datos sobre el conjunto de atributos

R = {A i : i E / } . Para cada u E P(I) con l'al = llamamos Pei al conjunto
OOIu ' de todos los itemsets con los mismos .e atributos correspondientes al

conjunto u de índices, es decir,

= {A  El /pus  = u, u =
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Proposición 2.7 Sea T una base de datos sobre el conjunto de atributos

R = {Ai : i E .1}. Para cada uEP(I) con lui = se verifica que

1. el conjunto {Tx / X E	 es una partición de T

2. y, además, Ex E pi fr(X) =1.

Demostración: Consideramos el itemset A" y el conjunto de índices u = I.

En ese caso, la propiedad 1 se obtiene aplicando directamente el teorema 2.2

y la propiedad 2 se deduce de la proposición 2.5 sabiendo que fr(A") = 1.

En ambos casos se tiene en cuenta que ./'s =- I. El

2.1.3 Reglas de asociación

Para definir las reglas de asociación formadas por estos nuevos itemsets

con atributos positivos y negativos, necesitamos definir la unión de itemsets.

Para las definiciones y proposiciones de esta sección vamos a considerar una

base de datos T sobre un conjunto R de atributos y sea I el conjunto de

itemsets.

Definición 2.11 Sean X = AP ,5 e Y = Ag ,' dos itemsets que verifican que

pnt =0 y qns= 0. Se define la unión XUY y la intersección X nY a

partir de la unión e intersección de los atributos que los forman, es decir,

X U Y — APuq'sut
	 x n y Apng,snt.

Ejemplo 2.3 Sea T una base de datos sobre el conjunto de atributos R =

{A,B,C, D } . Para calcular la unión e intersección de dos conjuntos X e Y

es necesario que ningún atributo positivo de un conjunto sea negativo en el

otro y viceversa. Por tanto, si X =ABCeY =ACD, podemos obtener la

unión X U Y =ABCDyla intersección X nY =A C. Sin embargo, no es

posible calcular ninguna de estas operaciones entre los itemset X =ABC

e Y = ABD porque el atributo B aparece como positivo en X y como

negativo en Y. •
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Nótese que la unión de dos itemset es realmente una conjunción en el

sentido de que las transacciones deben contener simultáneamente aX y a

Y.

Proposición 2.8 Para dos iternsets X e Y, se tiene la siguiente relación

entre conjuntos de transacciones

{tET/xuY4t}=ftET/X4tInftET/Y4t1

Demostración: Se sigue directamente de que X U Y t es equivalente a

(X t) A (Y t).

Las reglas de asociación formadas por los nuevos itemsets se definen de

igual manera, es decir, una regla de asociación es una expresión de la forma

X Y donde X e Y son itemsets. Sin embargo, los conjuntos X e Y

deben cumplir las condiciones necesarias para poder definirse la unión de

ambos.

Definición 2.12 Dada una regla de asociación X 	Y, se define su con-

fianza denotada por con f (X	 Y) como el cociente entre la frecuencia de

la unión y la frecuencia de X, es decir,

fr(X UY)
con f (X Y) =

f r(X)

Definición 2.13 Dado por el usuario un valor de confianza mínimo deno-

tado por 6, se dice que una regla X Y tiene confianza mayor que 6 si

con f (X Y) > 6.

Ya tenemos todo los elementos para plantear el problema de encontrar

reglas de asociación que se enuncia de esta forma:

"Dados un soporte mínimo a y una confianza  6, se quieren

obtener reglas X Y tales que fr(X U Y) > a y, además,

con f (X Y) > ."
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Básicamente, el proceso para generar las reglas de asociación consiste

1. Encontrar itemsets o conjuntos de atributos que sean frecuentes,

2. a partir de cada itemset frecuente Z, obtener todas las posibles par-

ticiones formadas por dos subconjuntos X e Y y

3. determinar la confianza de las dos reglas que se obtienen para cada

partición.

Si Z es un conjunto frecuente de cardinal f, el número de reglas posible

E (-)	 ___ 2 = 2 . (2" — 1)

una vez eliminada la partición trivial que no genera ninguna regla propia.

Como vemos, en la generación de reglas se tiene en principio un número

exponencial de subconjuntos. Sin embargo, realmente se obtienen pocos

conjuntos frecuentes porque acotamos el número de atributos negativos

que pueden aparecer en los itemsets frecuentes.

Ejemplo 2.4 Sea T una base de datos sobre el conjunto R = {A,B,C,D}

de atributos y supongamos que el itemset Z = ABD es frecuente y de

cardinal 3. Para calcular todas las reglas posibles que se generan a partir

Z consideramos todos los subconjuntos no triviales de Z que determinan

3 particiones distintas. Cada una de ellas da lugar a dos posibles reglas

en:

es
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según vemos en la tabla

Subconjuntos

propios de Z

A

AB

AD
BD     

Partición	 Regla

{X, Y}	 X Y

{A,B1-51 A /3175
{B, A D} B=A
{DAB}	AB
{AB,} AB

{AD, B} A D B
{BD,	 BT A      

que hacen un total de 6 posibles reglas cuya confianza pueda ser mayor que

un cierto valor mínimo prefijado. 	 •

El último paso para evaluar si una regla tiene confianza mayor o igual

que 6 requiere conocer las frecuencias de todos los subconjuntos de Z para

realizar el correspondiente cociente. Hemos demostrado que si Z es fre-

cuente entonces todos sus subconjuntos también lo son y por lo tanto cono-

cemos sus frecuencias. Por tanto, vamos a centrarnos en el problema de

encontrar todos los conjuntos frecuentes porque es la fase que conlleva ma-

yor coste computacional.

2.1.4 Complejidad de la búsqueda de itemsets frecuentes

Para nosotros, que una palabra del lenguaje sea interesante es lo mismo

que decir que un itemset sea frecuente, es decir, nuestro predicado q evalúa

si el itemset es frecuente. Por lo tanto, aplicando el teorema 2.1, se puede

establecer una biyección entre el conjunto Fr(T,u) de itemsets frecuentes

y la teoría T h(L, T , q).

Veamos que la complejidad del problema de obtener todos los conjuntos

frecuentes vuelve a ser la misma que en el algoritmo teórico levelwise.

Definición 2.14 Sea a un soporte mínimo y sea Fr(T, a) un subconjunto

de itemsets de I que es cerrado bajo	 Definimos la frontera positiva de
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Fr(T, o- ) como el conjunto

Bd+ (Fr(T, a)) = {X E Fr(T, o-)/ V Y E I , X r.,< Y f r(Y) < a}

Paralelamente se define la frontera negativa de Fr(T,u) como el conjunto

Bd — (Fr(T,o- )) = {X E - Fr(T,o- )/ V Y E 1,Y X fr(Y) > a}

y la frontera del conjunto Fr(T, u)

Bd(Fr(T , u)) = (Fr(T, u)) U B (Fr(T , a))

Con esta definición, el problema de obtener todos los itemsets frecuentes
se reduce a determinar los elementos maximales del conjunto Fr(T, u) que
constituyen la frontera positiva. Por tanto, el problema es equivalente a
encontrar la frontera positiva de la teoría Th(G,T, q) para un lenguaje y
un predicado adecuados. En este caso, el predicado "ser interesante" se
interpreta como "ser frecuente".

En [Mannila y Toivonen, 1997] se determina que la complejidad de cual-
quier algoritmo para calcular Th(G,T, q) es 1Bd(T h(L, T , q)) I. Por tanto,
la complejidad del problema de encontrar todos los conjuntos frecuentes
vuelve a ser IBd(Fr(T,a))1.

La proposición 2.4 justifica la búsqueda de los itemsets frecuentes por
niveles como se define en el algoritmo levelwise. Si la enumeración de los
itemsets se hace de abajo arriba pararemos cuando todos los itemsets fre-
cuentes maximales hayan sido generados. Simétricamente la enumeración
se parará cuando se hayan generado todos los itemsets no frecuentes mini-

males.

La aportación de nuestro algoritmo es la disminución del número de
itemsets para los que hay que calcular su frecuencia mediante pasadas por
la base de datos. Esto se logra procesando las frecuencias en un orden
adecuado. Además, para calcular el resto de las frecuencias establecemos
relaciones que permiten determinar unas frecuencias a partir de otras.
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2.2 Consideraciones de búsqueda

Como en el planteamiento teórico, consideramos dos tareas en el cálculo

de itemsets frecuentes:

1. Determinar los itemsets candidatos a ser frecuentes y

2. comprobar si estos candidatos son realmente frecuentes.

En esta sección vamos a establecer las propiedades que permiten es-

tablecer un método para realizar estas dos tareas y diseñar el algoritmo

correspondiente.

Sea R = {Ai : i E /} un conjunto de atributos y sea I el correspondiente

conjunto de itemsets. Si el cardinal de R es n, se puede comprobar que

existen 3" itemsets distintos. Sin embargo, para el problema de buscar

conjuntos frecuentes podemos prescindir del itemset impropio O = A0,0 y

del itemset A" que en la práctica tiene frecuencia O. Por tanto, a lo sumo

hay 3" — 2 conjuntos frecuentes y el objetivo es proporcionar un algoritmo

que permita encontrarlos evitando evaluar todos los conjuntos mediante

pasadas por la base de datos.

2.2.1 Representación de los itemsets

La relación de especialización	 definida en el conjunto de itemsets se

puede representar mediante un diagrama de Hasse o diagrama de un con-

junto parcialmente ordenado. Para visualizar mejor el proceso de búsqueda,

vamos a considerar este diagrama como una estructura espacial que dispone

los itemsets en niveles y plantas. Cada nivel contiene todos los itemsets con

igual número de atributos y cada planta contiene todos los itemsets con el

mismo número de atributos negativos.

Definición 2.15 Sea R = {Ai : i E /} un conjunto de atributos y sea I el

conjunto de todos los itemsets. Llamamos I f,,e al conjunto de los f-itemsets
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f -negativos de I, es decir,

If,={A' 5 E I/lpUSl=SI -f}

Observemos que el conjunto If,e corresponde al elemento de la estruc-

tura situado en el nivel (level) de la planta f (floor). Además, estos

elementos de la estructura determina una partición en el conjunto I de

todos los itemsets.

Si Rl = n entonces la estructura consta de n+1 plantas que se enumeran

de O a n. Todas las plantas no tienen el mismo número de niveles de tal

manera que los itemsets de la planta f se organizan en n — f + 1 niveles.

En cada nivel .e hay (7) • 2e itemsets (f-itemsets) y en cada planta f se

encuentran todos los itemsets con f atributos negativos. De esta manera,

pueden existir a lo sumo (7) • 2n-f itemsets frecuentes con f atributos

negativos y por lo tanto,

. 2n-f

f=0

determina el número máximo de itemsets frecuentes con a lo sumo k atri-

butos negativos. Veamos un ejemplo sencillo para mostrar esta estructura

de itemsets.

Ejemplo 2.5 Sea R = {A, B, C, D} un conjunto de cuatro atributos. En

la figura 2.2 se representa en el plano la estructura que contiene todos

los posibles itemsets. Cada elemento de la estructura se ha representado

por un rectángulo que corresponde al conjunto /tt en función de la planta

f (columna) y del nivel .e (fila) al que pertenece. En cada rectángulo se

representan algunos o todos los itemsets correspondientes a ese conjunto

y, junto a ellos, el par (f,f) que indica la planta f y el nivel .e al que

pertenecen. •

La importancia de esta estructura radica en la relación entre sus elemen-

tos. Por un lado, si consideramos una determinada planta, cada itemset de
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Figura 2.2: Estructura del espacio de itemsets

un nivel está relacionado (en el sentido 	 con algunos de los itemsets de

los niveles consecutivos en esa misma planta. Por otro lado, si nos fijamos

en dos plantas consecutivas, cada itemset de un nivel de la planta inferior

está relacionado con algunos de los itemsets del siguiente nivel de la planta

superior.

Proposición 2.9 Sea R = {Ai : i E / } un conjunto de atributos y consi-

deramos los itemsets X E If re e Y E Igre±i con < III. Si X Y entonces

g = f o bien g f +1.

Demostración: Consideramos las siguientes implicaciones:

- Si X = AP' s E I LE	 entonces IP sl =	 Y IsI= f.
- Si Y = Aq't E I m_pi entonces lqutl =f+1 Y Iti=9-

Como X Y entonces pCqysCt y, por lo tanto, se verifica alguna de

estas condiciones:

o bienp=qyt=sU{i}coniE/—(pUs)yentoncesg=f+ 1

o biens=tyq=pU{i}coniE/—(pUs)yentoncesg= f

Además, si consideramos un determinado nivel, cualquier itemset de ese

nivel sólo está relacionado (en el sentido	 consigo mismo.
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Proposición 2.10 Sea R = {Ai : i E I) un conjunto de atributos. Para

cada e < I consideramos el conjunto fe = {AP,s E I/ lp U si = de

todos los f-itemsets. Sean X e Y dos itemsets del conjunto I. Si X ,4 Y
entonces X = Y, es decir, en h no hay dos elementos distintos que estén

relacionados.

Demostración: Sean X = AP' s e Y = Aq ,t . Si X 4 Y entonces sabemos

que se cumple:

que pCq y por tanto II Iql y además

que sCt y por tanto si < iti.

Como X e Y pertenecen a h sabemos que ip U si = lq U ti = e, es decir,

IPI + Isl = lql + Itl

y por lo tanto no queda más remedio que cumplirse que p=qys =- t y

entonces X = Y.

Obsérvese que el conjunto h de la proposición anterior es igual a la

unión de todos los elementos de la estructura situados en el nivel e, es

decir,

h = U im	 para todo	 = 0, 1, . . n
f <.e

y por tanto, como explicábamos antes, no existen dos itemsets distintos del

mismo nivel que estén relacionados.

Por último, veamos que para cada nivel podemos elegir itemsets por

plantas de tal manera que el conjunto de estos itemsets determina una

partición en la base de datos y, por lo tanto, la suma de todas sus frecuencias

es 1.

Proposición 2.11 Sea T una base de datos sobre el conjunto de atributos

R = {Ai : i E I} . Para cada e < III consideramos un subconjunto de índices

u E P(I) tal que lul = e. Entonces el conjunto 17 = {AP's EllpUs= u}

verifica las siguientes propiedades:
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1. Para cada I fre con f < f existe al menos un X E Isf re tal que X E I.

2. La suma de las frecuencias es I, es decir, 	 fr(X) =1.
XE.1-7

Demostración: Para comprobar la propiedad 1 vamos a construir el co-

rrespondiente itemset X para cada conjunto 11,1. Sea u = {i1 , i2, el

subconjunto de índices. Para cada /f, con f < consideramos los conjuntos

s = {ii / j < f} y p = u — s. Ahora, el itemset X = AP ,5 pertenece al

conjunto PI porque pUs =u y, además, X E /.0 porque lp U si = y

Isl = f.

La propiedad 2 presenta el mismo resultado obtenido en la proposición

2.7.

Como veremos, esta estructura resulta útil para describir el procedi-

miento de búsqueda de conjuntos frecuentes; tanto en la generación de

candidatos, como en el cálculo directo de algunas frecuencias sin mirar en

la base de datos.

2.2.2 Cálculo de frecuencias

Vamos a determinar la relación entre las frecuencias de itemsets de

plantas consecutivas para evitar la evaluación explícita (pasada por la base

de datos) de muchas de ellas. Además, obtenemos resultados que permiten

reducir el número de posibles itemsets frecuentes en el proceso de generación

de candidatos cuando u es mayor que 0,5.

Consideramos dos formas duales de atacar el problema. La primera

consiste en empezar considerando los itemsets de atributos positivos e ir

añadiendo atributos negativos progresivamente. En este caso, si se procesan

en un orden adecuado, las frecuencias de los nuevos itemsets se obtienen a

partir de las frecuencias de algunos itemsets de la planta anterior. La forma

dual consiste en empezar considerando los itemsets con todos los atributos

negativos e ir añadiendo atributos positivos progresivamente.
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En este trabajo, consideramos la primera forma que consiste en ir aña-
diendo información negativa (es decir atributos negativos) de forma pro-
gresiva y controlada. Para ello, utilizamos una descomposición de las fre-
cuencias de un itemset en términos de las frecuencias de los itemsets de la
planta anterior. En general, a partir de los niveles .e — 1 y de la planta

f — 1, podemos obtener información sobre la frecuencia de los itemsets del

nivel f de la planta f.

Teorema 2.3 Sea p E 'P(I) y s E	 - p) tal que Isi >1. Entonces para

todo j E s se verifica que

fr(A") = fr(A" —{3} ) — fr(APu libs —{3} )

Demostración: Por la proposición 2.6 sabemos que

fr(AP , ․ ) _= fr (APufil, ․ )+ fr (Ap,su{i}) .

Considerando los conjuntos q =- p y t -= s U {i} tenemos

fr (Aq' t — {i } ) = fr(Aqu lib t — {1} ) + fr (Aq' t )

y despejando fr(Aq ,t ) tenemos el resultado

fr(Aq' t ) = fr(Aq' t—{3} ) — fr(Aqulib t—{3} )

parap=qys=t.

Esta proposición nos permite calcular la frecuencia de cualquier itemset

A" E LE que no esté en la planta O, como diferencia de las frecuencias de
dos itemsets que están respectivamente en y en /f_ Le. Además,

hay 1,51 posibles formas de descomponer fr(AP , ․ ) y todas ellas nos propor-
cionan el mismo resultado.

Ejemplo 2.6 Sea T una base de datos sobre el conjunto de atributos

R	 {A, B ,C, D} y supongamos que se han calculado la frecuencia de
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los itemsets A, C y AC de la planta O. A partir de ellos, podemos calcular

las frecuencias de los itemsets Ti, 7, A y 7C de la planta 1.

fr(A)	 = fr(0) — fr(A)	 1— fr(A)

fr(C)	 = fr(0) — fr(C)	 1— fr(C)

fr(AC) = fr(A) — fr(AC)
fr(AC) = fr(C) — fr(AC)

Incluso podemos calcular la frecuencia del itemset AC de la planta 2 a
partir de las frecuencias calculadas y, en este caso, de dos formas distintas:

fr(AC) = fr(A) — fr(AC) =1 — fr(A) — fr(C)+ fr(AC)

o bien

fr(A C) = fr(C) — fr(A C) = 1 — fr(C) — fr(A) + fr(AC)

•

2.2.3 Generación de candidatos

Desarrollamos ahora las proposiciones que aplicaremos en la generación

de candidatos.

Proposición 2.12 Sea p E 'P(I) y s E P(I — p) tal que si >1. Si o- es el

soporte mínimo entonces se verifica que

1. fr(AP , ․ ) > o- si y sólo si existe j E s tal que fr(A"— {i}) > u +
fr (Aputil,s—{i}).

2. Si existe j E s tal que fr(A"—{i } ) <a entonces fr(AP , ․ ) < o- .

Demostración: Esta proposición es una consecuencia inmediata del teore-

ma 2.3. Para demostrar las dos propiedades basta sustituir la frecuencia

del itemset AP>8 por su correspondiente descomposición en diferencia de

frecuencias. En la propiedad 2, además hay que tener en cuenta que la

frecuencia de cualquier itemset es siempre mayor o igual que O.
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Esta proposición establece los criterios necesarios para determinar si un

itemset es frecuente en función de la información sobre la frecuencia de los

itemsets de la planta anterior.

Ejemplo 2.7 Sea T una base de datos sobre el conjunto R = {A, B, C, D}

de atributos y supongamos que se ha calculado la frecuencia del itemset A C

del nivel 2 en la planta 1 y ha resultado ser no frecuente. En este caso,

sabemos que los itemsets ABC y ACD de la planta 2 son no frecuentes

y por supuesto cualquier itemset que sea mayor que A C en en el sentido

dado por . •

Para los resultados anteriores sobre la relación entre las frecuencias de

itemsets podemos considerar sus resultados duales intercambiando los atri-

butos positivos con los negativos.

Proposición 2.13 Sea p E P(I) con 1131 > 1 y s E 'P(/ — p). Si a es el

soporte mínimo entonces se verifica que

1. fr(AP , ․ ) = fr(AP— f ibs) — fr(AP— nsu{ 1}), Vi E p.

2. fr(AP , ․ ) > a si y sólo si existe i E p tal que fr(AP— { i } , ․ ) > a +
fr (AP—filou{i}).

3. Si existe i E p tal que fr(AP— { i } , ․ ) <a entonces fr(AP , ․ ) < a.

Demostración: Identificar los itemsets AP ' s con los correspondientes item-

sets A s 'P y aplicar el teorema 2.3 para demostrar la propiedad 1 y los

resultados obtenidos en la proposición 2.12 para demostrar las propiedades

2 y 3.

Utilizando los resultados de estas proposiciones, existen distintas formas

de recorrer la estructura. Por ejemplo, podemos calcular primero las fre-

cuencias de los itemsets con el mayor número posible de atributos, obtener
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así los itemsets frecuentes en ese lugar y determinar todos sus subcon-

juntos para usar esta información en la búsqueda de los demás conjuntos

frecuentes.

En la práctica, este procedimiento no sería muy práctico ya que en las

últimas plantas de la estructura es dificil que haya conjuntos frecuentes

porque las frecuencias de esos itemsets son pequeñas. En este caso, las

proposiciones no son útiles. En el ejemplo del supermercado, es poco proba-

ble que haya muchos clientes que realicen exactamente las mismas compras.

En la práctica, la frecuencia del itemset A" es O y resulta útil aplicar

el siguiente resultado.

Proposición 2.14 Si fr(A") = O entonces para cada i E I se verifica

que

I.	 = fr(A0" — {}).

2. Si fr(A"— {i}) > o- entonces para todo j E I —	 se verifica que

fr(Alib i—{1,i 1 ) >

Demostración: La propiedad I es una aplicación directa del teorema 2.3

mientras que la propiedad 2 se deduce de la propiedad I y de que en este

caso	 A { i}-1—{i}. Aplicando la proposición 2.3 se obtiene el

resultado.

También usaremos las siguientes propiedades que tienen en cuenta si el

soporte mínimo exigido por el usuario u es mayor o no que el 50%. Así

podemos obtener una poda extra cuando se piden frecuencias muy altas

(aunque este caso es poco habitual en la práctica).

Proposición 2.15 Para todo atributo A E R se verifican las siguientes

propiedades:

1 . Ifr(A) — 0,51 <	 — 0,51 <=> 1 fr(A) — 0,51 <	 — 0,51, Va E[0,11.
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2. Si a < 0, 5 entonces

f r (A) 5_ o- 	f r (A) > o- y f r (A) > 1 — o -	 f r (71) < o- .

3. Si a = O, 5 entonces

f r(A)	 o- <#. f r(A)	 a- 	y fr(A) < o- <=> fr(A)	 o- .

4. Si a > O, 5 entonces

f r (A) > o- 	f r (A) <a y fr (A) < 1 — o - <=> f r (71) > o- .

Demostración: La propiedad I se demuestra a partir de la definición de
frecuencia de un atributo negativo y de las propiedades de los valores ab-
solutos. El resto de las propiedades se deducen de los casos particulares de
la propiedad para los distintos valores de o- .

Para los demás itemsets de cardinal mayor que uno tenemos la siguiente
proposición en el caso en que a sea mayor que 0,5.

Proposición 2.16 Sean p E P(/) y s E	 - p) dos subconjuntos dis-

juntos de índices del conjunto I. Si a > O, 5 se verifican las siguientes

propiedades

I. Vj e s, si fr(AP , s — { 3 }) > a + fr(APulib 8— { 3 }) entonces
fr (Apulibs—{3})< a.

2. Si 3j E s / fr(APutib 3— { 3 }) > 1 — a > a entonces fr(AP , ․ ) < u.

Demostración: La propiedad 1 es una consecuencia inmediata del teo-

rema 2.3 y la propiedad 2 se deduce a partir de la contraposición de la
propiedad I.

La proposición anterior determina condiciones para la generación de
candidatos y la determinación de la frecuencia de un itemset a partir de
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determinadas frecuencias. Podemos generalizar este resultado consideran-

do todos los itemsets correspondientes de las plantas anteriores. Esto se

establece en la siguiente proposición.

Proposición 2.17 Sean p E 'P(I) y s E P(I —p) dos subconjuntos disjun-

tos de índices del conjunto I. Si o- > O, 5 se verifica que

E fr (ApUx,s—x)	
— a >
	

fr(AP's) < o-

xCs,x�0

Demostración: Consideramos el conjunto A") y sea u = s. Por la proposi-

ción 2.5 tenemos que

fr(AP' Ø ) =	 fr(X) = fr(A")±	 fr(APux'')

xegm	 xcs,x4

y como O < fr(AP ,Ø) < 1 se deduce que si E fr(APux , ') > 1— a entonces

fr(AP , ․ ) < u.

Esta proposición determina condiciones para la generación de candidatos.

Según esta condición para que un itemset sea candidato puede que tenga-

mos que llegar a comprobar las frecuencias de un número demasiado alto

de itemsets. Por este motivo, en el algoritmo usaremos la proposición 2.16.

2.2.4 Proceso de búsqueda

Básicamente, nuestro algoritmo usa la filosofía del algoritmo Apriori cal-

culando los itemsets candidatos y frecuentes por niveles sucesivos. Nosotros

generalizamos este procedimiento para incorporar el recorrido por las dis-

tintas plantas en la estructura espacial de itemsets.

Como hemos visto antes, las frecuencias de los itemsets de la planta

f con f > 1, se pueden calcular a partir de determinadas frecuencias de

itemsets de las plantas f y f — 1. Por lo tanto, en un principio intentaremos

que los únicos itemsets para los que se calcule su frecuencia directamente,
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haciendo una pasada por la base de datos, sean aquellos que estén en la
planta cero. Llegado a un cierto nivel, en la planta cero no habrá más
itemsets frecuentes pero en las demás plantas sí puede seguir habiendo
conjuntos frecuentes. Entonces otra planta tomará el papel de planta cero.
A estas plantas que actúan como planta cero las llamamos planta base.
Ahora desarrollamos con más detalle esta idea.

Supongamos que estamos en el nivel f — 1 y todos los (f — 1)-itemsets

candidatos han sido clasificados en frecuentes y no frecuentes, veamos en-
tonces como el algoritmo pasará a generar candidatos en el nivel f.

En la planta k = O, por la proposición 2.4, AP ,0 E /0" será candidato si
todos sus correspondientes subconjuntos del nivel f — 1 son frecuentes, es

decir, si A} ,0 es frecuente para todo i E p. Para el resto de las plantas,

el itemset AP ,3 E _Tm con f > 1 será candidato si para cada i E p, AP— f ib s E

If,-1 es frecuente y si para cada j E s, AP , s — {i} E es frecuente.
De esta manera, para generar los candidatos de un nivel de la planta f sólo

necesitamos considerar los itemsets del nivel anterior en las plantas f —1

f.

Para determinar si estos candidatos AP ,s e /Le son frecuentes sólo hay
que comprobar, aplicando la proposición 2.12, si j E 8, fr(A" — {3 }) >

a+ fr(APufibs — {3 }). Para ello, antes hemos tenido que calcular la frecuencia
de los itemsets APU } E

Diseñamos un algoritmo que sea capaz de calcular las frecuencias de los
itemsets en un orden adecuado sin aumentar el número de pasadas por la
base de datos y evaluando sólo las frecuencias de las plantas que actúan
como planta cero.

En cualquiera de las versiones que presentamos, el algoritmo siempre
comienza calculando la frecuencia de los itemsets con un sólo atributo y,
además, positivo, es decir, los itemsets del conjunto 11,1. La proposición

2.15 permite calcular la frecuencia de los itemsets formados por un sólo
atributo a partir de la frecuencia de su complementario y, por lo tanto,
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podemos saber la frecuencia de todos los itemsets con un único atributo.

Una vez procesado el nivel = 1, se saben cuáles son los únicos atributos

que pueden incorporarse a los itemsets para generar candidatos. Esta in-

formación obtenida del primer nivel se usa en el algoritmo para refinar el

conjunto de índices asociado a los atributos negativos.

Además, una vez fijado un nuevo nivel, el recorrido por las distintas

plantas nos proporciona otro refinamiento en el algoritmo para la genera-

ción de itemsets candidatos. Supongamos que todos los itemsets AP , s E lf,,e

son no frecuentes. Entonces, mediante la relación de orden sabemos que

A(/ , ' no es frecuente para todo pC q y para todo s C t. Visualicemos

este resultado en la estructura: si consideramos que cada rectángulo /f,,e

de la estructura espacial de itemsets se identifica con el punto  (f, 1) del

plano cartesiano XY, entonces la región en la cual sabemos que no existirán

conjuntos frecuentes es la intersección de las regiones x > f e y > x+ (e— f).

En el algoritmo, esta información se almacena en el conjunto de índices J E

I. Para cada nivel, en el momento de procesarlo, el conjunto J contiene los

índices correspondientes a las plantas que no contienen ningún candidato.

Ejemplo 2.8 Sea T una base de datos sobre el conjunto de atributos R =

{A, B, C, D} y supongamos que a =- 0.4. Vamos a explicar el proceso de

generación de candidatos y el camino que sigue nuestro algoritmo para la

búsqueda de conjuntos frecuentes. Supongamos que los itemsets frecuentes

maximales que encontraremos son ABC, ABC, and A.

Por lo tanto, A, B, C son atributos frecuentes, y también B y C son

atributos negativos frecuentes.

Al comienzo, encontramos que D, A, y D no aparecerán en ningún

itemset frecuente. El algoritmo almacena esta información mediante el

nuevo conjunto 7. En el siguiente paso, tomamos como candidatos, primero

los itemsets correspondientes en 10,2, segundo en 11 ,2, y por último en 12,2

que cumplan las condiciones.

Encontramos como itemsets frecuentes a AB, AC, BC, AB, AC, y BC.
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En este momento, sabemos que no existen itemsets frecuentes en 12,2. Por

lo tanto, no existirán itemsets frecuentes en (f, e) con f > 2, e>2ye> f.

Esta información la usa el algoritmo a través del conjunto J para refinar la

búsqueda en la generación de candidatos. En el siguiente paso buscamos

los itemsets frecuentes en 10,3 y 11 ,3 y ABC, ABC son itemsets frecuentes,

y la búsqueda en el siguiente nivel, prueba que junto con AB, ellos son los

itemsets frecuentes maximales.

A lo largo de este ejemplo queda claro como actuaría el algoritmo en el

caso que diéramos una cota sobre los atributos negativos en los itemsets:

descartando plantas que no cumplan esta limitación. •

2.3 Algoritmos de búsqueda de itemsets frecuentes

Presentamos ahora los algoritmos para la búsqueda de itemsets fre-

cuentes. Damos primero un algoritmo donde se explica cuál es el método

que hemos usado para alcanzar nuestro objetivo de hacer las mismas pasa-

das que Apriori por la base de datos pero sin tener que evaluar todas las

frecuencias. Para ello, recorremos la estructura de itemsets para procesar

las frecuencias en un orden adecuado y poder obtener unas en función de

otras.

La idea básica es realizar el recorrido por niveles (de esta forma nos ase-

guramos que en la generación de los candidatos del siguiente nivel tenemos

la información sobre la frecuencia de todos sus subconjuntos). Además,

en cada nivel se irán calculando las frecuencias de los itemsets progresiva-

mente por plantas, es decir, comenzaremos calculando en la base de datos,

la frecuencia de los itemsets de la planta base. Con estas frecuencias po-

dremos calcular la frecuencia de los itemsets de la siguiente planta mediante

las diferencias definidas en el teorema 2.3. Sucesivamente continuamos este

proceso hasta que terminemos con todas las plantas de ese nivel donde haya

candidatos.
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Primero presentamos un algoritmo más teórico donde se integran los

casos u < O, 5 y a > O, 5 y donde suponemos que siempre que necesitemos

una frecuencia para realizar la diferencia la tenemos calculada. Posterior-

mente, presentaremos dos algoritmos, uno para cada condición de corte de

a donde vamos obteniendo las frecuencias de forma ordenada para disponer

de ellas en el momento de calcular frecuencias por diferencias.

Hasta ahora hemos dicho que seguiríamos la filosofía de Apriori de reco-

rrer la estructura de itemsets por niveles, pero debido a las particularidades

de nuestro caso también se podría pensar recorrer la estructura por plan-

tas para encontrar los itemsets frecuentes. El algoritmo que describe ese

proceso se encuentra en el apéndice B.

2.3.1 Algoritmo Neg—Apriori

Presentamos ahora los algoritmos de una forma más precisa. En un

principio no se hace ninguna restricción sobre el número de atributos ne-

gativos que pueden aparecer en los itemsets frecuentes. En el apéndice A

se muestran todos los algoritmos que calculan los itemsets frecuentes con a

lo sumo un número determinado de atributos negativos.

Entrada del algoritmo:

• Un conjunto R de atributos o su correspondiente conjunto I de índices.

• Una base de datos T.

• Un soporte mínimo a E (0,1).

Salida del algoritmo:

• El conjunto de todos los itemsets frecuentes.

Parámetros del algoritmo:



56	 CAPÍTULO 2. INFORMACIÓN NEGATIVA FRECUENTE

• f es la planta base y su valor indica el número de atributos negativos

que tiene el itemset. Corresponde a la planta donde hay que evaluar

las frecuencias directamente; la primera es la planta cero y progresi-

vamente se va cambiando la planta base a medida que llegamos a un

nivel vacío en la planta base.

• es el nivel y su valor indica el cardinal del itemset.

• k es la variable interna utilizada para recorrer las distintas plantas de

un mismo nivel.

• Cm es el conjunto de itemsets candidatos del nivel de la planta k.

• Lm es el conjunto de itemsets frecuentes del nivel de la planta k.

• 7 es el subconjunto de índices cuyos atributos son los únicos que

podrán aparecer en los itemsets frecuentes con atributos negativos.

Si 7 = 0 no se tendrán itemsets frecuentes con atributos negativos y

por lo tanto se puede usar cualquier algoritmo clásico (p.e. Apriori)

que sólo considere atributos positivos.

• J indica, en cada nivel, las plantas donde no habrá itemsets fre-

cuentes.

El algoritmo recorre la estructura espacial en el orden primero en nivel

y segundo en planta, es decir, realiza el siguiente camino:

(0,1), (1,1); (O, 2), (1, 2), (2, 2); (0,3), (1,3), (2,3), (3,3); (0, 4), ...

donde las comas separan las plantas y los punto y comas separan los niveles.

En los conjuntos Cm con k > 1 del algoritmo se explicitan las condi-

ciones de pertenencia al conjunto pero se ha omitido su construcción. El

conjunto AP ,s e Cm se genera como candidato a partir de los conjuntos

AP , s 1 E Lk_jj_i con m E -- (pus') y s = s'Ufml. Inicialmente, suponemos

que todos los conjuntos Cm y L1,.e para f < < ri son vacíos.
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Ahora presentamos los algoritmos en pseudocódigo. Cada uno de ellos

incluye uno o varios módulos para que su lectura sea más sencilla. Al

finalizar, incluimos comentarios adicionales sobre ciertas instrucciones.

Algoritmo Neg-Apriori

1. L0,1 := {A{i } ,0 , Vi E I/ MA{ 7 }' 0 ) > al;

L1,1 :=	 Vi E I/ fr(A° , {i}) =1 — fr(Al ib° ) >
7 := ti E //A0 ' {} E Li,i1;

if 7 —= O then Apriori else

2. CO 3 2 := {AP '0 E /0,2/Vi E p, AP—{" E L0,1};

L0,2 := {AP'° E Co,2/ f r(AP '° ) > a } ;

3. f:-=- O; := 2; J := O;

4. while f < and < n do

while L f � O and < n do

k	 f +1;

L_1:= O;
Cand-Freq

if = n then output;

:= +1;

J := J U {k +1/ k E J,k < n};

if f -= O then

:= {AP' Ø E 1-0,0/i E p, AP — {ib° E Lo ye-1};

Lo re	 {AP' Ø E Co,d fr(AP'Ø ) > a}

else

Lf ye :=
fi

od (while -e)
if f = then output;

f := f +1;
C1, := {AP , s E If,/Vi E p, A/3-1 '4 ' 8 E L1,_1,
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Vj E s, AP's- {3} E Lf- i re- i};
Lf ye := {AP ,8 E Cf,e/qj e s, fr(AP-9- {3 }) > u + fr(APu{ 3 } ,5- { 3 })};

J:= Ju 
{
f — 1}

od (while f)

5. output U Lk, e
k<.e<n

fi

En el grupo de instrucciones etiquetadas con 1, el algoritmo calcula

primero los conjuntos frecuentes formados por un único atributo positivo y,

a partir de ellos, el conjunto de itemsets frecuentes formados por un único

atributo negativo. Una vez obtenida esta información se sabe cuando se

suba a las demás plantas en el desarrollo del algoritmo con cuáles únicos

atributos se pueden buscar conjuntos frecuentes con atributos negativos y

cuando se aumente de nivel, con cuáles únicos atributos se pueden buscar

conjuntos frecuentes con atributos positivos.

En el grupo de instrucciones etiquetadas con 2 y 3 se calculan los item-

sets frecuentes del nivel 2 en la planta O y se inicializan las variable respecti-

vamente. La última instrucción del algoritmo etiquetada con 5 proporciona

la salida.

El grupo de instrucciones etiquetadas con 4 constituyen el cuerpo prin-

cipal del algoritmo y es donde se produce el recorrido por la estructura en

busca de los conjuntos frecuentes. La primera sentencia while establece la

condición de finalización del proceso y la segunda sentencia while que se

anida a ésta, corresponde a los cambios de planta base. El módulo Cand-

Freq permite subir de planta a partir de la planta base para calcular los

itemsets candidatos e itemsets frecuentes de cada nivel. El pseudocódigo

correspondiente a este módulo es
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Cand-Freq

while k <? do

if k J then

Lk,e := 0;
if u <0,5 then

:= {AP ' s E /k re/Vi E p,	 E Lk,-1,

j E s,AP's-{i } E Lk-1,P-1}
else

:= {AP' s E kdei E p,AP- Iil's E Lk,-1,

V j E s,AP's-{i } E Lk-1,P-11
V j E s, fr(APubbs-{i } ) <

fi

Lke := {AP ' s E Cm/]j E s, fr(AP0-01 ) > u + fr(APu{3}8 _ {i} )};

if Lic ,,e = 0 then J := J U {k} fi

fi

k := k +1;

od (while k)

Después de ejecutar este módulo, el algoritmo sube de nivel y se calculan

los itemsets frecuentes del nivel siguiente de la planta base (L1». Si este

conjunto no es vacío volvemos a repetir el proceso (while f) para volver a

recorrer todas las plantas de ese nivel. Si el conjunto Lf,t es vacío entonces

cambiamos de planta base (f := f +1) para calcular el nuevo conjunto Lf,f,

y poder repetir de nuevo el proceso.

En todo este proceso se intenta aprovechar la mayor información posible

entre las plantas y minimizar la evaluación de la frecuencia de los itemsets

en la base de datos. Cuando u > 0, 5, en la generación de candidatos se tiene

en cuenta que ningún itemset relacionado con el candidato en el mismo nivel

y en la planta anterior sea frecuente. Incluso, usando la proposición 2.16,

se puede exigir algo más restrictivo como que sea menor que 1 — u.
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2.3.2 Algoritmo Neg—Apriori-1

Cuando se generan candidatos y se calculan frecuencias, se supone siem-

pre que se tienen calculadas todas las frecuencias necesarias. Estos son los

casos en los que hacen falta determinadas frecuencias:

- En Cm cuando a > 0,5 se necesita que fr(APu lib 8— { 3 }) < a para

todo j E S.

- Para cualquier a se necesita que exista j E s tal que fr(AP , s — {i}) >
+ fr (APufil,s—{i}),

La frecuencia fr(A" — {3 }) siempre la tenemos porque para que A"

sea candidato AP , s — {3 } tiene que haber sido frecuente. Sin embargo, no

siempre conocemos fr(APubbs —{i } ) y esto puede deberse a que el itemset

AP'{-1 } , s — {j} E /k- 1 ,t no haya sido candidato y por tanto, su frecuencia no

ha sido calculada. Este conjunto puede no haber sido candidato por dos

razones: porque no todos sus subconjuntos son frecuentes o porque caiga

dentro del conjunto formado por J.

Por lo tanto, si queremos usar la diferencia de frecuencias, tendremos

que calcular la frecuencia de todos estos itemsets directamente en la base de

datos. Los siguiente algoritmos incorporan unos nuevos conjuntos de can-

didatos (0k,f) correspondientes a estos itemsets. Para mantener el número

de pasadas en la base de datos, las frecuencias de estos conjuntos se cal-

culan a la vez que se calculan las frecuencias de los itemsets de la planta

base.

El siguiente algoritmo se utiliza en el caso de que a < O, 5 y obtiene los

conjuntos frecuentes recorriendo la estructura por niveles completos.

Algoritmo Neg-Apriori- 1 (o- < O, 5)

1. L0,1 := {A{ i } ,0 , Vi E 11 fr(iltiP) > al;

L 1 , 1 := {A(6, {i}, Vi E // fr(A° , { i}) = 1 — fr(Al ib° ) > al;
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7 := {i E / /AM' ) E L1,11;
if / = O then Apriori else

2. f := O; := 1; J := O;

3. while f < and < n do

while Lf , € � O and e < n do

:= +1;

L —1,e-1 := O; L_1 := O;
if f J then

Cf,,e	 {AP , s E /Le/Vi E p,AP— { i } ,8 E Lf re_ i ,

Vj E s,A"— {i} E Lf- 1,e- 1}

else

L f,e := O
fi

Cand-Freq-level

:= J U {k + 1 / k E J, k < n};

od (while e)
while L = O and f < and < n do

J := J U {f};

f := f + 1
od(while f)

od(while f and e)

4. output U Lic,.e
k<t<rt

fi

Al igual que el algoritmo anterior, en el grupo de instrucciones etique-

tadas con 1 se calculan los conjuntos frecuentes formados por un único

atributo y se refina el conjunto de índices para la generación de candidatos.

Las instrucciones etiquetadas con 2 y 4 inicializan las variables y propor-

cionan la salida respectivamente.
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El grupo de instrucciones etiquetadas con 3 constituyen el cuerpo prin-

cipal del algoritmo y es donde se produce el recorrido por la estructura en

busca de los conjuntos frecuentes. Igualmente, la primera sentencia while

establece la condición de finalización del proceso y la segunda sentencia

while que se anida a esta corresponde a los cambios de planta base. El

módulo Cand-Freq-level permite subir de planta a partir de la planta

base para calcular los itemsets candidatos e itemsets frecuentes de cada

nivel. El pseudocódigo correspondiente a este módulo es

Cand-Freq-level

k := f + 1;

L“-1:= 0;

while k < do

if k J then

:= {AP's E /k,/Vi E p,AP- fil's E Lk,-1,

V j E S, AP 's—{3} E Lk_1 re-11;

Ok,e := {A" E Ck ,dei E 8, APu{3 } , s — {3} Ck—i,e1

fi

k k +1

od (while k)

:= C f U (UIC:=f +1,kVJ 64);

Le := {AP' s E	 fr(A") > a};

:= L n
k := f +1;

while k < do

if k J then

Lk,,e := {AP ' s E Ck,P — Ok,/ ].j E s, fr(AP , s-{i})> o- +fr(APu{31 's-{i} )};

Lk,.e := Lm U Cfq n Ok,();
if Lk re -= 0 then J	 J U {k} fi

else Lk,t :=
fi
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k := k + 1

od(while k)

En el módulo Cand-Freq-level, la primera sentencia while genera todos

los candidatos en el nivel f. Además, comprueba qué candidatos necesitan

calcularse directamente por la base de datos y va creando los subconjuntos

kt de la siguiente forma

Ok,f := {-AP ' s E Cm/ Vj e s, APu{i},s—{i}

Después realiza la unión de todos estos conjuntos en ese nivel y crea el

conjunto 0. En este conjunto están todas los itemsets para los que hay

que calcular su frecuencia directamente en la base de datos.

La segunda sentencia while calcula los itemsets frecuentes que restan

mediante las diferencias y distribuye los itemsets frecuentes obtenidos en el

conjunto anterior en cada conjunto de frecuentes correspondiente.

Después de esto, el algoritmo seguirá subiendo de nivel en el bucle

while f and f hasta que en la planta base exista un conjunto Lm = O y

sea necesario cambiar de planta base. Si es así, fijado un nivel, el bucle

while f va aumentando de planta buscando el primer conjunto de itemsets

frecuentes que sea no vacío para tomarlo como nueva planta base.

2.3.3 Algoritmo Neg—Apriori-2

Este algoritmo híbrido se utiliza en el caso de que u > O, 5 y obtiene los

conjuntos frecuentes recorriendo la estructura de las dos formas descritas

en los algoritmos anteriores.

Algoritmo Neg-Apriori-2 (o- > O, 5)

1. L0,1 := {A{ i } ,0 , Vi E I/ fr(Afil ,(6 ) >

L 1 , 1 := {A0 '{}, Vi E I/ f r(A. (6, { i }) = 1 — fr(A{ i } ,°) >
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:= fi, E I/A0, {1} E L1,11;
if 7 = 0 then Apriori else

2. CO 3 2 := {A' 	/0 ,2/ Vi E p, AP- 	 E L0,1};

L0 ,2 :=	 E Co,2/ fr(AP , °) > al;

3. f := 0; := 2; J	 0;

4. while Loe 0 and < n do

Cand-level

Co re+1 := {AP' Ø E io re+1./Vi E p, AP- ftb° E Lo,e};

Ct	 Co re+1 u (Uk:=1k0J6c,f);
-Le := {AP ' S E	 f7:(AP , 8) >
Loki, := n Cop_i;

Freq-level

J := J U {k + 1/k E J, k < n};

:= E + 1
od (while f)

5. if Lot 0 and .e -= n then output;

Cand-level

6 := (Lfc:=1,kvJ Ok,f);

{AP ' S E ã / fr(AP , ․ ) > a};

Freq-level

if .e = n then output;

while Lf,f = 0 and f < do

J := J U {f};

f := f + 1
od(while f)

6. Punto 3 del algoritmo de a < 0,5

7. output U LIc re
k<f<n

fi
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Al principio el algoritmo se comporta como Neg-Apriori, de hecho, las

instrucciones etiquetadas con 1, 2 y 3 son las mismas. Al llegar a las sen-

tencia 6 se aplica el correspondiente punto 3 del algoritmo Neg-Apriori-1 y

se finaliza el proceso con la salida que proporciona la instrucción etiquetada

como 7. Pero, veamos qué ocurre en los grupos de instrucciones 4 y 5.

Mientras que la planta cero sea la planta base se sigue el recorrido que

hace el algoritmo Neg-Apriori, es decir, por niveles obtiene los itemsets de

cada planta que sean frecuentes y los itemsets frecuentes del siguiente nivel

en la planta cero (Módulos: Cand-level y Freq-level). De esta forma se

aprovecha la información de la planta anterior para generar los candidatos.

Este proceso se corresponde al punto 4.

Cuando la planta cero deja de ser la planta base hay que volver al algo-

ritmo Neg-Apriori-1 porque no podemos generar los candidatos del siguiente

nivel ya que no se han calculado las frecuencias de los conjuntos k , .,e del

nivel anterior. En el punto 5 del algoritmo se calculan las frecuencias de

los itemsets de estos conjuntos que quedan en ese nivel.

Cand-level

k :=	 Lere—I := 0; 00 re = 0;
while k < do

if k J then

Ck re := {AP ' s E ke /Vi E p,	 E Lk,E-1)

V j E s,AP' s—{i } E Lk-1,E-1)

E s, APu{i} ' s—{i} E (jk—i re — Ok-1,P1

fr(APu lib s—{3} ) <1 — 01;

Ok,f := {AP ' s E Cm/ej E S, APu lil' s—{i } ck_i re};

Lk,e := {AP' s E CM-6413j E s, fr(AP0— {3 }) > + f r (APu li b s—{i} )1;
k := k +1
fi

od (while k)
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Freq-level

k := 1;
while k < do

if k J then

Lk,e := Licre U (te n Ok,,e);
if Lk , .e = O then J := J U {k} fi

else Lk,e := O
fi

k := k + 1
od(while k)

2.3.4 Complejidad

Con respecto a la complejidad del algoritmo, desde un punto de vista
teórico se consideran dos aspectos: la generación de candidatos y el cálculo
de frecuencias de los itemsets.

El peor caso en la generación de candidatos se presenta cuando el so-
porte mínimo a es menor o igual que 0,5. En este caso, dos itemsets, uno
de ellos con un atributo particular positivo y el otro itemset con el mismo
atributo negativo pueden ser frecuentes simultáneamente. Sin embargo,
si u > O, 5 por la proposición 2.16 se puede refinar la generación de can-
didatos. Además, independientemente del valor de a los conjuntos I y J

refinan la generación de candidatos.

Por otro lado, se pueden obtener las frecuencias de determinados item-

sets como diferencia de frecuencias ya calculadas de itemsets de la planta
anterior. Aquí es donde realmente se reduce la complejidad porque permite
obtener la frecuencia de itemsets sin tener que calcularla directamente en
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la base de datos.

Además, en todos los casos y como ocurre en el algoritmo Apriori, el

número de pasadas por la base de datos es m + 1 siendo m el cardinal

del itemset frecuente con mayor número de atributos. Supongamos que

en el proceso de ir avanzando por niveles, hemos alcanzado (sin saber) el

itemset frecuente de mayor cardinal y éste tiene m atributos. Entonces, en

el caso peor, podría pasar que generásemos los itemsets de cardinal m + 1

y así, dando una última pasada por la base de datos comprobaríamos que

ninguno era frecuente y por lo tanto el algoritmo acaba.





Capítulo 3

Generación de árboles de

decisión con valores

desconocidos

El problema de la generación de árboles de decisión se encuadra dentro

del aprendizaje supervisado, sin conocimiento adicional y sin modelo. Es

supervisado porque las experiencias están marcadas, es decir, conocemos a

qué clase pertenecen, pero no tenemos ninguna información más. Tampoco

podemos suponer un modelo que genere esas experiencias.

En este capítulo, desarrollamos nuestro enfoque para considerar las ex-

periencias con valores desconocidos en la ejecución de los algoritmos de

aprendizaje inductivo de árboles de decisión. La motivación de ello es la

predicción de nuevas observaciones. Una vez generado el árbol de decisión,

éste se convierte en una serie de reglas llamadas reglas inductivas con un

parámetro de validez asociado. Este parámetro depende del número de

experiencias que componen cada una de las hojas del árbol. Si existe un

número mayor de experiencias, la predicción de la clase de nuevas obser-

vaciones será más precisa. Seguiremos la filosofía del algoritmo C4.5 en la

69
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generación del árbol.

Desarrollamos tres puntos básicos para adaptar los pasos del algoritmo

donde es necesario conocer el valor del atributo. Primero, modificamos el

criterio de división para incluir los valores desconocidos. Segundo, expli-

camos cómo asignar valores a las experiencias con valores desconocidos en

los atributos teniendo en cuenta los valores del atributo y los de la clase.

Tercero, explicamos como se incluyen las experiencias en los subconjuntos

de la partición del nodo. Por último, tratamos la predicción de la clase

de las observaciones con valores desconocidos usando árboles de decisión

con todas las variantes. Además, presentamos resultados experimentales

donde se muestra que nuestro método obtiene mejores resultados que C4.5.

Esto se debe a que nosotros tenemos en cuenta más información cuando se

incluyen las experiencias en los subconjuntos de la partición.

En la segunda parte de este capítulo trataremos el problema de valo-

res desconocidos como un problema de decisión con riesgo. De esta forma

asignaremos un parámetro de confianza y un parámetro de error a ca-

da asignación de valores que hagamos. También se los asignaremos a la

predicción. Con ello, damos dos medidas informativas en la asignación de

valores generalizando el método seguido por C4.5.

Experiencias y observaciones con valores desconocidos

Sea T {el,	 , eN} un conjunto finito no vacío de experiencias. En

adelante consideramos el conjunto de atributos A -= {X1,. , X , Y } donde

el atributo Y es un atributo especial llamado "clase".

Cada atributo Xi toma valores en D i = {1, 2, ... , v(i)} con i = 1,	 ,n,

donde y es una función y : {1,	 ,n}	 N. El atributo Y toma valores en

D = {1,	 , hl y se dice entonces que hay h clases.

Definición 3.1 Sea A = {X 1 ,. ,	 un conjunto de atributos. Se

define una experiencia con valores desconocidos y se denota por e—, como
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el vector e— = (Xi(e—), X2(e—),... , Xn,(e—),Y (e—)) donde el valor de

algún atributo Xi es desconocido. Este valor desconocido lo representamos

con el símbolo "?".

Definición 3.2 Sea R = {Xi : i = 1, ... ,n} un conjunto de atributos. Se

define una observación con valores desconocidos y se denota por b—, como el

vector b— = (X i (b—), X2 (b—), . , Xn (b—)) donde el valor de algún atributo

Xi es desconocido. Este valor desconocido lo representamos con el símbolo

3.1 Criterio general de división

Definirnos ahora un criterio general donde los valores desconocidos tam-

bién se consideran al seleccionar un atributo en el nodo actual durante el

proceso de construcción del árbol de decisión. Suponemos que los valores

desconocidos se han perdido de forma aleatoria. El valor desconocido se

considera como un nuevo valor del atributo y el criterio de división tendrá

en cuenta este nuevo valor. El atributo con valores desconocidos se pena-

liza mediante un peso. Mostramos cómo cada criterio de división definido

para trabajar con atributos sin valores desconocidos se puede adaptar para

trabajar con valores desconocidos en los atributos.

Consideremos que el nodo actual es un nodo intermedio. Para simpli-

ficar la notación denotamos por T al conjunto de experiencias en el nodo

actual.

Sea m cualquier medida y m i la función definidas sólo para experiencias

con valores conocidos en los atributos . Sea e— una experiencia que tiene

desconocido el valor del atributo  X , es decir, Xi (e—) =?.

A cada atributo Xi de A se le asocia un test Xi que realiza una partición

en los valores conocidos del atributo Xi y sea {(9i, j = 1, , u(i)} esa

partición.
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Por tanto, los valores conocidos dados por Xi y el valor desconocido
de Xi crean la partición {Ti, T2, ... ,Tu (i),Tu ( i ) ±1 } en el conjunto de ex-
periencias actual donde Ti = {e E T Xi (e) = Oi l con j = 1, . , u(i) y
Tu ( i ) ±1 = le— E T Xi (e—) = ?}

Sea fi = I {e E T I Xi (e)	 La función gradiente que definimos
ahora tiene en cuenta esta proporción.

Definición 3.3 Sea Xi el test asociado al atributo Xi con i = 1, . . . ,n. Se

define la función gradiente A : R x P(T) ---÷ R+ donde

(Xi ,T) = fi • (m(T) —	 (Xi ,T)) para todo i = 1, . , n

Definición 3.4 Sea Xi el test asociado al atributo Xi con i = 1,	 ,n. Sea

,Tu ( i),Tu (i ) +1 1 la partición del actual conjunto de experiencias.

Se define un criterio (con valores conocidos y desconocidos) m" : R x

P(T) R+ donde

m"(Xi,T) =
u(i)+1

I Ti I
 m(Ti)

j=-1 I T
para todo i = 1,	 ,n

siendo T = T1 U T2 U • • • U Tu(i) U Tu(i)±l

Finalmente, el criterio de división sigue la idea de [Quinlan, 1992].

Definición 3.5 Sea X i el test asociado al atributo Xi con i = 1, . . . ,n. Se

define el criterio de división (con valores conocidos y desconocidos) y se

denota por A' como:

A 1 (Xi, T) = A(Xi, T)Im"(X,,T) para todo i = 1, . ,n

Supongamos que X k es el atributo que toma valor máximo en {A'(Xi ,T)

Xi E R}. Entonces el atributo X k es seleccionado para expandir el árbol
en el nodo actual (esto es, para obtener nuevos nodos hijos y repartir las
experiencias).
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Ejemplo 3.1 Este ejemplo está tomado de [Quinlan, 1992] y se usará en

todo el capítulo. El problema de clasificación que se tiene es el siguiente: se

observan algunas características climatológicas y a partir de ellas se decide

si jugar o no a un determinado deporte. Sea X1 el atributo que refleja los

estados del cielo, X2 es el atributo que toma los valores de la temperatura,

X3 el que toma los valores de la humedad, X4 los del viento, e, Y la clase.

En la tabla 3.1 se presenta el conjunto de experiencias T. Para cada atri-

T X i (e) X2 (e) X3(e) X4 (e) Y (e)

el soleado 75 70 sí jugar

e2 soleado 80 90 sí no jugar

e3 soleado 85 85 no no jugar

e4 soleado 72 95 no no jugar

e5 soleado 69 70 no jugar

es —
? 72 90 sí jugar

e7 cubierto 83 78 no jugar

es cubierto 64 65 sí jugar

e9 cubierto 81 75 no jugar

en) lluvioso 71 80 sí no jugar

ell lluvioso 65 70 sí no jugar

e12 lluvioso 75 80 no jugar

e13 lluvioso 68 80 no jugar

e 14 lluvioso 70 96 no jugar

Tabla 3.1: Conjunto de experiencias T

buto Xi se eligen los tests X i . Suponemos que para X1 la partición dada

por X 1 es 0 1 =soleado, 02 =cubierto, 03=11uvioso. En adelante denotamos

indistintamente "soleado" o "sol", "cubierto" o "cub" y "lluvioso" o "11".

También en adelante denotamos indistintamente "jugar" o "j" y "no jugar"

o "no j". Suponemos que la medida m es la razón de ganancia. Entonces:

m(T) = --8 log 2 (Z) — —5 log9 ( 5 = 0 961 bits
13	 13	 13	 13
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5 [-2(2lo 	)
	T) =	 [ 5 g 2 	7: 1 o g 2 (-53-)1 +

3 pi° ( 2) – log 2 ( d() )1 +
15 3 g2  3

	+ 	 [q- log2 (-53-) 2– –
5
 log2 	= 0,747 bits

13
(Xi , T) = —

14 
(O, 961 – 0,747) = 0,199 bits

m" (Xi,T) = –5 lo ( 5 )	 3 1	 ( 3
g2 	°g2

T) –
 0 , 199

 – 0,110 bits
1, 809

Para los demás atributos el proceso se hace de igual forma y suponemos

que X1 hace máxima a {A' (Xa , T) : X, E R}. Entonces el siguiente paso

es la partición del conjunto de experiencias. •

Después de seleccionar el atributo Xi para expandir un nodo del árbol

de decisión actual, se genera un hijo por cada valor conocido del atributo

seleccionado.

Antes de repartir las experiencias en cada subconjunto de la partición

asignamos valores a los valores desconocidos. Las experiencias que tengan

valores conocidos en el atributo Xi seleccionado, se reparten entre los nodos
hijos. A las experiencias que tengan valores desconocidos en X, les asignare-

mos valores y luego distribuiremos las experiencias en cada subconjunto de

la partición.

3.2 Asignación de valores múltiples

El proceso que vamos a describir ahora, se realiza en la construcción del

árbol en cada nodo donde haya un conjunto de experiencias T que tenga

5	 ( 5 )1 	(i\log2 	–	 log 2 Ti ) = 1,809 bits
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experiencias con valores desconocidos. Para asignar los valores tenemos en

cuenta la información de los valores de ese atributo y los valores de la clase.

En la asignación de valores generalizamos el método propuesto por C4.5

en el siguiente sentido. Consideramos el atributo Xi que tiene valor desco-

nocido en la experiencia e— como una variable aleatoria simple que toma

los valores S2 = {O  j =- 1, u(i)}. También consideramos el atributo Y

como una variable aleatoria que toma los valores {yk : k = 1, . . . , h}.

Sobre los posibles valores del atributo tenemos una información a priori

que nos la proporciona la frecuencia de los valores del atributo en el conjunto

de experiencias del nodo actual. Consideramos estas frecuencias como las

probabilidades a priori p(X,(e) E 9,e e—) = p(Oi ) con j = 1,... , u(i).

El método propuesto en C4.5 asigna estas probabilidades a los valores des-

conocidos indicando con ello la creencia de que el atributo pueda tomar

cada uno de esos valores.

Nosotros tenemos en cuenta información adicional para asignar valores

a los atributos con valores desconocidos. Para obtener esta información

adicional nos fijamos en el atributo clase Y que también lo podemos con-

siderar como una variable aleatoria simple. La justificación de la elección

de este atributo es que la tarea de clasificación intenta descubrir cómo los

valores de los atributos X, influyen en los valores de la clase Y. Nosotros

recogemos esta información adicional considerando para cada k = 1, . . . , h

las siguientes probabilidades p(Y(e) = yk  I X(e) E 0i) j = 1,...,u(i).

Aplicamos el teorema de Bayes y obtenemos para cada j = 1, , u(i)

las probabilidades a posteriori p(X,(e) e Oi I Y(e) = yk) para cada k =-

1, , h. Estas probabilidades a posteriori indicarán la creencia que tene-

mos acerca de que el atributo Xi tome esos valores dado el valor yk de la

clase con k= 1, . . . , h.

A cada experiencia con valores desconocidos le asociamos un vector

con h componentes donde cada componente es la probabilidad a posteriori

correspondiente.
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u(7 P(Y(e) = yk I xi (e) e 8.e) • P(0,e)
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Explicamos ahora por qué nuestro método generaliza a C4.5. Fijado el

valor 0.7 de X, y el valor yk de la clase Y, si consideramos la distribución
uniforme

1
/3 (Y(e)	 Yk I Xi(e) E Oi) = u(i)

entonces por el teorema de Bayes

tenemos entonces que p(Xi(e) E ej 1 Y(e) = Yk) = PM).

Ejemplo 3.2 Volvamos a los datos del ejemplo 3.1. El primer atributo
seleccionado para expandir el primer nodo del árbol de decisión fue Xi. El

test X' para el atributo X1 nos dio la partición más fina. La experiencia

e6— tiene un valor desconocido en  X 1 . Entonces asignamos valores al valor
desconocido calculando las probabilidades a posteriori.

Sea p(sol)=5/13, p(cub)=3/13, p(11)=5/13 la información a priori.

Las probabilidades a posteriori se encuentran en la siguiente tabla

p(sol 1 j)=0,25	 p(sol 1 no j)=0,6

p(cubI j)=0,375 p(cub1 no j)=0

p(111 .0=0,375	 p(111 no j)=0,4

La probabilidad p(sol I j)=0,25 se obtiene de esta forma:

p(j sol) • p(sol)
P(sol I i) =

PO I sol) • p(sol) +P (j I cub) • P(cub) +	 I 11) • p(11)

2 5

p(sol 1 j) = 2 5	5 13 

T 13 + 1 A + 25 A
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3.3 Clasificar experiencias y asignar parámetros

Sea X i el test asociado a Xi que realiza la partición {01, 02, •-, eu(t)}
en los valores de X. Además, Xi maximiza a {á i (Xk, T) : Xk E R}.

Entonces, Xi es el atributo que etiqueta al nodo actual. Ahora, hacemos la

partición del actual conjunto de experiencias T. Este conjunto T se divide

en {T1 , , 71( )} .

Ahora, a cada experiencia le asociamos un vector con h componentes

(una por cada clase) y se incluyen en el correspondiente correspondiente Ti

de la siguiente manera:

• Si el valor del atributo Xi en la experiencia es conocido, entonces e es

incluida en el correspondiente Ti y, en el vector asociado a e, la clase

de e tiene asociada probabilidad 1. Las componentes de las otras

clases tienen asociada probabilidad O.

• Si el valor del atributo Xi en la experiencia es desconocido, entonces

e— se incluye en cada Ti . En el conjunto T3 = {e E T : Xi (e) E 03 },

la experiencia e— tiene asociado el vector donde sus componentes son

las probabilidades p(X,(e) E 03 I Y (e) = yk) para k = 1, . . . , h.

En la construcción del árbol, las experiencias irán descendiendo por

las ramas del árbol y se irán distribuyendo por los correspondientes Ti.

Entonces las probabilidades se acumularán multiplicando.

En el árbol de decisión que se va generando cada hoja tiene asociado el

vector (N/E) donde:

• N es el número de experiencias que están en esa hoja (N es la suma

de las probabilidades de las experiencias que están en esa hoja).

• E es un vector de dimensión h donde cada componente es el número

de experiencias de cada clase (Ek es la suma de las probabilidades de
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las experiencias asociadas a la clase yk). La clase que etiqueta la hoja

es la clase que tiene mayor valor en E k

Ejemplo 3.3 Consideremos de nuevo el ejemplo 3.1. Una vez seleccionado

el atributo X1 , tenemos que expandir el árbol y repartir las experiencias en

los tres subconjuntos de la partición del conjunto de experiencias.

Ti = {e E T : Xi (e) --- sol}

T2 =	 E T : Xi (e) = cub)
T3 = {e E T : Xi (e) = 111

Las trece experiencias con valor en Xi conocido son asignadas de esta

forma: Ti = e2, e3,e4, e51, T2 = {e7, ea, e9}, T3 = {en), en, ei2,e13,e14}

La experiencia e6— aparecerá en cada Ti con j = 1, 2, 3.

Cada experiencia tiene asociado un vector con dos componentes (dos

probabilidades a posteriori, una por cada clase: "jugar" o "no jugar"). En-

tonces, cada vector de cada experiencia es de la forma: (pi, p2).

Por lo tanto la partición del conjunto de experiencias es:

Para Ti

X3 (e) Y (e) P1 P2

el 70 jugar 1 0

e2 90 no jugar 0 1

e3 85 no jugar 0 1

e4 95 no jugar 0 1

e5 70 jugar 1 0

e6— 90 jugar 0,25 0,6

En el nodo actual están las experiencias de Ti. En T i hay que hacer

todo el proceso de nuevo (elegir tests para la partición de los valores de

los atributos, aplicar el criterio de división para elegir el atributo por el

que clasificar, asignar probabilidades y repartir las experiencias). Supon-

gamos que el atributo elegido es X3 y el test X3 divide en humedad <75
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y humedad > 75. Repartimos experiencias y supongamos que los nodos

que nos salen son ya hojas. Las reglas inductivas que se generan a partir

de ese subárbol son:

cielo=soleado

humedad< 75(N = 2/E = (2; 0))

humedad> 75(3, 25/(0, 25; 3))

Para T2

Y(e) P2

es —
jugar 0,375

e7 jugar 1

e8 jugar 1

e9 jugar 1 o

En T2 también se cumple la condición hoja, por lo que la regla obtenida

es:

cielo=cubierto (3,375/(3,375;0))

Para T3

X4(e) Y(e) Pi P2

es — sí jugar 0,375 0,4

eio sí no jugar 0 1

eii sí no jugar 0 1

e 1 2 no jugar 1 0

e 1 3 no jugar 1 0

em no jugar 1 0

Por último en T3 hay que hacer de nuevo todo el proceso descrito an-

teriormente para T1 y supongamos que las reglas inductivas que se derivan

son:

cielo=lluvioso

viento=sí (2, 375/(0, 375; 2))

viento=no (3/(3; 0))
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Por lo tanto, las reglas inductivas que se derivan del árbol de decisión

final son:

cielo=soleado:

humedad< 75: jugar (N = 2/E = (2; 0))

humedad> 75: no jugar (3, 25/(0, 25; 3))

cielo=cubierto: jugar (3, 375/(3, 375; 0))

cielo=lluvioso:

viento=sí: no jugar (2, 375/(0, 375; 2))

viento=no: jugar (3/(3; 0))

3.4 Predicción

El árbol de decisión obtenido se puede usar para predecir la clase de

una observación que puede tener valores desconocidos. Entonces existen

cuatro perspectivas para la predicción. Se estudian las tres perspectivas

con valores desconocidos en los atributos y además se incluyen resultados

experimentales en la siguiente sección. En todas estas predicciones se dan

parámetros de confianza calculados a partir del número de experiencias

asociadas a cada nodo y a partir de las probabilidades acumuladas asociadas

a cada nodo del árbol de decisión.

3.4.1 Predicción para observaciones sin valores desconoci-

dos

Explicamos ahora cómo predecir la clase de una observación sin valores

desconocidos en árboles de decisión construidos con experiencias con valores

desconocidos en los atributos. Supongamos una observación del tipo b (con

todos sus valores conocidos). Entonces, b desciende por el árbol por un



3.4. PREDICCIÓN	 81

único camino. La observación b alcanza una hoja t. Seleccionamos la clase

que aparece el mayor número de veces en las experiencias de la hoja t.

Supongamos que es por ejemplo y,. Entonces, predecimos que b pertenece

a y,. Esta predicción se completa con un parámetro de confianza. Decimos

que b pertenece a Y(b) = y, con probabilidad p=(número de experiencias

en t clase asociada ydnúmero de experiencias en t).

Ejemplo 3.4 Usando el árbol de decisión del ejemplo 3.3, vamos a predecir

la clase de varias observaciones, para poner de manifiesto que aunque la

observación tenga todos los valores conocidos no tiene por qué predecirse

la clase con probabilidad 1. Esto es debido a que el árbol de decisión que

usamos para predecir está construido a partir de experiencias con valores

desconocidos.

Para la observación b-=(soleado, 70, 80, no) la clase que se asigna es

Y(b) = "no jugar" con probabilidad 3/3,25=0,92.

Para la observación b=(11uvioso, 68, 81, no) la predicción es Y(b)= "jugar"

con probabilidad 1.

Para el caso b=(cubierto, 70, 65, no), la predicción es Y(b)="jugar" con

probabilidad 1.	 •

Si el árbol de decisión ha sido construido a partir de experiencias con

todos los valores conocidos, la observación desciende por un único camino

y la probabilidad asociada a la clase elegida se calcula igual que en el caso

anterior.

3.4.2 Predicción para observaciones con valores desconoci-

dos

Mostraremos ahora cómo predecir la clase de una observación del tipo

b— tanto en el caso de árboles de decisión construidos con experiencias con

valores desconocidos en los atributos como en el caso de árboles de decisión
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construidos con experiencias sin valores desconocidos en los atributos.

La filosofía para la predicción de la clase de la observación del tipo b-

es la misma tanto para árboles de decisión construidos con experiencias

del tipo e como para árboles de decisión construidos con experiencias del

tipo e—. La observación b— comienza a descender por el árbol y en un

momento dado la observación b— llega a un nodo que tiene etiquetado el

atributo donde b— tiene valor desconocido. Entonces, b— baja por todas las

ramas y se sigue el camino de descenso por el árbol con este criterio hasta

llegar a las hojas. Esto origina que la observación b— aparezca en varias de

las hojas del árbol de decisión. El enfoque de Friedman [Friedman, 1977 1

asigna la observación b— a la clase con mayor representación en la unión

de esas hojas.

Nosotros seguiremos el enfoque de [Quinlan, 1992]. En cada nodo

donde la observación b— descienda por todas las ramas, calculamos la pro-

porción de experiencias dirigidas por cada rama de la totalidad de expe-

riencias en el nodo. (Por ejemplo, si el nodo tiene s experiencias y tres

ramas con 8 1 ,82, s 3 experiencias, respectivamente, la proporción para cada

rama es s i /s con i = 1, 2, 3.).

Se calculan las probabilidades de las clases que aparecen en las hojas.

Finalmente calculando las probabilidades condicionadas, se calcula la dis-

tribución de probabilidad sobre Y(b—). La clase que se predice para b— es

la que tenga un valor de probabilidad más alto.

Ejemplo 3.5 Volvemos a usar el árbol de decisión del ejemplo 3.3 para

predecir la clase de las siguientes observaciones.

Sea b—=(soleado, 70, ?, no). Entonces Xi(b—)=sol y X3(b —)z= ?. Por

tanto,

• Si humedad <75 entonces Y(b—)="jugar" con probabilidad 1 e Y(b—)=

="no jugar" con probabilidad 0.

• Si humeda,d>75, entonces Y(b—)="no jugar" con probabilidad 3/3,25
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e Y(b—)="jugar" con probabilidad 0,25/3,25.

El conjunto de experiencias se divide en 2 y 3,25 experiencias para los

valores de X3=humedad. Por lo tanto:

• Y(b—)="jugar" con probabilidad (2/5,25).1+(3,25/5,25).(0,25/3,25)=

=0,43

• Y(b—)="no jugar" con probabilidad (3,25/5,25).(3/3,25)=0,57

Elegimos por tanto Y(b—)="no jugar".

Para la observación b—=(?, 72, 90, sí) la predicción es:

• Si es soleado entonces Y(b—)="jugar" con probabilidad

0,25/3,25 e Y(b—) = "no jugar" con probabilidad 3/3,25.

• Si es cubierto entonces Y(b—)="jugar" con probabilidad 1 e Y(b—)=

="no jugar" con probabilidad 0.

• Si es lluvioso, Y (b—)= "jugar" con probabilidad 0,375/2,375 e Y(b—)=

="no jugar" con probabilidad 2/2,375.

La división de las 14 experiencias fue: 5,25, 3,375 y 5,375 para los

valores de X1 =cielo. Entonces:

• Y(b—)="jugar" con probabilidad

(5,25/14).(0,25/3,25)+(3,375/14).1+(5,375/14).(0,375/2,375)=0,33

• Y(b—)="no jugar" con probabilidad

(5,25/14).(3/3,25)+(3,375/14).0+(5,375/14).(2/2,375)=0,67

Por lo tanto elegimos Y(b—)="no jugar"	 •
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3.5 Resultados experimentales

Todo lo expuesto en este capítulo se puede integrar de forma directa

en cualquier software desarrollado en aprendizaje inductivo como software

académico [Ramos y Morales, 1999], [Ramos et al., 2000] o software comer-

cial [Quinlan, 1992].

Hemos implementado nuestro método y hemos usado bases de datos

estándar para conseguir resultados experimentales. Hemos usado las cono-

cidas bases de datos de Holte [bite, 1993] que contienen los 16 proble-

mas que Holte usó para comparar su método 1R con el C4.5 de Quinlan

[Quinlan, 1992]. Este conjunto de problemas intenta representar problemas

de la vida real. Holte exponía que los resultados experimentales obtenidos

para estos problemas mediante sistemas de aprendizaje podrían dar luz

para la ejecución de cada sistema de aprendizaje en una situación real.

Todos los problemas seleccionados cumplen dos condiciones: representar

un problema de la vida real que no haya sido construido de forma artificial; y

los ejemplos son descritos mediante atributos usados de forma natural en la

vida real. La única base de datos que no cumple con la segunda condición

es CH. Esta base de datos representa finales de partida en ajedrez. De

acuerdo con Holte esta base de datos está diseñada para adaptarse muy

bien al ID3 de Quinlan.

3.5.1 Descripción de las bases de datos

Existen varias versiones de los problemas de Holte. Básicamente, las

diferencias están en el número de experiencias usadas o en el número de

atributos usados. Nosotros hemos usado la versión almacenada en el "UCI

Repository" de Automated Learning Repository in California University,

Irvine [Blake et al., 1998].

En la tabla 3.2 presentamos un breve resumen de las características de

estas bases de datos: la primera columna muestra el nombre de la base
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Prob Tamaño Val. Desc. Clase predom. Contin Discr. N.Clases

BC 286 9 70.3 0 9 2

CH 3196 0 52.2 0 36 2

GL 214 0 35.3 9 0 7

G2 163 0 53.4 9 0 2

HD 303 7 54.5 5 8 2

HE 155 167 79.4 6 13 2

HO 368 1927 63.0 7 15 2

HY 3163 5329 95.2 7 18 2

IR 150 0 33.3 4 0 3

LA 57 326 64.9 8 8 2

LY 148 0 56.7 2 16 4

MU 8124 2480 51.8 0 22 2

SE 3163 5329 90.7 7 18 2

SO 47 0 36.2 0 35 4

VO 435 381 61.4 0 16 2

V1 435 392 61.4 0 16 2

Tabla 3.2: Bases de datos

de datos, la segunda el número de experiencias que tiene, la tercera el

número de valores desconocidos, la cuarta el porcentaje de ocurrencia de

la clase más frecuente, la quinta y sexta columnas muestran el número

de atributos continuos y discretos respectivamente, y la última columna

muestra el número de clases diferentes.

Para los experimentos, se han implementado dos algoritmos para cons-

truir los árboles de decisión. En el primer algoritmo, las experiencias con

valores desconocidos son distribuidas siguiendo la filosofía de C4.5; es de-

cir, la distribución de probabilidad del atributo considerado se usa para

distribuir las experiencias con valores desconocidos en ese atributo. En el

segundo algoritmo llamado PostP, las experiencias con valores desconocidos

se distribuyen teniendo en cuenta la distribución de probabilidad obtenida
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usando el atributo y la clase.

En la primera etapa, se usaron las bases de datos originales, y luego se

introdujo de forma aleatoria un porcentaje de valores desconocidos (10%,

20%, y 30%, respectivamente). Este proceso de introducir valores descono-

cidos se hizo 10 veces para cada porcentaje. De esta forma se minimiza la

posibilidad de sesgo. Por lo tanto se han hecho 31 experimentos para cada

base de datos.

3.5.2 Resultados

Para los 31 árboles de decisión estimados, se ha calculado el error de

clasificación. Para cada grupo de árboles de decisión relativos al mismo

porcentaje de valores desconocidos se ha calculado el error medio y la

desviación típica.

Los resultados obtenidos se muestran en la tabla 3.3. La primera colum-

na muestra el nombre de la base de datos, la segunda el error en la muestra

usando C4.5 (primer valor) y el error usando nuestro enfoque PostP (segun-

do valor). En las columnas 3, 4, y 5, se muestran los resultados obtenidos

para las bases de datos con 10%, 20%, y 30% de valores desconocidos, res-

pectivamente. Para cada porcentaje en la primera fila de cada base de

datos se muestra el error medio de los experimentos, y en la segunda, fila

aparece la desviación típica.

En general, el tamaño de los árboles en ambos métodos es similar,

salvo en el caso de que el porcentaje de los valores desconocidos sea grande

(30%). En ese caso los árboles obtenidos mediante PostP son un poquito

mayores que los obtenidos mediante C4.5. De todas formas este resultado

es razonable porque el método PostP distribuye las experiencias usando los

valores del atributo y los de la clase. Sin embargo, en el caso de los árboles

grandes obtenidos mediante PostP, el error es substancialmente menor. El

error medio para todos los experimentos con el 30% de valores desconocidos

para C4.5 es 11.67 y con PostP es 7.82. Por tanto nuestro método es un
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Nombre Original

C4.5-PostP
10%

C4.5-PostP
20%

C4.5-PostP
30%

C4.5-PostP

BC (error) 12.24-11.54 9.16-8.64 12.97-11.50 15.87-13.95

(std d) 0.0-0.0 1.17-1.14 0.86-1.22 1.33-1.37

CH (error) 0.38-0.38 3.00-2.84 6.74-5.45 11.92-9.27

(std d) 0.0-0.0 0.18-0.17 0.31-0.25 0.40-.023

GL (error) 6.07-6.07 11.78-10.14 17.24-13.55 28.08-18.64

(stcl d) 0.0-0.0 2.70-2.29 2.12-1.77 1.54-2.90

G2 (error) 7.97-7.97 11.41-10.61 15.77-12.82 18.83-14.48

(std d) 0.0-0.0 1.68-1.45 2.69-2.15 2.26-2.07

HD (error) 4.29-3.63 7.03-6.53 10.33-8.15 12.61-10.66

(std d) 0.0-0.0 0.77-1.18 1.84-1.43 1.40-1.63

HE (error) 1.94-2.58 6.84-4.84 7.48-5.55 10.32-7.55

(std d) 0.0-0.0 1.79-0.88 0.76-1.09 1.09-1.52

HO (error) 9.24-5.98 10.22-7.55 11.85-9.27 13.64-12.04

(std d) 0.0-0.0 1.29-0.65 1.00-1.01 0.92-0.97

HY (error) 0.35-0.35 0.74-0.65 1.13-0.94 1.62-1.19

(std d) 0.0-0.0 0.08-0.06 0.12-0.11 0.16-0.11

IR (error) 2.67-2.67 3.80-3.67 4.80-4.00 9.27-6.00

(std d) 0.0-0.0 0.73-0.77 1.52-0.98 1.48-1.69

LA (error) 3.51-1.75 9.65-4.03 21.93-3.86 24.21-7.72

(std d) 0.0-0.0 8.14-2.14 7.03-0.96 6.66-2.51

LY (error) 6.08-6.08 4.86-4.32 6.82-4.86 10.74-6.62

(std d) 0.0-0.0 1.17-1.14 1.78-1.14 2.05-1.59

MU (error) 0.0-0.0 0.17-0.21 0.65-0.40 1.55-0.78

(std d) 0.0-0.0 0.05-0.02 0.06-0.05 0.12-0.05

SE (error) 1.01-1.01 2.24-2.10 3.64-3.32 4.75-4.39

(std d) 0.0-0.0 0.23-0.21 0.22-0.26 0.30-0.34

SO (error) 0.0-0.0 2.55-1.06 5.53-0.64 10.0-1.91

(std d) 0.0-0.0 1.43-1.35 3.14-0.94 3.36-1.21

VO (error) 1.84-2.30 2.62-2.62 3.77-3.22 5.70-4.18

(std d) 0.0-0.0 0.46-0.51 0.46-0.48 0.48-0.45

V1 (error) 4.60-4.37 4.71-4.07 6.23-5.03 7.56-5.77

(std d) 0.0-0.0 0.65-0.46 0.57-0.28 0.85-0.76

Tabla 3.3: Resultados
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33% mejor con respecto a C4.5.

Podemos concluir que nuestros resultados son apreciablemente mejores

en muchos casos cuando se usa el algoritmo PostP.

Para varias bases de datos el error decrece hasta el 80%. Por ejemplo,

con la base de datos SO, el error medio con C4.5 es 4.52 y con nuestro

método es 0.90.

Queremos hacer notar que los experimentos con la base de datos LA

han dado muy buenos resultados: en los experimentos con un 30% de va-

lores desconocidos, el error se reduce en más del 69%. El mejor resultado

obtenido con el algoritmo PostP con respecto a C4.5, es con la base de

datos SO.

Resumiendo, C4.5 obtiene mejores resultados únicamente en el 6% de

todos los experimentos. En el 3% de los casos los resultados son similares

para ambos métodos, en el 82% nuestro método mejora la clasificación y el

restante 15%, pertenece a los experimentos sin valores desconocidos.

3.5.3 Otras bases de datos

También hemos llevado a cabo otros experimentos con otras bases de

datos tomadas del MLRepository [Blake et al., 1998]. Se eligieron bases de

datos que tuvieran valores desconocidos. En la tabla 3.4 se muestra un

breve resumen de sus características.

Los resultados que se han obtenido y que se muestran en la tabla 3.5

son similares a las bases de datos previas. En todos los casos con valores

desconocidos el error con PostP es menor que el error con C4.5. Además,

si existe un alto porcentaje de valores desconocidos el error con PostP

decrece más rápido que con C4.5. También la desviación estándar con

nuestro método es menor que con C4.5.
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Prob Tamaño Desco. Contin Disc. N.Clas

Adult 3000 759 6 8 2

Bands 400 986 20 17 2

Dermatology 250 1 34 2 6

Horse-colic 250 67 10 17 2

House-votes 315 395 0 17 2

Post-operative 70 3 0 9 3

Tabla 3.4: Otras bases de datos

3.6 Problema de decisión con riesgo

Generalizamos ahora el método C4.5 usando nuestro método PostP para

asignar valores desconocidos y además asignaremos un parámetro de error

a cada clase en cada asignación de valores que hagamos. Modelamos el

problema como un problema de decisión con riesgo.

Supongamos la experiencia e— que tiene valor desconocido en el atributo

Xi, es decir X i (e —) -= ? . Identificamos el espacio paramétrico A con los

valores del atributo, esto es, A = {0i j = 1, ..., u(i)}. La decisión que

hay que tomar es el valor del atributo Xi en e—. Por tanto el conjunto de

acciones A coincide con el espacio paramétrico.

Para calcular el riesgo de Bayes son necesarias las probabilidades a

posteriori y las pérdidas. Para calcular las probabilidades a posteriori se

usa el mismo procedimiento que explicamos anteriormente. A partir de la

información a priori p(Xi (e) E Oi,e � e—) = p(Oi) y de P(1 (e) = Yk

X i(e) E ej) j = 1,...,u(i), k = 1, . . . , h, aplicamos el teorema de Bayes

y obtenemos las probabilidades a posteriori p(Xi (e) E Oj I Y(e) = yk).

La decisión sobre el valor del atributo tiene asociado un riesgo que indi-

ca la pérdida ponderada causada por esta decisión. Se intentan minimizar

las pérdidas. Estas pérdidas se representan en una matriz llamada la matriz

de pérdidas. Cada elemento de la matriz de pérdidas mide nuestra creencia
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Nomb. Original
C4.5-PostP

10%
C4.5-PostP

20%
C4.5-PostP

30%
C4.5-PostP

Adult (error) 7.00-7.23 9.25-8.72 11.43-10.33 13.88-12.57

(std d) 0.00-0.00 0.37-0.28 0.62-0.39 0.32-0.36

Bands (error) 4.25-4.25 5.95-5.10 10.42-8.40 15.47-12.22

(std d) 0.00-0.00 0.63-0.63 0.97-1.24 0.77-0.82

Dermat. (error) 2.00-2.00 2.68-2.64 4.96-4.32 9.00-5.36

(std d) 0.00-0.00 0.57-1.35 0.76-1.08 1.22-1.31

Horse. (error) 6.05-6.85 13.87-8.31 18.47-12.06 23.27-15.93

(std d) 0.00-0.00 2.04-1.33 2.89-1.84 3.78-1.15

House. (error) 1.90-1.90 2.29-1.94 3.56-2.57 4.70-3.27

(std d) 0.00-0.00 0.55-0.31 0.59-0.25 0.68-0.63

Post. (error) 14.29-14.29 15.29-15.57 18.86-17.57 21.43-20.00

(std d) 0.00-0.00 2.05-2.86 1.32-1.65 2.41-2.41

Tabla 3.5: Más resultados

(un número real en [0, 1]) sobre lo lejos o cerca que el valor asignado está
del verdadero valor del atributo. Esta idea está relacionada con el concep-
to de distancia. Para calcular la matriz de pérdidas tendremos en cuenta

todos los tipos de atributos. Clasificamos los atributos en atributos cuali-

tativos (ordenados o no ordenados) y atributos cuantitativos (continuos o

discretos).

Consideramos que tenemos dos conjuntos de valores O, y 03 . Consideran-

do todos los tipos de atributos, definimos una función de pérdidas como

sigue:

L(0,0)

d(Oi, 0 .)	 cuant.

1/u(i)	 cual. no ord. y	0.  n t9i = O

O	 cual. no ord. y	 0i n ei	O

ord(i) — ord(i) I /u(i)	 cual. ord. y	 ei n oi =
O 	cual. ord. y	 ei n ei 	O
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donde ord(i) es la posición ordinal del valor 0,.

Por último, es necesario definir la distancia entre dos conjuntos cuando

el atributo es cuantitativo, es decir, d(0,, 03 ). En [Wilson y Martinez, 1997]

se pueden encontrar varias definiciones para calcular distancias entre valo-

res del atributo. Nosotros hemos adaptado y normalizado estas funciones

distancias a nuestro caso para medir distancias entre conjuntos de valores

de un atributo.

Posibles definiciones de la función d son:

di(0i3O3) = 	n(i
1
)

1 oi,oi H 

E H oi,ek
k=1,k� i

HO 	12 
d2(0i,ei)	 7, ( i )

E Pi, 00 2
k=1,k0i

donde 110i, 0I 	define como

1IO, 0iII= minoGoi,oicei 	— di

Ejemplo 3.6 Volvamos a los datos del ejemplo 3.1. El primer atributo

seleccionado para expandir el primer nodo del árbol de decisión fue X1 . El

test para el atributo X1 nos dio la partición más fina. Las probabilidades

a posteriori para la experiencia e6— ya se han calculado anteriormente.

Tenemos un atributo cualitativo ordenado con lo que definimos la matriz

de pérdidas como aparece en la tabla 3.6. Por lo tanto los riesgos de Bayes

AI S2 01 =sol 02 =cub 03 =11

sol o 1/3 2/3

cub 1/3 o 1/3

11 2/3 1/3 o

Tabla 3.6: La matriz de perdidas
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asociados a estas decisiones calculados a partir de la tabla 3.6 son:

R(s01 I	 p(sol I 	j)L(sol,sol) +

+	 p(cub	 j) L(sol,cub) +

+	 011 j)L(so1,11) = 0,375

R(cub	 ) 0,20

R(11 I n 0,29

R(sol I no j) 0,26

R(cub no n O

R(11 I no j) 0,4

En un paso intermedio de la construcción del árbol se asocia cada ex-

periencia al correspondiente Ti de la siguiente manera:

• Si el valor del atributo X, en la experiencia es conocido, entonces e

se incluye en el correspondiente Ti y en el vector asociado a e la clase

de e tiene asociada probabilidad 1 y riesgo 0. Las componentes de las

otras clases tienen asociado probabilidad O y riesgo 0.

• Si el valor del atributo X, en la experiencia es desconocido, entonces

e — se incluye en cada T3 y se le asocia en cad Ti un vector. En el

conjunto T3 le E T / Xi (e) E Oil, la experiencia e— tiene asociado

el vector donde sus componentes son las probabilidades p(Xi (e) E 03

Y(e) = yk) para k =1, ...,h y los riesgos R(Oi yk) para k =1,...,h.

Cuando clasificamos por el atributo Xi, las experiencias se incluyen en

el Ti apropiado y se multiplican las probabilidades y se suman los riesgos.

En el árbol de decisión que se va generando cada hoja tiene asociado el

vector (N/E/R) donde

• NyEse construyen de la misma forma que explicamos anterior-

mente.
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• R es un vector de dimensión h correspondiente a los riesgos asociados

a cada clase.

Ejemplo 3.7 Consideremos de nuevo nuestro ejemplo. Los valores del

atributo X1 dados por X 1 inducen la partición T1, T2 y T3 en el actual

conjunto de experiencias T.

Las trece experiencias restantes con valor en Xi conocido son asignadas

de esta forma:

= {e l , e2, e3 , e4 , e 5 }, T2 = fe7, e8 , e91, T3 — lelo, e11, e 1 2, en, e141

Cada experiencia tiene asociado un vector con cuatro componentes (dos

probabilidades y dos riesgos, uno por cada clase: "jugar" o "no jugar").

Entonces, cada vector de cada experiencia es de la forma: (pi, P27 R1, R2).

Por lo tanto la partición del conjunto de experiencias es:

Para Ti.

X3 (e) Y (e) Pi P2 RI R2

ei 70 jugar 1 0 0 0

e2 90 no jugar 0 1 0 0

e3 85 no jugar 0 1 0 0

e4 95 no jugar 0 1 0 0

e5 70 jugar 1 0 0

e6— 90 jugar 0,25 0,6 0,375 0,26

cielo—soleado

humedad< 75(N = 2/E = (2; 0)/R --- (0; 0))

humedad> 75(3, 25/(0, 25; 3)/(0, 375; 0, 26))

Para T2

Y(e) Pi P2 R1 R2

e6— jugar 0,375 0 0,2 0,33

e7 jugar 1 0 0 0

e8 jugar 1 0 0 0

e 9 jugar 1 0 0 0
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cielo=cubierto (3,375/(3,375;0)/(0,2;0,33))
Para T3

X4 (e) Y(e) Pi P2 R1 R2

e6— sí jugar 0,375 0,4 0,29 0,4

e 1 0 sí no jugar 0 1 0 0

sí no jugar 0 1 0 0

e12 no jugar 1 0 0 0

e 1 3 no jugar 1 0 0 0

6 14 no jugar 1 0 0 0

cielo=lluvioso

viento=sí (2, 375/(0, 375; 2)/(0, 29; 0,4))

viento=no (3/(3; 0)/(0; 0))

Las reglas inductivas que se derivan del árbol de decisión final son:

cielo=soleado:

humedad< 75: jugar (N = 2/E = (2; 0)/R = (0; 0))

humedad> 75: no jugar (3, 25/(0, 25; 3)/(0, 375; O, 26))

cielo=cubierto: jugar (3, 375/(3, 375; 0)/(0, 2; 0,33))

cielo=lluvioso:

viento=sí: no jugar (2, 375/(0, 375; 2)/(0, 29; 0,4))

viento=no: jugar (3/(3; 0)/(0; 0))

3.7 Predicción

El árbol de decisión obtenido se puede usar para predecir la clase de

una observación que puede tener valores desconocidos. En todas estas pre-

dicciones se dan parámetros de confianza y de error calculados a partir de
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las probabilidades y riesgos acumulados asociados a cada hoja del árbol de

decisión.

3.7.1 Predicción para observaciones sin valores desconoci-

dos

En el caso de árboles de decisión construido a partir de experiencias con

valores desconocidos, la predicción se realiza de la misma forma que hemos

explicado antes. Pero ahora añadimos a la predicción el riesgo asociado a

la clase mayoritaria.

Ejemplo 3.8 Usando el árbol de decisión del ejemplo 3.7, la clase que se

predice para la observación b=(soleado, 70, 80, no) es Y(b) = "no jugar"

con probabilidad 3/3,25=0,92 y riesgo 0,26.

Para el ejemplo b=(11uvioso, 68, 81, no) la predicción es Y(b)="jugar"

con probabilidad 1 y riesgo 0.

y para el caso b=-(cubierto, 70, 65, no), la predicción Y(b)="jugar" con

probabilidad 1 y riesgo 0,2.	 •

Para el caso en que los árboles de decisión se hayan construido con

experiencias sin valores desconocidos la predicción tendrá asociada una

probabilidad que se calculará igual que se ha explicado antes y riesgo O

asociado.

3.7.2 Predicción para observaciones con valores desconoci-

dos

Para este caso, la probabilidad asociada a la predicción se calcula de

la misma forma que antes. En la predicción, a cada clase se le asocia un

riesgo que se calcula sumando para cada camino del árbol que lleva a las

hojas donde ha llegado la observación los riesgos asociados a la clase.
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Ejemplo 3.9 Volvemos a usar el árbol de decisión del ejemplo 3.7 para

predecir la clase de las siguientes observaciones.

Sea b—=(soleado, 70, ?, no) entonces Xi(b—)=sol y X3(b—)= ?. Por

tanto:

• Si humedad <75 entonces Y(b—)="jugar" con probabilidad 1 y riesgo

O e Y(b—)="no jugar" con probabilidad O y riesgo 0.

• Si humedad>75, entonces Y(b—)="no jugar" con probabilidad 3/3,25

y riesgo 0,26 e Y(b—)="jugar" con probabilidad 0,25/3,25 y riesgo

0,375.

El conjunto de experiencias se divide en 2 y 3,25 experiencias para los

valores de X3=humedad. Por lo tanto

• Y(b—)="jugar" con probabilidad (2/5,25).1+(3,25/5,25).(0,25/3,25)=

=0,43 y riesgo 0,375

• Y(b—)="no jugar" con probabilidad (3,25/5,25).(3/3,25)=0,57 y ries-

go 0,26

Para la observación b—=(?, 72, 90, sí) la predicción es:

• Si es soleado entonces Y(b—)="jugar" con probabilidad 0,25/3,25 y

riesgo 0,375 e Y(b—) = "no jugar" con probabilidad 3/3,25 y riesgo

0,26.

• Si es cubierto entonces Y(b—)="jugar" con probabilidad 1 y riesgo

0,2 e Y(b—)="no jugar" con probabilidad O y riesgo 0,33.

• Si es lluvioso, Y(b—)="jugar" con probabilidad 0,375/2,375 y riesgo

0,29 e Y(b—)="no jugar" con probabilidad 2/2,375 y riesgo 0,4.

La división de las 14 experiencias fue: 5,25, 3,375 y 5,375 para los

valores de X1=-cielo. Entonces:
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• Y(b—)="jugar" con probabilidad

(5,25/14).(0,25/3,25)+(3,375/14).1+(5,375/14).(0,375/2,375)=0,33
y riesgo 0,375+0,2+0,29=0,865

• Y(b—)="no jugar" con probabilidad

(5,25/14).(3/3,25)+(3,375/14).0+(5,375/14).(2/2,375)=0,67
y riesgo 0,26+0,33+0,4=0,99.





Capítulo 4

Inferencia de Gramáticas

Supongamos que tenemos una muestra de palabras que provienen de

un determinado lenguaje junto a otras palabras que no pertenecen a ese

lenguaje. El problema en el que se centra este capítulo consiste en in-

ferir una gramática que represente el lenguaje del que provienen todas las

palabras de la muestra.

Este problema se encuadra dentro del aprendizaje supervisado, sin co-

nocimiento adicional, con modelo y aproximado. Es supervisado porque

conocemos qué palabras de la muestra pertenecen al lenguaje y cuáles no.

Sólo tenemos como información esa muestra. El modelo que supondremos

será el de una gramática regular probabilística o difusa y desarrollamos

los algoritmos de inferencia para obtener las reglas de la gramática. Lo

importante es que el método produzca un modelo que refleje la estructura

inherente de la muestra. A menudo la muestra no refleja todos los posibles

elementos que pueden ser generados, debido a que pueda resultar difícil y

costoso recoger los datos de la muestra, además de que los datos con los

que se cuente sean limitados.

Se presentan dos versiones del algoritmo de inferencia: una proba-

bilística y otra difusa. La versión probabilística se basa en la frecuencia de

99
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aparición de los elementos en las palabras suministradas. Esas frecuencias

se analizan en el algoritmo de inferencia y se asignan unas probabilidades

a las reglas de la gramática regular inferida. Además, el estudio se comple-

ta obteniendo la cadena de Markov asociada a la gramática inferida, para

estudiar propiedades estadísticas relativas al lenguaje.

La versión difusa se basa en unos grados de pertenencia que asociamos,

de una forma subjetiva, a los elementos del alfabeto que aparecen en las

palabras de la muestra. Estos grados se aplicarán mediante relaciones di-

fusas.

Definición 4.1 Sea E =	 en} el alfabeto. Sea r un lenguaje en

E*. Sea g	 (V,T,S,r) la gramática que genera el lenguaje L. Definimos

la función f : E* —> {O, 1} de la siguiente manera:

Si sErC E* entonces f(s) = 1 y lo representamos por el par (s,1).

Si s E E* — L, entonces f (s) = O y lo representamos por el par (8,0).

Definición 4.2 Definimos el conjunto formado por todas las palabras que

pertenecen a G y lo denotamos por Slc- donde

SHZ = {(s, 1), s E r}

Definimos el conjunto formado por todas las cadenas que no pertenecen a

G y lo denotamos por S2 donde

= {(s,0), s E E* — G}

Se define S = S-LE U SZ.

El problema de la inferencia de gramáticas se enuncia así:

"Dado algún subconjunto de Sr o todo Sr,  ¿se puede inferir

una buena gramática g que describa a G?"
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Nosotros estudiamos el problema de la inferencia de gramáticas en el

caso en que tengamos un subconjunto finito M -= {(sk,1) : 1 <k < ml de

donde sus elementos pueden ser considerados palabras pertenecientes

a un lenguaje regular.

4.1 Inferencia de gramáticas regulares probabilís-

ticas

Desarrollamos ahora la versión probabilística del algoritmo de inferen-

cia, con la que obtendremos una gramática regular probabilística capaz

de generar nuevas palabras en el lenguaje. A cada una de estas palabras

generadas por la gramática inferida se les asocia una probabilidad de perte-

nencia al lenguaje. Esta probabilidad se calcula como el producto de las

probabilidades de las reglas involucradas en la derivación de la palabra.

El algoritmo se centra, como característica principal, en que la conexión

relativa a dos subcadenas de longitud 2 sólo es válida con relación a los

ejemplos suministrados; esto es, si en las palabras de la muestra aparecen

las subcadenas xy e yz, entonces se permitirá, en principio, la existencia

de la subcadena de longitud 3, xyz. Si esta subcadena no aparece en las

palabras, entonces hay que eliminar esa sobreconectividad.

El algoritmo genera un autómata que posteriormente es transformado

en una gramática regular. A partir de las frecuencias de aparición de las

subcadenas en la muestra, se asignarán probabilidades a las reglas de la

gramática regular obtenida.

El algoritmo consta de 6 pasos que son descritos a continuación:

1. Construcción de dos tablas de probabilidades de transición.

2. Construcción del grafo de sucesos G.

3. Destrucción de la sobreconectividad.
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4. Construcción del dual C'.

5. Transformación del autómata G' en la gramática regular.

6. Asignación de probabilidades a las reglas.

1. Construcción de dos tablas de probabilidades de transición

En la primera tabla aparecen las probabilidades de transición entre los

elementos del alfabeto y en la segunda tabla aparecen las probabilidades

de transición desde las cadenas de longitud 2 a los elementos del alfabeto.

1. Para la primera tabla, calculamos a partir de M c S , la frecuencia

de que ei e E venga seguido de e3 e E con i = 1, . , it y j = 1, . . . , n.

En el caso de que e, sea el último elemento en alguna palabra de

M, esas apariciones no se tienen en cuenta en el cómputo de casos

posibles.

2. Para hallar la segunda tabla de probabilidades de transición, se toman

las componentes distintas de cero de la tabla anterior y se calculan a

partir de M c S -rF, la frecuencia de que esas cadenas de longitud 2

vengan seguidas de un elemento del alfabeto e i , con i 1,	 , n.

Como en el caso anterior, si la cadena de sucesos de longitud 2 consi-

derada se encuentra al final en alguna palabra de M, esas apariciones

no se tienen en cuenta en el cómputo de casos posibles.

Ejemplo 4.1 Damos un ejemplo sencillo donde la muestra está formada

por una sola palabra

ABDBCABDBCACBD

El alfabeto en este caso está formado por los elementos que aparecen

en la palabra, es decir E = {A, B,C, D}. Las tablas de probabilidad de
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transición son:

Tabla 2 AB CD

AB 0 0 0 1
Tabla I ABCD

AC 0 1 0 0
A 0 2/3 1/3 0

BC 1 0 0 0
B 0 0 2/5 3/5

BD 0 1 0 0
C 2/3 1/3 0 0

CA 0 1/2 1/2 0
D 0 1 0 0

CB O 0 0 1

DB 0 0 1 0

•

2. Construcción del grafo de sucesos G

Fijado el nivel de confianza, construimos el grafo G a partir de la tabla

1 de la siguiente forma:

1. Creamos un vértice por cada símbolo del alfabeto y lo etiquetamos

con ese símbolo.

2. Si la probabilidad para la cadena ei ci es mayor que el nivel de con-

fianza fijado creamos un arco que va desde el símbolo ei al e3 . Los

arcos se etiquetan con números naturales consecutivos.

Al construir el grafo G, los circuitos que aparecen debido a las cadenas

de la muestra deben mantenerse, permaneciendo los arcos de transición

relativos a ese circuito en la misma cara del grafo.

Ejemplo 4.2 Si consideramos un nivel de confianza de 0,25, la figura 4.1

muestra el grafo G relativo al ejemplo 4.1.	 •
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Figura 4.1: Grafo de sucesos G

3. Destrucción de la sobreconectividad

El paso anterior puede dar lugar a vértices sobreconectados en el grafo

G. Los vértices ei, ei y ep están sobreconectados si existe un camino e,eiep

en G con probabilidad igual a cero en la segunda tabla de probabilidades

de transición. Por lo tanto el grafo G produce secuencias ilegales.

Destruimos la sobreconectividad como sigue: El vértice e3 es duplicado

en dos vértices, uno de ellos teniendo un arco desde él a un vértice del

extremo de la secuencia ilegal y el otro ei con un arco desde el otro vértice

del extremo a él. Para cada vértice duplicado ei se consideran de nuevo los

mismos arcos que existían con el resto de los vértices, excepto con el ep .

Todos los arcos son etiquetados con el mismo número que tenían. Se

repite este proceso hasta obtener en G todas las secuencias legales y ninguna

secuencia ilegal.

Ejemplo 4.3 Supongamos que tenemos un grafo de sucesos G con secuen-

cias legales: AB, BC, BD y ABD y con la secuencia, ilegal: AB C.

Entonces para destruir esa secuencia ilegal tenemos que duplicar el nodo

B. Por lo tanto en todos los sitios de G donde aparezca la secuencia ile-

gal consideramos el subgrafo correspondiente a los vértices A, B,C y D y

actuamos de la siguiente forma. Eliminamos el arco A B, duplicamos B

(lo hemos denotado por B' para mayor claridad) y creamos el arco nuevo
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A B' que aparece representada con línea discontinua en la figura 4.2. A

continuación, creamos el arco B' D (representada con línea discontinua en

la figura 4.2). Estas dos nuevos arcos se crean para seguir representando

en G las secuencias AB, BD y ABD que sí son legales. El último paso

sería considerar para el vértice duplicado B' los mismos arcos que existían

para B con el resto de los vértices, excepto con el vértice C. •

Figura 4.2: Destrucción de sobreconectividad

4. Construcción del dual G'

Cada arco en G es un vértice en G' que está etiquetado con la misma

etiqueta del arco de G. Para cada par de arcos de entrada b y de salida f de

un vértice ei en G se crean en G' dos vértices etiquetados con los números

de los arcos de entrada y salida de G (b y f) y un arco ei que va de b a f.

Si un vértice e, en G sólo tiene arcos de salida b, entonces se crea un

arco en G' que va desde un vértice etiquetado con Ao (estado inicial) al

vértice b de C'. El arco en G' se etiqueta con e,.

Si un vértice ep en G sólo tiene arcos de entrada f se crea en G1 un

vértice f y un arco que va desde f hasta un vértice etiquetado con F (estado

final). Este arco en G' se etiqueta con ep .

Con este proceso hemos obtenido un autómata finito determinista.
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Ejemplo 4.4 En la figura 4.3 damos un breve esquema de la construcción

del grafo dual para los tres casos que se pueden presentar. 	 •

Grafo G
	

Grafo G'

Figura 4.3: Transformación de G a su dual G'

5. Transformación del autómata G' en la gramática regular

Transformamos el autómata G' en una gramática regular de la forma

usual. Los no terminales de la gramática los representaremos con la letra

A y un subíndice que indica el número que etiqueta el vértice en G'. Por

ejemplo Ab o Af. Además tendremos en cuenta las siguientes considera-

ciones:

El estado inicial Ao podrá tener más transiciones que partan desde él

como consecuencia de los estados (que no sean estados sin retorno) con arco

de entrada u, por donde hay que comenzar en G para tener la consistencia

con todos los comienzos de las cadenas de sucesos de M. En este caso

añadiremos las reglas Ao	 A„. Si todos coinciden con los estados sin

retorno, desde Ao sólo tendremos las reglas Ao	 e i Ab que obteníamos por

la propia construcción de

Todos aquellos estados en G' que tengan un arco de entrada etiquetado

con un suceso elemental que sea consistente con los finales de las cadenas de

M, serán estados finales para ese arco. El nodo (vértice) F de G' también

será estado final. Al pasar a la gramática, para los estados f en G' con
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transiciones a F mediante ep , consideraremos sólo las reglas de la forma

A 1 —+ e p.

6. Asignación de probabilidades a las reglas

Una vez obtenida la gramática regular, el último paso es la asignación

de probabilidades a las reglas para obtener una gramática regular proba-

bilística. Para ello existen dos fases: en la primera se asocian las probabi-

lidades a las reglas usando las dos tablas de probabilidades de transición y

en la segunda se relativizan las probabilidades para obtener una gramática

regular propia.

A cada regla de la forma Ab —} eiilf que correspondía en G con el

camino de ei a ej mediante b y de ej a ep mediante f, le asociamos como

probabilidad, la que le asigna la segunda tabla a la cadena e ieiep .

A las reglas de la forma Af ep donde f son los estados en G' con

transiciones aF y f era el arco en G de ei a ep , se les asigna como pro-

babilidad la que la cadena ejep tenga asignada en la primera tabla. Si f es

un estado en G' consistente con todos los finales de las cadenas de M, en

la gramática regular existen las reglas Ab —> e3 Af y Ab ej. A la regla

Ab -4 ei también se le asigna como probabilidad la que la segunda tabla

asigne a la cadena eie3 ep .

A las reglas de la forma Ao eiAb donde b era el único arco en G desde

ei a e3 , se le asigna la probabilidad correspondiente a la cadena eiej en la

primera tabla.

La probabilidad se distribuye de manera uniforme entre las reglas de la

forma Ao -4 EAR . En el caso particular en que sólo exista una regla que

tenga como antecedente a Ao se le asigna probabilidad 1.

Ahora distribuimos las probabilidades para obtener una gramática regu-

lar probabilística propia. Para cada A , con i > 0, se toman todas las reglas

donde Ai aparezca como antecedente y se calculan los valores relativos de
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sus probabilidades para que la suma de las probabilidades de todas las

reglas con A como antecedente sea 1.

Ejemplo 4.5 Para el grafo G' del ejemplo 4.4 obtenemos la regla A1 -4

B A2 a la que le asignamos la probabilidad que la tabla 2 le asignara a la

cadena A B C, la regla Ao —> A A1 a la que le asignamos la probabilidad

que la tabla 1 le asignara a la cadena A B y la regla A2 C a la que le

asignamos la probabilidad que la tabla 1 le asignara a la cadena B C. Tam-

bién tendríamos que asignar las probabilidades de la forma descrita aquellas

reglas que surgen para tener la consistencia con los comienzos y finales de

cadenas de M y por último relativizar las probabilidades necesarias para

que la gramática regular probabilística sea propia. •

Con este último paso obtenemos una gramática regular probabilística.

En la siguiente sección obtenemos la cadena de Markov asociada.

4.2 Cadena de Markov asociada

Bajo determinadas condiciones, dado un sistema y una sucesión de ob-

servaciones de la evolución del sistema, se puede considerar una cadena

de Markov asociada al sistema. Las cadenas de Markov se aplican aquí al

campo del reconocimiento sintáctico de patrones, más concretamente, lo

aplicamos a nuestro caso, donde los sistemas son las gramáticas regulares

probabilísticas.

Las características relacionadas con el proceso de derivación de una

cadena juegan un papel importante en el diseño de una gramática que

exprese con suficiente claridad el lenguaje con el que se está trabajando.

Por eso, es interesante conocer por ejemplo, cuál es el número medio de

reglas que es necesario aplicar para generar una cadena de caracteres o el

número medio de caracteres en una cadena, o saber si un carácter aparece

con más frecuencia que otro en las cadenas.
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Sea gp =< g, P> una gramática regular probabilística propia donde

Ç = (V,T,S,r). Entonces existe un autómata finito probabilista N que es

equivalente a la gramática gp. El conjunto de estados K de N está formado

por el conjunto V de no terminales de gp y por el estado F que se crea en

N debido a las reglas terminales de la gramática. La llegada al estado F

indica que se ha terminado de generar la cadena en la gramática.

En el autómata existe un único estado inicial S que es el estado inicial

de la gramática. La función de transición del autómata se define a partir

de las reglas de derivación de la gramática de la forma habitual. La función

de probabilidad 7r también se define a partir de las probabilidades de las

reglas de la gramática. Por ser una gramática regular probabilística propia

se cumplen las condiciones con respecto a las funciones de probabilidad:

para todo q E K — F,

Y 
>_2 

7r(q) = 1.>2, (q, o- ) = 1 

acE qCK

Definición 4.3 Dado el autómata finito probabilista N que es equivalente

a una gramática regular probabilista g p, se define el proceso estocástico

asociado a N como la familia de variables aleatorias {Xt : t E 'T} que toman

los valores en el conjunto K = V U {F} siendo T un espacio paramétrico

continuo correspondiente al tiempo.

Veamos que este proceso estocástico induce una cadena de Markov. El

diagrama de transición entre los estados del autómata finito probabilista

coincide con el diagrama de transición entre los estados de esta cadena de

Markov donde los estados de la cadena van a ser V U {F}.

Proposición 4.1 Sea N el autómata finito probabilista equivalente a la

gramática regular probabilística g p. Entonces el proceso estocástico {Xt

t E 'T} asociado a N es un proceso de Markov.

Demostración: El proceso estocástico {Xt : t E T} cumple la propiedad

de Markov porque la probabilidad de transición entre estados, es decir, de
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aplicar otra regla de la gramática, sólo depende del estado actual, o sea del

no terminal que aparece como consecuente en la regla actual, y no de las

reglas aplicadas hasta ese momento.

El proceso de derivación, que se realiza en instantes discretos, es equiva-

lente al paso de un no terminal (antecedente de la regla) a otro no terminal

(en el consecuente).

Definición 4.4 Sea N el autómata finito probabilista equivalente a la gra-

mática regular probabilistica g p y sea el proceso estocástico {Xt : t E T}

asociado a N. Llamamos cadena de Markov asociada a N a la cadena de

Markov {X, : n = 0, 1, . } inducida del proceso de Marvov {Xt : t E T}

por los instantes 7-7,, E T de aplicación de una regla en la gramática.

El espacio de estados de esta cadena de Markov es K = V U {F},

el vector de probabilidades iniciales P(0) asigna probabilidad 1 al estado

inicial S y O al resto y la matriz de transición P = (pI,1) se define de la

siguiente manera:

{{Pi,h:A
PI,J =

Pi,h	 Si I = Ai E V, J = Aj E V

-4xAj I xeT}

1	 Si I = J = F

O	 en el resto

La cadena de Markov obtenida es homogénea porque las probabilidades

asociadas a las reglas permanecen constantes en el tiempo y sólo dependen

del número de etapas que se saltan y no de la etapa en la que estemos en ese

momento. Por lo tanto, existe una cadena de Markov homogénea asociada

al proceso de derivación de una gramática regular probabilística.

El algoritmo siguiente permite obtener la cadena de Markov asociada a

la gramática regular probabilística y la creación de la matriz de transición

de la cadena de Markov a partir de las probabilidades de las reglas de la

gramática. Vamos a denotar los estados de la cadena por los subíndices

asociados a los no terminales de la gramática y por el estado F.
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Algoritmo A.1. (Cadena de Markov asociada)

Entrada: Gramática gp.

Salida: Cadena de Markov representada por {X } , P y P(0).

Método:

1. {X } = (V — T)U {F}.

2. Inicializar P(0) con ceros. Asignar distribución de probabilidad a los

estados iniciales.

3. Inicializar P con ceros

4. for cada regla de derivación de la gramática do

if (Pi,h : Ai	 akiii) then

Pi,i	 Pi,i +Pi,h

fi

if po, :	 ak then

Pi,F	 Pi,F Pi,h

fi

PF,F :-= 1
od

Proposición 4.2 Sea g p =< (V,T,S,r),P > una gramática regular pro-

babilística propia y sea {X,} la cadena de Markov asociada a g p. En el

espacio de estados existen clases comunicantes transitorias abiertas for-

madas por los no terminales V de la gramática y existe una 'única clase

recurrente cerrada formada por el estado absorbente F.

Demostración: Por el teorema de descomposición de una cadena de Markov

finita, se tiene que el espacio de estados se descompone de manera única

como unión disjunta de clases comunicantes donde cada clase puede ser

de uno de estos dos tipos: recurrente cerrada o transitoria abierta. Y,

además, las clases del tipo recurrente tienen que existir necesariamente.
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Veamos que en nuestro caso existe al menos una clase transitoria y una

única clase recurrente.

El estado F es absorbente y determina una clase recurrente cerrada

formada únicamente por ese estado porque si existieran más estados en esa

clase, el estado F obligaría a que fueran transitorios y a descomponer la

clase en una transitoria y otra recurrente formada por F.

Además esta clase recurrente es única porque al obtener el autómata

equivalente a la gramática todas las reglas terminales se han asociado al

estado F.

Al ser única la clase recurrente el resto de las clases son transitorias

abiertas y sabemos que existe una que corresponde a la clase donde se

encuentre el estado inicial S. E

Modelizar nuestra gramática regular probabilística mediante una ca-

dena de Markov es interesante porque podemos estudiar entre otros los

siguientes parámetros:

• Ocurrencia media de terminales y no terminales en la generación de

una cadena.

• Probabilidad de aparición de terminales y no terminales.

• Probabilidad de terminar la cadena que se está generando.

Ese será ahora nuestro objetivo. Las propiedades relativas a los no

terminales (los estados de la cadena de Markov) se pueden obtener de una

forma directa. Sin embargo, para poder estudiar las propiedades relativas

a los terminales es necesario que las reglas de la gramática cumplan una

condición de unicidad. Si no es así, antes de realizar el estudio estadístico

tenemos que incluir nuevas reglas en la gramática. Todo este proceso se

explica de forma más detallada en la siguiente sección.
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4.2.1 Ampliación de la gramática regular probabilística

Para estudiar las propiedades de la gramática desde un punto de vista

estadístico no habrá problemas de ambigüedad en el estudio de los pará-

metros relativos a los terminales de la gramática si se cumple la siguiente

condición de unicidad:

Cada no terminal en el consecuente está asociado con un 'único

terminal aunque cada terminal puede tener en el consecuente

más de un no terminal asociado.

Veamos un ejemplo que pone de manifiesto por qué es necesario que se

cumpla esa condición para hacer un estudio exhaustivo de las propiedades

estadísticas de los terminales de la gramática.

Ejemplo 4.6 Supongamos que se tienen las reglas C aS y B bS. La

información de la ocurrencia media del estado S de la cadena de Markov

no será suficiente para determinar la ocurrencia media de a y de b. •

Así, antes de pasar a la cadena de Markov, hay que eliminar esa am-

bigüedad ampliando la gramática con nuevas reglas y después, convertir-

la en cadena de Markov. El proceso que luego describimos de forma al-

gorítmica se muestra mediante un ejemplo.

Ejemplo 4.7 En la gramática que tiene las reglas del ejemplo anterior

C aS y B bS, se añaden las nuevas reglas C aSi y B bS2,

eliminando las antiguas. Todas las reglas que tienen a S en el antecedente,

por ejemplo S aD, se duplican de la forma S1 aD y S2 -> aD. Para

las reglas de derivación terminales B d y B -4 e se actúa sustituyéndolas

por B —> dTi y B ---> eT2 y Tk -+ E, V k. •

Con este ejemplo se pone de manifiesto que si en la ampliación de la

gramática surge más de un estado inicial, entonces el vector de probabili-

dad inicial P (0) se modifica y se reparte de forma uniforme la probabilidad
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entre los estados iniciales. Por eso en el algoritmo Al. aparece que se

distribuye la probabilidad entre los estados iniciales.

Definimos además unos conjuntos para almacenar toda la información

sobre la relación entre los no terminales y terminales de gramática original

y la ampliada. El conjunto CA3 contendrá a todos los nuevos estados que

surgen de Ai y el conjunto Cak es el conjunto de pares (estados de la

gramática ampliada que aparecen en el consecuente junto a ak, número de

veces que aparece ak junto a esos estados). CTerm contiene los estados Tk

asociados a las reglas de derivación terminales.

El algoritmo que realiza todo el proceso de la ampliación de la gramática

es el siguiente.

Algoritmo A.2. (Ampliación de la gramática)

Entrada: Gramática gp.

Salida: Cadena de Markov asociada a la gramática ampliada que cumple

la propiedad de unicidad.

Método:

1. for cada no terminal Ai do

Hallar Di f f Ai {ak E T/3(pi,h :	 akAi)) }

if card(Dif f	 > 1 then

for cada regla que aparece en la definición de DiffA do

Sustituir Ai que está asociado al terminal ak

por un nuevo y único no terminal Aj,k

V — T := {(V — T) — Ail U {Ai ,k}

CA := CAi u {Aj,k}

Cak := Cak U {(Ai,k; #ak)}

od

fi

od

2. for cada regla r con A 	antecedente do

for cada regla r' con A , k en el consecuente do
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Generar copia de r sustituyendo el antecedente A3 por 47 ,k

od
Eliminar r

od

3. for cada regla terminal do

Di f herm := {ak E T/373i,k :	 ak en las reglas de la gramática}

for cada terminal diferente do

Sustituir pi , h : Ai —> ak por pi , h :	 akTk

V — T := (V — T) U {Tk}

CTerm := CTerm U {71}
Cak := Ca, u {(T1; ak)}

od
od

4. Aplicar el algoritmo Al. a la gramática ampliada

5. Añadir PT, ,F -= 1, Vk

Las probabilidades que tenían las reglas donde aparecían los no termi-

nales Ai como antecedente las heredan todas las reglas correspondientes

donde aparecen los nuevos no terminales Ai ,k como antecedente.

La matriz de transición P de salida se puede dividir por cajas. En la

primera caja de la diagonal se encuentra la clase recurrente de F y la segun-

da caja corresponde con la clase transitoria que se ordena de la siguiente

forma. Primero aparece la fila de todos los no terminales correspondientes a

C , o sea los ALk , que denotaremos por S, (ahora todos estos estados son

iniciales), después los de C A2 , y así sucesivamente hasta los Tk. Una vez

conseguida la matriz P se pasa a estudiar las características de la cadena.

4.2.2 Estudio estadístico de la cadena de Markov

Una vez hechas las transformaciones necesarias en la gramática, se es-

tudian las características de la cadena de Markov asociada. Se ha visto que
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la cadena tiene una única clase recurrente formada por el estado absorbente

F y una o varias clases transitorias formadas por los no terminales.

Un punto importante de estudio es la probabilidad de absorción, es de-

cir, la probabilidad de generar una cadena. No olvidemos que el lenguaje

generado por una gramática está formado por cadenas que se generan me-

diante la derivación de reglas donde aparecen los no terminales. Por ello, se

calculará la probabilidad de acabar de generar una cadena si en un instante

de la derivación se está en un determinado no terminal (esto nos lo dará la

matriz F).

En el lenguaje hay inducida una distribución de probabilidad, por tanto,

es interesante calcular también la probabilidad que tiene una cadena en

el lenguaje, para ello se calculará la probabilidad de ocurrencia de cada

terminal. Además se obtiene la probabilidad que tiene cada no terminal de

ser visitado partiendo del estado inicial.

Otras características a estudiar en las cadenas del lenguaje serán la

ocurrencia media de cada terminal y la longitud media de las cadenas, que

es equivalente al número medio de reglas que se aplican para generar una

cadena, (ya que cada regla después de la derivación tiene en el consecuente

un sólo terminal). Además se hallará la ocurrencia media de cada no ter-

minal.

También se calculará el número de veces que se visita un no terminal

saliendo de cualquier no terminal hasta la absorción y el número de veces

que aparece un terminal después de aparecer otro, hasta la absorción.

El algoritmo que se presenta ahora halla todos estos parámetros a par-

tir de la matriz fundamental de una cadena de Markov, que es la matriz

que recoge las probabilidades de transición entre estados transitorios de la

cadena. Esto es N = (I — Q) -1 (N = (nia )) donde Q es la matriz de las

probabilidades de transición entre los estados transitorios. Los elementos

de N representan el número medio de ocurrencias de un estado j dado que

comenzamos en el estado i. Por lo tanto, en el caso que se estudia interesa
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la primera fila de N. Se utilizarán estos elementos de la matriz para calcu-

lar la ocurrencia media de terminales (mean-occ(terminales)) y la ocurren-

cia media de no terminales excepto F (mean-occ(no terminales-{F})). La

suma de la primera fila de N es el tiempo medio hasta la absorción, dado

que la cadena comienza en el estado inicial. En el algoritmo se representa

mean-occ(all states).

Algoritmo A.3 (Estudio estadístico)

Entrada: Cadena de Markov asociada.

Salida: Número medio de visitas, longitud media hasta la absorción, pro-

babilidades de visita, probabilidad de absorción.

Método:

1. Aplicar el Algoritmo A.2.

2. Calcular la matriz fundamental N = (I — Q) -1 donde Q es la matriz

correspondiente a las transiciones entre los estados transitorios.

3. Calcular F = NA donde A es la matriz de transición desde los estados

transitorios al recurrente F.

4. Calcular el número de etapas en las que se visita Ai saliendo de Ap

hasta la absorción . Es decir, Vj y Vp hallar

x

donde
A =	 Vk}

Ap =	 Vkl

5. Calcular el número de veces que aparece ai después de aparecer ag

hasta la absorción. Es decir, Vj hallar

dondeE	 x Oai,
ocai x oc„,,

Cai

Caq

Va

Oaq )}, Vaq



[p(Ss )	 ns,A, k X fr:tk +	 ns,Tk xMean occ(ak) =
s=1	 I1j,kECak Tk EC“ k

LP(Ss) (>_, ns,Ak + 2 ns,Tk )1Mean occ (all States) =
s=1	 j,k
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6. Calcular la ocurrencia media de los terminales. Si y el número de no
terminales pertenecientes a la clase C A, entonces

donde está asociado al A3 ,k o Tk del momento.

7. Calcular la ocurrencia media de los no terminales

Mean occ(Ai) = >_d

8=1
p(S5 )	 E	 ns,A

Ai,kECAi	 ) 1
Mean occ(Tk) =

8=1. 
Lp(S8	 77,, ,Tk)1

(TkECTerm

Mean occ(S) = p(S5) (v
s=1.

donde S, E C Ai•

8. Calcular la longitud media de la cadena generada

Mean String Length =	 Mean occ(ak)
ak

9. Calcular la ocurrencia media de todos los estados

10. Calcular la duración media (número medio de etapas) de la cade-
na desde cualquier estado transitorio E hasta el estado absorbente.
Supongamos que N E Md x , entonces

C

Mean Time(E) =	 nE,w

w=1



4.2. CADENA DE MARKOV ASOCIADA
	

119

11. Calcular la probabilidad de absorción

P(terminating) = P(0) • F

12. Calcular la probabilidad de que se visite un estado no terminal dado

que se comienza en el estado inicial

for todos los estados AJA excepto F do

Hacer Ai , k estado absorbente y calcular la nueva P

Calcular nueva F

F = Crs,A

La probabilidad es

P(Ai,k) = P(S3) (E f's,A 
k)

od

13. Calcular la probabilidad de cada terminal

for todos los terminales do

$tak 
P(ak) = >_,	 p(A

Aj,k ECk

(Ai,k,tiak)

od
donde el del numerador está asociado al AJ A E Cak correspondiente

en ese momento en el sumatorio.

Ejemplo 4.8 Consideremos la siguiente gramática probabilística

O, 4 :S—>a y O, 6 :S—>aS

Esta gramática cumple la condición de unicidad por lo tanto podemos

considerar directamente su cadena de Markov asociada. Al obtener la ca-

dena de Markov asociada aparecerán los estados F y T1. El estado T1 surge



120	 CAPÍTULO 4. INFERENCIA DE GRAMÁTICAS

debido a la regla terminal y el estado F para crear el estado absorbente

que indica que la gramática ha terminado de generar la cadena.

En este caso, el vector de probabilidades de inicio para los estados F,

S y Ti es (O, 1,0) (porque S no se ha duplicado), la matriz de transición

entre estados (con las filas etiquetadas siguiendo el orden F, S, y T1 ) es

0.0 0.0 \

(

1.0

0.0 0.6 0.4

1.0 0.0 0.0 /

y el estudio estadístico de la cadena determina los resultados que aparecen

en la siguiente tabla:

Parámetro Valor

Ocurr. Media ( a ) 3.5

Ocurr. Media ( 5 ) 2.5

Ocurr. Media ( Ti ) 1.0

Ocurr. Media de todos los estados 1.0

Duración media, desde ( S ) hasta el estado absorbente F 3.5

Duración media, desde ( Ti ) hasta el estado absorbente F 1.0

N° de veces que aparece ( a ) después de ( a ) 4.5

N° etapas que se visita ( S ) saliendo de ( S ) 2.5

N° etapas que se visita ( T1 ) saliendo de ( S ) 1.0

Long. Media Cadenas 3.5

Prob. de Terminación 1.0

Probabilidad ( S ) 1.0

Probabilidad ( T1 ) 1.0

Probabilidad ( a ) 1.0

•

Se puede recuperar la gramática regular probabilística a partir del dia-

grama de transición asociado a la cadena. El diagrama de transición puede
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verse como un autómata etiquetando los arcos de transición con el único

terminal que aparece en el consecuente de la regla.

4.3 Inferencia de gramáticas regulares difusas

Ahora presentamos el estudio desde el punto de vista difuso para inferir

una gramática regular difusa. Este es el algoritmo de inferencia de este

caso:

1. Definición de dos relaciones binarias difusas

1. Sea E el conjunto de todos los elementos del alfabeto e i que aparecen

en M C S. Se define la relación binaria difusa P(E, E) como "-

cercano a-" y con función de pertenencia [I, p(ei , ei). Esta función nos

indica el grado de creencia que tenemos de que ei E E con i = 1,	 , n

venga seguido en la cadena de ei E E con j = 1, . . . , n.

2. Sea D el conjunto de todas las cadenas de sucesos de longitud dos

que tienen asociado grado distinto de cero en R. Se define la relación

difusa Q(D, E) como "-cercano a-" con función de pertenencia pQ que

indicará el grado de creencia de que esas cadenas de longitud 2 vengan

seguidas del elemento e i i = 1,	 , n. Para calcular el grado de cada

cadena de longitud tres se usa una t-norma y para reflejar el número

de existencias de esa cadena se utiliza la co-norma correspondiente

para acumular los grados.

2. Construcción del grafo de sucesos G

Creamos el grafo G a partir de la matriz asociada a P de la siguiente

forma:
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• Creamos un vértice por cada símbolo del alfabeto y lo etiquetamos
con ese símbolo.

• Si la probabilidad para la cadena eiej es mayor que el nivel de con-
fianza fijado creamos un arco que va desde el símbolo ei al ej. Los
arcos se etiquetan con números naturales consecutivos.

Al construir el grafo G, los circuitos que aparecen en las cadenas de la
muestra deben mantenerse, permaneciendo los arcos de transición relativos
a ese circuito en la misma cara del grafo.

3. Destrucción de la sobreconectividad

El paso anterior puede dar lugar a vértices en el grafo G sobreconectados

produciendo así secuencias ilegales (caminos ei e3 ep en G con grado igual a
cero en la matriz asociada a Q). Entonces destruimos la sobreconectividad

de forma análoga al paso 3 del algoritmo de inferencia de gramática regular
probabilística.

4. Construcción del dual G'

Análogo al paso 4 del algoritmo de inferencia de gramáticas regulares
probabilísticas.

5. Transformación del autómata G' en la gramática regular

Análogo al paso 5 del algoritmo de inferencia de gramáticas regulares
probabilísticas.
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6. Gramática regular difusa: asignación de grados a las reglas

A cada regla de la gramática regular obtenida le asignamos un grado

de la siguiente forma:

A cada regla de la forma Ab -4 e3 Af que correspondía en G con el

camino de e i a e3 mediante el arco b y de e3 a ep mediante el arco f, le

asignamos el grado asociado a la cadena e i ei ep mediante Q.

A las reglas Af -4 ep donde f son los estados que en G' tienen transi-

ciones a F y además f era el arco en G que iba desde e3 a ep , le asignamos

como grado el que P le asignaba a la cadena e3 ep . Si f es un estado en

G' consistente con todos los finales de las cadenas de sucesos de S, en la

gramática regular existen las reglas Ab —4 e3 Af y Ab	 e3 . A la regla

Ab	 e3 se le asigna como grado el que asigne la relación Q a la cadena

eie ep .

A las reglas de la forma Ao	 e, Ab donde Ab era un arco en G que

iba desde e, a otro suceso elemental e3 y además era el único arco con esa

propiedad, le asignaremos como grado el que tenga asociado la cadena e i ej

mediante P. A las reglas de la forma Ao cil„ le asignamos grado 1. En

el caso particular en el que Ao sólo tenga un arco de salida le asignaremos

grado 1 a esa regla.

4.4 Complejidad

Se realiza ahora un estudio para mostrar que el algoritmos de inferen-

cia de gramáticas regulares probabilísticas y el algoritmo de inferencia de

gramáticas regulares difusas tienen complejidad polinómica.

Sea 11 = n el número de símbolos del alfabeto. Sea 1M1 = m el número

de ejemplos en la muestra y sea t +1 la longitud del ejemplo más largo en

la muestra. En estas condiciones sobre el total de ejemplos hay a lo sumo

t x m subcadenas de longitud 2 y (t — 1) x m subcadenas de longitud 3
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(distintas o no).

La primera tabla en los dos casos (probabilístico y difuso) tiene n2

elementos cuyo cálculo supone t x m cómputos. Si aparece la subcadena eiej

en el caso probabilístico incrementamos en 1 el elemento (i, j) de la tabla;

posteriormente todos esos números se dividen por el total de subcadenas

consideradas por cada fila y en el caso difuso si aparece la subcadena eiej

entonces calculamos el grado del elemento (i, j). La segunda tabla tiene n3

elementos cuyo cálculo requiere (t — 1) x m cómputos (en los dos casos se

hace de manera análoga a lo anterior).

Considerando el proceso en forma directa: Para la construcción del

grafo G, la primera tabla de cada caso se convierte en una matriz N que

representa al grafo G con n vértices. Para destruir la sobreconectividad,

pasamos a lo sumo a n+ n vértices, lo que supone a lo sumo (2. n) 2 arcos (y

una nueva matriz N'). La construcción del dual es un proceso cuadrático

en el número de vértices de G.

Por último la transformación en una gramática y la asignación de pro-

babilidades en la versión probabilística y la asignación de grados en el

caso difuso, son ambos procesos de orden lineal con respecto al tamaño del

grafo. En resumen, los algoritmos son polinómicos de grado 4 en el número

de símbolos del alfabeto.

Como dijimos, los algoritmos controlan la sobreconectividad de longi-

tud 3. Este proceso se podría continuar para longitudes 4, 5, etc, con un

incremento multiplicativo en el tiempo consumido, en un factor igual al

tamaño del alfabeto. El nivel de robustez del modelo probabilístico es con-

trolado por el nivel de confianza que fijemos para las probabilidades. Este

parámetro puede usarse también para controlar la complejidad en el mode-

lo que se infiere a partir de grandes muestras de datos. Si conocemos que

los datos son correctos, es decir no contienen ruido, no se ignorará ninguna

cadena de sucesos con probabilidad distinta de cero. En el caso difuso el

nivel de confianza lo controla la función de asignación de grados.
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4.5 Aplicación de los algoritmos de inferencia

En esta sección aplicamos los algoritmos de inferencia descritos a un

caso práctico. El problema que se presenta intenta capturar la estructura

intrínseca de las pinturas de Piet Mondrian (1872-1944), para poder generar

automáticamente, otras pinturas consideradas dentro del estilo de Mon-

drian. Consideramos las pinturas como una muestra de palabras generadas

por unas reglas que pertenecen a una gramática regular probabilística o

difusa. La aplicación consecutiva de las reglas de la gramática obtiene una

nueva pintura donde la confianza de que la pintura sea del estilo del pintor,

la da la probabilidad o el grado que tenga asociada esa palabra (pintura) en

el lenguaje. Un estudio más profundo de las actuaciones de la gramática,

lleva a considerar la cadena de Markov asociada y a estudiar las propiedades

relativas a esta cadena de Markov.

Los pasos a seguir para modelar este problema mediante la inferencia

de gramáticas regulares probabilísticas o difusas son:

1. Algoritmo de conversión de cuadros a cadenas.

2. Ejecución del algoritmo de inferencia de gramáticas regulares proba-

bilísticas o difusas.

3. Algoritmo de conversión de cadenas a cuadros.

4.5.1 Algoritmo de conversión de cuadros a cadenas

Describimos cómo convertir los cuadros de Mondrian en cadenas unidi-

mensionales. Los cuadros escogidos corresponden a la etapa abstracta del

pintor. Los cuadros están formados por rectángulos blancos, azules, rojos y

amarilos. Se ha considerado un sistema de referencia basado en los puntos

cardinales. Los puntos cardinales usados han sido estos: N, NE, NW, N A

NE, N A NW, S, SE, SW, S A SE, S A SW, E, E A NE, E A SE, VV, W A

NW, W A SW. Cada punto cardinal puede venir acompañado del color R
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(red), B (blue) o Y (yellow) que tenga asignado el rectángulo en ese punto
cardinal. El alfabeto terminal tiene 39 símbolos porque no todos los puntos
cardinales tienen asociado un color en las pinturas de la muestra.

Figura 4.4: Puntos cardinales

Para transformar los cuadros a cadenas se considera en cada rectángulo
del cuadro su esquina superior izquierda para fijar su orientación y a cada
rectángulo le corresponde una estructura de la forma: (coordenada x, co-
ordenada y, anchura, altura, color). Una vez el cuadro en dicho formato,
se procede a pasar a cadenas. Para ello, de forma recursiva, a cada coor-
denada se le hace corresponder cada una de las posibles cadenas, y se mira
si se cumplen los requisitos para que dicho rectángulo del cuadro pueda ser
sustituido por la cadena en curso.

Ejemplo 4.9 Consideremos el siguiente cuadro (Composition in Red, Blue

and Yellow (1928), 122x 79cm, La Haya Gemeentemuseum), ver figura 4.5.

Una posible cadena de generación podría ser

(EB)(N A NE)(E A SE)(NR)(SW)(S A SEY)(rec)

El proceso que se describe ahora se puede ver en la figura 4.6. El
recuadro azul está al este del cuadro, luego se escribirá EB (B=Blue).

Para codificar el recuadro blanco que existe por encima del azul se le asigna
(NA NE) que es el punto cardinal correspondiente. Al recuadro que queda
por debajo del azul se le asigna el punto cardinal (E A SE). Ahora el
recuadro rojo se encuentra al norte y este punto cardinal todavía no se ha
utilizado así que se le asocia NR. El recuadro blanco de la esquina inferior
izquierda corresponde con el punto cardinal SW. El recuadro que tiene al
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Y

Figura 4.5: Composition in Red, Blue and Yellow (1928)

lado amarillo con (S A SEY). Y por último el recuadro blanco que queda

se le asigna rec.	 •

4.5.2 Algoritmos de inferencia

El algoritmo de inferencia de gramáticas regulares probabilísticas se

puede aplicar directamente porque tiene todos sus parámetros definidos.

Cuando se obtenga una gramática regular probabilística se puede obtener la

cadena de Markov asociada y realizar el estudio estadístico de la gramática.

Nos centramos ahora en explicar cómo se han definido las relaciones

difusas P y Q necesarias para la ejecución del algoritmo. Consideramos el

conjunto E como el de todos los terminales existentes en las cadenas de

la muestra M. Más concretamente los elementos de E serán los puntos

cardinales con sus respectivos colores asociados que aparecen en M.

La función de pertenencia pp se ha definido como sigue: a las cadenas

de longitud dos que no aparecen en ninguna cadena de M se le asocia grado

cero; a las cadenas de sucesos de longitud dos que sí aparecen se le asocia

un grado de creencia teniendo en cuenta la distancia en grados que separa

un punto cardinal del otro. En todos los casos que se han estudiado los

ángulos se reducen al primer cuadrante. A estos ángulos se les halla el seno

y mediante un proceso de interpolación y de redondeo tomamos los valores:
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Figura 4.6: (EB)(N A NE)(E A SE)(NR)(SW)(S A SEY)(rec)
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1; 0,97; 0,95; 0,92; 0,70. Estos son los grados que asigna p.p.

Definimos la función de pertenencia [LQ teniendo en cuenta la existencia

de las cadenas de longitud tres en M. Si no existen, el grado es cero y

si existen se le asocia como grado la intersección de los grados mediante

la medida de la intersección de Dombi [Klir y Folger, 1988] considerando

así una composición de una relación binaria en sí misma. El número de

existencias en la cadena de longitud tres se tiene en cuenta haciendo una

acumulación de grados mediante la unión difusa de Dombi.

1
A E (0, oo)

1 + 	- 1 ) -- A + 
f - 1 -7

Unión difusa de Dombi (1982)

1
E (0, oo)

1+ 	iy` +	 1)1 ÷
Intersección difusa de Dombi (1982)

A partir de aquí se ejecuta el algoritmo de inferencia de gramáticas

regularas difusas descrito anteriormente.

4.5.3 Algoritmo de conversión de cadenas a cuadros

Para convertir las cadenas en cuadros, se comienza con un rectángulo

blanco donde están disponibles todos los puntos cardinales. Al recorrer la

cadena, se van insertando los rectángulos en el punto cardinal que indique

la cadena con sus respectivos colores. Al insertar estos rectángulos vamos

teniendo disponibles menos puntos cardinales, que no podremos volver a

utilizar hasta que se produzca otro rectángulo blanco dentro del cuadro que

vamos creando. En ese momento, trasladamos el sistema de referencia a
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ese rectángulo blanco y volvemos a tener disponibles todos los puntos car-

dinales, (en el ejemplo de antes, lo que se haría sería el proceso inverso y se

irían colocando los rectángulos en el punto cardinal que indique la cadena).

Nótese que existen varias cadenas que representan la misma pintura.

Una vez acabado este proceso, se trabaja en la asignación de las medidas

exteriores del cuadro y en la posición de líneas horizontales y verticales

dentro de él.

Veamos primero cómo asignar estas medidas a las pinturas generadas,

Las pinturas de Mondrian que se han estudiado se pueden dividir en dos

etapas, en la primera, las pinturas tienen pocos rectángulos mientras que

en la segunda etapa tienen un número mayor de rectángulos. Por lo tanto

se ha hecho una clasificación en el estudio dependiendo del número de

rectángulos de la pintura generada.

Clasificada ya la pintura generada en función del número de sus rec-

tángulos, se escogen sus medidas exteriores de una tabla de probabilidades

que representan la frecuencia con que el pintor usó esas dimensiones.

Teniendo las medidas exteriores se estudia la posición de las líneas ho-

rizontales y verticales de la pintura. Si la pintura generada tiene menos de

10 rectángulos se descompensan las proporciones en la misma medida que

lo estén las de la pintura original que le corresponda. Esta correspondencia

se hace buscando la diferencia mínima (entre rectángulos y orientación de

los rectángulos) de las pinturas originales y la generada.

Si la pintura generada tiene 10 o más de 10 rectángulos, se trazan las

líneas horizontales y verticales de forma similar a la pintura original que

le corresponda. Esta correspondencia está basada en el criterio descrito

previamente.

Asignar las medidas exteriores y el trazado de líneas horizontales y

verticales a las pinturas originales es fácil, pues están todas almacenadas y

sólo hay que reproducirlas.
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4.5.4 Resultados obtenidos

Partiendo de la muestra de todas las cadenas que generan los 29 cuadros

de Mondrian se ha obtenido mediante la aplicación de los algoritmos de in-

ferencia una gramática regular que consta de 129 reglas y 93 no terminales.

La obtención de nuevos cuadros mediante la gramática regular proba-

bilística y mediante la gramática regular difusa se hace del siguiente modo.

Para generar un nuevo cuadro en el caso probabilístico se aplican consecu-

tivamente las reglas y se obtiene una cadena con su respectiva probabilidad

(el producto de las probabilidades de las reglas que se han aplicado) que

se transformará en el cuadro mediante el algoritmo de conversión. Si una

misma pintura es obtenida a través de varias cadenas, se toma como mejor

cadena para generar esa pintura, la que tenga mayor probabilidad asociada.

La probabilidad asociada a cada cuadro es el nivel de credibilidad de que

la pintura generada por la gramática se pueda considerar dentro del estilo

de Mondrian. Para generar un nuevo cuadro en el caso difuso se aplican

consecutivamente las reglas y se obtiene una cadena con su respectivo grado

que se calcula de la forma usual en una gramática regular difusa, usando

la t-norma de Dombi nuevamente. Esta cadena se transforma en el cuadro

mediante el algoritmo de conversión.

Si una misma pintura es obtenida a través de varias cadenas se toma

como mejor cadena para generar esa pintura la que tenga mayor grado

asociado.

El grado TI, asociado a cada cuadro es el nivel de credibilidad de que la

pintura generada por la gramática se pueda considerar dentro del estilo de

Mondrian.

En las figuras 4.7, 4.8, 4.9, 4.10, se muestran ejemplos de nuevos cuadros

generados usando la gramática regular difusa. Predomina la verticalidad

frente al aspecto horizontal como se presenta en los cuadros de Mondrian.

Además las líneas verticales son cortadas sólo por algunas líneas horizon-
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tales. Como en los cuadros de Mondrian los colores se sitúan en la frontera
de los cuadros y aislados unos de otros.

Y

Figura 4.7: 77 = 0.3090

Y

Figura 4.8: n = 0.4535





Capítulo 5

Conclusiones y trabajo

futuro

En este trabajo de investigación se han estudiado tres problemas que

se enmarcan dentro de las tareas de asociación, clasificación e inferencia de

gramáticas. Se han usado técnicas de prospección de datos y de aprendizaje

computacional.

Los objetivos marcados eran el estudio de la búsqueda de conjuntos fre-

cuentes con información negativa, la adaptación de los algoritmos de apren-

dizaje inductivo de árboles de decisión para incluir los valores desconocidos

y la inferencia de gramáticas regulares probabilísticas y gramáticas regu-

lares difusas. Para cada uno de estos puntos se han desarrollado algoritmos

que obtienen esos resultados.

Para la búsqueda de información negativa se ha desarrollado un al-

goritmo polinómico en el número de pasadas por la base de datos y se

han presentado una serie de resultados para evitar la evaluación explícita

de determinadas frecuencias en la base de datos reduciendo así el coste

computacional. Además los algoritmos organizan la búsqueda añadiendo

atributos negativos secuencialmente. De esa forma se puede controlar la

135
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aparición de información negativa irrelevante.

Nuestro método se puede combinar con otras ideas que se han usado

junto con Apriori como puede ser muestreo para evaluar las frecuencias

[Domingo et al., 1999], o también se pueden usar junto con nuestra es-

trategia algoritmos alternativos como DIC [Brin et al., 1997] o Ready&Go

[Baixeries et al., 2000] en la búsqueda de la información frecuente. Nues-

tra actual línea de trabajo consiste en implementar nuestros algoritmos

para su evaluación en distintas bases de datos. Además trabajaremos en la

búsqueda de reglas muy fuertes introducidas en [Berzal et al. 2001].

Otra línea de trabajo a corto plazo es la de extender nuestro estudio

de búsqueda de información negativa frecuente a la búsqueda de episodios

frecuentes con información negativa en secuencias.

A medio plazo, usaremos nuestros algoritmos de inferencia (en las dos

versiones probabilística y difusa) para extraer patrones de conducta en los

ficheros logs. Creemos que debido al carácter generador de la gramática, se

pueden predecir patrones con cierto nivel de confianza. Utilizaremos otro de

los resultados desarrollados: la obtención de la cadena de Markov asociada

a la gramática regular probabilística para hacer un estudio estadístico del

lenguaje y por tanto de los patrones de comportamiento del usuario.

Por último, se ha presentando un nuevo enfoque para trabajar con va-

lores desconocidos en los atributos que integra conceptos de probabilidad

y algoritmos de aprendizaje inductivos. Se han adaptado todas las etapas

en los algoritmos de aprendizaje inductivo de árboles de decisión donde el

valor del atributo es necesario.

Se ha definido formalmente el concepto de criterio de división y se ha

adaptado para trabajar con valores desconocidos en los atributos. En nues-

tro método de asignación de valores se tiene en cuenta la información que

dan los valores del atributo y los valores de la clase. También se ha estu-

diado cómo hacer la predicción de observaciones con valores desconocidos

en todas las variantes de los árboles de decisión. Se ha desarrollado un
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nuevo enfoque para asignar valores usando la teoría de la decisión. Cada
experiencia con un valor desconocido en un atributo tiene dos parámetros
asociados: confianza y error.

Como trabajo futuro tendremos en cuenta al menos tres aspectos: ries-
go, poda y boosting. Con el riesgo intentaremos mejorar la predicción
(como un parámetro independiente o como función de otros parámetros).
Proponemos la poda para simplificar los árboles. En particular usaremos
el método CIDIM [Ramos y Morales, 1999], [Ramos et al., 2000]. Final-
mente, proponemos adaptar otros métodos para obtener árboles de decisión
(mediante votación [Ramos, 2001] y muestreo [Ramos y Morales, 2000]) pa-
ra nuestro caso: valores desconocidos en los atributos. Otra línea de trabajo
consistirá en generalizar nuestro enfoque para asignar valores teniendo en
cuenta dos o más atributos que tengan una correlación alta.





Apéndice A

Algoritmos de búsqueda

acotada en los negativos

Los siguientes algoritmos calculan todos los itemsets frecuentes con un
número acotado de atributos negativos. Hemos incluido una condición en
los algoritmos, para que no generen candidatos que tengan más atributos
negativos que los permitidos. Denotamos por MaxNeg el número máximo
de atributos negativos permitidos en los itemsets. Suponemos la condición
MaxNeg > 1 para que el estudio de los atributos negativos tenga sentido.

Para que los algoritmos no consideren las plantas superiores a la co-
ta MaxNeg impuesta, hacemos una modificación de los valores que puede
tomar la variable correspondiente a la planta, en cada bucle donde interven-
ga la variable correspondiente a la planta. En los algoritmos desarrollados
en el capítulo de información negativa frecuente, los valores de la variable
ligada a la planta que aparecía en los bucles siempre estaban ligados a los
valores del nivel f.

Entonces, si MaxNeg es mayor que f, la planta como máximo puede
tomar el valor f ya que f es el cardinal del itemset y no puede haber más
atributos negativos que atributos en el itemset. Si MaxNeg es menor que
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entonces la planta sólo puede llegar a tomar el valor MaxNeg porque si
dejamos que planta sea mayor que MaxNeg podríamos obtener itemsets con
más atributos negativos que MaxNeg. Resumiendo, la condición consiste
en que la variable de la planta siempre tiene que ser menor o igual que
min(f,MaxNeg)

Algoritmo Acotado-Neg-Apriori

1. L0 , 1 := {A{z} ,0 , Vi E I/ fr(A{i} ,0 ) > al;

L 1 , 1 := 00, { 1}, Vi E I/ fr(A0,111 ) = 1- fr(A{ i } ,°) > al;

:=	 E I /A° , {i} E Li,i};

if I = O then Apriori else

2. CO 3 2 := {AP' 0 E /0 , 2/Vi E p, AP-{" E L0,1};

L0,2 := {AP ' Clr E CO 3 2/ f r(APM) > a } ;

3. f := 0; := 2; J := O;

4. while f <min(e,MaxNeg) and f <n do

while L f � O and f < n do

k := f +1;

:= O;
Acot-Cand-Freq

if = n then output;
:= +1;

J := J U {k + 1/k E J, k < n};

if f = O then

:= {APM e /0 ,,e/ei E p, AP-{ z } M E Lo ,— i } ;

L0 ,,e := {AM E Co re/ fr(AP'®) > o- }

else

:= O
fi

od (while .e)
if f =min(f,MaxNeg) then output;
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f := f + 1 ;
• := {A" E If,/Vi E p, AP- fibs e Lm_ i ,

Vj E s, AP' s—{3} E Lf-1,i--1};
L := {AP , ' E Cf re/]j E s, fr(A"- {3 }) > a + fr(APu{3 } ,8- { 3 })};

J :=JU{f - 1}

od (while f)

5. output U Lk,f
k<e<n

fi

Acot-Cand-Freq

while k <min(e,MaxNeg) do

if k n Z J then

Lk,Q := 0;

if a < 0,5 then

Ck,:= {AP ' s E ik,t/ vi e p,	 E Lke---11

V j E s,AP' s—{3} E Lk-1,e-i}

else

Ck re := {AP' s E /m/Vi E p,	 e lik re-11

V] E s, AP' s {3} E Lk-1,P-17
\ij E s,fr(APufib 3—{3} ) <

fi

Lke := {AP' s E Cm/ ],j E s, fr(A"- {3 }) > a + f r(APu fi bs-{3} )};
if Lke =- O then J := J U {k} fi

fi

k :=- k + 1;

od (while k)
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Algoritmo Acotado-Neg-Apriori-1 (u < 0,5)

1. L0,1 := {A{ i } ,0 , Vi E	 fr(Al ib° ) > al;
L 1 , 1 := {A® , {i}, Vi E I/ fr(AØ , {i}) = 1 - fr(A { ' } ' ° ) > al;

:=	 E / /A (6 ' { i } E Li,i1;
if 7 = O then Apriori else

2. f := 0; := 1; J := 0;

3. while f <min(t,MaxNeg) and < n do

while Lf re � O and .e < n do

:= +1;

:= L“--1 :=
if f J then

Cf,e := {AP's E /f,dbii E p, AP- { i } E
Vj E s, A" -{3} E I, f-i,e--11

else

Lim :-=

fi

Acot-Cand-Freq-level

J := J U {k +1/ k E J, k < n};

od (while f)

while L = O and f <min(f,MaxNeg) and .e < n do

J := J U {f};

f := f + 1
od(while f)

od(while f and f)

4.1- 	tou„pu,, U Lk,E
k<e<n

fi
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Acot-Cand-Freq-level

k	 f +1;

L_1 :=
while k <min(f,MaxNeg) do

if k J then

G re := {AP' s e /mph E p,	 E Lic re-11
V j E s, AP's -{3} E Lk—“—i};

:= {AP ' s E Cm/ Vj e s, APuOlvs —{3} Ck—i,f1
fi

k := k + 1

od (while k)

C f
(ukminf (:,iMkçza jxNeg) okre

.-=	 U

:= {AP ' S E Ce/ fr(AP , ․ ) >

L	 C f ye;
k := f + 1;

while k <min(f,MaxNeg) do

if k J then

Lk,e := {AP ' S E Cm — Okel]j E s, fr(A"—{i } ) > o- H- fr(APu{31 ' s—{i} )};

Lk,e := Lk,e U (Le n
if Lk re zrØ then J := J U {k} fi

else Lm:=
fi

k := k + 1

od(while k)
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Algoritmo Acotado-Neg-Apriori-2 (a > 0,5)

1 L 0 , 1 := {A{i} ,0 , Vi E 1/MA -04 ,0 ) > al;
L1,1 := {A0, { i}, Vi E 1/fr(2=0,{i} ) = 1 — fr(A {z} '° ) > a};
7 :=	 E /i10,{i} E L1,11;

if 7 = 0 then Apriori else

2. CO 32 := {AP ' ° E kWh, E p, AP -111 '0 E L0,1};

L0 , 2 := {AP '° E Co,2/ MAO) > a};

3. f := 0; := 2; J := 0;

4. while Lo,e 0 and < n do

Acot-Cand-level

CM-El := {APO E io red- i/Vi E p, AP- {i} ' ° E -to,};
(umk ini (k.eVaxNeg)

:= CO,Q+1 U	 (jk,.P) ;

:= {AP' s E	 / fr(AP , ․ ) > 0 } ;

Lo,P+1 :=	 fl CO,P+1;
Acot-Freq-level

J:= JU{k +1/ k E J,k <n};

:= + 1

od (while f)

5. if L0,E 0 and = n then output;

Acot-Cand-level
,min(e,MaxNeg) ok,f;

Uk:=1,kOJ

:= {AP ' S e Of I fr(AP , ․ ) > a};

Acot-Freq-level

if .e = n then output;

while Lf re = 0 and f <min(f,MaxNeg) do

J := J u Ifl ;

f := f + 1
od(while f)

6. Punto 3 del algoritmo de a < 0,5
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7. output U Lic re
k<f<n

fi

Acot-Cand-level

k := 1; L_ 1 := 0; o ,t = 0;
while k <min(,MaxNeg) do

if k J then

Ck re := {AP' s E /k,e/Vi E p, AP- {ib s E L14-1,
V j E S, AP ' s {i } E Lk- 1 re-17
3j E s, APu libs -{i } E Ck-“ - Ok-ik
fr(APubbs- {3 }) <1 - al;

Ok,P := {AP ' s E Cm/Vj E S, APU{i},s—{i}

Lk,E := {AP ' s E Clc re — Ók rel ]j E s, fr(A" -{3} ) > o- +fr(APu{3}' -{3} )};
k := k +1

fi

od (while k)

Acot-Freq-level

k := 1;

while k <min(f,MaxNeg) do

if k J then

Lk,t := LkeU (LF n ók,);
if Lk re = O then J := J U {k} fi

else Lk,  :=

fi

k := k +1

od(while k)





Apéndice B

Algoritmo teórico por

plantas

A continuación, se presenta el algoritmo que realiza un recorrido en la

estructura de itemsets por plantas para encontrar los itemsets frecuentes.

Algorithm planta-neg-Apriori

1. L0 , 1 :=	 vi e 11 fr(A{i} ,0 ) > a}

2. set current floor f := O

set current level := 1

3. while Lorf :$ O do

-I- 1

Co,e :=	 — itemset, APM/Vi E p, AP 	E L0,e-11

L0 ,f := {AM E Co yel fr(AM) > a}

od (while)

4. repeat

f :=- f +1
Cf,t :=	 — itemset, AP's/Vi E p,	 E Lf,i,
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Vj E s, AP , s- {3 } E Lf_Lt_il

:= {AP ,8 E Cm/ fr(AP , ․ ) >

if (L fj := 0 or f n) then

output U f<e<n l,f,f

else

while Lm 0 do

set current level	 + 1

if a < 0,5 then

for each AP ,s/ E L f	 do

for all {m} E I - 03 U s'l do

:= {AP ,s/s s' U frrtl, Vi E p, AP— f ib s E Lm_i,

V i E s,A" -{3} E L1-1,e-1

Lf,e :-= _Lim U {AP , s E Cm, /Vj E s,

fr(AP , s- { 3 }) > a + fr(APuObs -{3} )}

od

od

else

for each AP , s' E f_i , e do

for all Irril E I - fp U sq do

Cf, := {AP' s I S = Si U{M}, di E p, A{}'  E L	 E s,
E L1 _ 1 , _1,Vi E s, fr(APu{ 3 } ,8- {i}) <

L := Lf re U {AP's E Cm, /Vj E s,

fr(AP ,8- {3 }) > a fr(APulibs- { 3 })}

od

od

fi

od (while)
fi

until f < n

5. output Uf<e<71
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Damos ahora unas consideraciones sobre la decisión de hacer el recorrido

por niveles o por plantas.

Tanto en el algoritmo que recorre la estructura de itemsets por niveles

y en el algoritmo que la recorre por plantas hemos incluido una poda para

conocer a priori que itemsets no son candidatos. Esta poda se efectua en los

algoritmos en distintos momentos, pero no se puede decir que un algoritmo

sea mejor que otro en este sentido.

Supongamos que por razones de tiempo o por limitaciones en los costes

se para la ejecución del algoritmo, la información que da cada algoritmo es

diferente:

• En el algoritmo de búsqueda por plantas se obtienen itemsets con

mayor número de atributos pero con un número pequeño o acotado

de atributos negativos y

• en el algoritmo de búsqueda por niveles se obtienen itemsets con un

menor número de atributos pero con mayor diversidad en los atributos

negativos que en el caso por plantas.

El uso de un algoritmo u otro dependerá de si el usuario necesita item-

sets con pocos atributos negativos o si por el contrario necesita itemsets

con pocos atributos.

La diversidad de atributos negativos da más información en el siguiente

sentido. En el algoritmo de búsqueda por niveles, en el nivel f, tenemos

toda la información sobre la frecuencia de todos los fltemsets. Sin embargo,

en el algoritmo de búsqueda por plantas esta información con respecto a

todos los itemsets de un mismo cardinal es limitada. Para conseguir esa

información en el algoritmo de búsqueda por plantas tendremos que pasar

por +1 plantas calculando frecuencias innecesarias si no queremos tener

muchos atributos negativos.

Por ejemplo, supongamos que fr(AB) < a. Si a < 0,5, no conocemos

nada acerca de las frecuencias de AB, AB, A B. Si a > 0,5, sólo sabemos
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que 1 — a se reparte entre todos esos itemsets pero no sabemos en que

forma.

Por estas razones y por seguir la filosofía de búsqueda del algoritmo

Apriori, decidimos realizar todo el estudio para el caso de búsqueda por

niveles. De todas formas, esta decisión no excluye a que se pueda usar si

es conveniente el algoritmo de búsqueda por plantas que puede ser más

intuitivo además de más simple en su estructura.
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