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Resumen

La btsqueda en grafos, con multitud de aplicaciones en el mundo real, ha propiciado
el diseno de una gran cantidad de algoritmos centrados en el procesamiento de un
Unico objetivo, magnitud representativa del coste. Sin embargo, un tratamiento realista
de estos problemas requiere en muchas ocasiones contemplar diferentes objetivos de
modo simultdneo. Ademds, es habitual que estos objetivos sean antagdnicos, de tal
modo que la optimizacién de uno de ellos se traduzca en el empeoramiento de uno o
varios de los objetivos restantes. Esto hace que el coste éptimo no sea tnico, sino que
generalmente existe un conjunto de soluciones éptimas cuyas componentes de coste
estdn compensadas entre si.

Esta naturaleza multiobjetivo de los problemas provoca que el rendimiento de los
algoritmos empeore de modo considerable, ya que al procesamiento habitual de los
nodos generados durante el proceso de busqueda hay que anadir el tratamiento de
vectores de coste (de dimensién igual al niimero de objetivos considerado) y el manejo
de un conjunto de soluciones éptimas (cuyo tamano en el peor de los casos serd ex-
ponencial), siendo este tipo de operaciones muy costosas desde el punto de vista de
tiempo y memoria.

De las dos principales clases de algoritmos exactos multiobjetivo, la correspondien-
te a un enfoque best-first ha sido ampliamente estudiada, dando lugar a una gran
cantidad de algoritmos que persiguen reducir la complejidad espacial y temporal del
proceso de busqueda. Asimismo existen numerosas y detalladas comparativas de ren-
dimiento entre estos algoritmos. Sin embargo la clase de algoritmos depth-first, ain
siendo de gran utilidad en la resoluciéon de problemas con grafo de bisqueda en forma
de arbol, presentaba un reducido ntimero de propuestas, careciendo ademas de andlisis
comparativos entre las mismas.

Esta tesis pretende cubrir dicho hueco, realizando un estudio sisteméatico de al-
goritmos exactos multiobjetivo de tipo depth-first. Para ello, por un lado se realiza
una caracterizacién detallada de dichos algoritmos, contribuyendo con nuevos disefios
multiobjetivo, variantes de algoritmos para un objetivo que aplican los conceptos de
Frontera de Pareto y Punto Ideal a la cota de expansion empleada en la busqueda
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depth-first. De todos estos nuevos algoritmos se aporta su correspondiente anélisis for-
mal. Asimismo se realizan adaptaciones de algoritmos multiobjetivo ya existentes, de
tal modo que sean aplicables a arboles infinitos, el principal tipo de problemas usado
en el andlisis de rendimiento realizado en este trabajo.

Por otro lado, en esta tesis se realiza un anélisis empirico detallado de los algorit-
mos mencionados. Para ello en primer lugar se determinan los principales pardmetros
de rendimiento a tener en cuenta en funcién de la naturaleza multiobjetivo de los pro-
blemas considerados. Concretamente el tiempo de ejecucién, en combinacion con el
tamano de la cota de expansion, se perfilan como los factores clave de rendimiento.
Los resultados obtenidos en las pruebas realizadas presentan a la variante multiob-
jetivo del algoritmo Branch € Bound como la opcién mas eficiente para arboles de
busqueda tanto finitos como infinitos, precisando de una cota adicional en este tltimo
caso.
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Parte 1

Alcance y fundamentos

Esta parte presenta el alcance, objetivos y contribuciones de esta tesis, incluyendo
también una descripciéon de los conceptos basicos de la btsqueda para un objetivo y
multiobjetivo, asi como los diferentes algoritmos de tipo depth-first ya desarrollados
para este tipo de problemas. Concretamente se describen los algoritmos IDMOA*,
MOM A*0 y DF-BnB multiobjetivo.

= El capitulo [I] presenta una introduccién a los contenidos, objetivos y contribu-
ciones de esta tesis.

= El capitulo [2| presenta los aspectos basicos de la busqueda para problemas de un
objetivo, asi como las categorias de los algoritmos mas utilizados habitualmente
en este tipo de problemas.

= Kl capitulo [3] presenta los aspectos béasicos de la busqueda multiobjetivo. Asi-
mismo presenta las generalizaciones para el caso multiobjetivo de los algoritmos
exactos de tipo depth-first més representativos.
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Capitulo 1

Introduccion

El contexto de esta tesis es un problema ampliamente tratado en las areas de la
Inteligencia Artificial y la Investigacién Operativa: la bisqueda en grafos multiobjetivo.
La busqueda del camino més corto es un problema que se puede encontrar en muchas
situaciones del mundo real, desde el calculo de rutas entre dos puntos de un mapa
hasta el disenio de circuitos VLSI. La gran mayoria de algoritmos disenados para este
tipo de problemas contemplaban originalmente la existencia de un tnico objetivo a
considerar. Por ejemplo, en el calculo de rutas se tendia Unicamente en cuenta la
distancia a recorrer o el tiempo como factor a minimizar. Con el paso del tiempo, la
naturaleza de estos problemas cambid sustancialmente, al comprobarse que un enfoque
realista de los mismos requeria el tratamiento simultdneo de varios objetivos. Asi, por
ejemplo, en el calculo de rutas puede ser igualmente interesante minimizar ademas
el coste econémico asociado a la ruta calculada. La complejidad de estos problemas
multiobjetivo hizo necesario el diseno de nuevos algoritmos, los cuales, en muchos casos,
no dejaban de ser variantes de sus equivalentes para un Unico objetivo. El objetivo
general de esta tesis es profundizar en el andlisis de la familia de algoritmos exactos
de busqueda multiobjetivo de tipo depth-first, aportando nuevas técnicas de busqueda
y realizando ademés una evaluacién exhaustiva de estos nuevos algoritmos y otros ya
existentes.

En la seccién [I.1]de este capitulo se destaca la motivacién de este trabajo. El alcance
del mismo se presenta en la secciéon Los objetivos y contribuciones de la tesis se
resumen en las secciones |[1.3|y [1.4|respectivamente. Las publicaciones derivadas de esta
investigaciéon se enumeran en la secciéon Por 1ltimo un resumen de la estructura
de esta memoria aparece en la seccién

1.1. Motivacion y relevancia

La buisqueda del camino més corto ha sido uno de los problemas mas ampliamente
estudiados en el dmbito de la Inteligencia Artificial y la Investigacién Operativa en su
variante para un Unico objetivo. La resolucién de estos problemas radica en localizar,

3
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dentro de un grafo, el camino con menor coste entre un nodo inicial y uno o varios
nodos finales. El coste estd asociado a los arcos del grafo, de modo que el coste de un
camino corresponde a la suma de los costes de sus arcos. Por ejemplo, en los mapas
de carreteras el coste puede reflejar la cantidad de kilémetros de una ruta o el coste
econémico asociado a dicha ruta (p.ej. combustible y peajes).

Tradicionalmente han existido dos grandes clases de algoritmos para tratar este ti-
po de problemas: los algoritmos exactos, que localizan la solucién éptima del problema
(es decir, aquella con el menor coste posible), y los algoritmos aproximados, que locali-
zan soluciones que pueden ser suboptimas, aunque idealmente tienen una calidad alta.
Asimismo, dentro de los algoritmos exactos se pueden distinguir también dos grandes
bloques: los algoritmos best-first y los algoritmos depth-first. Los algoritmos best-first
mantienen un arbol de bisqueda en memoria donde se guardan todos los caminos de
interés explorados hasta el momento, expandiendo siempre la rama mas prometedora.
Los algoritmos depth-first, por el contrario, inicamente mantienen en memoria el ca-
mino que se estd procesando, con lo cual la reconsideracion del camino a explorar puede
dar lugar a una reexpansién de nodos en ramas que fueron anteriormente examinadas.

Sin embargo muchos problemas reales precisan del tratamiento simultaneo de varios
objetivos, siendo estos objetivos, en la mayoria de los casos, antagdnicos. Si en el
tradicional problema del mapa de carreteras contemplamos como objetivos a minimizar
la distancia recorrida y el coste econémico, la mejora de una componente suele conllevar
el empeoramiento de la otra. Es por ello que los problemas multiobjetivo no suelen
tener una tunica soluciéon 6ptima, sino un conjunto de soluciones éptimas, denominadas
optimos de Pareto.

Una forma de abordar los problemas multiobjetivo es emplear algoritmos para un
objetivo, incorporando un preprocesamiento previo de los objetivos: p.ej. combinacién
lineal de los mismos o minimizaciéon de uno de los objetivos aplicando restricciones a los
valores del segundo. Estos enfoques, sin embargo, no siempre garantizan que se pueda
encontrar cualquier soluciéon Pareto-6ptima y pueden en ocasiones ser ineficientes. Se
ha propuesto también una alternativa denominada IDMOA* (Harikumar y Kumar,
1996) que aplica la técnica de profundizacién iterativa para procesar secuencialmente
los objetivos considerados. Esta técnica permite encontrar todas las soluciones 6ptimas
de Pareto.

Los algoritmos multiobjetivo exactos, como I DMOA*, devuelven el conjunto com-
pleto de soluciones 6ptimas del problema. Por este motivo el coste computacional en
el caso multiobjetivo es mayor que en caso de un objetivo, tanto a nivel de tiempo
como de memoria consumida. Esto hace necesario un refinamiento de los algoritmos
para reducir de algin modo el alto coste de procesamiento.

Los algoritmos multiobjetivo de tipo depth-first reducen la cantidad de memoria
usada durante el proceso de bisqueda. Sin embargo, tal y como se vera a lo largo de
este trabajo, las principales ineficiencias que presentan son la reexpansién de nodos
durante la generacién del arbol de busqueda y el procesamiento de los vectores de
coste asociados a dichos nodos.
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Existen trabajos previos que realizan analisis y evaluaciones de algoritmos de biis-
queda tanto best-first como depth-first, pero la gran mayoria se centran en el estudio
del caso de un unico objetivo (Vempaty et al., [1991)) (Zhang y Korf, [1993) (Zhang y
Korf] [1995). En (Zhang} 1999) el andlisis realizado sobre los algoritmos depth-first se
basa en una clasificacién de los mismos que comprende las estrategias de busqueda
DF-BnB (Depth-First Branch € Bound), profundizacion iterativa y busqueda recursi-
va best-first.

El principal objetivo de esta tesis es realizar un analisis sisteméatico de los diferentes
enfoques depth-first en la buisqueda multiobjetivo exacta, basandonos en la clasificacién
ya mencionada de los diferentes algoritmos (Zhang, 1999)). Concretamente se analiza
la idoneidad de diferentes parametros de rendimiento y se realiza una evaluacion de
los algoritmos fundamentalmente sobre problemas con un espacio de estados infinito,
ambito en el cual los algoritmos depth-first son méas susceptibles de ver degradado su
rendimiento, e incluso algunos no pueden garantizar su finalizacion.

Este andlisis sistematico implica por una parte la revisiéon y evaluacion de los al-
goritmos depth-first multiobjetivo propuestos en la literatura. Por otra parte, nuestro
trabajo incluye el diseno de nuevos algoritmos de bisqueda multiobjetivo depth-first,
destacando los basados en el concepto de Punto Ideal, asi como el refinado de otros
algoritmos ya existentes, mejorando notablemente su rendimiento.

1.2. Alcance

El alcance de esta tesis se puede definir en base a los siguientes términos:

Optimalidad de Pareto El tratamiento simultdneo de diferentes objetivos en un
problema de busqueda cambia radicalmente el concepto de optimalidad de las
soluciones. No existe un coste minimo, sino que el problema puede tener diferentes
soluciones 6ptimas en las cuales los costes de los objetivos estén compensados
entre si.

Algoritmos exactos depth-first Los algoritmos evaluados, tanto los ya existentes
como los aportados en este trabajo, son del tipo depth-first y recuperan el con-
junto completo de soluciones éptimas.

Punto Ideal La aplicaciéon del concepto de Punto Ideal en nuevos algoritmos mul-
tiobjetivo desarrollados en esta tesis permite reducir la alta cantidad de com-
paraciones vectoriales que se realizan en los enfoques depth-first, debidas éstas
ultimas en gran parte al uso de una cota de expansién multivector.

Analisis empirico A pesar de existir diferentes algoritmos multiobjetivo depth-first
propuestos en la literatura, no se disponia hasta la fecha, que tengamos cons-
tancia, de una evaluacién conjunta y exhaustiva de un grupo significativo de los
mismos.
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Arboles de bisqueda infinitos Algunos algoritmos de tipo depth-first (concreta-

mente los que no emplean una cota de expansion actualizable durante la btisque-
da) pueden presentar problemas de completitud cuando se enfrentan a problemas
con un espacio de estados infinito. Incluso un algoritmo como DF-BnB, que si
realiza actualizaciones de cota, puede no ser capaz de localizar una solucién base
que le permita ir podando el arbol de busqueda. Es por ello que las variantes con
iteracion basadas en cota son las mas adecuadas para este tipo de problemas.

Parametros de rendimiento de algoritmos multiobjetivo El procesamiento de

1.3.

los nodos durante la exploracién de un grafo multiobjetivo difiere radicalmente
de la realizada en las buisquedas con un objetivo. Las comparaciones de coste para
determinar la expansion de un nodo se realizan entre vectores de tamafio igual
al nimero de objetivos considerado. Ademas, muchos algoritmos usan cotas de
expansion multivector. Esto hace que una medida de rendimiento ampliamente
aceptada en el caso de un objetivo, el niimero de nodos expandidos, no sea la
adecuada para valorar la calidad de algoritmos de biisqueda multiobjetivo.

Objetivos de la investigacion

El objetivo general de esta tesis es un andalisis sistematico de las distintas variantes

de algoritmos exactos depth-first aplicados al problema de la bisqueda multiobjetivo.

Para la consecucién del mismo se han considerado los siguientes subobjetivos:

Diseno de nuevos algoritmos multiobjetivo depth-first Uno de los principales

objetivos de esta tesis es ahondar en el disefio de nuevos algoritmos depth-first,
area en la cual las soluciones disenadas hasta la fecha no aportan rendimientos
destacables. Para ello se introducen mejoras en variantes multiobjetivo de la
profundizacién iterativa y la busqueda best-first recursiva. Ademds se explora
una nueva linea de algoritmos basados en el concepto de Punto Ideal, que permite
mitigar uno de los grandes cuellos de botella de los actuales algoritmos iterativos:
la masiva comparacion de vectores de coste durante la generacién del arbol de
busqueda.

Analisis formal de los algoritmos Dado que el eje central de esta tesis son los

algoritmos multiobjetivo exactos de tipo depth-first, es necesario demostrar su
completitud (incluso en el procesamiento de espacios de estados infinitos), asi
como su admisibilidad (deben devolver el conjunto completo de éptimos de Pa-
reto).

Adaptacion de algoritmos actuales Existen algoritmos como DF-BnB cuyo ren-

dimiento es netamente superior a otros algoritmos multiobjetivo depth-first. Sin
embargo DF-BnB puede presentar incompletitud (es decir, el algoritmo puede
no finalizar) cuando trata de resolver problemas con espacios de estados infini-
tos. Debido a ello es necesario adaptar este algoritmo para que reciba una cota
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superior inicial que le permita finalizar el proceso de biisqueda en cualquier caso.
Asimismo es de interés el andlisis del impacto de la calidad de dicha cota en el
rendimiento final.

Evaluacion empirica La cantidad de algoritmos multiobjetivo exactos depth-first
incluidos en este trabajo hace necesaria una recopilacién y evaluacién exhausti-
va del rendimiento de los mismos, previo establecimiento de los parametros de
rendimiento mas significativos para dicho anélisis.

1.4. Contribuciones de la tesis

Las principales contribuciones de esta tesis son las siguientes:

Categorizacion de los algoritmos multiobjetivo exactos depth-first En el am-

bito de la busqueda multiobjetivo se han realizado diversos esfuerzos en el disefio
de nuevos algoritmos, pero se echa en falta un estudio detallado que englobe y
analice el conjunto de estos algoritmos. En esta tesis se realiza una categoriza-
cién de los diferentes algoritmos multiobjetivo exactos de tipo depth-first, tanto
los preexistentes como los obtenidos en este trabajo. Se distinguen tres gran-
des grupos de algoritmos: los basados en profundizacién iterativa, los basados
en busqueda recursiva best-first y un tercer grupo que engloba los algoritmos
secuenciales o por fases.

Diseio de nuevos algoritmos Los algoritmos de tipo depth-first se han revelado
como una alternativa eficiente en la resolucién de problemas de busqueda en
arboles. Sin embargo en general ven penalizado su rendimiento en este tipo de
problemas como consecuencia de la reexpansién de partes del arbol de bisqueda.
Este comportamiento es intrinseco a la expansién basada en profundizacién pro-
gresiva, al almacenarse en memoria inicamente la rama del arbol que esta siendo
explorada. En el caso multiobjetivo estas reexpansiones repercuten de modo mu-
cho mas negativo, al ser mayores los tiempos de procesamiento de un nodo. Es
por ello que se hace necesario disminuir bien el niimero de nodos reexpandidos,
bien el tiempo de procesamiento de cada uno de los mismos. Esto es lo que se
persigue con el disefio de los nuevos algoritmos multiobjetivo depth-first incluidos
en esta tesis: LEXIDMOA*, PIDMOA*, IPID*, Pareto-MO-RBFS e IP-
MO-RBF'S. Los tres primeros estdn basados en el paradigma de profundizacion
iterativa, manteniendo cotas de expansion por iteracion. Los dos dltimos algorit-
mos estan basados en RBFS, empleando cotas de expansion calculadas para cada
nodo. Estas cotas son multivectoriales en el caso de PIDMOA* y Pareto-MO-
RBFS, lo cual reduce el ntimero de reexpansiones al realizar un avance mas
rapido sobre el arbol de busqueda. En los algoritmos LEXIDMOA*, IPID*
e IP-MO-RBFS la cota estd formada por un tnico vector, lo que reduce el
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tiempo de comparacién de los diferentes nodos con dicha cota. Dos de estos algo-
ritmos (/PID* e IP-MO-RBF'S) introducen el concepto de Punto Ideal. Estos
algoritmos tienen como principal caracteristica el uso de una cota de expansion
formada por un tnico vector, actualizable durante las diferentes iteraciones, que
pondera equitativamente todos los objetivos. Esta sencilla cota permite reducir
en gran medida el nimero de operaciones de comparacién de los nodos generados
contra la misma a costa de incrementar en parte el nimero de nodos considera-
dos, mejorando el rendimiento de modo notable frente a opciones similares como
LEXIDMOA*. Para todos los algoritmos comentados se aportan demostracio-
nes formales tanto de su completitud como de su admisibilidad.

Analisis de rendimiento No hay estudios de los que tengamos constancia que reali-

1.5.

cen un andalisis comparativo detallado de los algoritmos multiobjetivo exactos. En
esta tesis hemos optado, dado su volumen, por restringir este estudio a los algo-
ritmos de tipo depth-first. Ha sido necesario previamente determinar la bondad
de los diferentes parametros de rendimiento a tener en cuenta, pues la natura-
leza de los problemas multiobjetivo hace que los andlisis basados en nimero de
nodos procesados, algo habitual en el caso para un objetivo, no sea totalmente
significativa. La evaluacion de los algoritmos se ha realizado empleando funda-
mentalmente espacios de estados infinitos, analizando el rendimiento en cada una
de las categorias anteriormente mencionadas. Las variantes multiobjetivo basa-
das en DF-BnB han demostrado ser las mas eficientes, siempre y cuando incluyan
una cota inicial que permita asegurar la completitud del algoritmo.

Publicaciones

Algunas de las contribuciones presentadas en esta tesis han sido publicadas en

conferencias y revistas internacionales:

Revistas:

e COEGO, J., MANDOW, L. y PEREZ DE LA CRUz, J. L. A comparison of
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2010

Conferencias:

e COEGO, J., MANDOW, L. y PEREZ DE LA CRUZ, J. L. A new approach
to iterative deepening multiobjective A*. En AI*IA 2009, LNCS 5883,
paginas 264-273. 2009

e COEGO, J., MaNDOW, L. y PEREZ DE LA CRUZ, J. L. Ideal point guided
iterative deepening. En ECAI 2012, LNCS 5883, paginas 246-251. 2012

Doctoral Consortium:
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e COEGO, J. Backtracking search algorithms for multicriteria problems. En
Doctoral Consortium, XIII Conference of the Spanish Association for Arti-
ficial Intelligence (CAEPIA’09). 2009

1.6. Estructura de la tesis

Esta tesis esta estructurada en nueve capitulos agrupados en tres partes. La primera
parte incluye este capitulo introductorio y los capitulos [2| y [3l El capitulo [2] presenta
los aspectos béasicos de la bisqueda en grafos para el caso de un objetivo, con especial
énfasis en los algoritmos depth-first, mientras que el capitulo [3| extiende la busqueda
anterior a problemas con varios objetivos, incluyendo categorizacion de algoritmos, una
explicacién detallada de un representante de cada categoria y algunas consideraciones
acerca del rendimiento en la bisqueda multiobjetivo.

La segunda parte agrupa todas las contribuciones fundamentales presentadas en
esta tesis, abarcando los capitulos del [d] al 8] En el capitulo [4] se analiza la busqueda
con profundizacién iterativa y se presentan tres nuevos algoritmos (LEXIDMOA*,
PIDMOA* e IPID*) basados en este paradigma. La diferencia de estos algoritmos
con propuestas ya existentes radica en el procesamiento de las diferentes cotas de
expansion vectoriales calculadas para cada una de las iteraciones realizadas durante el
proceso de busqueda.

En el capitulo [5| se analiza la busqueda best-first recursiva (RBFS) y se presen-
tan dos nuevos algoritmos (Pareto-MO-RBF'S e IP-MO-RBF'S), que generalizan el
concepto de RBFS al caso multiobjetivo. De modo analogo a los algoritmos anterio-
res, el tratamiento que realizan de la cota de expansién es la que determina el mejor
rendimiento de estas nuevas propuestas con respectos a otros algoritmos ya existentes.

El capitulo [6] presenta variantes del algoritmo DF-BnB multiobjetivo para conse-
guir que éste sea completo ain tratando con espacios de estados infinitos. El capitulo
[7 incluye las demostraciones formales de completitud y admisibilidad de los nuevos
algoritmos presentados en este trabajo.

En el capitulo [§] se presenta el entorno de pruebas usado para la evaluacién del
conjunto de algoritmos, asi como un analisis de los parametros de rendimiento mas
adecuados atendiendo a la naturaleza especial del caso multiobjetivo, donde el proce-
samiento de un nodo implica una mayor dificultad que en el caso de un solo objetivo.
Finalmente se comentan los diferentes resultados obtenidos de las pruebas.

La ultima parte de esta tesis resume en el capitulo [J] las principales conclusiones
de este trabajo de investigacién, asi como posible trabajo futuro.
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Capitulo 2

Bisqueda con un objetivo

La busqueda heuristica aplicada a problemas de camino minimo (Shortest Path) ha
sido, desde hace muchos anos, un tema central de estudio en el area de la Inteligencia
Artificial. Muchas situaciones reales pueden modelarse en forma de espacios de estados.
Por ejemplo, el juego del Puzle-8 representa cada posible combinacién de fichas en el
puzle mediante un estado distinto y los diferentes movimientos validos mediante un
conjunto de operadores. Un problema definido por un espacio de estados consiste en
localizar, a partir de un estado inicial (en nuestro ejemplo, una configuracién de las
fichas en el puzle), una serie de operadores que nos permitan alcanzar un estado final
(otra configuracién de las fichas). Este problema es equivalente a un grafo en el cual los
nodos son los diferentes estados y las transiciones o arcos entre nodos estan definidas
por los diferentes operadores. Por lo tanto resolver el problema consiste en localizar en
el grafo un camino entre los nodos que representan los estados inicial y final, pasando
por nodos (estados) intermedios mediante la aplicacién de operadores. Por lo general,
es de interés que este camino sea el mas corto posible. La longitud de los caminos se
ha medido normalmente en términos de una funcién de coste que combina los costes
escalares de los arcos que componen el camino. El caso mas frecuente y mas estudiado
es el de la combinacién aditiva de los costes de los arcos.

La formalizacién mediante espacios de estados ha propiciado el desarrollo de algo-
ritmos genéricos de bisqueda. Las diferencias entre unos algoritmos y otros radican
fundamentalmente en el rendimiento del proceso de bisqueda en términos de tiempo
y memoria y en la naturaleza de las soluciones buscadas. Hay algoritmos que localizan
una solucién cualquiera al problema, otros que calculan todas las soluciones posibles
y otros, los méas habituales, que calculan la mejor solucién, aquella con menor coste.

Este capitulo presenta un detallado resumen de todo lo concerniente a la biisqueda
en problemas que involucran a un tnico objetivo. En la seccion se mostrara la
formalizacién de problemas como espacios de estados, asi como la equivalencia de los
mismos con grafos. La seccién presenta un algoritmo general de busqueda sobre
un espacio de estados. A continuacién, la seccién define una serie de propiedades a
tener en cuenta en la evaluacién de algoritmos de busqueda y la seccion presenta

11
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Figura 2.1: Problema del Puzle 8

una de las clasificaciones de algoritmos mas habituales, la basada en el consumo de
memoria. La seccién [2.5] explica el uso de informacién heuristica en el proceso de
bisqueda para optimizar el rendimiento de los algoritmos. Las secciones [2.6] y [2.7]
presentan los algoritmos mas comunes de cada clase, profundizando mas en los que
presentan un consumo lineal. Por dltimo, en la seccién [2.8] se realizard un pequeno
resumen del rendimiento de los algoritmos comentados.

2.1. Formalizacion de problemas

Muchos de los problemas tratados en el area de la Inteligencia Artificial se caracte-
rizan por carecer de una algoritmia especifica para su resolucién. Esto ha propiciado el
desarrollo de técnicas y algoritmos genéricos los cuales precisan de una formalizacién
previa de situaciones reales. La formalizacién mediante espacios de estados es una
de las técnicas mas empleadas.

Tal y como se adelantaba en la introducciéon del presente capitulo, un problema
sobre un espacio de estados es equivalente a un grafo en el cual hay que encontrar
una secuencia de acciones u operadores que permitan llegar a una situacién (estado,
nodo) final deseada partiendo de una situacién inicial determinada. Por ejemplo, en
el problema del Puzle-8 representado en la figura la situacion inicial es el tablero
representado a la derecha de la imagen, y la situaciéon final deseada es el tablero de
la izquierda de la imagen. Para resolver el problema es necesario aplicar una serie de
operadores hasta llegar a la situacién final. En nuestro caso, estas operaciones son los
diferentes movimientos de las fichas por el tablero, que consisten en intercambiar el
hueco con una ficha adyacente.

Un problema definido en forma de espacio de estados se caracteriza por la siguiente
informacion:

= Un conjunto de estados, cada uno de los cuales representa la situaciéon del pro-
blema en un instante determinado.

= Un conjunto de reglas u operadores, las cuales nos permite pasar de una situacién
del problema a otra. Generalmente estos operadores tienen asignado un coste en
funcién de su complejidad.

Dentro del conjunto de estados se incluyen algunos con una significacion especial:
el estado inicial del problema (la situacién de partida) y el estado o estados finales del
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problema (la situacién deseada). En el caso del problema del Puzle-8 de la figura
los estados inicial y final podrian ser las imagenes derecha e izquierda respectivamente.
En el caso del ajedrez, por ejemplo, el estado inicial es tinico pero puede haber dife-
rentes estados finales. El conjunto de estados del problema viene dado por cualquier
combinacién de fichas en el Puzle-8 y los operadores describen los diferentes movimien-
tos de las fichas por el tablero. Los operadores deben cumplir ciertas precondiciones
para ser aplicados. Por ejemplo, en el tablero de la derecha de la figura 2.1} la ficha 5
no puede moverse hacia la izquierda, ya que la situacion resultante no seria vélida.
Una de las principales ventajas de la formalizacion como espacio de estados es la
equivalencia de este espacio con un grafo con las siguientes caracteristicas:

= Un conjunto de nodos N, que representan los diferentes estados por los que puede
transitar un problema.

= Un conjunto de nodos S C N que representa los estados iniciales del proble-
ma. Generalmente (y asi lo contemplaremos en esta tesis) este conjunto S esta
formado por un tnico estado.

= Un conjunto de nodos I' C N que representan los estados finales o nodos metaﬂ
del problema

= Un conjunto A de arcos (nj,n;) | n;,n; € N que conectan pares de nodos, de tal
modo que existe un arco (n;,n;) si en el espacio de estados hay un operador tal
que al aplicarlo al estado n; pasamos al estado n;.

= Una funcién de coste ¢(n;, nj),ni, nj € N, cuyo dominio es el conjunto A(N x N)
y que devuelve el coste del operador necesario para ir del estado n; al estado n;.

Dependiendo de la naturaleza del problema, los grafos equivalentes resultantes
pueden ser:

= No dirigidos: si para todo arco (n,n’) del grafo existe el arco reciproco (n',n).
Es el caso del Puzle-8.

» Dirigidos: si existen arcos para los cuales no hay reciproco. Es el caso del ajedrez,
donde, por ejemplo, el operador Mover peén una casilla hacia delante no tiene
reciproco, al no poder moverse el pedn hacia atrés.

= Dirigidos aciclicos: si en el grafo no existen ciclos. Por ejemplo, consideremos el
problema de las 8-reinas, consistente en colocar las 8 reinas en un tablero de
ajedrez de tal modo que ninguna reina esté amenazada por otra. Si considera-
mos una formalizacién en la que los operadores consisten en colocar reinas en

LA efectos de nomenclatura, en esta Tesis se considerard nodo hoja todo aquel nodo terminal (sin
sucesores) del grafo que no representa un estado final del problema y nodo final o nodo meta todo
aquel nodo (habitualmente terminal) que s representa un estado final del problema.
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el tablero, no en quitarlas ni en moverlas, no pueden darse ciclos. En cambio si
podrian darse estados repetidos durante la bisqueda (p.ej. la secuencia de opera-
dores Reina 1 a Casilla 1-1, Reina 2 a Casilla 2-8 tiene como estado resultante
el mismo que la secuencia Reina 2 a Casilla 2-3, Reina 1 a Casilla 1-1.

= Arbol: si el grafo no tiene ciclos y a cada nodo sélo se puede llegar a través de
un dnico camino. Seria el caso del problema de las 8-reinas, si obligamos a que
antes de colocar la reina de la fila n estén colocadas las reinas de las n — 1 filas
anteriores.

Una instancia de un problema sobre un espacio de estados viene definida por un
estado inicial del problema y un conjunto de estados finales. Resolver una instancia de
un problema consiste en encontrar una secuencia de operadores que permitan pasar
desde el estado inicial al estado final (o uno de los estados finales en el caso de que
hubiera varios). De modo anélogo, resolver un problema en un grafo es encontrar una
secuencia de arcos o camino P = (s,nj,na,...,nk_2,Nk—1,7) que va desde un nodo
inicial s € S hasta un nodo final v € T

Definicién 2.1.1. Dado un camino P = (s,n1,...,nk_1,7) se calcula su coste g(P)
como la suma de los costes de los arcos que atraviesa, es decir,

g(P) =c(s,n1) + c(ni,na) + ... + c(ng—2,nk—1) + c(ng—1,7). (2.1)

La forma del espacio de estados tiene una repercusién directa sobre el rendimiento
y el resultado final de los algoritmos de biisqueda empleados. Si un algoritmo no com-
prueba la existencia de ciclos y el problema es un grafo no dirigido, el algoritmo podria
caer en un ciclo y no finalizar. Asimismo, si el problema es un grafo aciclico dirigido con
estados repetidos y el algoritmo no comprueba esta repeticién, su rendimiento puede
verse afectado por la exploracion repetida de los subgrafos de bisqueda ubicados bajo
dicho estado repetido.

Un aspecto muy importante a tener en cuenta en los algoritmos de biisqueda es la
calidad de la solucién (o soluciones) que devuelven. Dado un problema basado en un
espacio de estados, se define una solucién éptima como aquella secuencia de operadores
tal que permite pasar de un estado inicial a un estado final y no existe ninguna otra
secuencia que tenga un coste inferior. De modo equivalente se define la optimalidad en
el grafo equivalente al espacio de estados:

Definicién 2.1.2. Dado un camino P* = (s,n1,...,nk_1,7), se dice que P* es un
camino dptimo si no existe ningiun otro camino P’ del nodo inicial a un nodo meta tal
que el coste g(P') de dicho camino sea menor que g(P*), es decir,

P*optimo < AP = (s,n},...,nj_1,7),v €T g(P") < g(P*) (2.2)
Definicién 2.1.3. Dado un camino P, = (s,n1,...,ng_1,ng) y un subcamino Py_1 =
(s,n1,...,nk_1) contenido en Py, es decir, P,_1 C Py, se dice que una funcion de

coste g es mondtona si verifica:

VP, C P, ¢g(Px) <g(P) (2.3)
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busqueda* (G, s, I', sucesores )

nodo 4 s

frontera < @

WHILE nodo ¢7T
Frontera < Frontera U sucesores (nodo)
nodo < seleccionar—-nodo—-a-expandir (Frontera)
Frontera < Frontera / {nodo}

return (nodo)

Tabla 2.1: Algoritmo general de bisqueda

Es decir, el coste a lo largo de un camino es estrictamente creciente, por lo cual no
puede haber arcos con coste cero o costes negativos.

Noétese que un problema puede tener varias soluciones 6ptimas, ya que puede haber
varios caminos con el mismo coste escalar minimo. Muchos de los algoritmos genéricos
de bisqueda han sido disenados para devolver la solucién 6ptima, es decir, aquella con
el menor coste posible. Por lo general, estos algoritmos finalizan cuando localizan la
primera solucién éptima, asumiendo que si hubiera mas caminos con coste éptimo, la
eleccién de uno u otro entre el conjunto completo de caminos éptimos es indiferente
para el centro decisor.

También se han disefiado algoritmos que no devuelven estas soluciones 6ptimas,
sino que devuelven, por ejemplo, la primera solucién encontrada, todas las soluciones
del problema o una solucién con buena calidad (bajo coste, pero no necesariamente
el minimo). En muchos de estos casos estas variantes tienen su origen en la necesidad
de disminuir el esfuerzo de la bisqueda en términos de tiempo de procesamiento o
memoria empleada.

2.2. Algoritmo general de busqueda para un tnico obje-
tivo

En la seccion hemos visto cémo formalizar un problema de btisqueda en forma
de espacio de estados y, por lo tanto, en forma de grafo. Esto permite definir algoritmos
genéricos de busqueda que puedan explorar estos grafos para localizar un camino desde
un nodo inicial a un nodo final.

En la tabla se muestra un algoritmo general de biisqueda que explora el espacio
de estados representado por el grafo GG, donde s es el estado inicial, I' es el conjunto de
estados finales y sucesores es una funciéon que, dado un nodo n, devuelve el conjunto de
estados en G que se pueden obtener directamente a partir de n aplicando los diferentes

operadores disponibles, es decir, todos los nodos n; para los cuales existe un arco (n,n;)
en G.

Este algoritmo selecciona un nodo (inicialmente el estado inicial s). Si este nodo es
un estado final, el camino a dicho nodo es una soluciéon al problema, finalizando la
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bisqueda; en caso contrario, genera sus sucesores y los afiade al conjunto Frontera, el
cual contiene todos los nodos que se han encontrado pero todavia no se han procesado.
A continuacién se escoge un nodo de este conjunto y se repite el proceso. El criterio de
seleccion es el que determina el orden de expansién de los distintos caminos posibles,
cuyo conjunto tiene forma de arbol y se denomina generalmente arbol de bisqueda o
arbol explorado. En caso de que el espacio de estados sea finito y no haya nodos finales,
el algoritmo termina y devuelve @ (siempre y cuando no haya ciclos en el espacio de
estados o éstos sean podados). Este algoritmo bésico no contempla, entre otras cosas,
el tratamiento de un espacio de estados infinito o la posibilidad de ciclos dentro de
dicho espacio de estados.

2.3. Propiedades de los algoritmos de busqueda

Tomando como base un esquema de buisqueda similar al de la tabla [2.I] se han
desarrollado una gran cantidad de algoritmos de propdsito general. A la hora de valorar
las propiedades de un algoritmo se suelen tener en cuenta, entre otras, las siguientes
caracteristicas:

= Completitud: si existe una solucion, el algoritmo la localiza y ademaés finaliza.

= Calidad de la solucion: se tiene en cuenta si el algoritmo devuelve una solucién
o6ptima, una solucién cualquiera o una soluciéon cuya calidad pueda ser medible
en términos de comparacion con la solucién 6ptima.

= Coste temporal: tiempo de procesamiento requerido por el algoritmo para resolver
el problema. En el caso de un tinico objetivo, es habitual tomar como medida del
tiempo el nimero de nodos procesados por el algoritmo, aunque como veremos
mas adelante, esta equiparacién no es suficiente para evaluar la complejidad de
un algoritmo multiobjetivo.

= Coste espacial: se toma habitualmente como medida la cantidad maxima de nodos
que el algoritmo necesita mantener en memoria simultaneamente para resolver
el problema, la cual tampoco es suficiente en el caso multiobjetivo.

Algunos aspectos a tener en cuenta a la hora de valorar la aplicacién de un algoritmo
a un problema son los siguientes:

= Deteccion de ciclos. Si el grafo asociado al problema presenta ciclos, un algoritmo
que no compruebe esta situacién puede caer en uno de estos ciclos y no finalizar
nunca su ejecucion.

= Infinitud del espacio de estados. Si el espacio de estados es infinito, o de una
dimension lo suficientemente grande como para considerarse inexplorable en su
totalidad (por ejemplo, desplazamiento de un robot sobre una superficie muy
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extensa), podria darse el caso de que el algoritmo tampoco llegue a finalizar si
no pone algtin tipo de cota de expansion al arbol de bisqueda.

= Naturaleza de las soluciones. Aunque muchos de los algoritmos méas usados de-
vuelve una solucién éptima, en ocasiones puede ser de interés otro tipo de in-
formaciéon como determinar si el problema tiene solucién, obtener una solucién
cualquiera, obtener todas las soluciones del problema, obtener todas las solucio-
nes 6ptimas del problema u obtener una solucién subéptima pero con una calidad
que sea medible con respecto al coste 6ptimo.

Por todo ello es muy importante aclarar qué informacién requerimos del algoritmo
y qué casuistica presenta el espacio de estados para poder determinar el algoritmo que
mejor se ajuste a esa configuracion.

2.4. Clasificacion de algoritmos de biisqueda para un tni-
co objetivo

El trabajo de (Korf, 2010) presenta una descripcién y clasificacion detallada de
diferentes estrategias de busqueda. Esta clasificacion estd basada en el mecanismo
de expansiéon de los nodos durante la biisqueda. Distingue dos grandes grupos de
algoritmos:

= Algoritmos best-first: basados en el principio de optimalidad postulado por Bell-
man (Bellmanl, |1954]), son aquellos que mantienen el arbol de biisqueda completo
en memoria, lo que les permite expandir los nodos segiin un orden que de algtin
modo evalia lo prometedores que son para alcanzar un nodo final. Por ello los
nodos se expanden en orden creciente del valor de su estimacién de coste.

= Algoritmos depth-first: mantienen en memoria exclusivamente la rama del arbol
de busqueda que estan expandiendo, con lo cual tienen un consumo de memoria
lineal con la profundidad del arbol y el factor de ramificacién (nimero medio de
sucesores de un nodo en el grafo del problema) (véase p.ej. (Korf, 1985b))).

En el caso de los algoritmos best-first, el criterio basico de exploracion es escoger, de
entre todos los nodos que se han generado en el drbol de btisqueda y que se mantienen
en memoria (pero que todavia no se han expandido), aquel con mayor calidad (o
menor coste). Para medir esta calidad, los algoritmos mas sencillos tienen en cuenta
como criterio de ordenacién tnicamente la profundidad del nodo en el arbol, otros
usan el coste del camino recorrido para llegar al nodo y otros usan informacién de tipo
heuristico (la cual se definird en la seccién para estimar su calidad como posibles
caminos a expandir. De cualquier modo, los algoritmos precisan mantener una lista
ordenada de todos los nodos prometedores por los que se podria continuar explorando
para asi poder seleccionar el mejor de ellos.
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A medida que el proceso de buisqueda va explorando el arbol de bisqueda, el nimero
de nodos que se generan puede crecer de modo exponencial con la profundidad. Si el
ntimero medio de sucesores para un nodo (factor de ramificacién o branching factor)
es elevado, este crecimiento serda muy acusado. Como resultado la complejidad espacial
del algoritmo en el peor caso serd también exponencial. Por ejemplo, para un espacio de
estados en forma de drbol con profundidad d y factor de ramificacién b, el orden de la
complejidad espacial en el peor caso es O(bd). Esto afecta también al coste temporal ya
que, por ejemplo, cada vez que se expande un nodo sus sucesores deben incluirse en la
lista ordenada de nodos pendientes de expansién, conllevando esta insercién ordenada
un tiempo de procesamiento creciente.

En contraposicién a los algoritmos best-first, los algoritmos de tipo depth-first so-
lo necesitan mantener en memoria el camino del arbol que estan explorando en cada
momento. Cuando finaliza dicha exploracion, el algoritmo realiza un retroceso o back-
tracking al nodo anterior y contintia expandiendo una rama diferente. Para un espacio
de estados en forma de arbol con profundidad d y factor de ramificacién b, la comple-
jidad espacial en el peor caso es O(b x d). Es por ello que a este tipo de algoritmos
también se los denomina linear-space o de consumo lineal de memoria. Ademas el al-
goritmo no precisa mantener una lista ordenada de nodos pendientes de expansién.
Sin embargo, un enfoque depth-first puro, suponiendo que devuelva la primera solu-
cién localizada, es bastante improbable que encuentre una solucién éptima o incluso
de calidad, al realizar generalmente la expansién en un orden no relacionado con el
coste de los caminos explorados. Asimismo es posible que, atin habiendo una solucién,
explore antes una rama infinita o ciclica, con lo cual el algoritmo nunca finalizaria.

2.5. La heuristica aplicada a la biisqueda

Una de las principales contribuciones de la TA en el campo de los algoritmos de
btsqueda en grafos ha sido la introduccion de la informaciéon heuristica para dirigir,
junto con la funcién de coste, la exploracion del arbol de biisqueda. La heuristica es una
técnica que permite estimar numéricamente la calidad de los caminos abiertos en el
proceso de buisqueda. Esté codificada mediante una funcién denominada heuristico (h),
la cual, al aplicarla a un nodo n, nos devuelve una estimacién del coste para alcanzar
desde dicho nodo un estado final. Dicho de otro modo, el heuristico h(n) evalda lo
cerca que estd el estado n de un objetivo final v € T'.

Un proceso de biisqueda dirigido exclusivamente por el heuristico expande primero
aquellos caminos que parecen mas prometedores. Dado que el heuristico devuelve una
estimacién, una busqueda heuristica pura no puede asegurar ni la localizaciéon de una
solucién ni el hecho de que si la localiza, ésta sea 6ptima. En muchos casos, analizando
la naturaleza del problema especifico a resolver, es posible disefiar heuristicos ad hoc
para el espacio de estados. Para los casos donde no es posible usar estos heuristicos
especificos, a veces se pueden emplear heuristicos genéricos, tales como la distancia
euclidea, que pueden servir de estimacion para cualquier problema en el que el coste
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venga determinado, por ejemplo, por un calculo de distancias.

Mientras que una busqueda best-first dirigida por el coste del camino recorrido,
evoluciona lentamente, explorando exhaustivamente todos los caminos de coste ¢ antes
que los de coste ¢/, con ¢ < ¢, la busqueda best-first dirigida por heuristico es més
osada, expandiendo antes los caminos que parecen estar méas cerca de un estado final.
Esa confianza en la funcién heuristica puede plantear problemas de rendimiento cuando
el heuristico no tiene una buena calidad. Por este motivo se han desarrollado algoritmos
que guian el proceso de busqueda en base a una combinacién lineal de estos dos tipos
de informacion.

La siguiente combinacién fue propuesta para el algoritmo A* (Hart et all |1968)
del que hablaremos méas adelante, y adoptada posteriormente por otros algoritmos de
tipo depth-first. Un nodo ny alcanzado a través de un camino P = (s,nq,na, ..., ng),
donde s es el estado inicial del problema, es evaluado con la funcién:

f(ng) = g(ng) + h(ng) (2.4)
donde:

= g(ng) es el coste asociado al camino P

» h(ng) es el valor del heuristico para el nodo ny y estima el coste de un camino
desde ny hasta un nodo meta

Noétese que para un mismo nodo n puede haber varios valores de g(n) si el nodo es
alcanzable desde el estado inicial a través de diferentes caminos, con lo cual si en un
momento dado un algoritmo dispone de varios caminos hasta el mismo nodo, debera
disponer de un mecanismo para seleccionar uno de ellos. En los algoritmos basados en
el principio de optimalidad de Bellman, la elecciéon recae sobre el de menor coste. Del
mismo modo, dado que puede haber diferentes estados meta, un nodo n podria tener
un conjunto de valores heuristicos que estimen lo cerca que esta el nodo de cada uno
de esos estados meta. En consecuencia, en cualquier algoritmo escalar, se seleccionara
como valor heuristico el menor de todos ellos. Por convenio la funciéon heuristica toma
valor cero en los nodos finales.

Una bisqueda guiada por el coste del camino recorrido que expanda siempre el nodo
con menor coste garantiza que la solucién localizada serd 6ptima. Si introducimos en
los calculos la estimacion proporcionada por el heuristico, es posible que la optimalidad
del algoritmo se vea comprometida. En la seccién [2.6] veremos sin embargo como el uso
de cierto tipo de heuristicos puede garantizar la optimalidad.

Sea n un nodo del espacio de estados. Denotemos h*(n) como el estimador perfecto
para el nodo n, es decir, una estimacion que es el coste exacto del mejor camino desde el
nodo n hasta un nodo final. Se considera que un heuristico h es optimista (o admisible)

si proporciona una cota inferior del coste 6ptimo, es decir:

h(n) < h*(n), Vn € N (2.5)
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Suponiendo que los costes de todos los arcos son siempre mayores o iguales a
cero, algo por otro lado habitual en muchos problemas reales, nétese que el heuristico
h(n) = 0,Vn es admisible. Sin embargo, dado que este heuristico estima la calidad
de todos los nodos con el mismo valor, no aporta informacién alguna que permita
discriminar a un nodo en favor de otros. Definimos a continuacién la condicién de
monotonicidad de un heuristico.

Definicién 2.5.1. Supongamos un heuristico h definido sobre un problema represen-
tado por un grafo G, con un conjunto de nodos N y un conjunto de arcos A. Se verifica
que:

h monétono < Vni,n; € N (ni,n;) € A, h(n;) < h(n;) + coste(n;, nj) (2.6)

Las propiedades de admisibilidad y monotonicidad son importantes dado que per-
miten garantizar la optimalidad de muchos algoritmos de btsqueda heuristica. En
(Pearl, |1984) puede consultarse informacién adicional relativa a las propiedades y di-
seno de heuristicos.

2.6. Algoritmos de busqueda heuristica best-first con un
tnico objetivo

El algoritmo best-first més conocido para problemas con un tnico objetivo es A*
(Hart et al., [1968]). Este algoritmo realiza una exploracién del drbol de bisqueda basada
en una lista ordenada de nodos generados, pero pendientes de expansion. Esta lista
estd ordenada en funcién del coste del nodo, computado dicho coste como camino
recorrido (g(n)) mas estimacién heuristica (h(n)). Se expande siempre aquel nodo con
menor valor de la férmula En caso de que un nodo se pueda alcanzar a través de
diferentes caminos, se descartan todos excepto el de menor coste.

Uno de los principales resultados aplicables a este algoritmo es que si el heuristico
empleado es monétono (ver férmula , cualquier nodo de la lista que se seleccione
para expansiéon ha sido alcanzado a través de un camino 6ptimo. En tal caso A*
devuelve la solucién éptima del problema (siempre y cuando exista alguna). Es posible
demostrar que todo heuristico mondtono es también admisible.

Otro algoritmo best-first, la busqueda Frontera (Frontier Search) (Korf et al., 2005)
se diseno para tratar de reducir los elevados requisitos de memoria de A*. El término
Frontera hace referencia a los limites exteriores de la regién explorada del espacio
de estados. La busqueda Frontera iinicamente almacena este conjunto, que representa
los nodos pendientes de expansién, olvidando el conjunto de nodos ya explorados y
expandidos. Este conjunto de nodos ya expandidos es ttil para, por un lado detectar
estados repetidos que puedan aparecer durante la expansion del arbol de bisqueda y,
por otro lado, para regenerar el camino al nodo final encontrado.

El primer problema, la aparicién de estados repetidos, se soluciona anadiendo en
cada nodo explorado un vector de bits con informacién acerca de los operadores usados
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en dicho nodo, inhabilitando aquellos operadores a través de los cuales se ha localizado
el nodo actual. Por otro lado, la reconstruccién del camino al nodo final se realiza
almacenando en cada nodo frontera informacién de su predecesor p en la zona media
estimada del espacio de estados. Una vez localizada una solucién, se realizan sendas
busquedas Frontera desde el estado inicial al nodo p y desde el nodo p al nodo final.
Este procedimiento se aplica de modo recursivo hasta reconstruir totalmente el camino
solucién.

2.7. Algoritmos de busqueda heuristica depth-first con
un dnico objetivo

Los algoritmos best-first se caracterizan por presentar una complejidad espacial ex-
ponencial en el peor de los casos. Esto se da incluso en el caso de la bisqueda Frontera,
ya que tiene que almacenar en memoria el dltimo nivel completo del 4rbol de bisqueda.
Esta caracteristica de los algoritmos best-first ha motivado un gran interés en otro tipo
de algoritmos, la familia depth-first, que presenta un consumo lineal de memoria al
mantener en la misma tinicamente la rama explorada en cada instante. En esta seccién
presentaremos tres de los algoritmos depth-first mas conocidos y empleados: DF-BnB,
IDA* y RBFS.

2.7.1. DF-BnB con un objetivo

Uno de los principales representantes de los algoritmos depth-first es el algoritmo
DF-BnB (Lawler y Wood, 1966)), denominado también ramificacion y acotacion o ra-
mificacion y poda. Este algoritmo busca una solucién al problema con una bisqueda en
profundidad pura, agotando una rama antes de explorar la siguiente. Cuando localiza
una solucion, su coste le sirve de cota superior para la solucién 6ptima, lo que le per-
mite podar todas las ramas que se generen a continuacién y que excedan de dicha cota.
Si en una rama se excede el coste de la mejor solucion localizada hasta el momento, el
algoritmo puede realizar backtracking, ya que cualquier solucién alcanzable por dicha
rama serd subdptima (suponiendo, como ya hemos mencionado anteriormente, costes
positivos y aditivos para cada arco del grafo).

En la tabla se muestra el pseudocddigo del algoritmo DF-BnB, el cual devuelve
el coste de la solucién 6ptima encontrada. La llamada inicial a este algoritmo seria
DF-BnB (s,00). El principal problema de este algoritmo radica en el tratamiento de
espacios de estados infinitos. En una btsqueda DF-BnB pura como la realizada por el
algoritmo de la tabla el algoritmo explora una rama de modo exhaustivo antes de
explorar la siguiente. Si DF-BnB no ha localizado todavia ninguna solucién (6ptima o
subdptima) y estd explorando una rama infinita, dado que puede seguir profundizando
indefinidamente en ese camino, no haré backtracking y no finalizard, atin cuando pueda
haber soluciones en otras ramas del arbol de biisqueda que no hayan sido exploradas
todavia.



22 CAPITULO 2. Bisqueda con un objetivo

DF-BnB ()
cota < o0
return (BnB-base (s, cota))
BnB-base (n, cota)
IF (f(n) < cota) THEN
IF (nel) THEN
best-sol « (n,f(n))
cota « f(n)
ELSE
FOREACH n; € sucesores (n)
cota ¢ BnB-base (n;, cota)
return (cota)

Tabla 2.2: Algoritmo Branch & Bound

Es posible fijar una cota superior, ya sea por profundidad o por coste del camino,
superada la cual el algoritmo no sigue explorando la rama actual y realiza backtracking.
Esta técnica evita que el algoritmo se quede atrapado en una rama infinita, pero la
cota debe calcularse adecuadamente, pues si las soluciones al problema tienen una
profundidad o un coste superior al de la cota, el algoritmo no las encontraria, y por lo
tanto no seria completo. Por el contrario, si la cota es muy superior a la profundidad o
coste de las soluciones, el esfuerzo de busqueda podria ser muy grande. En (Vempaty
et al.,|1991)) se planteaba la complementariedad de DF-BnB con otros algoritmos como
IDA*, que describiremos mas adelante, proponiendo un algoritmo hibrido, DF'S*, el
cual localiza una primera soluciéon mediante, por ejemplo, profundizacién iterativa.
Una vez localizada esta solucién, el algoritmo conmuta al algoritmo DF-BnB, usando
esta primera solucién como cota y obteniendo el resto. Ademads, en DF'S* se plantea
un uso mas lazo de la profundizacién iterativa, incrementando las cotas de modo mas
agresivo, minimizando la reexpansion de nodos, a costa de poder obtener una primera
solucién subéptima.

En cuanto al tratamiento de nodos repetidos, cuando se producen ciclos en la rama
actual del arbol de busqueda DF-BnB los puede detectar al tener la rama almacenada
en memoria. Sin embargo, cuando los nodos se repiten en diferentes ramas (es decir,
se puede llegar a un mismo estado a través de diferentes caminos), no es posible para
DF-BnB detectar esta situaci(’)nEL lo cual generard un problema de rendimiento al
reexpandir el subarbol de biisqueda del nodo repetido. Esto se debe a que los algoritmos
depth-first, para mantener una complejidad espacial baja, no guardan una lista de
estados visitados.

Otro problema de la biisqueda DF-BnB es que durante su exploraciéon puede expan-
dir nodos cuyo coste es superior al de la solucién éptima. En la figura 2.2] se presenta
un ejemplo de este comportamiento. Al expandir el nodo raiz s se generan los sucesores

2Una alternativa para paliar parcialmente esta situacién en algoritmos depth-first es el uso de tablas
de trasposicién (Reinefeld y Marsland} {1994]).
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Figura 2.2: Expansién de nodos subéptimos en una biusqueda depth-first

n1y ~1. Suponiendo que el orden de expansién de las ramas viene dado por la funcién
f definida anteriormente, como f(n1) =2y f(y1) = 3, se expande primero el subarbol
bajo ni, donde todos los nodos tendran peor coste que ;. Con un orden de expansién
de izquierda a derecha, en este ejemplo DF-BnB también exploraria nodos de coste
subéptimo.

2.7.2. IDA*: Profundizacién iterativa para un objetivo

El procesamiento de espacios de estados infinitos, no soportados por DF-BnB,
puede solventarse con el algoritmo I DA* (Iterative Deepening A*) (Korf, 1985b). Este
algoritmo aplica a la busqueda en grafos la denominada técnica de profundizacién
progresiva o iterativa, postulada por primera vez por (de Groot, |[1965). Esta técnica fue
usada por primera vez con gran éxito en el programa de ajedrez Chess 4.5 desarrollado
por Larry Atkin y David Slate (Slate y Atkin, [1979)). El algoritmo I DA* establece una
cotaE] de expansién inicial que viene dada por f(s), donde s es el estado inicial del
problema. A continuacién realiza una busqueda en profundidad del arbol de bisqueda,
discontinuando la exploracién de una rama si su estimacién de coste f(n) = g(n)+h(n)
(donde n es el dltimo nodo generado en la rama explorada, y por tanto el mas profundo
de dicha rama) excede la cota establecida. Si durante la biisqueda el algoritmo localiza
una solucién dentro de la cota, entonces la devuelve, finalizando el procesamiento. En
caso contrario, se establece una nueva cota de expansion que viene dada por el menor
coste f(n) de todos los nodos n en los cuales se ha discontinuado la biisqueda. Este
proceso se repite, realizando diferentes iteraciones hasta localizar un nodo final del
problema. Notese que esta cota superior de expansion es asimismo una cota inferior
del coste de la solucion éptima.

Se puede ver claramente que el algoritmo es completo, ya que la cota crece de
modo estricto y en alguna iteracion la cota correspondiente llegaré a igualar o superar
el coste de la solucién 6ptima, localizdndola y finalizando el algoritmo. Asimismo, si el

3A lo largo de esta Tesis emplearemos indistintamente los términos cota, umbral y threshold.



24 CAPITULO 2. Bisqueda con un objetivo

IDA* (s)
cota < f(s); siguiente-cota = o©
solucion ¢+ @; coste-optimo = o0
WHILE solucion ==
DFS (s)
cota 4 siguiente-cota
siguiente-cota + o©
DFS (n)
FOREACH n; € sucesores (n)
IF (n; €T) A (f(n;) < cota) THEN
solucion < n;
coste-optimo < f (n;)
EXIT
IF (f(n;) < cota) THEN
DFS (n;)
ELSE IF (f(n;) < siguiente-cota) THEN
siguiente-cota <+ £ (n;)

Tabla 2.3: Algoritmo IDA*

heuristico es optimista, no se llegard a expandir ningiin nodo cuyo coste sea superior
al de la solucién Optima, garantizando la optimalidad de la soluciéon obtenida. En
(Korf, [1993)) se demuestra que si la funcién de coste es mondtona, un algoritmo de
profundizacién iterativa expandira los nodos por primera vez en orden best-first.

Por tltimo, 1D A* no presenta problemas de terminacién con ramas infinitas ni con
ciclos, siempre y cuando los costes de los arcos sean positivos, al estar la bisqueda en
profundidad acotada en todo momento. En la tabla [2.3]se muestra el pseudocédigo del
algoritmo IDA*, donde s es el estado inicial y I' es el conjunto de estados finales del
problema. El principal inconveniente de los algoritmos de profundizacién iterativa es
que en cada una de las iteraciones reexpanden todos los nodos de la iteracién anteriorﬂ
Estas reexpansiones pueden conllevar un coste temporal elevado. El peor caso para la
profundizacién iterativa seria un espacio de estados en el cual todos los nodos tuvieran
costes diferentes. Esto provocaria que con cada actualizacién de la cota, el algoritmo
sélo expandiria un nodo nuevo.

Los algoritmos de profundizacion iterativa, al igual que el algoritmo DF-BnB visto en
la seccién tampoco detectan en principio la existencia de diferentes caminos que
llevan a un mismo nodo, con lo cual pueden reexpandir varias veces un mismo subéarbol
de busqueda.

4Salvo en la tltima, donde esto ocurriré tan solo en el peor caso.
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Figura 2.3: Ejemplo de expansién de nodos con RBFS

2.7.3. El algoritmo RBFS

En (Korf, |1993) y (Korf, 1992) se propone RBFS (Recursive Best-First Search)
un algoritmo que podemos clasificar, a pesar de su nombre, como depth-first al tener
consumo lineal de memoria. Este algoritmo se presenta como un intento de realizar
una expansién del arbol basada en la funcién de coste, es decir, el algoritmo expande
siempre el siguiente nodo nuevo con menor coste (f(n)) (de ahi la referencia a best-first
en su nombre). Con un heuristico monétono, RBFS expande los nodos del grafo de
buisqueda en el mismo orden que un algoritmo de tipo best-first.

Para mantener un consumo lineal de memoria RBFS, al igual que el resto de
algoritmos depth-first, mantiene en memoria Unicamente la rama que esta explorando
en cada momento. Es decir, mientras expande una rama, elimina de memoria el resto
de ramas visitadas, pero recordando el mejor coste ¢ alcanzado por cualquiera de esas
ramas olvidadas. Si en la rama explorada se supera dicho coste ¢, se reconsidera la rama
olvidada, expandiéndola de nuevo, eliminando de memoria la actual y recalculando el
mejor coste olvidado de la misma. En todo momento en memoria sélo se mantiene el
camino al mejor nodo mas los hermanos de todos los nodos en dicho camino.

En la figura podemos ver un pequeno arbol de biisqueda binario expandido por
RBF'S (ejemplo tomado de (Kort] [1993))). Cada nodo esta etiquetado con su funcién
de coste. Inicialmente el algoritmo expande el nodo raiz, generando dos sucesores con
costes 1 y 2. Como podemos apreciar en la figura[2.3a] RBFS expande en primer lugar
el nodo con mejor coste (1), eliminando de memoria el resto de ramas. Ademaés, en el
nodo a expandir RBF'S apunta el coste de la mejor rama olvidada (en nuesto caso,
coste 2). Este valor servird de cota superior para la expansion, de tal modo que si en
la expansion de la rama todos los caminos son peores que el mejor de los olvidados,
RBFS realiza backtracking para reexplorar ese camino olvidado.

En nuestro ejemplo, los sucesores del nodo con coste 1 tienen costes 3 y 4 respectiva-
mente, cuando segin lo anterior, hay un camino con coste 2 que se discontinud, el cual
debe ser reconsiderado. Tal y como vemos en la figura[2.3b] RBES realiza backtracking
y reexpande el nodo con coste 2, eliminando la rama derecha de memoria y anotando
que por dicha rama el mejor camino tenia coste 3. Al generar los sucesores, con costes
4 y 5, el algoritmo reconsiderara de nuevo el camino con coste 3.
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RBFS (n, v, cotag)
IF (f(n) > cotas) THEN
return f(n)
IF (nel) THEN
EXIT algorithm
IF (sucesores(n) = @) THEN
return oo
FOREACH n; € sucesores (n)
IF (f(n) <vA f(n;) <v) THEN
Fli] +wv
ELSE
Fli] + f(ni)
Ordenar de modo creciente n; y F[i] por valor de FJi|
IF |sucesores(n)| =1 THEN
F[2] + o0
WHILE (F[1] < cotas) DO
F[1] + RBFS(ni, F[1], min(cotas, F[2])
Insertar n; y FJ[l] en orden creciente
return F[1]

Tabla 2.4: Algoritmo RBFS (tomado de (Korf, 1992))

En la tabla se muestra el pseucddigo del algoritmo RBFS. La llamada inicial a
este algoritmo se realiza con los pardmetros (s, f(s), 00), donde s es el estado inicial del
problema. El algoritmo recibe un nodo n a expandir y una cota superior de expansién
cotas (el pardmetro v se comentara mas adelante). Si el coste f(n) del nodo supera
dicha cota, se devuelve dicho coste como valor del mejor camino disponible por esa
rama. Si el nodo n es un nodo meta, entonces el algoritmo finaliza. Es decir, RBFS
devuelve la primera solucién localizada. Con un heuristico admisible (ver f(')rmula y
una funcién de coste aditiva y con valores positivos, RBFS garantiza que esta solucién
serd 6ptima.

Si por el contrario, n» no es un nodo meta, el algoritmo ordena sus sucesores por
orden creciente de coste y expande el mejor de ellos, mientras su coste no exceda el
establecido por la cota. A medida que se expanden los nodos, de sus correspondientes
subéarboles de busqueda se informa del mejor camino encontrado en dichos subarboles.

Como podemos apreciar en el ejemplo, RBFS presenta un comportamiento parecido
a los algoritmos de profundizacién iterativa, con reexpansiones extra de nodos, las
cuales empeoran el rendimiento en términos de tiempo. Una expansion guiada por el
procedimiento anterior es similar a una profundizacién progresiva, ya que un subarbol
se expande mientras haya caminos cuyo coste no exceda la cota marcada por el coste
del mejor camino discontinuado. Este funcionamiento puede ser muy ineficiente en
casos como el mostrado en la figura tomada de (Kort] 1992).

En este ejemplo suponemos que el coste de cada arco es unitario y no se emplea
heuristico (es decir, h(n) = 0 Vn). Tras una serie de profundizaciones, el algoritmo
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(a) (b) ()

Figura 2.4: Ineficiencia de RBFS

alcanza la situacién de la subfigura (a), déonde hay un camino de coste 7 a la izquierda
del arbol y otro de coste 8 a la derecha. Al expandir el nodo de coste 7, sus sucesores
quedan etiquetados tal y como se indica en la subfigura (b). Ambos nodos tienen el
mismo coste, 2, con lo cual se expande uno cualquiera de ellos, usando el coste del otro
como cota. Esto provocard que hasta profundidad 7, en cada nivel del arbol se vaya
alternando de la rama derecha a la izquierda y viceversa, generando un ndmero de
reexpansiones muy elevado. Sin embargo, en el nodo padre, la etiqueta informa de que
en el subarbol hay por lo menos un camino con coste 7 que merece ser explorado. Es
més eficiente explorar las ramas en modo depth-first hasta localizar el nodo con coste
7 y a partir de ahi proceder con la expansién normal de RBFS que hemos comentado.

Para conseguir esto, en RBF'S se propaga la etiqueta de un nodo por su subarbol
de busqueda si hay constancia de que este nodo ya fue expandido en una etapa previa.
Esta situacién se da cuando su coste es inferior al valor de su etiqueta. Recordamos
que esta etiqueta indica el coste del mejor camino localizado en su expansién y toma
valor co para el nodo raiz. Este comportamiento se muestra en la subfigura (c), donde
apreciamos que los nodos de nivel 2 heredan la etiqueta de su nodo padre. En el
algoritmo, esta etiqueta transmitida por el nodo padre se refleja en el parametro v de
la funcién RBFS (tabla [2.4)).

Recientemente, en (Hatem et al., 2015) se propone RBF'Scpr, una variante de
RBFS que reduce el nimero de reexpansiones de nodos propagando por el arbol cos-
tes actualizados basados en la frecuencia de los costes bajo un nodo cualquiera. Por
cada nodo se almacena un histograma de los valores de f en los nodos que han sido
podados durante la exploraciéon de una rama. Este histograma se emplea para calcular
el valor actualizado de coste del nodo de un modo menos conservador, lo que provoca
expansiones mas profundas del subarbol bajo el nodo actual, a costa de la optimalidad
del algoritmo. Este algoritmo estd basado en una variante similar realizada para IDA*
(Sarkar et al., [1991)).



28 CAPITULO 2. Bisqueda con un objetivo

2.8. Rendimiento de los algoritmos de biisqueda heuris-
tica con un tnico objetivo

Segtun lo visto en este Capitulo, claramente los algoritmos de tipo depth-first tienen
mejor rendimiento que los best-first en lo que respecta a complejidad espacial en el peor
caso, al mantener tinicamente en memoria la rama explorada. Sin embargo, en lo que
respecta al tiempo de procesamiento, la ventaja de unos algoritmos frente a otros no
esta tan clara.

Analizando la cantidad de nodos que procesa cada algoritmo, podemos afirmar que
una busqueda depth-first expande en el peor caso como minimo el mismo nimero de
nodos que una buisqueda best-first. Un algoritmo de tipo best-first como A* (Hart et
al., 1968)), equipado con un heuristico monétono, expande cada nodo inicamente una
vez, mientras que en los algoritmos de profundizacién iterativa se pueden producir nu-
merosas reexpansiones de subarboles de busqueda completos. En el caso del algoritmo
IDA* aplicado a drboles, si el factor de ramificacién efectivo del problema es mayor
que uno, entonces I DA* genera asintéticamente el mismo nimero de nodos que A*.
Sin embargo hay situaciones donde el comportamiento de la profundizacién iterativa
se degrada mucho con respecto al de una busqueda best-first. Por ejemplo, si todos los
nodos del grafo tienen un coste f(n) diferente, entonces un algoritmo ID genera un
inico nodo nuevo en cada profundizacién. Por el contrario un enfoque best-first solo
expandiria N nodos. Hay algoritmos depth-first que no reexpanden nodos, como es el
caso de DF-BnB. Sin embargo, DF-BnB normalmente expande nodos cuyo coste es
subdéptimo, pues el orden de expansién del drbol no viene fijado por la funcién de coste.

En el andlisis de algoritmos para un objetivo (por ejemplo, (Zhang, |1999))) es fre-
cuente realizar comparativas basadas en la cantidad de nodos expandidos, equiparando
el tiempo de procesamiento al niimero de nodos. Esto conlleva suponer que el tiempo
de procesamiento por nodo es constante e igual para todos los algoritmos. Sin embar-
go, el tiempo necesitado para expandir un nodo en un algoritmo best-first es bastante
mayor que en un algoritmo depth-first (Vempaty et al., [1991). Esto se debe a que un
algoritmo best-first mantiene una lista de nodos a expandir ordenada en funcién de su
coste. Cada vez que se expande un nodo, éste debe eliminarse de la lista y se deben
anadir sus sucesores, siendo el tiempo de acceso a esta lista logaritmico en el nimero
total de nodos en la misma. Esto incrementa significativamente el tiempo de expansién
de un nodo. Cuanto mayor es el factor de ramificacién de un problema, mayor sera
este tiempo de procesamiento.

En (Vempaty et al., 1991) se realiza un andlisis del tipo de problemas mas adecuados
para cada tipo de algoritmos, en funcién de la cantidad de nodos finales y del factor de
ramificacion. Los problemas resueltos en los experimentos son el Puzle-15, el problema
del viajante (Lawler et al.,|[1985) y la busqueda en laberintos y los algoritmos empleados
son A* IDA* y DF-BnB. Los resultados obtenidos permiten llegar a la conclusién de
que con una densidad de nodos finales y un factor de ramificacién altos, DF-BnB es el
algoritmo preferible. Con una densidad de nodos finales baja y un factor de ramificacién
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alto, la opcion a escoger es I DA*. El algoritmo A* es til solo cuando tanto la densidad
de nodos finales como el factor de ramificacién son bajos.

En (Zhang y Korf, 1993), (Zhang y Korf, [1995)) y (Zhang, 1999) se realizan unas
comparativas similares que incluyen también el algoritmo RBFS. Los problemas em-
pleados son arboles aleatorios finitos, Puzle-n y problema del viajante. En el caso de
los arboles aleatorios se analizan tanto el nimero de nodos expandidos como el tiempo
de ejecucion. En lo que respecta a cantidad de nodos, el andlisis concluye que para
arboles acotados y de gran tamaiio, un enfoque DF-BnB se muestra como el mas ade-
cuando, mientras que RBFS es mas eficiente con problemas sencillos o no acotados
en profundidad. Si bien A* es éptimo en cuanto a nimero de nodos expandidos con
un heuristico mondtono, sus tiempos de procesamiento son mucho mayores debido al
coste temporal asociado al procesamiento de la lista ordenada de nodos pendientes de
expansion. En el caso de espacios de estados con forma de grafos ciclicos, DF-BnB no
es viable, ya que puede caer en un ciclo y no finalizar. En cuanto a IDA* y RBFS, el
primero presenta mejor rendimiento.

Estos trabajos concluyen de modo general que los algoritmos més adecuados son
DF-BnB para espacios de estados con forma de arbol acotado en profundidad y RBF'S
para espacios de estados con forma de arbol no acotado. Para espacios de estados en los
cuales pueda haber ciclos, la mejor opcién es un algoritmo best-first, al no contemplar
los algoritmos depth-first la posibilidad de deteccion de estados repetidos.

El uso de buenos heuristicos palia en cierto modo la complejidad temporal de los
algoritmos, tanto best-first como depth-first, al dirigir la bisqueda hacia aquellos nodos
que parecen mas prometedores. En lo que respecta a los algoritmos depth-first, se han
disefiado diferentes técnicas con el objetivo de reducir sus tiempos de procesamiento.
Por ejemplo, en (Bjornsson et al., 2005)) se presenta la buisqueda Fringe, que realiza
profundizacién iterativa pero emplea un conjunto Frontera que mantiene una lista no
ordenada de los nodos que se discontintian durante la iteracién actual al haber superado
la cota correspondiente. Estos nodos son los que se utilizan como punto de partida para
la busqueda iterativa de la siguiente iteracién, lo cual ahorra la reexpansién del arbol
que va desde el nodo raiz a este conjunto Frontera. Ademas, el hecho de mantener este
conjunto no ordenado evita los altos costes de insercion en el mismo. Estos costes, en
el caso de A*, que si ordena la lista de nodos, pueden ser logaritmicos en el tamafio de
la lista.

En (Reinefeld y Marsland}, 1994)) se proponen técnicas tales como ordenacién de
nodos o uso de tablas de transposicién para dirigir de modo mas eficiente la bisqueda
y el tratamiento de nodos repetidos, evitando la reexpansién innecesaria de subarboles
de busqueda.

2.9. Resumen

En este Capitulo hemos definido y formalizado los problemas de busqueda del ca-
mino mas corto. Asimismo se ha presentado una clasificacién de los algoritmos de
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busqueda para el caso de un objetivo, la cual estda basada en la cantidad de memoria
requerida para su procesamiento. Para cada clase de algoritmos (best-first y depth-
first) se han presentado los algoritmos més relevantes, junto con un pequeno resumen
de su rendimiento y posible &mbito de aplicacién. Trabajos previos, en especial (Zhang},
1999)), muestran que, de modo general, los algoritmos de tipo best-first son méas ade-
cuados para problemas con espacios de estados con ciclos. Asimismo los algoritmos
depth-first presentan mejores resultados con espacios de estados en forma de arbol,
siendo DF-BnB y RBFS las mejores opciones para arboles acotados y no acotados
respectivamente.

En el Capitulo [3] generalizaremos este andlisis al caso multicriterio, formalizando
los problemas multiobjetivo, clasificando los algoritmos de bisqueda también en base
a su consumo de memoria y presentando algunas de las generalizaciones del caso con
un objetivo al caso multiobjetivo.



Capitulo 3

Busqueda Multiobjetivo

En el Capitulo [2] se han presentado diferentes algoritmos orientados a la resolucién
de problemas de camino minimo (Shortest Path) en los cuales el coste de un camino
se representa mediante un valor escalar. En los tltimos afios ha surgido, junto a este
paradigma de toma de decisiones basado en la optimizacién de un coste escalar, uno
basado en la Teoria de la Decision Multicriterio (Yu et al.,|1985)) (Chankong y Haimes,
1983), la cual permite el andlisis y resolucién de situaciones mas realistas en las cuales
el coste de un camino no viene dado exclusivamente por un valor, sino que involucra a
més de un objetivo a minimizar (o maximizar), teniendo cada uno de estos objetivos
su propia funcién de coste (o beneficio).

La creciente importancia de este tipo de problemas en el mundo real ha tenido
su reflejo también en el problema de la busqueda en grafos, lo que ha propiciado la
apariciéon de diversos algoritmos de busqueda que tratan de lidiar con la complejidad
inherente al tratamiento de multiples costes.

En este capitulo presentaremos la formalizacién de los problemas de biisqueda mul-
tiobjetivo en grafos, asi como los algoritmos propuestos para su resolucién. En primer
lugar, en la seccién presentaremos los conceptos bésicos de la Teoria de Decisién
Multicriterio y, més concretamente, la subclase de problemas que nos ataiien en este
trabajo, la busqueda multiobjetivo. En la seccién se enumeran algunos problemas
de bisqueda multiobjetivo reales. La seccién define las nociones bésicas de busque-
da heuristica para varios objetivos. Presentaremos nuevos conceptos como la frontera
de Pareto o las relaciones de dominancia, ambos claves para la redefinicién de aspectos
como la optimalidad de una solucién, cuyo significado varia sustancialmente respecto
a lo visto en el Capitulo [2 para los algoritmos de un tinico objetivo. De modo similar
a como se trataron los algoritmos de btisqueda para un tnico objetivo en el Capitulo
en la seccién se muestra una clasificaciéon de los algoritmos basada en su uso
de la memoria, describiendo los principales trabajos previos realizados en este campo.
Las secciones y presentan los algoritmos multiobjetivo méds comunes de tipo
best-first y depth-first respectivamente. La presente Tesis se centra en la generalizacién
de las técnicas depth-first al caso multiobjetivo, por lo que en esta seccién también se
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explicaran con detalle dos algoritmos de este tipo: IDMOA* (Harikumar y Kumar,
1996) y MOM A*0 (Dasgupta et al., [1999)), que corresponden a posibles generaliza-
ciones de algoritmos de optimizacién escalar (IDA* y RBF'S), comentando asimismo
ciertos aspectos de la busqueda DF-BnB en el &mbito multiobjetivo. La seccién [3.7]in-
cluye una clasificacién de los algoritmos multiobjetivo exactos de tipo depth-first (tanto
los presentados en este capitulo como los aportados en este trabajo de investigacion),
en base a la estrategia de expansion y a la naturaleza de la cota superior empleada en
dicha expansién. Esta clasificacion sirve como base para enmarcar los trabajos descri-
tos en la segunda parte de esta tesis. Por tltimo, en la seccién se indicardn algunas
consideraciones generales sobre el rendimiento de estos algoritmos.

3.1. Busqueda heuristica multiobjetivo

La Teoria de Decisién Multicriterio da cabida a problemas en los cuales un centro
decisor toma sus decisiones en funcién de los valores de diferentes objetivos, a diferencia
de lo visto en el Capitulo [2] Esta teoria ha sido ampliamente estudiada en las Gltimas
décadas (Bell et al.l [1977) (Chankong y Haimes, 1983)) (Cohon, 2004) (Goicoechea et
al., 1982) (Haimes y Chankong, 1985) (Hwang y Masud, [1979) (Oppenheimer} |1977))
(Spronk y Zionts| [1984) (Steuer, |1986) (Zeleny,|1982). Un ejemplo sencillo para ilustrar
este paradigma multicriterio es el cdlculo de una ruta entre dos puntos en una red de
carreteras. Segun el paradigma escalar podria abordarse el cilculo de la ruta éptima
usando el tiempo o la distancia como funciéon de coste. Sin embargo es razonable pen-
sar en otros criterios a minimizar, como el coste econémico del viaje en términos de
combustible, peajes de autopista, desgaste del vehiculo o riesgo medioambiental (en el
transporte de materiales peligrosos). La Teoria de Decision Multicriterio permite ana-
lizar la seleccién de la mejor ruta considerando todos estos criterios simultaneamente.

Romero (Romero, |[1993) destaca los siguientes conceptos en el contexto de la Teoria
de Decisién Multicriterio:

= Atributo. Son valores relacionados con una propiedad mensurable y que contem-
pla el centro decisor como parametros a valorar en una solucién.

= Objetivo. Representa la direccién de mejora de los atributos: minimizacién o

maximizacién.

= Nivel de aspiracion. Es un nivel aceptable de consecucién para un determinado
atributo.

= Meta. Es la combinaciéon de un atributo y un nivel de aspiracion.

En nuestro ejemplo de la red de carreteras, los atributos pueden ser la distancia
y el coste econémico. Los correspondientes objetivos son la minimizacién de ambos
atributos. Una meta puede ser, por ejemplo, realizar un gasto inferior a 120€.
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El paradigma multicriterio involucra habitualmente problemas con soluciones en
las cuales no es posible mejorar un objetivo sin empeorar al menos otro. Estos puntos
de equilibrio son soluciones 6ptimas, también denominadas éptimos de Pareto. Si fuera
posible mejorar un objetivo sin perjudicar a otro, entonces la solucién no seria éptima,
al haber margen de mejora. La posible existencia de multiples soluciones con distinto
coste para los diferentes objetivos, pero a la vez todas ellas éptimas, es uno de los
factores clave a tener en cuenta a la hora de resolver problemas multicriterio.

Existen distintos tipos de analisis multicriterio. Por un lado nos encontramos el
analisis multiobjetivo, cuya finalidad es la obtenciéon de todas las soluciones 6ptimas
de un problema. Estos analisis permiten revelar todos los compromisos existentes entre
las distintas soluciones. Este tipo de andlisis no tiene en cuenta a priori las preferencias
del centro decisor, las cuales se usaran para tomar una decisién a posteriori entre las
soluciones localizadas.

Por otro lado, encontramos aquellos enfoques que pretenden alcanzar una solucién
mediante una serie de preferencias del centro decisor proporcionados a priori, o bien
a través de un proceso interactivo. Podemos destacar por un lado los modelos de la
Teoria de la Utilidad Multiatributo, que agregan todos los atributos a optimizar en una
unica funcién (Bell, [1979) (Chankong y Haimes, 1983)) (Charnetski et al., [1977)) (Dyer
y Sarin, [1979) (Goicoechea et al., |1982) (Keeney y Raiffa, 1993) (Schoemaker y Waid,
1982)) (Weber, |1985)) (Zeleny, |1982). Esto permite ponderar los atributos en funcién de
la importancia que les otorgue el centro decisor. Nuevamente, el caso de la agregacién
lineal de atributos es uno de los mas sencillos y estudiados, aunque también se emplean
métodos que optimizan los criterios de uno en uno, estableciendo restricciones para los
restantes (Eschenauer et al., [1990]). Estos problemas son susceptibles de ser resueltos
por algoritmos de busqueda para un tnico objetivo, como los vistos en el Capitulo[2] No
obstante, una limitaciéon formal de esta técnica es que no permite encontrar cualquier
soluciéon que sea 6ptimo de Pareto. Las soluciones que son alcanzables optimizando
una combinacién lineal de atributos reciben el nombre de soluciones soportadas.

Por ultimo podemos destacar también los enfoques basados en la satisfaccién de
metas, que se apartan, al menos formalmente, del concepto de optimizacién para encon-
trar una solucién satisfactoria. La programaciéon por metas es idénea para problemas
en los cuales el centro decisor tiene que tomar una decisién en un contexto de metas
multiples.

Esta tesis se centra exclusivamente en el analisis multiobjetivo comentado en pri-
mer lugar, estudiando algoritmos que devuelven el conjunto de todas las soluciones
Optimas de Pareto para un problema. Estas soluciones éptimas involucran diferentes
costes asociados a cada uno de los objetivos contemplados en el problema. Una vez ob-
tenidas todas las alternativas 6ptimas, existen multitud de técnicas para seleccionar la
alternativa adecuada en base a preferencias individuales (Bogetoft) [1986) (Kok, |1986])
(Korhonen| |1986) (Korhonen et al.l 1986 (Mond y Rosinger, |1985) (Vansnick, 1986]).

Existen problemas multiobjetivo en los cuales los objetivos considerados presentan
la misma tendencia. Por ejemplo, si en el diseno de circuitos contemplamos el coste
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econémico del circuito y su consumo, interesa minimizar ambos objetivos. Ademas, si
reducimos el coste incluyendo menos unidades funcionales en el circuito, esto repercute
proporcionalmente en el consumo del mismo. En estos casos el problema multiobjetivo
real se puede considerar, en la practica, un problema con un objetivo tinico. Mini-
mizando el coste econémico, por ejemplo, se minimiza el consumo. En muchos casos
estos problemas se resuelven empleando algoritmos de busqueda para un objetivo (ver
Capitulo .

Sin embargo, en la mayoria de situaciones los objetivos son contrapuestos. En estos
casos no existe normalmente una solucién o coste 6ptimo 1nico, y es preciso alcanzar
algtin tipo de compromiso entre los distintos objetivos considerados.

Uno de los ejemplos clasicos de andlisis multiobjetivo es el ya mencionado de bis-
queda de una ruta en una red de carreteras, donde dados dos caminos diferentes entre
un origen y un destino, probablemente el camino més rapido incluira circular por au-
topistas y a mas velocidad que por otras rutas, con lo cual el coste econémico se eleva.
De modo analogo, rebajar el coste econémico del viaje puede conllevar el no circular
por autopistas para evitar los peajes. Esto se traducird probablemente en un mayor
tiempo de recorrido. En la figura [3.1] se muestran dos rutas diferentes entre dos ciu-
dades obtenidas con criterios de optimizacién distintos. En la figura se observa el
resultado de calcular la ruta primando la minimizacién de la distancia. Se aprecia que
la distancia recorrida es de 1.125km, con un coste econémico estimado para el viaje,
entre combustible y peajes, de 124'55€. En la figura por el contrario, aparece el
resultado de calcular la ruta primando la minimizacién del coste econdémico. Se apre-
cia que el coste econémico es inferior (100'85€), fundamentalmente por evitar peajes,
mientras que la distancia recorrida es superior (1.130km).

Otro ejemplo lo encontramos en el problema del disefio de circuitos electrénicos.
Podemos encontrar aqui nuevamente dos objetivos con tendencia distinta: el coste
econémico del circuito y el retardo maximo del mismo. El introducir mas unidades
funcionales y/o registros en un circuito permite una paralelizacién de operaciones que
de otra forma deben realizarse en bucle. Esta paralelizacién disminuye el retardo, pero
también aumenta el coste y el drea del circuito. Es decir, en el caso de objetivos
compensados o de distinta tendencia, al tratar de mejorar uno de los objetivos, el resto
se veran probablemente empeorados, con lo cual es necesario buscar una solucién de
compromiso para los valores involucrados en el coste final.

Como consecuencia de lo anterior, en los problemas multiobjetivo ya no disponemos
en general de un unico coste escalar 6ptimo, sino que puede haber un conjunto de
soluciones con costes diferentes pero todas igual de vilidas u 6ptimas, siendo la eleccién
entre una u otra de caracter subjetivo. Supongamos que en el ejemplo de la bisqueda
de rutas por carretera cada camino P tiene asociado un coste definido por (rp,cp),
donde 7, es la cantidad de kilémetros del camino y ¢, es el coste monetario derivado
de la circulacién por dicho camino. Un camino P; con coste (1.125km,124’55€) no
es mejor ni peor que otro camino P, con coste (1.130km,100’85€). Por lo tanto los
algoritmos exactos y 6ptimos que se emplean para la busqueda del camino més corto,



3.2. Aplicaciones de la biisqueda multiobjetivo 35

Resumen del itinerarie

Misgs - A Conuha
Latins 3 B4raron posbiss

A A BT

Resumen del itinerario Coste 035 & con on vnlnule: Stasad
b 581 E

sl . A Coruf
Exigien ) Drenwon ooalie

Tisarypa ATHEZ inr8 e
peralabesi s Distancia 1430 km 188 o sraan
A Carafia /|
La s ﬁ": m &
Bl
it
Vit
Wigo -
L Brgen
»
A Vallwdolid
X \
\Parta
{2 MADRIN
.

o .
* Caimbra

LISBOA
] st

(a) Itinerario 1 (b) Itinerario 2

Figura 3.1: Célculo de rutas 6ptimas en un mapa de carreteras atendiendo a diferentes
criterios: distancia (a) y coste econémico (b)

los cuales finalizan cuando localizan la mejor solucién, no son en general aplicables
directamente al caso multiobjetivo, en el cual puede haber varias soluciones éptimas.

3.2. Aplicaciones de la bisqueda multiobjetivo

Una gran cantidad de problemas que pueden modelarse como busqueda en grafos
precisan del tratamiento simultdneo de diferentes objetivos, los cuales con frecuen-
cia presentan algin tipo de compromiso entre ellos. Algunos ejemplos citados en la
literatura son:

» Particionado de circuitos (Harikumar y Kumar} [1997). Consiste en la divisién

de un circuito en partes que puedan fabricarse como componentes separadas. El
tamano de las componentes viene limitado por la cantidad de puertas disponi-
bles en las FPGA (Field Programmable Gate Arrays) comerciales, de tal modo
que cada subdivisién del circuito debe poder incluirse en una FPGA. A mayor
cantidad de componentes, hay una menor necesidad de reutilizaciéon de FPGA,
minimizando los retardos. Sin embargo, esto implica una mayor cantidad de in-
terconexiones, las cuales estan fisicamente limitadas por la cantidad de pines de
I/O de las FPGA.

» Planificacion de operadores (Dasgupta et all 1999) (McFarland et all, [1988).
Consiste en la realizacién de disenos RTL (Register Transfer Level) a partir de
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especificaciones del comportamiento de un circuito. Un disefio RTL esta formado
por unidades funcionales y registros de almacenamiento, asi como las intercone-
xiones entre los mismos. Por un lado se busca un disefio lo mas pequeno posible
(con bajo ntimero de unidades funcionales y registros), lo cual influye directamen-
te en el coste del circuito. Por otro lado interesa que el disefio tenga un retardo
lo més bajo posible. Este incremento de rapidez se consigue con la paralelizacién
de operaciones incluyendo mas unidades funcionales y registros.

Subastas combinatorias (Buer y Pankratz, [2010). En las subastas combinatorias
existen un conjunto 7" de bienes a subastar. Una puja es una tupla T' = (s, 7, p),
donde s es el pujador, 7 € T es el subconjunto de bienes por que el se puja y p
es el precio de la puja. Resolver este problema consiste en buscar una soluciéon
que maximice el dinero obtenido de las diferentes pujas, pero de tal modo que
el nimero de bienes adjudicado sea también el mayor posible. Existen variantes,
como por ejemplo la subasta de contratos de servicio, donde una administracién
publica paga a proveedores por ofrecer dichos servicios, pero cuidando la calidad
con la que se ofrecen. En este caso una puja es una tupla T = (s, 7,p, qos),
donde gos es la calidad de servicio que ofrece el pujador (p.ej. el porcentaje de
entregas sin retraso para contratos de transporte). En este caso los objetivos son
minimizar el coste para la administracién por ofrecer esos servicios y maximizar
la calidad de servicio ofrecida a los administrados.

Gestion de energia en sistemas de almacenamiento hibridos (Boxnick et al.
2010). Muchos vehiculos hibridos combinan dos tipos diferentes de almacena-
miento de energia eléctrica (HESS, Hybrid Energy Storage System): condensa-
dores con baja capacidad de almacenamiento pero que permiten dar respuesta
rapida a una demanda puntual alta de energia y baterias con gran capacidad de
almacenamiento pero baja capacidad de reaccién a picos inesperados. Los objeti-
vos perseguidos a la hora de establecer una estrategia de carga de los sistemas de
almacenamiento son maximizar la cantidad de energia almacenada para poder
hacer frente a picos de energia inesperados y minimizar el deterioro de baterias
y condensadores debido a las continuas cargas y descargas de los mismos. El de-
terioro es mayor en las baterias, ya que los condensadores soportan varios miles
de veces mas ciclos de carga; sin embargo el alimentar el sistema con los conden-
sadores, con baja capacidad de almacenamiento, hace que éstos puedan no tener
energia suficiente para hacer frente a un pico de demanda (p.ej. fuerte viento en
contra o pendiente elevada).

Patrones de corte (Soeiro Ferreira et al., [1990) Las empresas madereras reciben
pedidos de segmentos de tronco de diferentes longitudes. Los cortes en un tronco
se realizan posicionando diferentes cuchillas sobre el mismo y realizando todos
los cortes simultaneamente. El tiempo de posicionamiento es alto, con lo cual
interesa minimizar la cantidad de patrones de corte diferente para ajustar las
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cuchillas el menor ntimero de veces, pero al mismo tiempo minimizando también
la cantidad de troncos necesarios para servir todos los pedidos recibidos.

Otros ejemplos de problemas multiobjetivo son la planificacién independiente de
dominio (Refanidis y Vlahavas|, 2003)), el enrutamiento de canales en circuitos VLSI
(Very-large-scale integration) (Dasgupta et al., 1999) (Deutsch, 1988) o el enrutamiento
de trafico en redes multimedia (Climaco et al. 2003]),

3.3. Formalismos de la busqueda multiobjetivo

La principal diferencia existente entre un problema de biisqueda con un objetivo y
un problema de bisqueda multiobjetivo es que, en este 1ltimo, los costes asociados a un
operador u accién, en lugar de estar definidos por un valor escalar, vienen dados por un
vector de dimensién ¢ igual al nimero de objetivos considerados (f (_ﬁ) ={c1,...,¢q}).
Antes de definir un problema de busqueda multiobjetivo introduciremos la definicién de
una serie de relaciones entre vectores, necesarias para extender, entre otras, la nocién
habitual de optimalidad para el caso multiobjetivo.

Definicién 3.3.1. Sean dos vectores U,V € R?. La relacion de orden parcial < (deno-

tada como relacion de dominancia o dominancia estricta) se define como sigue:
T<v7 &Vi(l<i<q),(v;<v))A({@W+7T) (3.1)
donde v; denota el i-ésimo elemento del vector U.

Definicién 3.3.2. Sean dos vectores 0,9 € R?. La relacién de orden parcial < (de-
notada como relacion de dominancia débil o "domina o iguala”) se define como
sigque:

T & Vi(l <i<q),(v; <)) (3.2)

En el caso de dominancia estricta, un vector ¥ domina a otro v si todas las com-
ponentes de ¥ son menores o iguales que las de v y ambos vectores son distintos. Esto
conlleva implicitamente que por lo menos una de las componentes de ¥ sea estricta-
mente menor que la correspondiente de v

Dados dos vectores 7,7 € R? con ¢ > 1, no siempre podemos establecer una
relacion de dominancia entre ellos. Por ejemplo, en el caso de vectores bidimensionales,
el vector (2,3) domina al vector (2,4), pero no domina al vector (3,2). De modo
analogo, el vector (3,2) tampoco domina al vector (2, 3).

Definicién 3.3.3. Sean dos vectores v, € R?. La relacién de orden parcial ~ (de-
notada como relacion de indiferencia) se define como sigue:

T~ & (T £U)A (0 £7) (3.3)

Es decir, ¥ ~ ¢ si ¥ no domina a ¢’ y a su vez no estd dominado por ¢’. Los vectores
(2,3) y (3,2) son indiferentes o no dominados entre si.
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Figura 3.2: Frontera de Pareto de un conjunto de vectores

Definicion 3.3.4. Dado un conjunto de vectores X, se definen los optimos de Pare-
to o Frontera de Pareto de dicho conjunto, nd(X), como el conjunto de vectores no
dominados de X, es decir:

nd(X)={7e X |Aje X §=<7} (3.4)

En la figura[3.2]se ilustra la Frontera de Pareto de un conjunto de vectores bidimen-
sionales. Las siguientes relaciones, entre otras, excluyen a los vectores dominados de
la Frontera de Pareto: (3,11) < (3,14), (4,8) < (7,12), (5,5) < (9,9), (9,3) < (10,4).

Vistas las definiciones anteriores, procedemos a definir un problema de bisqueda
multiobjetivo. Un Problema de Bisqueda Multiobjetivo se representa por un grafo
G finito, dirigido y etiquetado: G = (N,s,I', A,é). El grafo tiene |N| nodos y |A]
arcos (n,n')/n,n’ € N. Cada uno de los arcos (n,n’) estd etiquetado con un vector
g-dimensional é(n,n') = (c1,...,¢q) (€n,n') € IRq+), donde ¢;,7 =1,...,q son valores
positivos que representan el coste asociado al i-ésimo objetivo para ese arco. s € N
representa el nodo inicial del problema y el conjunto I' C N representa el conjunto de
nodos finales del problema.

De modo anélogo al caso de un objetivo, el coste asociado a un camino P =
(no,n1,...,nk_1,n%), denotado por g(P), se calcula como la suma de los vectores de
coste de los arcos que componen dicho camino. Obviamente este coste es un vector de
dimension q.

GP)=(g1.---.99) 9= cilnj,njs1) 1<i<gq (3.5)
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Resolver el problema de biisqueda multiobjetivo anterior consiste en encontrar un

conjunto P* = {Py,..., P} de todos los caminos posibles tales que verifican lo si-
guiente:
» Pf=(s,n1,...,7),y € I',VP* € P*, es decir, cualquiera de los caminos localiza-

dos va desde el nodo inicial hasta un nodo final del problema.

= §(P}) ~g(P}),VP, P} € IP*, es decir, los vectores de coste de todos los caminos
localizados son indiferentes entre si.

» Para cualquier otro camino solucién P se verifica que g(P) « §(P}).

Por convenio, el conjunto de vectores de coste de los caminos de IP* se denota por
C*. El conjunto IP* representa el conjunto de los caminos soluciéon del problema con
coste 6ptimo. Por lo tanto en la bisqueda multiobjetivo se redefine el concepto de
optimalidad de un camino. Mientras que en la bisqueda con un objetivo la solucién o
soluciones 6ptimas eran aquellas con menor coste escalar, en la busqueda multiobjetivo
una solucién 6ptima es aquella cuyo coste no estd dominado por el coste de ninguna
otra solucién.

En la biisqueda multiobjetivo también se contempla el uso de informacién heuristica
para dirigir de modo mads eficiente al algoritmo. Se define H(n) como el conjunto de
vectores heuristicos no dominados del nodo n, los cuales estiman el coste de alcanzar
desde dicho nodo n un nodo final. Dado que un problema puede tener varios nodos
finales y que cada uno puede ser alcanzado por varios caminos no dominados, es posible
tener varias estimaciones heuristicas para cada nodo.

Definicién 3.3.5. Una funcion heuristica multiobjetivo H(n) es admisible (Mandow
y Pérez de la Crud, 2010) cuando para todos los caminos solucion no dominados a una
solucion P* = (s, n1, ...,ni,nit1, ..., %), Yk € ' y cada subcamino P} = (s,nq, ...,n;)
de P* existe un vector h € H(n;) tal que g(Pr) + h =< G(P*).

Es decir, se redefine el concepto de admisibilidad en base a la relacién de dominan-
cia. Por extensién definimos F'(n) como el conjunto de evaluaciones no dominadas del
nodo n, calculadas como f(n) = h(n) + G(n), donde h(n) € H(n).

3.4. Clasificaciéon de algoritmos de btisqueda Multiobje-
tivo

En (Mandow y Pérez de la Cruz, |2003) se propone un framework general para
algoritmos de btisqueda heuristica multicriterio, incluyendo la formalizacién de la clase
de problemas multicriterio y los componentes basicos de un procedimiento general de
busqueda.

Se han propuesto muchos métodos, tanto exactos como metaheuristicos, para re-
solver problemas de busqueda multiobjetivo en grafos (Li et all 2010). Ejemplos de
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algoritmos aproximados multiobjetivo se pueden consultar en (Liu et al., 2011)), (Perny
y Spanjaard, 2008)) o (Gonzalez-Rodriguez et al., |2010). En esta seccién haremos un
resumen de diferentes algoritmos multiobjetivo exactos u 6ptimos, es decir, que de-
vuelven el conjunto completo de soluciones no dominadas del problema. El enfoque
serd similar al empleado en la seccion para los algoritmos con un dnico objetivo,
mostrando los méas representativos de las clases best-first y depth-first, con especial
énfasis en estos ultimos.

Muchos de estos algoritmos multiobjetivo son adaptaciones mas o menos directas
de sus equivalentes para un unico objetivo. Es el caso, por ejemplo, del algoritmo
MO A*, versién multiobjetivo de A*, o IDMOA*, versién multiobjetivo de IDA*.

Como ya vimos en el Capitulo [2] en el caso de la bisqueda en arboles los algorit-
mos para resoluciéon de problemas de un tnico objetivo tienen que enfrentarse a una
complejidad exponencial en el peor caso en cuanto al nimero de nodos examinados en
funcién de la profundidad de la solucién. Los algoritmos multiobjetivo son, en gene-
ral, computacionalmente mas exigentes. Para problemas con g objetivos, los costes y
las estimaciones vienen dadas por vectores g-dimensionales. Esto hace que cualquier
operacion sea mas costosa que en el caso de un objetivo, donde sélo trabajamos con
valores escalares. Es necesario realizar operaciones vectoriales para computar nuevos
costes, y especialmente para comprobar si las ramas estan dominadas por umbrales
en el caso de busquedas acotadas o para comprobar si las soluciones ya localizadas
dominan los caminos explorados.

Ademaés, la naturaleza vectorial de los costes asociados a las soluciones tiene una
gran repercusion en el nimero de soluciones 6ptimas. La frontera de Pareto crece ex-
ponencialmente con la profundidad de la solucién en el peor de los casos (Hansen,
1979), incluso con dos objetivos, con lo cual el tamano del arbol explorado suele ser
considerablemente mayor que para el caso de un objetivo, donde es suficiente con de-
volver una tinica solucién. Es interesante sefialar que existen varios tipos de problemas
multiobjetivo de interés que no presentan ese comportamiento (Miiller-Hannemann y
Weihe| 2006) (Mandow y de la Cruz, 2009).

De igual modo, el rango de costes para los diferentes objetivos también tiene un
impacto importante en la dificultad del problema. A mayor amplitud del rango, mayor
cantidad de posibles 6ptimos de Pareto. Por ejemplo, para un rango de costes entero
[1,3], el conjunto de 6ptimos de Pareto viene dado por {(1,3), (2,2),(3,1)}. Sin embar-
go, para un rango [1,5] este conjunto es {(1,5),(2,4),(3,3),(4,2),(5,1)}. En caso de
tratar con costes no acotados, como ya hemos comentado, la frontera de Pareto puede
crecer exponencialmente.

Al igual que en el caso de un solo objetivo, en la bisqueda multiobjetivo exacta
se han desarrollado algoritmos tanto con un enfoque best-first como depth-first. En
cualquier caso la problemética de los algoritmos es similar a la de los ya vistos en la
seccién pero con el agravante de tener que tratar con costes multidimensionales,
lo cual requiere mayor coste computacional. De modo general, los enfoques best-first
presentan un coste temporal menor trabajando sobre grafos, expandiendo exclusiva-
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mente los nodos necesarios, pero a costa de unos requisitos de memoria muy elevados.
Estos algoritmos best-first tienen un sobrecoste temporal derivado de la ordenacion de
la lista de nodos pendientes de expansion. Por otro lado, las aproximaciones depth-first
consiguen un ahorro importante de memoria, manteniendo un consumo lineal para la
exploracién al guardar en memoria tinicamente la rama actual. Sin embargo, este coste
espacial puede ser exponencial si asi lo fuera el tamano del conjunto C*, al tener que
almacenarlo en memoria.

3.5. Busqueda multiobjetivo best-first

Una de las primeras aproximaciones multiobjetivo de tipo best-first con uso de
informacién heuristica (cotas inferiores) fue el algoritmo MOA* (MultiObjective A*)
(Stewart y White, 1991)), el cual es una adaptacion del algoritmo A* (Hart et al., [1968)
descrito en la seccion Con un heuristico monétono, A* garantiza que cualquier
nodo expandido en el arbol de busqueda lo serd a través de su camino 6ptimo. La
situacién en un problema multiobjetivo varia radicalmente, puesto que a un mismo
nodo pueden llegar varios caminos 6ptimos, los cuales tendran vectores de coste no
dominados entre si. Para tratar esta situacion, M OA* mantiene un grafo aciclico que
recoge todos los subcaminos éptimos encontrados hasta el momento hasta cada nodo
generado. El nodo seleccionado para expansién debe poseer un vector de evaluaciéon no
dominado por ningtn otro del resto de nodos pendientes. Cuando M OA* selecciona un
nodo para expansion, se expanden simultdneamente todos los caminos no dominados
incluidos en su grafo aciclico asociado hasta ese nodo. Un trabajo reciente (Pérez-de-la-
Cruz et al., 2013)) ha demostrado como M OA*, en algunas clases de problemas, degrada
considerablemente su rendimiento cuanto mas informado era el heuristico empleado.

(Navinchandra), [1991) presenta una extensiéon del algoritmo A* para espacios de
estados con forma de arbol, aunque su repercusién ha sido menor al ser MOA* mas
generalista y poder tratar con cualquier tipo de grafo. En (Sykes y Whitel 1991) y
(Navinchandraj, [1991)) se presentan aplicaciones practicas de estos algoritmos. (Tung y
Chew, [1992) presenta otra variante best-first heuristica que generaliza A* y expande
caminos en lugar de nodos, proponiendo asimismo dos heuristicos genéricos precalcu-
lados antes de realizar el proceso de biisqueda.

El trabajo de Mandow y Pérez de la Cruz (Mandow y Pérez de la Cruz, 2005)
presenta NAMOA* (New Approach MultiObjective A*), una alternativa a MOA* cu-
ya principal caracteristica es que, frente a la expansion de nodos realizada por éste
ultimo, NAMOA*, al igual que el algoritmo presentado en (Tung y Chew, [1992), ex-
pande caminos, pero mejorando el proceso de filtrado y poda. NAMOA* usa una lista
(OPEN) de nodos pendientes de expansién, similar a la utilizada por A*. Cada ele-
mento de esta lista estd formado por una tupla de la forma (n, g, F'(n, §)) donde n es un
nodo susceptible de ser expandido, § es un vector de coste de un camino no dominado
desde el nodo raiz al nodo n y F(n,§) estd formado por un conjunto de vectores de
coste resultantes de sumar a g las estimaciones heuristicas asociadas al nodo n (H(n)).
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Normalmente H(n) esta formado por un tnico vector, y por lo tanto también lo estara
F(n, g), aunque en el caso general ambos pueden ser conjuntos de vectores. Es decir,
por cada nodo puede haber varias tuplas en la lista OPEN que reflejan cada uno de
los caminos no dominados a dicho nodo que han sido generados durante el proceso de
busqueda.

Cuando varios caminos llegan a un mismo nodo, aquellos que estdn dominados
se descartan (operacién de poda). Asimismo, los vectores de F(n, §) (generalmente
1) dominados por el vector de coste de alguna solucién se eliminan (operaciéon de
filtrado).

Cuando la lista OPEN se queda vacia, el algoritmo finaliza y pueden recuperarse
los caminos a soluciones no dominadas a partir de un grafo que NAMOA* mantiene
durante todo el proceso de busqueda. Este grafo tiene como raiz al nodo inicial del
problema y contiene el conjunto de todos los nodos visitados por el algoritmo junto
con los caminos no dominados a esos nodos que se han encontrado.

Se ha demostrado que NAMOA* es 6ptimo en la clase de algoritmos admisibles
(es decir, que ningin algoritmo de esa clase puede dejar de considerar ninguna etiqueta
(n, g) considerada por NAMOA*), y que NAMOA* es més eficiente que MOA* por-
que sélo expande cada etiqueta una vez y nunca expande etiquetas que correspondan a
caminos dominados. Las pruebas realizadas muestran que N AM OA* realiza un consu-
mo de memoria considerablemente menor que MOA*. Ademéas, NAMOA* puede ser
usado como algoritmo anytime, deteniendo su ejecucién en cualquier momento y de-
volviendo el subconjunto de 6ptimos de Pareto encontrados hasta entonces. NAMO A*
no presenta la patologia de M OA* presentada en (Pérez-de-la-Cruz et al., [2013).

Algunos autores han estudiado algoritmos especificos que buscan una solucién no
dominada que responda a una preferencia enunciada a priori, en lugar de intentar en-
contrar toda la frontera de Pareto. Un ejemplo es el de la bisqueda compromiso. Una
buiisqueda compromiso multiobjetivo (Galand y Spanjaard), 2012) trata de minimizar
una funcién de agregacién aplicada a los vectores de coste. Esta funcién suele aplicar
pesos a los diferentes objetivos considerados. La funcién de agregacién s debe cumplir
que cualquier solucién no dominada puede ser 6ptima con la parametrizacion adecuada
de s, y que cualquier solucién éptima de s debe ser no dominada. Este tratamiento
escalar permite reducir los requisitos de memoria e incrementar la velocidad de re-
solucién. Garland y Perny (Galand y Perny, 2006) proponen dos nuevos algoritmos,
BCA* y kA*, el primero de ellos una adaptacién directa de la btisqueda compromiso y
el segundo un algoritmo que trabaja sobre una escalarizacion del problema. Garland y
Spanjaard (Galand y Spanjaard, 2012|) proponen una bisqueda compromiso con una
asignaciéon dindmica de pesos a los objetivos basada en su coste individual (Ordered
Weighted Average), asignando mayor peso a aquellos objetivos con mayor coste dentro
del vector. (Machuca et al., |2013)) evalia el algoritmo kA* (Galand y Perny, 2006)
y una variante de NAMOA* que determina la solucién de mejor compromiso una
vez obtenida la frontera de Pareto. Esta segunda opcién se comporta de modo mas
predecible y efectivo a medida que aumenta la dificultad del problema resuelto.
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En (Pulido et all |2012) y (Galand et al. |2013)) se presentan sendas variantes de la
busqueda bidireccional al caso multiobjetivo. En (Pulido et al., 2014) se propone un
algoritmo de bisqueda multiobjetivo con preferencias basadas en metas lexicograficas.
Dado un conjunto de metas (Romero|, 1993) (como ya vimos en la seccién combi-
nacién de atributo y nivel de aspiracién), el algoritmo localiza los 6ptimos de Pareto
satisfactorios, es decir, que satisfacen todo el conjunto de metas. En caso de no haber
soluciones satisfactorias, busca los éptimos de Pareto que minimizan la desviacién de
los objetivos. Las metas se agrupan por nivel de prioridad, midiendo la desviacién por
cada uno de estos niveles.

3.6. Busqueda multiobjetivo depth-first

Al igual que en el caso de un tnico objetivo, la complejidad espacial es el principal
problema al que se enfrentan los algoritmos best-first multiobjetivo. Los algoritmos
depth-first multiobjetivo que veremos en esta seccién ofrecen, al igual que sus equi-
valentes para un objetivo, un consumo lineal de memoria en la exploraciéon del arbol
de buisqueda, a costa de reexpansion de nodos o expansién de nodos suboptimos. Sin
embargo, este consumo puede ser también exponencial si asi lo fuera el conjunto de
soluciones 6ptimas del problema, puesto que dicho conjunto debe ser almacenado en
memoria. Siguiendo un paralelismo con los algoritmos vistos en el Capitulo [2] los algo-
ritmos exactos analizados en esta seccién son MO-DF-BnB, IDMOA* y MOM A*0,
unas generalizaciones més o menos fieles de los algoritmos DF-BnB, IDA* y RBF'S.
Todos estos algoritmos son exactos, ya que devuelven el conjunto completo de 6ptimos
de Pareto del problema.

3.6.1. DF-BnB multiobjetivo

DF-BnB para un unico objetivo ha resultado ser un algoritmo muy eficiente en la
exploracién de espacios de estados en forma de drboles acotados (Zhang y Kort] |1995).
Es por ello que la generalizacion de DF-BnB es una aproximacién bastante natural
al caso multiobjetivo. En el capitulo [0] se presentard de modo detallado una variante
de DF-BnB multiobjetivo. De todos modos, el funcionamiento basico de un algoritmo
DF-BnB multiobjetivo es practicamente idéntico al de su equivalente para un objetivo.

Las ramas del arbol de busqueda se exploran en modo depth-first, tomando como
cota superior los costes de las soluciones que se vayan localizando durante la expansién.
La diferencia con el caso de un objetivo es que la cota no serd un valor escalar, sino
un conjunto de vectores de coste no dominados asociados a los costes de los caminos
solucién éptimos que se vayan localizando. Cuando en el arbol de btisqueda se localiza
un nodo final, su vector de coste se anade a la cota actual, siempre y cuando no
esté dominado por algun vector de dicha cota (lo cual indica que serfa un nodo final
dominado, es decir, suboptimo). Asimismo, cada vez que se localiza un nodo final, su
vector de coste elimina de la cota los vectores dominados. Cuando el algoritmo finaliza
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al no haber mas ramas que explorar, la cota contiene el conjunto C*.

Dado que inicialmente DF-BnB explora el arbol de bisqueda sin cota, al no dis-
poner de informacioén relativa a ninguna solucién, es posible que localice soluciones
subodptimas, lo cual obliga a realizar tests de dominancia cuando encuentra nuevas
soluciones para descartar las dominadas. Otro problema de este algoritmo es que esta
situacién sin cota transitoria (mientras no encuentra una solucién) se puede conver-
tir en permanente si DF-BnB cae en una rama infinita, donde cada nodo de la rama
siempre tiene sucesores y ninguno de ellos es un nodo meta. En este caso el algoritmo
no finalizarfa. Estos problemas se tratardn con detalle en el capitulo [6], solventando el
altimo mediante una busqueda de dos fases.

Han sido numeros los anélisis y propuestas sobre algoritmos de tipo DF-BnB multi-
objetivo, entre los cuales caben destacar (Sourd y Spanjaard, |[2008), (Roll6n y Larrosa,
2009) 6 (Delort y Spanjaard), 2013)). (Sourd y Spanjaard, 2008)) implementan una ver-
sion del algoritmo Branch & Bound con una cota superior empleada de modo similar a
como lo hace DF-BnB. Esta cota superior o Upper Bound (U B), contiene el conjunto
de costes no dominados de las soluciones que se van encontrando. El algoritmo incluye
una fase de inicializacién para construir una aproximacién del Frente de Pareto, el cual
se usara como cota superior inicial.

Para mejorar el rendimiento de este enfoque DF-BnB multiobjetivo, antes de ex-
pandir un nodo n se calcula una cota inferior de los costes de los nodos finales alcan-
zables a través de dicho nodo n. Si esta cota inferior estd dominada por los vectores
del actual conjunto U B, entonces todas las soluciones que incluyan a n en su camino
son suboptimas y por lo tanto puede descartarse la exploracién del nodo n.

En la figura se muestra un ejemplo de este procedimiento para un problema
con dos objetivos. El conjunto UB esta formado por la cota superior habitual de los
algoritmos de tipo DF-BnB. La regién U B~ representa el drea del espacio de busqueda
dentro de la cual se encuentra los éptimos de Pareto. Denominamos X (n) el conjunto
de nodos meta alcanzables a través del nodo n, denotando por F(X(n)) los vectores
de coste de dichas soluciones. Si es posible construir una funcién s(vi, ve2) tal que que
separe UB~ de F(X (n)), entonces podemos afirmar que el conjunto X (n) estd formado
por soluciones subéptimas y no tiene interés expandir el nodo n. Esta funcion s verifica:

s(7) < 0,V0 € UB™ (3.6)
s(@) > 0,¥d € F(X(n)) (3.7)

Las principales aportaciones de (Sourd y Spanjaard, 2008)) son la aproximacién del
conjunto F'(X(n)) con una cota inferior (LB, Lower Bound) y la construccién de la
funcion s. El algoritmo ha sido aplicado al problema de Spanning Tree multiobjetivo, de
tipo NP-dificil, el cual tiene un arbol de biisqueda claramente acotado en profundidad.
En la linea de este trabajo, (Delort y Spanjaard, 2013) proponen un algoritmo de dos
fases basado en programacién dindmica, en el cual una fase calcula un subconjunto de
los 6ptimos de Pareto. En una segunda fase, a partir de estos éptimos se definen una
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Soluciongs alcanzables a raves de un
nedo n, FEX(n))

UB (Upper Baund)

Figura 3.3: Ejemplo cotas inferior y superior para DF-BnB multiobjetivo

serie de areas en las cuales se encuentran el resto de soluciones éptimas. La bisqueda
en estas areas se realiza mediante DF-BnB.

(Rollon y Larrosal, 2009) propone el uso de una cota inferior similar para las solu-

ciones alcanzables a través de un nodo, pero en este caso calculada con el algoritmo
MO — MBE (MultiObjective Mini-bucket Elimination) (Rollén y Larrosal 2006). En
cualquiera de los dos casos, los esfuerzos estan centrados en minimizar la cantidad de

nodos subdptimos expandidos por MO-DF-BnB, realizando las podas antes de llegar
a los nodos que excedan las cotas establecidas.

Otros trabajos de interés pueden consultarse en (Whitel [1982), (White, 1984)),
(Bausch, [1992), (Galand et al., 2008), (Galand et al., [2010) y (Buer y Pankratz [2010]).

Las variantes multiobjetivo de DF-BnB mencionadas en esta secciéon han sido pro-

badas con éxito en problemas reales con forma de arbol acotado. Sin embargo, su
aplicacién en problemas con espacios de estados infinitos sélo es viable si se propor-
ciona al algoritmo una cota superior inicial, debido a que si el algoritmo explora una
rama infinita antes de haber localizado la primera solucién, entonces no finalizara. En
el Capitulo [6] se analizard un algoritmo MO-DF-BnB con cota superior inicial.

Los algoritmos de tipo DF-BnB, como ya se comentaba en la seccion pre-
sentan problemas de ineficiencia en los espacios de estados en los cuales a un mismo
nodo se pueda llegar a través de diferentes caminos. Estos problemas de ineficiencia
también se mantienen en sus equivalentes multiobjetivo.
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3.6.2. Profundizacién iterativa multiobjetivo: algoritmo I DMO A*

Tal y como ya se comentd en el Capitulo [2, dentro de la bisqueda depth-first los
algoritmos que realizan profundizacién iterativa (I D, Iterative Deepening) permiten
trabajar con espacios infinitos o con bucles conservando un consumo lineal de memoria.
Sin embargo hasta la fecha sélo se ha explorado superficialmente la adaptacién de la
estrategia I D al caso multiobjetivo. Hasta donde alcanza nuestro conocimiento, el tinico
algoritmo destacable de este tipo es IDMOA* (Iterative Deepening Multiobjective A¥)
(Harikumar y Kumar, 1996), el cual es una extensiéon més o menos directa del algoritmo
IDA* (Korf, 1985a).

Una de las principales diferencias entre ambos algoritmos es que si bien IDA*, con
un heuristico admisible, puede detener la btisqueda en cuanto localiza la primera solu-
cién, garantizando que ésta es 6ptima, IDMOA* debe seguir buscando hasta encontrar
todos los 6ptimos de Pareto. Para ello emplea una estrategia en la cual procesara cada
uno de los objetivos involucrados en la btisqueda de modo independiente y consecuti-
vo, es decir, realiza una secuencia de bisquedas con profundizacién iterativa, una para
cada objetivo considerado. Es conveniente resaltar que, por este motivo, IDMOA* no
es realmente una generalizacién directa de la profundizacion iterativa al caso multiob-
jetivo, sino un algoritmo que aplica esta técnica por fases, de modo secuencial a cada
uno de los objetivos considerados, introduciendo controles adicionales para el descarte
de soluciones dominadas.

A continuacién explicaremos el funcionamiento basico de IDMOA* apoydndonos
en la figura la cual presenta el espacio de costesE] para un problema considerando
dos objetivos y una frontera de Pareto formada por los vectores {(4,5), (6,3)}. Siendo
s el nodo inicial, suponemos que h(s) = (1,1) y h(n) = (0,0) Vn # s. Suponemos
ademads costes enteros.

Las busquedas asociadas al primer objetivo se realizan de modo similar a como lo
haria el algoritmo I DA*, con la idea de localizar todas aquellas soluciones al problema
cuyo coste asociado al primer objetivo sea éptimo. Al igual que en IDA*, la cota
inicial de expansién para la busqueda viene dada por el heuristico del nodo raiz, en
este caso, el valor de este heuristico para el primer objetivo, hi(s). En el ejemplo, esta
cota inicial vale 1. El hecho de que se mantenga una cota de naturaleza escalar tendra
connotaciones positivas en el rendimiento de IDM O A*.

A continuacién se expande el drbol de btisqueda del mismo modo en que lo haria
IDA*, hasta que el algoritmo encuentra la primera solucién. En la figura[3.4a] podemos
observar como para la primera busqueda depth-first, con cota 1 para el primer objetivo,
no se localiza ninguna solucién (la regién entre el eje Y y la flecha roja que representa
la cota actual representa el area de busqueda de la iteraciéon actual en el espacio de
costes). Por lo tanto, se procede a actualizar la cota de modo similar a como lo haria
IDA*, escogiendo el menor valor fi(n) de entre todos los nodos n en los cuales la

'El espacio de costes representa el conjunto completo de valores posibles para los vectores de coste
de un problema.
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Figura 3.4: Procesamiento de objetivos en I DM O A*
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busqueda haya sido discontinuada.

Se procede de modo analogo en las siguientes iteraciones suponiendo que las cotas
sucesivas toman los valores 2, 3 y 4. En esta ultima iteracién se localiza la solucién
~v2 con coste (4,5). En este punto se produce la primera diferencia de IDMOA* con
IDA* ya que IDMOA* no se detiene al localizar la primera solucién que no sobrepase
la cota de la iteracion actual, sino que sigue explorando el resto de ramas pendientes
buscando otras soluciones con coste idéntico para el primer objetivo, pero que puedan
mejorar los restantes, con la finalidad de devolver soluciones no dominadas y éptimas
para dicho primer objetivo.

Supongamos que en el ejemplo anterior hubiera otra solucién 73 con vector de coste
f (v3) = (4,4). Esta solucién dominaria a 2, pero no tenemos asegurado que 73 se loca-
lizard antes que 7y, pues ello dependera del orden de exploraciéon del arbol. Es por ello
que IDMOA* continda con la exploracién. Si localizara alguna otra solucién con coste
idéntico para el primer objetivo, realizaria los correspondientes tests de dominancia
para quedarse con el 6ptimo de Pareto.

Por lo tanto, como resultado de la profundizacién iterativa para el primer objetivo
obtenemos un 6ptimo de Pareto el cual tiene el valor minimo para el primer objetivo.
A continuacién IDMOA* realiza una busqueda con profundizacién iterativa para el
segundo objetivo, pero, a diferencia del primer objetivo, esta busqueda incluird una
cota superior adicional proporcionada por los resultados de la bisqueda anterior.

Si al finalizar el procesamiento del primer objetivo IDMOA* ha localizado una
solucién con coste (c1, ¢2), sabemos que esta solucion es el 6ptimo de Pareto con el valor
minimo para el primer objetivo, con lo cual cualquier solucién que se localice durante
el procesamiento de los restantes objetivos tendrd valor igual o superior para este
primer objetivo, y por ello no dominara a esa primera solucién. Por lo tanto cualquier
otro 6ptimo de Pareto debe tener un valor superior a c¢; para el primer objetivo e
inferior a co para el segundo objetivo. Esto nos permite fijar una cota superior para
este segundo objetivo, el valor 5, de tal modo que si la profundizacion iterativa asociada
a ese objetivo la supera, tenemos garantizado que en exploraciones més profundas del
arbol de buisqueda no habra 6ptimos de Pareto para el segundo objetivo.

En el ejemplo anterior, al procesar el segundo objetivo, se establece como cota inicial
el valor ha(s) y se procede de modo similar, realizando iteraciones y actualizaciones
de cota. Sin embargo existe una cota superior complementaria que viene dada por
el maximo valor para el segundo objetivo de entre todas las soluciones localizadas
durante el procesamiento del primero (max(sol[2]) Vsol € Solution), tal y como se
refleja en la figura Se realizan busquedas en profundidad con cotas crecientes
hasta alcanzar la cota global para el segundo objetivo. De modo anélogo se procederia
con los restantes objetivos.

Complementariamente a los retrocesos realizados cuando en una rama se excede la
cota fijada, IDMOA* también discontiniia ramas cuando éstas estan dominadas por
alguna solucién que ya haya sido localizada. (Harikumar y Kumar} 1996) demuestran
que el algoritmo devuelve todos los 6ptimos de Pareto bajo los supuestos de costes no
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negativos para todos los objetivos y un heuristico optimista.

En la tabla se muestra el pseudocddigo de IDMOA*. La funcién DFS es
la encargada de realizar la busqueda en profundidad para un objetivo y una cota
determinada. Si se discontintia una rama por haber superado su coste la cota, se
recalcula la cota de la siguiente iteracién. Si la rama explorada alberga una solucién
que no supere la cota actual, se anade al conjunto de soluciones, purgando el mismo
con los correspondientes tests de dominancia. Si el nodo procesado no es soluciéon ni
supera la cota actual, entonces se expande, realizando llamadas recursivas a la funcién
DFS.

La funcién IDMOA* es la encargada de procesar secuencialmente los objetivos re-
alizando profundizaciones iterativas, calculando para cada uno de ellos la cota superior
absoluta y las cotas consecutivas para las diferentes iteraciones.

3.6.2.1. Ejemplo de IDMOA*

En esta seccién presentaremos un ejemplo detallado del funcionamiento de I DM O A*
para un arbol de bisqueda binario biobjetivo, con una frontera de Pareto C* =
{(6,10),(10,6)}. En la figura se representa el espacio de estados asi como el
espacio de costes, con los valores del objetivo 1 en el eje X y los del objetivo 2 en el eje
Y. Los nodos 7; y 2 son nodos finales del problema, y n3 y ny4 son nodos hoja pero
no nodos finales.

Cada nodo esta etiquetado con su estimacién heuristica (en este ejemplo, un tnico
vector) y cada arco estd etiquetado con su vector de coste correspondiente. Supondre-
mos una expansioén de izquierda a derecha de las ramas del arbol.

IDMOA* procesa inicialmente toda la informacion relativa al objetivo 1. Se esta-
blece una cota inicial igual a h(s)[1] = 5, la componente del heuristico de s asociada al
primer objetivo. En la parte derecha de la figura [3.5b| se representa sombreada el area
del espacio de costes que explorara esta primera iteracién para el objetivo 1. Nétese que
este area se prolonga indefinidamente sobre el eje Y, pues la informacién asociada al
objetivo 2 no se procesa durante esta iteracion, a excepcién de los tests de dominancia
cuando se localizan soluciones.

Tras fijar la cota del primer objetivo se realiza una busqueda en profundidad,
discontinuando la biisqueda en todos aquellos nodos cuya componente del vector de
coste asociada al objetivo 1 exceda el umbral marcado. El primer nodo visitado, ni,

—

es discontinuado al ser f(n1)[1] = 6 > 5, mientras que el nodo ng si es expandido al
no superar la cota (f(n2)[1] = 5 < 5). Su sucesor ny también es procesado (f(ng)[1] =
5 < 5), pero al no tener sucesores, la bisqueda no puede continuar por dicha rama.
Finalmente el nodo v, también es discontinuado al ser f(v2)[1] =6 > 5.

Dado que IDMOA* no ha localizado ninguna solucién, computa una nueva cota,
la cual viene dada por el minimo valor para el objetivo 1 de los vectores de coste de
los nodos que han sido discontinuados por haber excedido la cota previa. En nuestro

caso, estos nodos son n; y ¥2. El vector de coste de ny no se tiene en cuenta, ya que la
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IDMOA* (G, s)

Solution « @

objIndex <+ 1

threshold <« h(s)[objIndex]

WHILE (Solution <> @)
next—-threshold < oo
DFSEARCH (s)
threshold ¢ next-threshold

FOR objIndex = 2 TO fobjectives
MaxThreshold < MAX 2 - 6orution
threshold <+ h(s)[objIndex]
WHILE (threshold < MaxThreshold)

next-threshold <+ oo

DFSEARCH (s)

threshold 4 next-threshold
return Solution

{sol[objIndex]})

DFSEARCH (n)
IF (f(n)[obj[ndem] > threshold) THEN
next-threshold + min (next-threshold, _‘(n)[objlndex})
RETURN

—

IF ((n €T) A (f(n)[objIndex] < threshold)) THEN
Solution ¢ nd(Solution U {f(n)}
RETURN
FOREACH n; € sucesores (n)
IF  ((f(ni)[objIndex] < threshold) A (AG € Solution | &< f(n;))) THEN
DFSEARCH (n;)
RETURN

Tabla 3.1: Algoritmo IDMOA* (tomado de (Harikumar y Kumar, (1996))
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Figura 3.5: Ejemplo de IDMOA*: Problema e iteraciones 1-2
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btsqueda no prosiguié en esa rama al no tener n4 ningin sucesor. Es decir, la nueva
cota se calcula como min{ f(ny)[1], f(72)[1]} = min{6,6} = 6.

Una vez fijada la nueva cota, se procede a realizar otra bisqueda en profundidad, la
cual se muestra en la figura [3.5cf Podemos apreciar que el area sombreada contiene el
espacio de costes explorado en la iteracién anterior, algo intrinseco a la profundizacién
iterativa. Dado que la cota crece de modo estricto, todos los nodos expandidos en una
iteracién ¢ se expandiran en la siguiente iteracion i + 1.

Con la nueva cota, el nodo ny se expande, pero la biusqueda se discontinda en sus dos

—

sucesores, y1 y n3, ya que ambos exceden la cota para el primer objetivo (f(y1)[1] =
10 > 6 y f(n3)[1] = 7 > 6). En la rama derecha del nodo rafz el procesamiento es
idéntico al de la iteracion anterior, excepto en lo que respecta a 9, el cual no excede
la cota (f(72)[1] = 6 < 6). Al ser un nodo final, se afiade al conjunto tentativo de
soluciones finales.

Tras finalizar la expansién del arbol de biisqueda, como el conjunto de soluciones no
estd vacio, I DM O A* asegura que hemos localizado un 6ptimo de Pareto con el minimo
valor para el primer objetivo (SOLUTION = {(6,10)}). Cualquier otra bisqueda en
profundidad con una cota superior daria soluciones con peor coste para este primer
objetivo.

Realizado ya el procesamiento del primer objetivo, IDMOA* procede con el si-
guiente, fijando previamente una cota superior absoluta para los umbrales que mar-
caran la profundizacién iterativa del segundo objetivo. En nuestro ejemplo, esta cota
superior toma el valor 10 (méximo valor para las componentes del segundo objetivo de
los vectores de coste de las soluciones localizadas): max{c[2]}V(c,v) € SOLUTION.

La primera iteracién para este segundo objetivo puede verse en la figura
Las dos areas sombreadas representan el espacio de costes donde puede localizarse un
optimo de Pareto que no esté dominado por la solucién ya localizada. Sin embargo,
en esta primera iteracién iinicamente se explorara el drea inferior, acotada por el valor
heuristico del nodo raiz para el segundo objetivo, el cual ejerce de cota inferior inicial
para el mismo.

Por lo tanto la cota inferior inicial para el segundo objetivo es h(s)[2] = 5. En la
expansion del arbol de biisqueda se afiaden tests adicionales. Ya no se comprueba sélo
si el coste escalar relativo al segundo objetivo del nodo excede la cota, sino también
si su coste vectorial estd dominado por alguna soluciéon ya encontrada. En nuestro

—

ejemplo el nodo n; puede expandirse (f(n1)[2] = 4 < 5), pero no asi su sucesor 7,

—

ya que excede el umbral actual (f(y1)[2] = 6 > 5). El nodo ns si se selecciona para

—

expansion (f(n3)[2] = 5 < 5), pero al no tener sucesores se produce un backtracking
(su vector de coste no se tendrd en cuenta por lo tanto para el calculo del préximo
umbral).

—

En la rama derecha del nodo raiz, el valor f(ns) del nodo ns para el segundo objetivo
excede la cota (f(n2)[2] = 7 > 5). Al haberse explorado ya todas las ramas hasta
donde era posible, se calcula una nueva cota como el minimo valor para la segunda

componente (objetivo 2) de los vectores de coste de los nodos discontinuados en la
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Figura 3.6: Ejemplo de IDMOA*: Tteraciones 3-4
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—

iteracién anterior, 71 y na. Por lo tanto la nueva cota serd min{f(71)[2], f(n2)[2]} =
min{6,7} = 6. El espacio de busqueda se expande, tal y como se refleja en la figura
En esta busqueda en profundidad si se expande v (f(71)[2] = 6 < 6) y se
identifica como solucién del problema, con lo cual su vector de coste (10,6) se anade
al conjunto SOLUTION. Dado que no domina a la soluciéon previamente localizada
v2, de coste (6,1), ambas se mantienen. La busqueda se discontinia en el nodo ng al
superar la cota fijada (f(n2)[2] = 7 > 6).

Aunque no se incluyan las figuras correspondientes, se realizarian mas iteraciones,
ya que hay nodos (en nuestro caso ng) discontinuados por superar la cota, con lo cual
se fijarfa un nuevo umbral con valor 7 para la iteracion posterior, y asi sucesivamente
hasta alcanzar el umbral maximo MaxzThreshold para el objetivo 2. Estas iteraciones
no encuentran nuevas soluciones para este ejemplo concreto, pero son necesarias de
modo general para garantizar la admisibilidad del algoritmo, i.e., que encuentre todas
las soluciones no dominadas.

Supongamos un espacio de estados con una frontera de Pareto formada por los
vectores de coste {(5,8),(6,6),(8,5)}. En el procesamiento del primer objetivo se lo-
calizarfa el camino con coste (5,8), fijando una cota absoluta superior MaxzThreshold
para el objetivo 2 igual a 8. Al procesar el segundo objetivo, se localiza en primer
lugar la solucién con coste (8,5). Sin embargo el algoritmo no puede detenerse en esta
iteracién, porque dejaria de encontrar el 6ptimo de Pareto (6,6). Por ello el proceso
de biisqueda debe seguir avanzando la cota hasta llegar al valor MazThreshold.

Dado que en el ejemplo anterior todas las soluciones del problema eran éptimos
de Pareto, los tests de dominancia no excluyen nodos del conjunto SOLUTION. Sin
embargo si es posible que IDMOA* localice una solucién dominada y la agregue a
este conjunto, aunque solo sea de modo temporal. En la figura se incluye un caso
sencillo de un arbol con un nodo raiz cuyos dos sucesores son nodos finales del problema,
uno con coste 6ptimo (7y2) y otra subéptimo (7). Dado que la componente de coste
para el primer objetivo es la misma en ambas soluciones, se encontrardn en la misma
iteracién. El orden en el que se localizan viene dado por el orden de expansién. Si el
arbol se expande de izquierda a derecha, se localiza primero ;, que no es un 6ptimo
de Pareto. Por este motivo IDMOA* precisa realizar tests de dominancia sobre el
conjunto SOLUTION cada vez que localiza un nuevo nodo final. Al localizar s, estos

—

tests de dominancia purgaran f(-;) del conjunto.

3.6.3. MOMA*0: RBFS multiobjetivo

El algoritmo MOM A*0 (Dasgupta et al., [1999) se presenta como una adaptacién
de RBFS al caso multiobjetivo. Cuando RBF'S explora una rama del arbol de btisqueda
almacena el coste del mejor de los caminos descartados, para retomar dicho camino
en el momento en que el coste del camino actual sobrepase este valor recordado. En el
caso multiobjetivo, entre todas las ramas discontinuadas puede haber varias que tengan
vectores de coste no dominados entre si, con lo cual seria necesario almacenarlos todos
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Figura 3.7: Ejemplo de inclusién temporal de soluciones dominadas en IDMOA*

en memoria y establecer un criterio para seleccionar el camino a expandir en caso de
backtracking.

Dado que, a medida que se profundiza en la exploracién del arbol, el nimero de
vectores de coste no dominados crece, es posible que su almacenamiento presente pro-
blemas de espacio y procesamiento. Es por ello que el algoritmo M OM A*0, tras inducir
un orden total en estos vectores (orden lexicogréfico), almacena el menor de todos ellos
(menor lexicogréfico). El éptimo lexicogréafico de un conjunto de vectores, es también
un 6ptimo de Pareto. En la figura puede verse un sencillo ejemplo del calculo que
realiza M OM A*0 para la cota superior de cada nodo.

Definicién 3.6.1. Sean dos vectores &,y € R?. La relacion de orden total <je, (de-
notada como relacion de orden lexicogrdfico) se define como sigue:

T<ee Y& J1<j<q|aj <y; AVii < j,z =y (3.8)

En este ejemplo, el nodo n1, seleccionado para expansién, tiene una cota superior,
(4,4), que refleja informacién de uno de los caminos olvidados, camino disponible bien
a través de algin hermano de ny, bien a través de algin ascendiente de n; en el arbol
de bisqueda. Una vez que n; se selecciona para expansion, sus sucesores (nii,...,n14)
se ordenan lexicogréaficamente. Se escoge el mejor lexicogréfico (en este caso nj1) y se
calcula su cota superior como el mejor lexicografico obtenido de los vectores de coste
de sus hermanos y la cota superior del padre. En el ejemplo, esta cota superior es
(3,5). El subarbol de bisqueda de nj; se explorard, discontinuando una rama cuando
el vector de coste de asociado a dicha rama sea peor lexicografico que la cota superior
establecida.

El backup de la informacién asociada a ramas discontinuadas no tiene por qué
restringirse a un tnico vector, tal y como lo hace M OM A*0. Si hay suficiente memoria
disponible, es posible modificar el algoritmo para que almacene mas de un vector, lo
cual puede reducir la cantidad de reexpansiones que se realizan. Existe una relacién
inversa entre el nimero de vectores almacenados y el nimero de reexpansiones, pero,
tal y como se comenté anteriormente, a mayor niimero de vectores mas memoria y
tiempo de procesamiento requiere el tratamiento de esta cota multivectorial.

El algoritmo M OM A*0 también hace uso, a través de su funcién Minf, de la técnica
de pathmax (Chakrabarti et al. [1989)) (Dechter y Pearl, 1985)) (Laszl6 Méro, 1984)). Esta
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Figura 3.8: Célculo de la cota superior en MOM A*0

técnica se usa fundamentalmente en presencia de heuristicos admisibles no monétonos
y permite propagar informacion de coste de padres a hijos dentro del arbol de busqueda,
con el fin de reducir la cantidad de reexpansiones.

Para mejorar el rendimiento del algoritmo también se obvian las comparaciones
contra el primer objetivo en los tests de dominancia. Dado que la expansién viene
guiada por un orden lexicografico, es trivial que, una vez localizada la primera solucién,
la primera componente del vector de coste de cualquier nodo a expandir serd mayor
o igual que la del vector de coste de dicha solucién, con lo cual esta componente se
descarta de los tests de dominancia.

Aunque en (Dasgupta et all [1999) se hace una descripcién més o menos detalla-
da del algoritmo MOM A*0, algunas erratas detectadas en el algoritmo, asi como la
falta de claridad en algunos aspectos del mismo no hacen posible determinar su fun-
cionamiento exacto y su codificacion. Dado que en el Capitulo [5|se incluyen dos nuevas
extensiones de RBFS al caso multiobjetivo, a efectos de comparativa se ha considerado
conveniente incluir una versién simplificada de M OM A*0. Esta versién no incluye, por
ejemplo, el uso de pathmax, aunque esto no distorsiona los resultados de las pruebas
descritas en el Capitulo [§] al usarse tinicamente heuristicos admisibles y mondtonos.
Ademés inicamente contempla un vector heuristico por nodo (y por lo tanto una tnica
estimacién de coste por nodo en el caso de arboles), y estd limitada a dos objetivos.
En la tabla 3.2] se muestra el cédigo de esta versién simplificada.

3.6.3.1. Ejemplo de MOM A*0

En esta seccion presentaremos un ejemplo detallado del funcionamiento de M OM A*0.
El problema resuelto sera el mismo que se ha empleado para ilustrar el funcionamien-
to de IDMOA* (ver figura . La llamada inicial proporciona como cota inferior
para el nodo raiz s su vector heuristico, mientras que como cota superior tenemos el
vector (oo, 00), para permitir la exploracién de todos los nodos hijos. Recordemos que
la cota inferior de un nodo representa informacién de expansiones previas del mismo,
permitiendo actualizar de modo mas eficiente los vectores de coste de sus hijos. Asi-
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Initial call: MOMA*0 ( s,h(s),c0,2)
MOMA*0 (n, cing, Csupr SOLUTION )

IF (f(n) flez CS:Lp)
return (f(n), SOLUTION)

IF (3(y, f(v)) € SOLUTION | f(v) < f(n))
return (&0, SOLUTION)

IF (nel)
return (50, SOLUTION U (n, f(n)))
IF (Successors(n) = O)

return (30, SOLUTION)
For each n; € Successors (n)
SucSet (1) « Minf (f(n:), cimy)
Relocate SucSet nodes in lexicographic order
IF (SucSet (2) = @)
SucSet (2) <+ &
LOOP
IF (Coup <iex SucSet (1))
return (SucSet (1), SOLUTION)
IF (SucSet (1) = 0)
return (&0, SOLUTION)
(SucSet (1), SOLUTION) <« MOMA*0 (n;, SucSet(l), bestLex (csyp,SucSet (2)))
Relocate SucSet nodes in lexicographic order

END LOOP

Minf (cost , band)

FOR i=1 TO fobjectives
IF (bound[i] < cost[i]) return cost
ELSE cost[i] < bound|i]
return cost

Tabla 3.2: Adaptacién del algoritmo MOM A*0 (Dasgupta et al., [1999) considerando

un unico vector heuristico y dos objetivos.
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mismo, la cota superior de un nodo representa informacién de coste de caminos que
han sido abandonados, probablemente de modo temporal, para expandir la rama ac-
tual. En caso de empeorar (lexicograficamente) el coste por esta rama, se realizaria el
correspondiente retroceso.

La figura muestra las primeras etapas de procesamiento de MOMA*0. Al
expandir el nodo s (figura Paso 1) se generan los nodos n; y ng, con sus co-
rrespondientes vectores de coste. Dado que no ha habido expansiones previas, la cota
inferior del nodo s no modifica dichos vectores de coste. Al ser el vector de coste de
ng mejor lexicogréafico que el de ny ((5,7) <jer (6,4)) y no ser peor lexicografico que
la cota superior de s ((00,00) %z (5,7)), se procede a explorar el nodo ny (figura
Paso 2), usando como cota superior el mejor coste lexicografico de los caminos
olvidados. En este caso, el camino que va a través de ny, con coste (6,4). Al expandir
ny (figura Paso 3) se generan los nodos ng y 2. Al igual que en la expansién an-
terior, al no disponer de exploraciones previas, el coste de estos nodos no se actualiza.
Se selecciona ny para expansion, al ser mejor lexicografico que v2 ((5,8) <jer (6,10)) v
no ser peor lexicografico que la cota superior de ng ((6,4) £e: (5,8)). Al expandir ny
(figura Paso 4) y no tener sucesores, la llamada devuelve el vector (0o, 00), indi-
cando que por dicha rama no hay caminos de interés. El nodo 2 no llega a expandirse
(figura Paso 5), al ser su vector de coste peor lexicografico que su cota superior
((6’4) <lex (67 10))

Dado que los costes actualizados de los sucesores de no son peores lexicograficos que
la cota superior de dicho nodo, se reconsidera ahora la expansién del nodo n (figura
, actualizando convenientemente el coste de ng con el coste mejor lexicografico
propagado desde sus sucesores, en este caso el vector (6,10). Para la exploracién de
ny (figura m Paso 6) se usa como cota superior el coste del mejor camino olvidado
((6,10), a través del nodo ng). La expansién de ng (figura Paso 7) genera los
sucesores 7y, y ns, con vectores de coste (10,6) y (7,5) respectivamente. Estos vectores
no sufren actualizacién a través de la cota inferior de nq, al no haber sido estos caminos
expandidos previamente. Dado que el coste de n3 es mejor lexicografico que el de ~;
((7,5) <iew (10,6)), se procesa en primer lugar (figura[3.9b] Paso 8). Sin embargo, al ser
peor lexicografico que la cota superior ((6,10) <, (7,5)), la busqueda se discontinda.

El coste del nodo n; se actualiza al mejor coste lexicografico de sus sucesores
(figura , en este caso el vector (7,5). En este punto, los nodos n; y ny ya han
sido expandidos y reconsiderados, y sus vectores de coste actualizados en base a dichas
expansiones con los valores (7,5) y (6, 10) respectivamente. Al ser ny mejor lexicogréfico
((6,10) <jeq (7,5)), se procede a su reexpansion (figura [3.9d, Paso 9), usando como cota
superior el mejor coste lexicografico de los caminos olvidados (en nuestro caso, coste
(7,5) a través del nodo nq). La expansién del nodo ny (figura Paso 10) genera de
nuevo los nodos n4 y 72, los cuales si ven actualizados sus costes con la cota inferior
de ng, (6,10), fruto de la expansion previa de dicho nodo. En este caso ambos nodos
tienen el mismo vector de coste actualizado, (6,10), con lo cual su orden de expansién
es diferente. Suponemos que en primer lugar se explora ny4 (figura Paso 11), dado
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Figura 3.9: Ejemplo de MOM A*0 (a)
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que su coste no es peor lexicografico que la cota superior de ng ((7,5) £jer (6,10)). Sin
embargo, al no tener sucesores, se realiza el correspondiente retroceso, devolviendo un
vector de coste (00, 00) al igual que en su expansién previa.

El nodo 72 también se expande (figura Paso 12), al no ser tampoco peor
lexicografico que la cota superior de na ((7,5) %iex (6,10)). Al ser un nodo final, se
incorpora al conjunto de soluciones 6ptimas, devolviendo la llamada (oo, c0). En este
punto, los dos caminos a través de ng se han discontinuado de modo definitivo, uno al
no disponer de mas nodos para expansién y otro por conducir a una solucién 6ptima.

Se actualiza el coste del nodo ny a (co0,00) (figura y se selecciona pa-
ra exploracién el nodo n; (figura Paso 13), al ser mejor lexicografico que ng
((7,5) <tex (00,00)). Al generar los sucesores 71 y ng (figura [3.10b] Paso 14), sus cos-
tes no sufren actualizacién, ya que la expansion previa fue discontinuada en ambos
nodos al ser peores lexicograficos que la cota superior informada por su padre ni. Se
selecciona para expansion ng (figura Paso 15), al ser su vector de coste mejor
lexicografico que el de v1 ((7,5) <jer (10,6)) v no ser peor lexicografico que la cota
superior de n; ((00,00) £ex (7,5)). Al no tener sucesores, la bisqueda se discontinda,
devolviendo el vector (oo, 00).

Por 1dltimo se selecciona para expansion el nodo v, (ﬁgura Paso 16), al ser su
vector de coste mejor lexicografico que el coste actualizado de n3 ((10,6) <jer (00, 00))
y no ser peor lexicografico que la cota superior de n; ((00,00) %z (10,6)). Al ser
~v1 un nodo meta, se incluye en el conjunto de soluciones éptimas, propagando en el
retroceso el vector (oo, 00). Al haber informado todas las ramas del drbol un vector de
coste (00, 0), el algoritmo finaliza, devolviendo la frontera de Pareto.

3.7. Clasificacion de algoritmos multiobjetivo exactos depth-

first

Una vez presentadas las principales técnicas empleadas en la busqueda depth-first,
asi como los algoritmos mas representativos, estableceremos una categorizacion de
este tipo de algoritmos que permitird incluir tanto los trabajos previos descritos en
este Capitulo como las nuevas propuestas que presentaremos en esta tesis, asi como la
relacion entre ambos.

La clasificacién se realiza fundamentalmente en base a dos criterios:

= Naturaleza de la cota

= Estrategia de bisqueda

3.7.1. Naturaleza de la cota

La naturaleza de la cota, entendida como cota superior de buisqueda, es un elemento
critico en cualquier busqueda depth-first, pues es la que va a determinar la cantidad de
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reexpansiones que se realicen en el arbol de busqueda. Cualquier nodo cuyo coste exceda
la cota sera discontinuado, pero no descartado, con lo cual podrd ser expandido en
iteraciones posteriores. Una cota multivectorial va a ser mucho mas flexible a la hora de
permitir que un nodo se expanda durante una iteracién. El vector de coste del nodo se
comparara contra los vectores de la cota, lo cual es una operaciéon computacionalmente
costosa. Para expandir un nodo es suficiente con que su coste no sea dominado por
alguno de estos vectores. Esto conlleva que en cada iteracion del algoritmo depth-first
el drbol de btsqueda avance o profundice méas. Sin embargo esta cota multivectorial
incrementara el nimero de comparaciones que es necesario realizar con cada nodo del
arbol de busqueda para determinar si debe ser expandido o no.

El caso opuesto viene dado por una cota formada por un tnico vector. En este
caso, el nimero de comparaciones se reduce al minimo cuando procesamos un nodo.
Sin embargo este tipo de cota provoca avances mas lentos en la exploracién del arbol de
buisqueda, mayor niimero de iteraciones y, por lo tanto, mayor nimero de reexpansiones.

Ademas de la dimension de la cota, es decir, la cantidad de vectores que la forman,
también tiene importancia la calidad de la misma. Como se verd en el Capitulo
generar una cota que contenga informacién de la frontera (nodos discontinuados) del
arbol de busqueda expandido en la iteraciéon anterior hace que la exploracién avance
mas rapidamente. Sin embargo volvemos a encontrarnos con el problema de su proce-
samiento, dado que la cota crece de tamano a medida que profundizamos en el arbol.

Existen mecanismos como el orden lexicografico (ya analizado en MOM A*0) o
el Punto Ideal (que estudiaremos en el capitulo , que nos permitiran, a partir de
una cota multivectorial obtener una cota formada por un solo vector. Esto permite
simplificar los tests de dominancia, pero a cambio, la cota tendrd en general menor
calidad que el conjunto de vectores a partir del cual se ha calculado, lo que se traduce
en mayor numero de reexpansiones.

3.7.2. Estrategia de biisqueda

El otro aspecto a tener en cuenta en la categorizacion es la estrategia de busqueda.
De modo similar a las secciones previas, distinguimos dos grandes tipos de enfoques en
la buasqueda depth-first: la profundizacién iterativa y la busqueda recursiva best-first.

La profundizacion iterativa, tal y como ya se ha comentado, fija una cota superior
que limita la expansién del arbol de bisqueda durante la iteracién actual. Una vez que
en todas las ramas ya se ha superado dicha cota, se recalcula la cota para la siguiente
iteracion en base a la informacién de los nodos hoja que han sido discontinuados.

La buisqueda recursiva best-first, basada en RBFS, establece una cota que repre-
senta el mejor de los caminos discontinuados. Una rama se expande mientras su coste
no sea peor que el de dicho camino, en cuyo caso se reconsidera la rama a explorar.

A efectos de completitud, se ha incluido un tercer grupo de algoritmos que sigue
una estrategia secuencial o por fases. En este grupo se incluye, por ejemplo, IDMO A*,
que procesa secuencialmente los diferentes objetivos del problema utilizando profun-
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Bisqueda 1D RBFS Secuencial - Por fases
Cota
Orden lexicografico LEXIDMOA* | MOMA*0 IDMOA*
Orden de Pareto PIDMOA* Pareto-MO-RBFS | IDA*-MO-BnB
Punto Ideal IPID* IP-MO-RBFS RBFS-MO-BnB

Tabla 3.3: Categorizacién de algoritmos multiobjetivo exactos depth-first

dizacion iterativa. Asimismo se incluyen diferentes variantes de DF-BnB que incluyen
una fase de localizacién de cota inicial y luego una fase de refinamiento de las soluciones
localizadas.

3.7.3. Clasificacion de los algoritmos depth-first

Una vez fijados los criterios de clasificacién, podemos establecer una categorizacién
de los posibles algoritmos multiobjetivo exactos de tipo depth-first, la cual viene refle-
jada en la tabla En dicha tabla se han indicado algunos de los algoritmos vistos
en este Capitulo, asi como los desarrollados como fruto de este trabajo. Esta tabla
nos servird para presentar de forma ordenada las contribuciones de esta tesis, asi como
analizar sus resultados. La columna asociada a profundizacion iterativa incluye los tres
algoritmos que se analizardn en el Capitulo [l La principal diferencia entre ellos es el
modo de calcular la cota de expansion.

En la segunda columna de algoritmos, los basados en RBFS, se incluye MOM A*0,
el cual utiliza una cota de expansion calculada como el mejor lexicografico de los nodos
discontinuados en la iteracién previa. Los otros dos algoritmos, Pareto-MO-RBF'S e
IP-MO-RBFS, son aportaciones de esta tesis y se analizaran en profundidad en el
Capitulo

En la dltima columna se incluyen, sin referencia alguna al tipo de cota empleada,
un grupo de algoritmos depth-first en los cuales el calculo de esta cota no se ajusta
a ninguna de las tres opciones ya comentadas (orden lexicografico, orden de Pareto y
Punto Ideal). En el caso de IDMOA*, aunque este algoritmo estd basado en profun-
dizacién iterativa, no es una extension directa de ésta al caso multiobjetivo. IDMOA*
calcula una cota por cada iteracién, pero, tal y como se ha visto en la seccion [3.6.2
esta cota es de tipo escalar, al procesar IDMOA* los objetivos de modo independien-
te, motivo por el cual en esta clasificacion no se ha considerado incluirlo en el primer
grupo. Se trata en realidad de una aplicacién de g btisquedas I DA* secuenciales, una
por cada objetivo del problema.

El resto de algoritmos incluidos en este tercer grupo son las variantes multiobjetivo
de DF-BnB, las cuales emplean el conjunto de soluciones ya encontradas, C*, como
cota superior del arbol de busqueda. Como veremos en el Capitulo [0 DF-BnB se
combina con una fase inicial de busqueda de la primera solucién, la cual debe realizarse
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mediante un algoritmo completo. Una vez obtenida dicha solucién, se suministra como
cota superior inicial a DF-BnB multiobjetivo para que refine el conjunto C* hasta
obtener todos los 6ptimos de Pareto. Esto permite aprovechar la potencia de DF-BnB
incluso en grafos infinitos.

La clasificacion vista en esta seccién servird asimismo de hilo conductor para el
andlisis de rendimiento. En el Capitulo [§] se realiza una primera bateria de pruebas
para localizar el mejor candidato de cada categoria y finalmente, con los mejores al-
goritmos de cada estrategia de btisqueda se realiza un nuevo conjunto de pruebas que
determinaré el mejor algoritmo depth-first para busqueda multiobjetivo.

3.8. Consideraciones acerca del rendimiento de los algo-
ritmos multiobjetivo

El rendimiento de los algoritmos multiobjetivo no es comparable bajo ninguna
circunstancia con algoritmos que trabajan con un tnico objetivo. La mayoria de éstos
altimos se limitan a devolver la primera solucién que encuentran, la cual es é6ptima en el
caso de algoritmos como A* o I DA*, es decir, pudiendo haber en el espacio de estados
varios nodos finales con el mismo coste 6ptimo, los algoritmos tinicamente devuelven
uno de ellos. Por el contrario, los algoritmos multiobjetivo exactos devuelven todos
y cada uno de los éptimos de Pareto del problema. En este sentido, los algoritmos
multiobjetivo no son generalizaciones directas de los escalares, sino de versiones de
éstos modificadas para encontrar todas las soluciones éptimas.

Otro aspecto claramente diferente entre ambos tipos de algoritmos es el esfuerzo
computacional requerido para el procesamiento de un nodo. En la seccién velamos
que este esfuerzo variaba mucho de un algoritmo best-first, con tiempos de procesamien-
to generalmente altos, a un algoritmo depth-first, donde este tiempo es practicamente
constante. En el caso multiobjetivo, si atendemos a los resultados de los andlisis best-
first, las diferencias son mayores, debido a que muchas de las operaciones involucradas
implican la comparacién de un vector con un conjunto de vectores de cardinalidad
variable. De este sobrecoste no se librardn tampoco los algoritmos depth-first multi-
objetivo. En el Capitulo [§] veremos como las comparaciones de dominancia tienen una
gran repercusion en el rendimiento de los diferentes algoritmos.

3.9. Resumen

En este Capitulo se han presentado de modo detallado algunos algoritmos multiob-
jetivo de tipo depth-first, los cuales generalizan diferentes paradigmas de la biisqueda
escalar. Sin embargo, como ya hemos visto para los algoritmos best-first, esta generali-
zacion no tiene porque ser tunica. Por ejemplo, del algoritmo A* existen por lo menos
tres variantes multiobjetivo: MOA* (en la cual se realiza expansiéon de nodos, y por
tanto de todos los caminos 6ptimos asociados a cada nodo), el algoritmo presentado
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en (Tung y Chew, 1992) (que expande caminos en lugar de nodos) y NAMOA* (que
también expande caminos y mejora las operaciones de poda y filtrado). Es un objetivo
y aportacién fundamental de esta tesis explorar nuevas generalizaciones en el ambito
depth-first y analizar cuales son las mejores tanto en grafos finitos como infinitos. He-
mos de destacar igualmente la falta de una evaluacién sistematica del rendimiento de
los algoritmos ya presentados en la literatura (IDMOA* y MOM A*0), asi como de
una comparativa entre los mismos o con MO-DF-BnB.

En los siguientes Capitulos se mostraran los problemas de disefio que presentan
algunos de los algoritmos ya existentes, con repercusiones en su rendimiento, y co-
mo se han abordado estos problemas mediante nuevas generalizaciones multiobjeti-
vo. En el Capitulo [4] presentaremos tres nuevas variantes de profundizacién iterativa:
LEXIDMOA*, PIDMOA* e IPID*; el Capitulo [5| presenta dos nuevas generaliza-
ciones multiobjetivo de RBFES: Pareto-MO-RBFS e IP-MO-RBF'S; en el Capitulo
[6] veremos una versién simplificada de DF-BnB multiobjetivo que permite trabajar
con espacios de estados infinitos. Las aportaciones se completaran con demostraciones
formales de las propiedades de los algoritmos y una evaluacién de los mismos en los
Capitulos [7] y [§ respectivamente.
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Parte 11

Diseno de algoritmos, analisis
formal y evaluacion

En esta segunda parte se incluyen todas las contribuciones originales de esta tesis:
diseno, andlisis formal y evaluacién empirica de diferentes algoritmos exactos multiob-
jetivo de tipo depth-first. Por un lado se presentan nuevos algoritmos multiobjetivo que
mejoran el rendimiento de otros ya existentes. Concretamente se definen los algoritmos
LEXIDMOA*, PIDMOA* e IPID*, basados en el concepto de profundizacién ite-
rativa y los algoritmos Pareto-MO-RBFS e IP-MO-RBF'S, basados en la biisqueda
recursiva best-first. Asimismo se propone una adaptacion del algoritmo DF-BnB mul-
tiobjetivo con el fin de que sea completo al tratar con espacios de estados infinitos.
Para todos los algoritmos nuevos se presentan pruebas formales de completitud y ad-
misibilidad. Por otro lado en este bloque se realiza también una evaluacién empirica
detallada, fundamentalmente sobre espacios de estados infinitos, del rendimiento de
todos los algoritmos presentados.

Ma4s concretamente:

» El capitulo {4| presenta tres nuevos algoritmos (LEXIDMOA*, PIDMOA* e
IPID*) que extienden la profundizacion iterativa al caso multiobjetivo. Estos
algoritmos varian el tamafio y la calidad de la cota de expansién para intentar
mejorar el rendimiento de otras propuestas previas.

= El capitulo [5 presenta dos nuevos algoritmos (Pareto-MO-RBFS e IP-MO-
RBF'S), que son una generalizacién de RBF'S al caso multiobjetivo. Al igual que
en el capitulo anterior, el factor diferencial de estos algoritmos es el tratamiento
que dan a la cota de expansién empleada durante las diferentes iteraciones del
proceso de buisqueda.

» En el capitulo [6] se presentan diferentes variantes del algoritmo DF-BnB mul-
tiobjetivo que permiten su uso en espacios de estados infinitos. Basicamente se
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emplean diferentes algoritmos completos (incluidos algunos de los disenados en
capitulos anteriores) para proporcionar una cota inicial de bisqueda, evitando la
incompletitud de DF-BnB.

El capitulo [7] incluye un analisis formal de la completitud y optimalidad de los
nuevos algoritmos aportados en este trabajo.

En el capitulo [§] se realiza una evaluacién detallada del rendimiento de los dife-
rentes algoritmos multiobjetivo exactos de tipo depth-first, tanto previos como
aportados en esta tesis. El andlisis se realiza teniendo en cuenta los mejores candi-
datos de cada una de las tres grandes categorias: profundizacion iterativa, RBFS
y secuencial. Previamente se han analizado y seleccionado los parametros de ren-
dimiento a tener en cuenta para dicha evaluacion, habida cuenta de la dificultad
especial del caso multiobjetivo por la naturaleza vectorial de los costes.
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Capitulo 4

Nuevos enfoques multiobjetivo
basados en profundizacion
iterativa

En el Capitulo [2] se referencia una de las clasificaciones més generales para los
algoritmos de bisqueda, aquella que tiene en cuenta los requisitos de memoria de
los algoritmos a la hora de recorrer el arbol de busqueda. Esta clasificacién incluye
dos categorias principales: los algoritmos de tipo best-first y los algoritmos de tipo
depth-first. Esta tesis profundiza en el analisis y diseno de algoritmos del segundo
grupo generalizados al caso multiobjetivo, siendo su principal ventaja el uso de unos
recursos de memoria lineales con la profundidad del problema que se esta tratando
para el proceso de buisqueda (no asi para guardar la solucién). Nuestro esfuerzo en este
Capitulo se centrarda mas concretamente en los algoritmos de profundizacion iterativa.

Una propuesta previa en este sentido es IDMOA* (Harikumar y Kumar, [1996)),
una aplicacion del paradigma de profundizacién iterativa para el problema multiobje-
tivo, pero que emplea cotas o umbrales de expansién escalares. Este algoritmo no es
realmente una generalizacién multiobjetivo de IDA*, ya que aplica la profundizacién
iterativa sobre informacién escalar de coste relativa a cada uno de los objetivos del
problema, siendo estos objetivos procesados individual y secuencialmente. I DM O A*,
pese a ser completo y 6ptimo, presenta en su disefio algunas deficiencias en cuanto a
rendimiento derivadas principalmente de este procesamiento secuencial de los objeti-
vos considerados y de la localizacién de soluciones subéptimas durante el proceso de
busqueda.

En este capitulo presentaremos diferentes variantes multiobjetivo de la profundiza-
cion iterativa, las cuales tratan de solventar los problemas anteriormente mencionados.

La estructura del capitulo es la siguiente. En la secciéon analizaremos con de-
talle algunos aspectos relacionados con el rendimiento de IDMOA*, identificando sus
posibles mejoras. La seccién presenta un nuevo algoritmo, PIDMOA* (Coego et
al., 2009), que representa una generalizacién directa de IDA* al caso multiobjetivo,

71
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mediante el uso de umbrales formados por conjuntos de vectores, para tratar de acele-
rar el proceso de busqueda. El uso de este umbral multivectorial incrementa el nimero
de tests de dominancia a realizar durante la generacién del arbol de busqueda. Es por
ello que las secciones y presentan los algoritmos LEXIDMOA* e IPID* res-
pectivamente, variantes multiobjetivo con umbrales formados por un tinico vector que
tratan de realizar la busqueda de modo mas eficiente que PIDMOA*, reduciendo los
tests de dominancia, ya que estos tests, tal y como se verd en el Capitulo [§ son un
factor critico en el rendimiento de la profundizacion iterativa multiobjetivo.

4.1. AndAlisis de IDMOA*

La seccién [3.6.2] incluye una descripciéon detallada del algoritmo IDMOA*. Como
vimos, este algoritmo extiende en cierto modo el concepto de bisqueda por profundiza-
cién iterativa al caso multiobjetivo. Procesa secuencialmente cada uno de los objetivos
considerados, iterando por cada uno de ellos y buscando en cada una de estas iteracio-
nes las soluciones éptimas para el objetivo procesado. Este procesamiento secuencial
propicia que los tests de cota realizados por I D MO A* sean escalares, ya que se limitan
a comprobar los valores del objetivo considerado en la iteracién actual del algoritmo.
Esto implica que los tests realizados contra la cota se realizan de modo muy eficien-
te, ya que esta cota no es un vector 6 conjunto de vectores, sino un valor escalar.
IDMOA* no es, por tanto, una generalizacién propiamente dicha de IDA* al caso
multiobjetivo, sino una aplicaciéon secuencial de IDA* a cada uno de los diferentes
objetivos considerados.

Una posible fuente de ineficiencia de IDMOA* consiste precisamente en este trata-
miento secuencial de los objetivos. Durante la profundizacion progresiva i del algoritmo
se procesa Unicamente la componente i del vector de coste de cada uno de los nodos
procesados. Esta componente de coste se compara contra la cota escalar que mantiene
el algoritmo. Esto hace que durante esta profundizacién se obvien todos los valores
asociados al resto de componentes de los vectores de coste. Si el problema tuviera n
objetivos, en la iteracién ¢ no se procesa la informacién relativa a las componentes
{¢it1,¢Cit2,...,cn}. En otras palabras, en cada profundizacién iterativa el algoritmo
va aprendiendo cémo de bueno o malo es un nodo para un objetivo determinado, pres-
cindiendo de la informacién asociada a los restantes objetivos, la cual serd procesada
en las iteraciones correspondientes. Por este motivo, el niimero de reexpansiones de
nodos realizadas por IDMOA* puede ser muy alto.

Por otro lado, aunque los tests realizados contra la cota son escalares, y por lo
tanto muy eficientes, IDMOA*, precisamente debido al procesamiento secuencial de
objetivos ya mencionado, es susceptible de incluir, aunque sélo de modo temporal, solu-
ciones suboptimas en el conjunto de soluciones, tal y como se pudo ver en la figura
Cada vez que IDM O A* localiza una nueva solucién durante el proceso de buisqueda,
su vector de coste debe ser comparado con el de los vectores de coste del conjunto de
soluciones ya encontradas para determinar si estd dominada (en cuyo caso se descarta)
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o domina a algunos de los vectores de este conjunto (en cuyo caso estas soluciones
dominadas deben purgarse del conjunto solucién). El primer caso, localizacién y des-
carte de una soluciéon subdptima, es comun a los algoritmos de bisqueda multiobjetivo
best-first, donde recibe el nombre de filtrado (Mandow y Pérez de la Cruz, [2005)), y a
los algoritmos de tipo depth-first, donde recibe el nombre de bounding; el segundo caso
(localizacion de una solucién, éptima o no, que mejora a una solucién ya localizada)
genera tests de dominancia adicionales de tipo vectorial.

4.2. El algoritmo PIDMOA*

La descripcion del algoritmo IDMOA* (ver seccién [3.6.2)) y el anélisis de la seccién
muestran que aunque IDMOA* aplica con éxito la técnica de la profundizacion
iterativa a problemas de bisqueda multiobjetivo:

= No es una generalizacién directa de IDA* al caso multiobjetivo, ya que lo que
propone es una secuencia de profundizaciones iterativas, cada una de las cuales
se centra en un objetivo diferente.

= Puede explorar nodos y realizar tests de dominancia innecesarios, lo que sugiere
que su rendimiento podria ser susceptible de mejora.

En esta tesis proponemos un algoritmo alternativo que traslade de una forma maés
pura los principios de IDA* al caso multiobjetivo. Mas concretamente:

= Sustituimos el umbral escalar por un umbral formado por un conjunto de vecto-
res.

= Realizamos una busqueda que no considerara nunca nodos que no puedan con-
ducir a soluciones 6ptimas.

= Por tanto, todas las soluciones encontradas serdan 6ptimos de Pareto, lo que
permitiria detener el algoritmo en cualquier momento con una garantia sobre las
soluciones encontradas.

El algoritmo PIDMOA* (Pareto-Front Iterative Deepening Multi-Objective A¥)
(Coego et al., [2009), a diferencia de IDMOA*, procesa todos los objetivos simultéanea-
mente, prescindiendo del enfoque escalar, lo cual hace que la exploraciéon del drbol sea
mas eficiente en cuanto a cantidad de nodos expandidos por iteracién. Esto se consi-
gue fundamentalmente cambiando el umbral escalar de cada iteraciéon por un conjunto
umbral que contiene una lista de vectores no dominados entre si. En cada iteracién
se van expandiendo caminos, discontinuando la busqueda en un nodo de un camino
cuando su vector de estimacién de coste estd dominado por alguna de las soluciones
ya encontradas o por alguno de los vectores de coste del conjunto umbral. Mientras
IDMOA* guia la bisqueda en base a la calidad del objetivo considerado en cada
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PIDMOA* (G, s, I')
SOLUTION < @; Threshold = nodomset(H(s))
WHILE Threshold # @

Threshold < DFS (s, Threshold)
return (SOLUTION)

DFS (n, Threshold_par)
Nodomvectorsf <« {f & F(n)|(A(y,&) € SOLUTION |& < f)}
IF (Nodomvectorsf = @) THEN return J;
Domvectorsf < {f € Nodomvectorsf | (#i’'e Threshold_par |t < f)}
IF (Domvectorsf = @) THEN return Nodomvectorsf;
IF (n €I' ) THEN
SOLUTION < SOLUTION U { (n, f(n))}
ELSE
Threshold_dfs « @
Sucessors < expand_node (n)
FOR each suc in Sucessors DO
Threshold_dfs < Threshold_dfs U DFS(suc, Threshold_par)
delete dominated vectors within Threshold_dfs;
return (Threshold_dfs)

Tabla 4.1: Algoritmo PIDMOA*

momento de la bisqueda, PIDMOA* analiza el vector de coste completo, lo cual le
permite expandir la busqueda por ramas prometedoras para cualquiera de los objetivos
del problema. Aunque, como veremos méas adelante, esto conlleva la realizacion de tests
de dominancia vectoriales, computacionalmente mas costosos que los tests escalares de
IDMOA*, el resultado final serd el de un nimero de iteraciones y nodos expandidos
considerablemente menor.

4.2.1. Descripcion del algoritmo

En la Tabla[4.1]se muestra el pseudocédigo del algoritmo PIDMOA*. El algoritmo
recibe como argumentos un grafo GG, un nodo inicial s y un conjunto de nodos finales
I". Asimismo, mantiene dos conjuntos basicos de trabajo: SOLUTION y Threshold. El
conjunto SOLUTION contiene pares (nodo, vector de coste) de todas las soluciones
encontradas hasta el momento. Dado que se puede probar que PI DM O A* s6lo localiza
soluciones éptimas (ver lemas y més adelante), este conjunto inicamente
contendra 6ptimos de Pareto. El conjunto SOLUTION se inicializa a @, mientras que
Threshold se inicializa al conjunto de vectores heuristicos no dominados entre si del
nodo inicial (la funcién nodomset devuelve los vectores no dominados del conjunto
recibido como pardmetro).

El conjunto Threshold marca la cota de coste para las soluciones que debe buscar
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Figura 4.1: Espacio de costes explorado por PIDMQOA* durante una iteracion.

el algoritmo en la iteracion actual, es decir, acota el espacio de costes en el cual vamos
a intentar localizar soluciones en cada una de las iteraciones. Cada iteracion se define
por una actualizacién de este conjunto con nuevos vectores de coste asociados a los
caminos que todavia son susceptibles de contener soluciones no dominadas.

En la figura [4.1] se representa graficamente, para un problema con dos objetivos, el
espacio de costes que PIDMOA* descartarfa en la bisqueda durante una iteracién,
asi como el espacio de costes que si exploraria, en base a la informaciéon contenida
en el conjunto Threshold, el cual contiene dos vectores. Cada uno de los dos vectores,
t_fm y t_fLiQ, sirve como cota superior para la busqueda durante la iteracién. Cualquier
camino que exceda alguna de estas dos cotas se discontinda, entendido como exceso
el que el vector de coste acumulado en ese camino esté dominado estrictamente por
alguno de los vectores umbral. El 4drea que no estd dominada por ninguno de los dos
vectores es el ambito de busqueda de la iteraciéon actual. Nétese que el espacio de
soluciones descartado puede ser mas amplio si ya se han localizado algunas soluciones,
pues también se descartaria en la btusqueda el area dominada por cada una de estas
soluciones.

El algoritmo finaliza cuando el conjunto Threshold queda vacio. Cada una de las
soluciones localizadas por PIDMOA* es un par (v, £ (7)), donde v es un nodo final y
f (7) € C* es el coste de un camino solucién desde el nodo inicial hasta .

Cada iteracién del algoritmo usarda un conjunto Threshold diferente. El conjunto
Threshold para la iteracién ¢ + 1, Threshold; i1, se calcula lanzando una bisqueda
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de tipo depth-first desde el nodo raiz, estando la btsqueda dirigida por el conjunto
Threshold de la iteracién ¢, Threshold;. Durante esta iteracién i, en cada nodo n
explorado del arbol, en funcién de los vectores de coste de dicho nodoEL nos podemos
encontrar con las siguientes situaciones:

(i) El nodo n es un nodo que estd dominado por soluciones encontradas previa-
mente. En este caso, cualquier nodo final alcanzado a través de n va a tener un
vector de coste que también estard dominado por otra solucién ya encontrada, es
decir, serfa una solucién subdptima. En consecuencia, se discontintia la busqueda
en n en la iteracion actual. Légicamente, también se discontinuara la btsqueda

en cualquier iteracion posterior.

—

(ii) El nodo n tiene un vector de coste f(n) que estd dominado de modo estricto
por algunos de los vectores del conjunto Threshold. Esto implica que en esta
rama de la busqueda no hemos localizado ninguna solucién con un vector de
coste dentro de los margenes de buqueda definidos por los vectores del threshold
actual. Por lo tanto se discontinda la busqueda. Ademés se anade el vector de

coste f(n) al conjunto T'hreshold; 1, con la idea de poder continuar la biisqueda
por esta rama en las posteriores profundizaciones.

(iii) El nodo n es un nodo final. En este caso se anade incondicionalmente el
pai?| (n, f(n)) al conjunto SOLUTION, ya que PIDMOA* esté disefiado para
localizar tinicamente soluciones no dominadas (ver lemas y [7.3.5)).

(iv) Si no se cumple ninguna de las condiciones anteriores, la bisqueda contintia
en modo depth-first.

Las comprobaciones enumeradas en la lista anterior se traducen en diferentes tipos
de tests de dominancia vectoriales:

= Cada nodo generado en el arbol de busqueda debe comparar su vector de coste
contra los vectores incluidos en el conjunto SOLUTION, para determinar si la
rama en la que se encuentra se sigue explorando o se descarta de modo definitivo
porque no vaya a generar una solucién que domine o sea indiferente con alguna
de las ya localizadas. Esta es una operacién de filtrado necesaria en todo algo-
ritmo multiobjetivo y que, paraddjicamente, sera mas eficiente cuanto méas tarde

localice el algoritmo las soluciones.

'En esta tesis emplearemos la notacién F(n) para denotar a los vectores de coste de un nodo n
alcanzados a través de un camino P. Estos vectores de coste se calculan como F(n) = {§(n) + h(n) |
h(n) € H(n)}, donde g(n) es el coste para alcanzar el nodo n a través del camino o rama que esta
siendo explorado actualmente por el algoritmo. Si el algoritmo, durante la exploracién de una rama
diferente, alcanza de nuevo el nodo n, probablemente su vector g(n) difiera, y por lo tanto también
serd diferente el conjunto F'(n).

2Al ser n un nodo final, su conjunto de estimaciones heuristicas incluye tinicamente el vector cero
(H(n) = {0}), con lo cual F(n) contendréd también un solo vector (F(n) = {g(n)}).
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Figura 4.2: Grafo de ejemplo para mostrar la evolucién de umbrales en PIDMOA*

= Cada nodo generado en el arbol de bisqueda debe comparar su vector de coste
contra los vectores incluidos en el conjunto Threshold, para determinar si la
rama en la que se encuentra se sigue explorando o por el contrario se discontiniia
la buisqueda en la iteraciéon actual, para intentarlo en iteraciones posteriores.
Légicamente, cuanto menor sea la cardinalidad del conjunto, mas eficiente sera
la busqueda.

= Cuando en el caso anterior se discontinda una rama, el vector de coste asociado
a la misma se afiade al conjunto Threshold tentativo para la iteracién posterior.
Sin embargo esta inclusiéon no es definitiva. Si existen en Threshold dos vectores
thy y t7L2 tales que thy < t_ﬁg, comparar durante la busqueda el vector de coste
de un nodo n (f (71)) contra ambos vectores de Threshold es redundante, puesto
que si f(n) < thy, entonces f(n) < thy y la busqueda continta. En este caso
el vector ths podria eliminarse del conjunto Threshold sin consecuencias. Para
mantener Threshold como un conjunto de vectores no dominados se incluyen tests
de dominancia cada vez que se amplia este conjunto con algtin nuevo vector.

En la figura se muestra un grafo de ejemplo con 2 objetivos y costes enteros. El
grafo considerado tiene forma de arbol y cada nodo tiene 2 sucesores, siendo los costes
de los dos arcos asociados la suma del vector de coste del padre con los vectores (1,2)
y (2,1) respectivamente. Cada nodo estd etiquetado con el coste del camino que lleva
al mismo. Suponemos que el umbral inicial es el vector (0,0) y Vn, H(n) = {(0,0)}.
Asimismo suponemos que el grafo tiene dos caminos solucién, ambos 6ptimos de Pareto,
con costes (4,8) y (9,6).

En la figura 4.3 se puede observar como evoluciona el umbral de PITDMOA*. Los
cuadrados sombreados en negro representan el area del espacio de costes descartada por
cada uno de los vectores del umbral para la iteracion en curso. Se representan también
los nodos 71 y 72, nodos meta de los caminos 6ptimos mencionados anteriormente
(f(m) = (4,8) y f(72) = (9,6)). En la primera iteracién (figura se generan los
sucesores (1,2) y (2,1), todos ellos discontinuados al estar descartados por el umbral
inicial (0,0). Dado que ambos vectores son no dominados entre si, ambos pasan a
formar parte del umbral para la siguiente iteracién (figura .
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El umbral va avanzando en las diferentes iteraciones hasta que en la iteracién
reflejada en la figura se localiza la solucién 41 con coste f(v1) = (4,8). En la
dltima figura , el drea sombreada en azul representa el drea descartada de modo
definitivo por esta solucién encontrada, pues cualquier vector dentro de ese area estaria
dominado por la solucién. Las gréficas reflejan claramente como PIDMOA* promueve
la bisqueda en todos los frentes/objetivos, avanzando los umbrales con actualizaciones
de valor para todas las componentes de coste.

4.2.2. Ejemplo de PIDMOA*

La figura muestra un ejemplo detallado de biisqueda en un arbol binario con
dos objetivos. El drbol tiene un nodo raiz s y dos nodos finales (71 y v2). Cada uno
de las aristas estd etiquetada con un tnico vector de coste con valores para los dos
objetivos considerados. Asimismo cada uno de los nodos esté etiquetado con un vector
heuristico.

En cada una de las figuras que ilustran este ejemplo se muestra, al lado del arbol
explorado en cada iteracién, el espacio de costes que se va a explorar en dicha iteracién.
En el eje X se representa el valor de la primera componente de coste y en el eje Y el valor
de la segunda componente. El area sombreada en el espacio de costes se corresponde
con vectores de coste que estan dominados por el conjunto Threshold de la iteracién
actual, y que por lo tanto serdn descartados durante la misma. Dicho de otro modo, en
cada iteracion PIDMO A* tnicamente explorara el espacio de costes no sombreado.

Aunque en las figuras, para mayor claridad del ejemplo, el arbol se representa
completamente expandido, su generacion se realiza en modo depth-first, con lo cual
Unicamente la rama de este arbol que esté siendo explorada se encontrara almacenada
en memoria durante la ejecucién del algoritmo.

Inicialmente PIDMOA* usa como Threshold el heuristico del nodo raiz, en es-
te caso un conjunto con un unico vector, H(s) = {(5,5)}. En la primera iteracién
PIDMOA* trata de localizar soluciones no dominadas por este vector de coste. Por
lo tanto, todos los nodos cuya estimacién de coste f (n) no esté dominada por ningin
vector del conjunto Threshold se expandiran en modo depth-first. El conjunto de nodos
explorados y el conjunto Threshold de esta primera iteracién se muestran en la figura
[4.45l

El nodo ny se explora, dado que f(nl) = (6,4) ~ (5,5) y podria conducir a una
solucién dentro del espacio que deseamos explorar (p.ej. un posible nodo final con coste
(7,4.5)). La expansién del nodo n; genera sendos sucesores, 71 y n3, cuyos vectores
de estimacion de coste son respectivamente (10,5) y (7,5). Dado que ambos estan
estrictamente dominados por el vector (5,5) de Threshold, la busqueda se discontinia,
anadiendo ambos vectores al conjunto Threshold de la siguiente iteracion.

Notese que en este caso, aunque en la exploraciéon del arbol de busqueda se ha
generado un nodo final (7), éste no ha sido expandido, con lo cual el algoritmo no

—

llega a registrarlo como solucién del problema. Esto se debe a que el vector f(v1)
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estd dominado por el Threshold actual. Este mecanismo de deteccion tardia es el que
permite que PIDMOA* unicamente localice soluciones finales que son éptimos de
Pareto.

Tras el correspondiente backtracking, se explora la rama derecha del arbol. El no-
do n2 no se expande, debido a que el vector del conjunto Threshold, (5,5), domina
a f(ng) = (5,7). Por lo tanto el vector f(ns2) se incluye en el conjunto Threshold de
la siguiente iteracion, quedando éste como Threshold = {(10,5),(7,5),(5,7)}. Dado
que, para mejorar la eficiencia del algoritmo, el conjunto Threshold se mantiene co-
mo un conjunto de vectores no dominados entre si, tras los correspondientes tests de
dominancia, y dado que (7,5) < (10,5), este tltimo vector se elimina de Threshold.

En la segunda iteracion (figura[d.4d), Threshold se ha actualizado a {(7,5), (5,7)},
es decir, el conjunto de vectores no dominados de los vectores de estimacién de coste
de aquellos caminos que han sido discontinuados en la primera iteracion.

Todos los nodos generados en la iteracién ¢ se generaran también en la iteracion
i+ 1, y posiblemente alguno mas. En nuestro ejemplo, el nodo i, discontinuado en
la primera iteracién, tampoco se expande en la segunda, ya que sigue dominado por
Threshold ((7,5) < f(71) = (10,5)). En cambio el nodo ns si se explora, ya que no
hay ningin vector th € Threshold tal que th < f(ns) = (7,5). Dado que este nodo
ns no tiene sucesores, se realiza backtracking, devolviendo ng un vector de coste co,
informando de que a través de este nodo no hay caminos de interés para ser explorados
en iteraciones posteriores. A continuacion se explora la rama derecha del arbol.

En esta rama, el nodo ng si se explora, a diferencia de lo que ocurria en la primera
iteracién, puesto que su vector de estimacién de coste no estd dominado por ningin
vector de Threshold. Sin embargo sus sucesores, nq4 y 2 si son discontinuados, puesto

— —

que (5,7) € Threshold y (5,7) < f(n4) = (5,8) v (5,7) < f(y2) = (5,10).

Los nodos que han sido discontinuados al estar dominados por algin vector del Th-
reshold son 1, ng y 72, incorporandose al conjunto Threshold de la tercera iteracién
sus respectivos vectores de coste (10,5), (5,8) y (5,10). Andlogamente a lo realizado
durante la primera iteracién, dado que (5,8) < (5,10), este ultimo vector del con-
junto Threshold se elimina para mantener en dicho conjunto tinicamente vectores no
dominados entre si. Por lo tanto, para la tercera iteracién Threshold= {(10,5), (5,8)}.

Durante esta tercera iteraciéon (figura se explora el nodo 71, con coste (10, 5),
dado que su vector de coste no estd dominado de modo estricto por ningtn elemento del
conjunto Threshold. Como 7y; es un nodo final, el par (1, (10,5)) se afiade al conjunto
SOLUTION. A partir de este instante, cualquier camino explorado cuyo vector de
coste acumulado esté dominado por el coste de la solucién encontrada (10,5) serd
automaticamente descartado, no siendo contemplado tampoco para la generacién del
siguiente conjunto Threshold.

El procesamiento del nodo ng es similar al de la iteracién anterior: se expande, pero
dado que no tiene sucesores, la biisqueda se discontiniia, no teniéndose en cuenta su
vector de coste para el proximo conjunto Threshold.
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De modo anélogo, el nodo ny si se explora, pero dado que no tiene sucesores la
busqueda se discontiniia. En cuanto al nodo ~s, sigue dominado, en este caso por el
vector (5,8) de Threshold, con lo cual su vector de coste f(72) = (5,10) se afiade al
conjunto Threshold de la cuarta iteracion.

En esta ultima iteracion (figura el procesamiento del arbol es similar al de la
iteracién anterior. La principal diferencia es que -9 es expandido y se identifica como
nodo final, anadiendo el par (2, (5,10)) al conjunto SOLUTION. Cuando esta iteraciéon
finaliza, todas las ramas se han discontinuado bien porque se han localizado nodos
finales o bien porque los nodos no tenfan sucesores (n3 y ng). Aunque en este ejemplo
no se haya presentado este caso, también se podria haber discontinuado algin camino
porque estuviera dominado por alguna solucién ya localizada. Dado que ninguna rama
se ha discontinuado por dominancia de un vector de Threshold sobre el vector de coste
de algtin nodo del arbol, el conjunto Threshold final calculado estd vacio, finalizando
por tanto el algoritmo.

4.3. El algoritmo LEXIDMOA*

El algoritmo PIDMO A*, presentado en la seccién anterior, reduce (tal y como se
vera en los andlisis descritos en el Capitulo|8)) el nimero de reexpansiones de nodos con
respecto a IDMOA*. Al mantener un umbral multivectorial, se permite al arbol de
busqueda profundizar simultdneamente en un mayor nimero de ramas en cada itera-
cién. El inconveniente de este enfoque es que cada nodo procesado debe ser comparado
contra este umbral multivectorial, incrementando la cantidad de tests de dominancia
realizados en este sentido.

Es por ello que puede resultar de interés el tratar de reducir en la medida de lo
posible el tamano del umbral, incluso a un tnico vector. Este es el camino adoptado
por el algoritmo que se presenta en esta seccion, LEXIDMOA*. LEXIDMOA*, al
igual que PIDMOA*, discontiniia la bisqueda en todos aquellos nodos dominados por
el umbral actual. Sin embargo, a diferencia de PIDMOA*, el umbral asociado a la
siguiente iteracién se obtiene escogiendo el menor lexicografico de los vectores de coste
de los nodos discontinuados. El orden lexicografico se presenté en la seccién [3.6.3]

Al reducir el umbral a un tnico vector, LEXIDMQOA* sélo tiene que realizar un
test de dominancia contra el vector de coste de cada nodo del arbol de btisqueda para
determinar si este nodo sera expandido o no en la iteracién actual. Obviamente, como
contrapartida, esto hara que en cada iteracién la profundizacién del drbol de biisqueda
sea menor en comparacién con PIDMOA*. En el Capitulo [§ se determinaran los pros
y contras de este nuevo enfoque.

La principal novedad de LEXIDMOA* frente a algoritmos similares es la induc-
cién de un orden total en el conjunto de vectores no dominados obtenidos a partir de
los nodos discontinuados en una iteracion del algoritmo. Esta estrategia fue también
una de las primeras propuestas en la generalizacién de algoritmos best-first (Martins,
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1084).

4.3.1. Descripcion del algoritmo

El funcionamiento de LEXIDMQOA* es similar al de PIDMQOA*, radicando las
principales diferencias en el calculo del umbral y en el criterio de expansion o discon-
tinuaciéon de un nodo.

Al igual que PIDMOA*, cuando LEXIDMQOA* discontinia un nodo, el vector
de coste del mismo se tiene en cuenta para calcular el umbral de la siguiente iteracion.
Mientras PIDMOA* acumula estos vectores de coste en un conjunto umbral (elimi-
nando si fuera necesario los vectores dominados), LEXIDMOA* calcula el menor
lexicografico de dicho conjunto. Este menor lexicografico se corresponde, obviamente,
con el vector de coste de alguno de los caminos discontinuados y es el que servira de
cota superior para la generacion del arbol de busqueda en la siguiente iteracién del
algoritmo.

En cuanto al criterio de expansién, PIDMOA* expande un nodo siempre y cuando
no esté dominado por ningiin vector del conjunto umbral. Sin embargo LEXTDMO A*
expande un nodo cuando su vector de coste es menor lexicografico que el inico vector
que conforma el umbral.

Este comportamiento hace que se reduzcan los tests que el algoritmo tiene que
realizar para determinar si un nodo serd expandido o no. Unicamente es necesario
comparar el vector de coste del nodo contra el tinico vector umbral. Sin embargo este
vector umbral es el que va a dirigir la bisqueda en la siguiente iteracién, provocando
que unicamente se expanda la rama asociada a los nodos con vectores de coste igual a la
cota. Por todo ello, la cantidad de nodos nuevos que se expandan de una iteracién a otra
no serd tan numerosa como en el caso de un umbral multivectorial. En el Capitulo [§]se
analizard el impacto de este comportamiento sobre el rendimiento de LEXIDMOA*.

Una caracteristica a tener en cuenta de LEXIDMOA* es que tinicamente localiza
6ptimos de Pareto, nunca soluciones dominadas (al igual que PIDMOA*), no necesi-
tando por ello tests de dominancia adicionales para purgar el conjunto de soluciones
que vaya obteniendo durante la resoluciéon del problema.

El pseudocoédigo del algoritmo LEXTDMOA* se muestra en la tabla

La funcién principal LEXIDMOA* se encarga de explorar los sucesivos arboles
acotados, suministrando los correspondientes umbrales de expansién. El umbral inicial
es el menor lexicografico de todos los vectores heuristicos asociados al nodo raiz del
arbol. Una vez computado el umbral, se realiza una exploracién de tipo depth-first
sobre el arbol, invocando a la funcion DFSLEX y usando el umbral anterior como
cota superior.

Si el nodo considerado tiene vectores de coste dominados por alguna de las solucio-
nes ya encontradas, la bisqueda en dicho nodo se discontinta y sus vectores de coste
no se tienen en cuenta para calcular el umbral de la siguiente iteracién. Esto hace que
el nodo no sea expandido en ninguna de las iteraciones posteriores.
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LEXIDMOAx (G, s, T' )
SOLUTION + @; threshold « menorlexicografico(H(s))
WHILE threshold # @
(threshold, SOLUTION) « DFSLEX (s, threshold, SOLUTION)
return (nodomset (SOLUTION))

DFSLEX (node, currgntTh, SOLUTION)
NdomSol < {f € F(node) | (A(y,&) € SOLUTION
& =< )}

IF (NdomSol = @) THEN return (@, SOLUTION);
NdomTh < {fe NdomSol \fﬁlew currgntTh}
IF (NdomTh = @) THEN return (NdomSol,SOLUTION) ;
IF (node €I ) THEN

SOLUTION < SOLUTION U { (node, f(node))}

return (@, SOLUTION)
ELSE

ThresholdDFS < @

Sucessors < expand_node (node)

FOR each suc in Sucessors DO

(ThresholdRT, SOLUTION) <« DFSLEX (suc, currentTh, SOLUTION)

ThresholdDFS < mejorlexicografico (ThresholdDFS U ThresholdRT)
return (ThresholdDFS, SOLUTION)

Tabla 4.2: Algoritmo LEXIDMO A*
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Por el contrario, si los costes de un nodo no estan dominados por ninguna solucién,
entonces el camino que lleva a dicho nodo es susceptible de poder generar una ruta
optima a un nodo meta, en cuyo caso deberia ser explorado. Ahora la decisién radica
en determinar si serd explorado en la iteraciéon actual o en una posterior. Para ello se
comprueba si el umbral es menor lexicografico que el coste del nodo a considerar. En
caso afirmativo no se produce la expansién del nodo, devolviendo su vector de coste
para que asi sea tenido en cuenta en el calculo del préximo umbral.

Si el coste del nodo es mejor lexicografico que el umbral, entonces el nodo debe
procesarse. En primer lugar comprobamos si es un nodo meta, en cuyo caso se anade
directamente al conjunto de soluciones éptimas C*. Si no es un nodo meta, entonces
se procede a su expansién. Para ello se generan sus sucesores y se invoca sucesiva y
recursivamente a la funcion DFSLEX. Cuando esta expansién finalice, las soluciones
Optimas encontradas en el correspondiente subarbol explorado se habran anadido al
conjunto SOLUTION y de los vectores de coste de los caminos discontinuados en
dicho subérbol se obtiene el mejor lexicografico.

En la seccion se muestra un ejemplo del funcionamiento de este algoritmo.

4.3.2. Ejemplo de LEXIDMOA*

En esta secciéon mostraremos un ejemplo de resoluciéon de un problema multiobjetivo
con el algoritmo LEXIDMOA*. En la figura se muestra un sencillo problema
de bisqueda con 2 objetivos, en el cual cada nodo estd etiquetado con sus vectores
heuristicos (en este caso, un tnico vector), y cada arco estd etiquetado con un vector
de coste. El nodo raiz del problema es s. El conjunto de nodos finales, I', incluye
los nodos 71, v2 vy 3. Los caminos que conducen a 2 y y3 son ambos soluciones no
dominadas, mientras que el camino a 7, es subdptimo, ya que su coste (5,15) estd
dominado por el coste del camino que lleva a s, (5,12). Al igual que en la explicacién
del ejemplo de la seccion el arbol se dibuja completo para cada iteracion, aunque
en la practica el arbol explorado se expande de forma depth-first de izquierda a derecha,
manteniendo una tinica rama del mismo en memoria de modo simultaneo.

En la primera iteracién de LEXIDMOA* (figura [4.6D]), el umbral inicial es el
mejor lexicografico de los vectores heuristicos del nodo raiz, en este caso el vector
(0,0). Se inicia una busqueda depth-first sobre el espacio de estados, discontinuando
la busqueda cuando el umbral actual sea menor lexicografico que el vector de coste del
nodo considerado. En nuestro ejemplo, los vectores de coste de ny y ng son (2,7) y (4,5)
respectivamente, ambos peores lezicogrificos que el umbral actual (0,0). La busqueda
se discontinda en ambas ramas y sus respectivos costes se utilizan para computar el
umbral de la siguiente generacién, buscando el menor lexicografico de ambos. En este
caso el nuevo umbral serd el vector (2,7).

Como ya se comenté en la seccién[4.3.1] este umbral va a provocar que la exploracién
del arbol en la siguiente iteracién avance Gnicamente por las ramas asociadas a nodos
con vectores de coste iguales al umbral, progresando la profundizacién en general muy



4.4. El algoritmo IPID* 87

lentamente. En la segunda iteracion de LEXIDMOA* (figura el nodo np si
se expande, al no ser el umbral mejor lexicografico que el vector de coste de ni. Se
generan en este caso los nodos meta y; y 72, con vectores de coste (5,15) y (5,12)
respectivamente. Al ser ambos vectores peores lexicograficos que el umbral, la bisqueda
se discontinta. El nodo ns se discontinia por idéntico motivo. Al no quedar ramas
pendientes de explorar en la iteracién actual, se calcula el siguiente umbral, resultando
el vector (4,5).

En la tercera iteraciéon (figura la. biisqueda procede de modo similar, ex-
pandiéndose en este caso el nodo no y generandose n3 y -3, siendo el umbral mejor
lexicografico que sus vectores de coste. El nuevo umbral pasa a ser el vector (5,12).

La cuarta iteracién (figura presenta como novedad la expansion del nodo s,
con vector de coste (5,12) igual al umbral. Debido a ello el nodo se procesa y, dado
que es un nodo meta, se anade al conjunto de soluciones finales. Nétese que, dado
que suponemos que el arbol se explora de izquierda a derecha, el nodo v; ya ha sido
revisado, pero, dado que el umbral era mejor lexicografico que el coste de de 1, dicho
vector de coste se usa para computar el siguiente umbral. Si la expansién se hubiera
realizado de derecha a izquierda, se habria localizado antes el 6ptimo de Pareto (5,12)
y se hubiera provocado una poda en ~;.

Por lo que respecta al resto de nodos, ng estd dominado por la solucién 79, con lo
cual este nodo se descarta incluso para el calculo del siguiente umbral. Por el contrario,
~3 si se tiene en cuenta para dicho calculo. El siguiente umbral resulta ser el vector
(5,15).

En la quinta iteracién (figura si se procesa el nodo 71, pero como este nodo
meta estd dominado por 9, se descarta. El nodo n3 también se descarta por el mismo
motivo que en la iteracién anterior. El umbral no es mejor lexicografico que el coste
del nodo 3, con lo cual éste se convierte en el tnico candidato para el cémputo del
ultimo umbral, (8,10).

En la dltima iteracién (figura la tinica novedad consiste en el procesamiento
del nodo 73, el cual, al no ser el umbral menor lexicografico que su vector de coste, se
incorpora como solucién al conjunto SOLUTION. Dado que el resto de ramas son, o
bien soluciones 6ptimas o bien nodos descartados al estar dominados por soluciones ya
encontradas, no hay vectores candidatos para célculo de umbral y el algoritmo finaliza,
devolviendo el conjunto de 6ptimos de Pareto.

4.4. El algoritmo [PID*

En esta seccion presentamos [ PID* (Ideal Point Iterative Deepening) (Coego et
al., 2012), una variante multiobjetivo de IDA* que intenta combinar las ventajas de
PIDMOA* y LEXIDMOA*.

IPID*, al igual que PIDMOA*, mantiene un umbral vectorial. Esta es una con-
dicién necesaria para poder procesar informacién de todos los objetivos de modo si-
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Figura 4.6: Ejemplo de LEXIDMQOA*: problema e iteraciones 1-3
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threshold=(5,12)
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(c) Iteracién 6 LEXIDMOA*

Figura 4.7: Ejemplo de LEXIDMQOA*: iteraciones 4-6
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multdneo. Cada componente del vector de coste esta asociado a un objetivo diferente.
Por lo tanto, para comparar el coste de un nodo con la cota de busqueda (estable-
cida por el umbral) o con soluciones ya encontradas, y poder determinar si existe o
no dominancia, se debe procesar dicho vector de coste en su totalidad. La diferencia
principal con PIDMOA* es que en I PID* el umbral estd formado por un tnico vec-
tor. De este modo, aunque seguiran siendo necesarios los tests de dominancia para
controlar la profundizacion, sblo serd necesario comprobar el vector de estimacién de
coste de un nodo contra el inico vector umbral existente. En este aspecto IPID* es
similar a LEXIDMOA*, aunque la naturaleza de la comparacién a realizar difiera:
test de dominancia en el caso de IPID* y test de orden lexicografico en el caso de
LEXIDMOA*.

4.4.1. Descripcion del algoritmo

Comenzaremos la descripciéon de IPID* partiendo de dos definiciones: el punto
ideal y la relacion estrictamente mejor.

Definicién 4.4.1. Dado un conjunto de vectores T, el punto ideal de T (iPoint(T))
es un vector formado por los valores mds pequernios (z’PJmt(T) [7]) que pueden ser lo-
calizados en cualquier vector del conjunto T para cada componente, es decir:

Vj,1 < j < q,iPoint(T)[j] = min{d[j] | ¥ € T} (4.1)

Por ejemplo, dado un conjunto T' = {(1,9), (4,5),(7,2)}, el punto ideal de T
(iPoint(T)) seréd un vector con 2 componentes calculadas como sigue:

= iPoint(T)[1] = min(ty, to1, t31) = min(1,4,7) = 1
= iPoint(T)[2] = min(tya, to, t32) = min(9,5,2) = 2

Por lo tanto, iPoint(T) = (1,2). Se puede observar una representacién grafica de
este concepto en la figura Por construccion del punto ideal, éste siempre serd un
vector que domine o iguale a los vectores a partir de los cuales se ha calculado, es decir,
Vi e T, iPoint(T) < t.

Definicién 4.4.2. Definimos la relacidn estrictamente mejor (<) como:

—

< g eVi(l<j<q),dli <dl (4.2)

Esta relaciéon se usara posteriormente en el algoritmo IPID* de modo comple-
mentario a las relaciones tipicas de dominancia. A continuacién describimos el funcio-
namiento béasico de IPID*. Al ser una generalizacién de la profundizacién iterativa,
IPID* precisa calcular un umbral que sirva de cota 6 threshold en cada una de las ite-
raciones. La cota para la primera iteracién se obtiene a partir del conjunto de vectores
heuristicos del nodo raiz, calculando el punto ideal de dicho conjunto. Este punto ideal
sirve de cota inicial. Para el resto de iteraciones, IPID* calcula su correspondiente
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m Area dominada por el punto ideal

1 iPoint=(1,

)
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Punto Ideal

Figura 4.8: Punto Ideal

umbral como el punto ideal de los vectores de coste de aquellos nodos en los cuales
se ha discontinuado la busqueda. Por lo tanto, el umbral de IPID* esta formado por
un unico vector, lo cual permitira reducir considerablemente el nimero de tests de
dominancia que se realizan durante la bisqueda, tal y como veremos en el Capitulo

Una vez calculado el vector umbral de una iteracion, se realizan las correspondientes
busquedas en modo depth-first usando dicho vector como cota. Cuando el camino que
se estd explorando estd dominado por alguna soluciéon que ya haya sido localizada
previamente, entonces la busqueda se discontinia, descartando este camino tanto en
esta iteracién como en las sucesivas, ya que en este caso no es posible que el camino
conduzca a un nodo final 6ptimo de Pareto. Como veremos en el Capitulo [, para
garantizar la admisibilidad de I PID* cada arco debe tener un coste minimo positivo,
haciendo que en la expansién de una rama los costes vayan creciendo estrictamente
para cada uno de los objetivos, es decir, a caminos de longitud infinita corresponderan
siempre costes infinitos.

Por otro lado, si el camino explorado es estrictamente peor que el umbral (o de
modo andlogo, el umbral es estrictamente mejor que el coste del camino explorado),
entonces el camino también se discontiniia, pero en este caso su vector de estimacion
de coste se incluye en el conjunto Threshold que se usaréd para calcular el punto ideal
que servird de umbral en la siguiente iteracion. El motivo de chequear si el umbral es
estrictamente mejor que el coste en lugar de realizar un test de dominancia, se debe a
que, en este ultimo caso, I PID* podria calcular de modo indefinido el mismo vector
umbral, no finalizando el algoritmo. La seccién ilustra un ejemplo en el cual
se produce esta situacion, y como el uso de la relacion estrictamente mejor permite
solventarla.

Si el camino actual no se discontintia, entonces I PID* comprueba si el nodo actual
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IPID (G, s, ')
SOLUTION + @; ThresholdSet <« H(s)
WHILE ThresholdSet # @
threshold + iPoint (ThresholdSet)
(ThresholdSet, SOLUTION) <+ DFS (s, threghold, SOLUTION)
return (nodomset (SOLUTION))

DFS (n, currentTh, SOLUTION)
NdomSol « {f e F(n)| (A(v,é) € SOLUTION
| e= )}
IF (NdomSol = @) THEN return (@, SOLUTION) ;
NdomTh < {f € NdomSol |—(currentTh < f)}
IF (NdomTh = @) THEN return (NdomSol,SOLUTION) ;
IF (n €' ) THEN
SOLUTION « SOLUTION U {(n, f(n))}
return (@, SOLUTION)
ELSE
ThresholdDFS <+ @
sucessors < expand_node (n)
FOR each suc in sucessors DO
(ThresholdRT, SOLUTION) < DFS (suc, currgntTh, SOLUTION)
ThresholdDFS < nodomset (ThresholdDFS U ThresholdRT)
return (ThresholdDFS, SOLUTION)

Tabla 4.3: Algoritmo IPID

es un nodo soluciéon. En caso afirmativo, entonces se aniade al conjunto de soluciones
junto con su vector de coste. IPID*, debido al uso del punto ideal, puede localizar
temporalmente soluciones sub6ptimas. Esta situacion se ilustrara en el primer ejemplo
mostrado en la secciéon Estas soluciones no afectan a la admisibilidad de I P1D*,
pues seran descartadas en pasos posteriores del algoritmo, pero generan tests de domi-
nancia extras. Como veremos en el Capitulo [8] en contra de lo que se podria esperar,
este computo extra no afecta de modo significativo al rendimiento del algoritmo.

Cuando en una iteracién todos los caminos son discontinuados, bien por ser solucio-
nes, bien por estar dominados por alguna de las soluciones encontradas previamente,
entonces el algoritmo finaliza, devolviendo el conjunto completo de soluciones 6ptimas
del problema.

Teniendo en cuenta estas consideraciones, el pseudocdédigo completo del algoritmo
IPID* se muestra en la tabla [4.3]

En el algoritmo, la funcién IPID es la encargada de calcular el umbral de las
diferentes iteraciones con el cémputo del punto ideal, realizando para cada iteracién la
correspondiente llamada a la funciéon DFS, pasando como parametros el nodo raiz y el
vector umbral. Cuando el umbral estd vacio, la funcién IPID finaliza, devolviendo el
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conjunto de soluciones. La funcién DFS es la encargada de realizar las profundizaciones
en modo depth-first, procesando las expansiones y retrocesos en funcién de los vectores
de coste en el camino explorado, el conjunto solucién calculado hasta el momento y el
vector umbral usado como cota.

A pesar de que ITPID* comparte paradigma con los algoritmos PIDMOA* y
LEXIDMOA* y tiene un funcionamiento similar, las diferencias entre estos algo-
ritmos son claves en su rendimiento. Estas diferencias vienen dadas fundamentalmente
por dos aspectos: el tamafio de los umbrales y su calculo. En lo relativo al tamafio del
umbral, PIDMOA* emplea como tal un conjunto que incluye todos los vectores de
coste no dominados de los caminos que han sido discontinuados en la iteracion actual.
Esto hace que este conjunto umbral sea habitualmente multivectorial, y, como vere-
mos en el Capitulo (8] de un tamano tal que degrada significativamente el rendimiento.
LEXIDMOA* e IPID* también calculan este conjunto, pero no lo usan directamen-
te, sino que, una vez finalizada la iteracion, lo reducen a un tnico vector: el mejor
lexicografico en el caso de LEXIDMOA* y el punto ideal en el caso de I PID*. Este
vector es el que usaran de umbral en la siguiente iteraciéon del algoritmo. La principal
ventaja de usar un umbral con un tinico vector es la considerable reducciéon del nimero
de tests de dominancia realizados por los algoritmos para determinar si se discontintia
un camino por superar dicho umbral.

La otra diferencia importante atafie al procesamiento realizado sobre el umbral.
En el caso de PIDMOA*, este computo elimina los vectores dominados del umbral;
LEXIDMOA* calcula el mejor lexicografico e IPID* calcula el punto ideal. Si bien
este ultimo cédlculo es computacionalmente menos costoso, al comparar exclusivamente
los valores escalares de cada objetivo, el uso del punto ideal como umbral plantea una
situacion que no se da en PIDMOA* o LEXIDMOA*: I PID* puede incluir de modo
temporal (al igual que lo hace IDMOA*) soluciones subéptimas dentro del conjunto
solucién. Por este motivo se ve obligado a realizar tests de dominancia extras cada vez
que se localiza una solucién, comprobando si ésta domina a alguna de las ya existentes,
en cuyo caso se elimina esta ultima.

El célculo del umbral repercute directamente en su calidad, en la cantidad de infor-
macién que proporcionan a iteraciones posteriores. PI DM O A*, al mantener la frontera
de vectores de coste no dominados de la iteracién anterior, proporciona una informacién
mas completa que permite reducir el nimero de reexpansiones en el arbol de bisqueda.
En lo que respecta a IPID* y LEXIDMOA*, el comportamiento de éste tltimo al
fijar como umbral el vector de coste de uno de los caminos discontinuados hace que
en la siguiente iteracién se expanda la rama asociada a dicho camino (y posiblemente
alguna otra més que tuviera un coste idéntico). La expansion de las restantes ramas
se realizard en iteraciones posteriores. Esto provoca un lento avance en la exploracion
del arbol de busqueda. Por el contrario, I PID* genera un umbral basado en informa-
cién obtenida de diferentes vectores de coste, lo cual favorece una mayor expansion de
nodos nuevos en las siguientes iteraciones (aunque obviamente no tan grande como la
efectuada con el umbral multivectorial de PIDMOA™).
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En la siguiente seccion se presenta un ejemplo del funcionamiento del algoritmo
IPID*.

4.4.2. Ejemplo de IPID

En esta seccién mostraremos un ejemplo de resoluciéon de un problema con el al-
goritmo I PID*. Asimismo ilustraremos el motivo por el cual ha sido necesario incluir
la relacién estrictamente mejor para decidir la expansion o no expansion de un nodo,
sustituyendo a la relacién de dominancia empleada por PIDMOA*.

En la figura aparece el mismo problema resuelto en la seccién [4.3.2| empleando
el algoritmo LEXIDMO A*.

En la primera iteracién de IPID* (figura se calcula el umbral inicial como
iPoint(H(s)) = h(s) = (0,0). A continuacién se lanza una busqueda depth-first aco-
tada por este vector umbral. Dado que f (s) = (0,0) no es estrictamente peor que el
umbral actual (0,0), el nodo s se expande. Una vez generado el sucesor n; se com-
prueba que el umbral actual es estrictamente mejor que el vector de coste del nodo
(threshold = (0,0) < f(n1) = (2,7)), con lo cual la busqueda se discontinta en esta
rama y f (n1) se anade al conjunto usado para calcular el préximo umbral. Lo mismo
sucede con el otro sucesor, ns, ya que threshold = (0,0) <« f(ng) = (4,5).

Al no haber mas nodos susceptibles de expansién, I PID* procede a calcular el
umbral de la segunda iteracién como threshold = iPoint{(2,7),(4,5)} = (2,5). Con
este nuevo umbral arranca la nueva iteracion de I PID* (figura . En esta figura,
a efectos de comparacién, se muestra el drea descartada a efectos de busqueda por
el umbral usado por IPID* y el umbral que habria descartado un algoritmo como
PIDMOA* si se hubiera mantenido como umbral el conjunto de vectores {(2,7)(4,5)}.

Como podemos observar, el umbral definido por IPID* es més restrictivo que el
que definiria PIDMQOA*, el espacio de costes que descarta es mayor. Al calcular el
punto ideal como el minimo de los valores para cada componente, el punto ideal re-
trocede frente al umbral original a partir del cual se calcula (el conjunto de vectores
discontinuados durante la iteracién). Si A({#}, ¥, ... }) es el drea del espacio de costes
dominada por los vectores U7, va, ..., entonces A({(2,5)}) — A({(2,7), (4,5)}) repre-
senta un area que un algoritmo como PIDMQOA* si exploraria en una nueva iteracién,
pero que un algoritmo como I PID* descarta. El resultado de este comportamiento es
que las cotas que establezca IPID* para la profundizacion iterativa avanzarin mas
despacio que en PIDMOA*, aumentando posiblemente el niimero de iteraciones vy,
por tanto, de reexpansiones.

En esta segunda iteracién, el nuevo umbral (2,5) es estrictamente peor que el
umbral previo (0,0). El nodo inicial por lo tanto se expande, generando de nuevo en
primer lugar el sucesor n;. Como f| (n1) = (2,7) no es estrictamente peor que el umbral
actual (2,5), el nodo ny se expande. Primero se genera el sucesor 7, con threshold =
(2,5) < 1 (1) = (5,15). Al ser v estrictamente peor que el threshold, la biisqueda
se discontinia y se almacena el vector (5,15) para el calculo del siguiente umbral. Lo
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(a) Un problema de biisqueda y sus soluciones en el espacio de costes

IPID: [teracion 1

Threshold = (0,0)
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Siguiente threshold = Punto Ideal {(2,7) (4.5)} = (2,9)
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Figura 4.9: Ejemplo de IPID: problema e iteraciéon 1
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IPID: lteracion 2

Threshold = (2,5)
SOL={

fln F2.7) f(n,)=(4.5)

f{y,)=(5.15) f(y,)=(5.12) fin )=(10.12) f(7y,)=(8.10)
Siguiente threshold = Punto Ideal {(5,12)(8,10)} = (5,10)
S0L=0
151
104
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5 10 15
m Regidn dominada por el umbral actual de IPID (2,5)
%% Reqion daminada par el umbral de PIDMOA* {(2.7)(4,5}

(a) Iteracién 2 IPID

IPID: Iteracién 3

Threshold = (5,10)
SOL-§

f(n,)=(2.7) fin )=(4.5)

fy,)=(5.15) fly,)=(5.12) f(n }=(10.12) f(7,)=(8.10)
a) (Y,(6.15)) ¥ b) (¥,.(6.12)) ¥ €)(n,(10.12)) # d) (,(8.10)) +

(V,.(5.18)) x

Siguiente threshold = {}
SOL = {(5,12) (8,10)%}

154

T T T T T 4 4 4
5 10 15
N Regidn dominada por el umbral actual de |PID (5,10)
7777 Reqgién dominada por el umbral de PIDMOA* {(5 12)(8,10)}

(b) Iteraci6én 3 IPID

Figura 4.10: Ejemplo de IPID: Iteraciones 2-3
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mismo sucede con el otro sucesor de ny, 72, ya que threshold = (2,5) < f(v2) = (5,12).

Al procesar la rama derecha del drbol el comportamiento del algoritmo es similar.
El otro sucesor de s, ng tiene un coste f(ng) = (4,5), el cual no es estrictamente
peor que el umbral (2,5). En este caso si procede la expansién de ng, y por lo tanto
se generan alternativamente sus sucesores, los nodos n3 y 3. En ambos nodos se
discontintia la bisqueda ya que threshold = (2,5) < f(ns) = (10,12) y threshold =
(2,5) < f(3) = (8,10).

Estos cuatro vectores de coste de otros tantos nodos discontinuados se usardan para
calcular el nuevo umbral. De todos modos, a medida que se van obteniendo los vectores,
se van eliminando del conjunto temporal que los aloja (ThresholdDFS) aquellos que
ya estan dominados, al igual que ya se hacia en PIDMOA*. Siendo nodomset una
funcién que devuelve, para un conjunto de vectores T, el subconjunto de vectores de
T no dominados entre si, entonces el conjunto ThresholdDFS va evolucionando como

sigue:

» Inicialmente ThresholdDFS + @

» Tras procesar 1, Threshold DFS «+ nodomset({(5,15)} U ThresholdDF'S) =
nodomset({(5,15)}) = {(5,15)}

» Tras procesar 72, ThresholdDFS < nodomset({(5,12)} U ThresholdDFS) =
nodomset({(5,15), (5,12)}) = {(5,12)}

» Tras procesar ng, ThresholdDFS < nodomset({(10,12)} U ThresholdDFS) =
nodomset({(10,12), (5,12)}) = {(5,12)}

» Tras procesar 73, ThresholdDFS < nodomset({(8,10)} U ThresholdDFS) =
nodomset({(5,12),(8,10)}) = {(5,12),(8,10)}

Tras finalizar la iteracion, se calcula threshold = iPoint{(5,12), (8,10)} = (5, 10).

La tercera y ultima iteraciéon de I PID* se muestra en la figura Dado que
el nuevo umbral, (5,10), es estrictamente peor que el umbral anterior, (2,5), tanto
el estado inicial s como sus sucesores n1y no se generan y expanden al igual que lo
hicieron en la iteracién anterior.

En la rama izquierda, al explorar 71, como f| (71) = (5,15) no es estrictamente
peor que el umbral (5,10), al ser v; un nodo final se incluye el par (71, (5,15)) en el
conjunto de soluciones. Al explorar el otro sucesor de ny, 72, sucede lo mismo, ya que
f(72) = (5,12) no es estrictamente peor que el umbral (5,10), con lo cual se afiade
también el par (2, (5,12)) al conjunto SOLUTION.

En este punto del algoritmo hemos localizado dos soluciones, pero una de ellas,
(72, (5,12)), es Pareto 6ptima, mientras que la otra, (71, (5,15)) es subéptima, ya que
(5,12) < (5,15). Es decir, se da la situacién que ya comentamos en la secciéon ante-
rior: el algoritmo I PID* puede anadir, aunque sélo sea de modo temporal, soluciones

dominadas al conjunto de soluciones. Por ese motivo, cuando el algoritmo finaliza es
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necesario realizar una comprobacion para eliminar mediante tests de dominancia las
soluciones dominadas. Esta comprobacién puede realizarse tanto en el momento de
localizar una nueva solucién como al final de algoritmo. En el primer caso se realizan
tests de dominancia adicionales cada vez que se localiza un nodo final, pero reduciendo
los realizados cuando se expande un nodo para ver si estd dominado por una solucién
va localizada. En el segundo caso, la insercién de una solucién es directa, a costa de
incrementar los tests durante la expansiéon de los nodos. Esta opcién es la que se ha
seguido en la implementacién actual de I PID*.

Tras el backtracking correspondiente se procesa la rama derecha del arbol. El nodo
na, ya expandido en la iteracién anterior, se expande también en la actual. Se exploran
sus nodos sucesores ng y y3. En el caso del nodo ngz, dado que su vector de coste
(10,12) estd dominado por una solucién ya localizada (72, con coste (5,12)), esta
rama se discontinta y el nodo ng no se tiene en cuenta para el calculo del siguiente
umbral. Por otro lado, el nodo 73 tiene un vector de coste f(y3) = (8,10), el cual
no es estrictamente peor que el umbral actual ((5,10)). Por este motivo, al ser -3
una solucién al problema, se afiade el par (73, (8,10)) al conjunto de soluciones finales
SOLUTION.

Al no haber més nodos pendientes de exploracién, la iteracién finaliza. Dado que
no hay vectores susceptibles de ser usados para el calculo del siguiente umbral, el
algoritmo finaliza, devolviendo el conjunto de soluciones localizadas, previo filtrado con
los tests de dominancia correspondientes. En el ejemplo que nos ocupa, SOLUTION =
nodomset({(5,15), (5,12),(8,10)}) = {(5,12), (8,10)}.

Este sencillo ejemplo es resuelto por PIDMOA* en el mismo nimero de itera-
ciones y con el mismo nimero de nodos expandidos. Sin embargo, en las iteraciones
2 y 3, el umbral de PIDMOA* estd formado por dos vectores. Esto hace que para
cualquier nodo, antes de ser expandido, debe verificarse que no estd dominado por
ese par de vectores, duplicando el nimero de tests de dominancia. Como veremos en
el Capitulo [ en espacios de estados més grandes, el nimero de comparaciones de
PIDMOA* se dispara, principalmente mientras no se localiza ninguna solucién, ya
que éstas contribuyen a purgar el umbral.

4.4.3. Utilidad de la relaciéon estrictamente mejor

A continuacién ilustraremos la necesidad de haber sustituido el test de dominancia
contra el umbral durante la expansién de un nodo por el test estrictamente mejor
definido en la seccién [4.4.1] Esto se debe a que si en IPID* se realizara el test de
dominancia normal, el algoritmo podria entrar en un bucle infinito, al calcularse una
y otra vez el mismo vector umbral para todas las iteraciones.

Como ejemplo de ello, supongamos que usamos una versiéon de I PID* que discon-
tintia un camino si el coste del mismo estd dominado por el vector umbral, de modo
similar a como lo hace PIDMOA*. Este algoritmo modificado lo aplicamos al proble-
ma representado por el grafo de la figura en el cual los vectores heuristicos de
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\ h(s )=(0,0) \

Figura 4.11: Ejemplo de bucle infinito evitado por IPID

todos los nodos son cero (Yn H(n) = {0}) y el nodo raiz s tiene dos nodos sucesores

$1Y 82, con f(sl) =(1,2)y f(SQ) =(2,1).

Inicialmente I PID* usa como umbral inicial i Point(H (s)) = (0,0). En la primera
iteracién, el vector de coste s no estd dominado por ninguna solucién. Dado que el
umbral actual (0,0) no domina al coste del camino actual (0, 0), entonces el nodo s se
expande en modo depth-first. En lo que respecta al primer sucesor, si, threshold =
(0,0) < (1,2) = f(s1), con lo cual la bisqueda a través de s; se discontinta y su vector
de coste se anade al nuevo conjunto Threshold. Lo mismo sucede con el sucesor ss, ya
que threshold= (0,0) < (2,1) = f(s2).

El umbral de la siguiente iteracion seré threshold = iPoint{(1,2),(2,1)} = (1,1).
Se realiza una nueva exploracion del grafo y, aunque el umbral ha avanzado con respecto
a la iteracién anterior, el procesamiento de los sucesores de s tiene el mismo resultado.
Tanto f(s1) = (1,2) como f(s3) = (2,1) estan dominados por el umbral actual, el
vector (1,1), con lo cual la busqueda se discontintia en ambos nodos, sus vectores de
coste se anaden al conjunto Threshold de la siguiente iteracién y el cémputo del punto
ideal vuelve a dar como resultado el vector (1,1). De este modo el algoritmo se veria
atrapado en un bucle infinito.

Al sustituir en IPID* el chequeo de dominancia por el estrictamente mejor, el
algoritmo se asegura de que el threshold de la iteracion i + 1 siempre serd diferente del
usado en la iteracién i. En nuestro ejemplo anterior, ya que el vector (1,1), umbral de
la segunda iteracion, no es estrictamente mejor que ninguno de los vectores de coste
de s1 y s2, ambos nodos se expandirian. Si exigimos un coste minimo positivo para
cada objetivo (ver seccién , tendremos asegurado que todas las componentes del
vector de coste incrementan su valor, obteniendo a la postre umbrales estrictamente
peores que los de iteraciones anteriores, y por lo tanto diferentes, lo cual resulta en

una evolucién del algoritmo hacia la frontera de Pareto.

4.5. Resumen

En este Capitulo se han mostrado nuevos algoritmos multiobjetivo de tipo depth-
first: PIDMOA*, LEXIDMOA* e IPID*, los cuales abordan la generalizacion del
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Tipo de | Célculo del umbral Retroceso
umbral
PIDMOA* Un conjun- | Conjunto de vectores no | Si el coste del camino
to de vecto- | dominados de las ramas | estd dominado por al-
res por cada | en las cuales se ha retro- | guno de los vectores del
iteracion cedido umbral
LEXIDMOA* || Un vector | Menor lexicografico de | Si el coste del camino es
por  cada | los vectores de coste de | peor lexicografico que el
iteracién las ramas en las cuales | umbral
se ha retrocedido
IPID* Un vector | Punto Ideal de los vec- | Si el coste del camino es
por cada | tores de coste de las ra- | estrictamente peor que
iteracién mas en las cuales se ha | el umbral
retrocedido

Tabla 4.4: Resumen de algoritmos multiobjetivo exactos depth-first basados en profun-
dizacion iterativa

paradigma de profundizacién iterativa escalar de modo diferente al de un enfoque
previo, IDMOA*. En la tabla[4.4]se muestra un pequefio resumen de las caracteristicas
de estos algoritmos.

Aunque todos estos algoritmos estan basados en IDA*, IDMOA* no realiza una
generalizacion del mismo, sino que se limita a realizar tantas profundizaciones iterativas
como objetivos haya, es decir, ejecuta IDA* una vez por cada objetivo contemplado.
El hilo entre las sucesivas profundizaciones es la cota superior que éstas marcan para
los objetivos no procesados.

Como consecuencia de ello, el rendimiento de I DMOA* se ve afectado por innece-
sarias reexpansiones, motivadas por el hecho de no procesar los vectores de coste como
un todo, sino fijAndose solo en una componente a la vez. Por el contrario, el primer
algoritmo presentado en este Capitulo, PIDMOA*, si es una generalizaciéon pura de
IDA*, procesando toda la informacién de los vectores de coste en la misma profundi-
zacién y manteniendo una cota multivectorial que avanza simultdneamente para todos
los objetivos. Por este motivo realiza menos iteraciones y expande menos nodos.

Sin embargo, esta cota multivectorial incrementa el niimero de tests de dominancia
a realizar por el algoritmo, influyendo negativamente en los tiempos de procesamien-
to. Sendas evoluciones de PIDMOA* (LEXIDMOA* e IPID*), reducen el umbral
multivectorial de PIDMOA* a un tnico vector, disminuyendo la cantidad de tests
de dominancia a costa de realizar més reexpansiones. Paradéjicamente, la bisqueda
del mejor algoritmo multiobjetivo de profundizacién iterativa no deja de ser a su vez
un problema multiobjetivo, en el cual tratamos de minimizar dos objetivos que, tal y
como veremos en la evaluacién presentada en el Capitulo[8], son antagénicos: el nimero
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de reexpansiones de nodos y el nimero de tests de dominancia realizados.
En el siguiente Capitulo veremos sendas generalizaciones al caso multiobjetivo de
otro algoritmo exacto depth-first, RBFS.
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Capitulo 5

Nuevos enfoques multiobjetivo
basados en RBF'S

En el Capitulo [3] haciamos referencia a RBFS, un algoritmo de busqueda para un
objetivo que expande los nodos en orden best-first, pero con un consumo lineal de
memoria. Para ello, cuando RBF'S expande un nodo n, guarda informacién acerca del
mejor de los caminos que han quedado pendientes, bien a través de los hermanos de n,
bien a través del resto del arbol explorado. Esta informacion, que denominamos cota
superior, es la que limita la profundizacién por la rama actual. Si el coste asociado a esta
rama excede la cota superior, esto es indicativo de que hay un camino abandonado (el
asociado a la cota) que interesa recuperar, realizindose el correspondiente backtracking
para reexpandirlo.

La aplicacién de RBFS al caso multiobjetivo debe contemplar, obviamente, la na-
turaleza vectorial de los costes. Ya no tiene por qué haber un tinico coste asociado
al mejor camino olvidado, como sucede en el caso escalar. En un arbol de busqueda
multiobjetivo pueden haberse abandonado caminos con diferentes costes, pero estos
costes pueden ser no dominados entre si, por lo que cualquiera de ellos es susceptible
de ser reexpandido en caso de que el coste de la rama actual sea dominado por el de
estos caminos olvidados. En la seccién se describia M OM A*0, una aproximacién
ya existente de RBFS al caso multiobjetivo. Los bajos rendimientos obtenidos con una
version simplificada y optimizada de este algoritmo nos han llevado a considerar el
desarrollo de nuevos algoritmos basados en RBFS.

En este Capitulo presentaremos sendas variantes multiobjetivo de RBF'S: Pareto-
MO-RBFS e IP-MO-RBF'S, que emplean unas aproximaciones similares a las usadas
por los algoritmos PIDMOA* e IPID* para la profundizacién progresiva. En la sec-
cién [5.1| realizamos una serie de consideraciones previas acerca de los algoritmos RBF'S
multiobjetivo. La seccién presenta Pareto-M O-RBF'S, una variante multiobjetivo
de RBF'S que emplea toda la frontera no dominada del actual arbol de biisqueda como
cota superior para la rama actualmente explorada. Esta cota multivectorial permitira

un avance rapido de la exploracién, a costa de incrementar los tests de dominancia. En
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Csup(n,)=(4.4)

&

f(n,)=(5.3) f(n,;)=(5.9) f(n,)=(3.9)

Figura 5.1: Célculo de la cota superior en RBFS multiobjetivo.

la seccion [5.3| presentamos I P-MO-RBF'S, que basa el computo de la cota superior
del algoritmo en el concepto de Punto Ideal visto en el Capitulo [4]

5.1. RBFS y la biisqueda multiobjetivo

La extension de RBF'S al caso multiobjetivo, tal y como se comentaba en la secciéon
implica un tratamiento diferente de la cota superior. Tal y como se puede apreciar
en la figura [5.1] ya no existe un tinico coste minimo de los caminos postergados como
sucede en el caso escalar. En este ejemplo, si a través del nodo ny; alcanzamos un
nodo con coste (5,5), este camino es susceptible de ser postergado (por lo menos
temporalmente), al haber caminos mejores a través de nia y ni4, pues sus vectores de
coste ((5,3) y (3,5) respectivamente) dominan al coste del camino actual. Asimismo
el nodo n; informa mediante su cota superior que en alguna otra rama del arbol existe
también un camino postergado, con coste (4,4).

De igual modo que el tratamiento de la cota de profundizaciéon era el factor dife-
rencial en los algoritmos multiobjetivo de profundizacion iterativa vistos en el capitulo
[] el tramiento de la cota superior, que informa de los caminos olvidados mds prome-
tedores, es el factor clave de los algoritmos que veremos en este capitulo. Mantener
una cota superior que almacene informacién de todos los mejores caminos olvidados
favorece el avance mas rapido del algoritmo en cuanto a reconsideraciones de caminos
a retomar. Sin embargo, el alto nimero de comprobaciones a realizar contra la cota,
para decidir si descartar o no un camino, pueden penalizar el rendimiento temporal.
En el caso de MOM A*0 sus autores optaron por mantener la cota lo méas sencilla
posible, un tnico vector calculado como el mejor lexicografico de todos los caminos
discontinuados.

En este Capitulo consideramos dos variantes con un tratamiento opuesto de la cota
superior de busqueda: Pareto-MO-RBF'S, que mantiene una cota multivectorial, e
IP-MO-RBF'S, que mantiene una cota formada por un tnico vector calculada como
el punto ideal de los caminos olvidados.

Otra consideracion a tener en cuenta en el rendimiento de los algoritmos es el man-
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tenimiento de informacién relacionada con el coste de expansiones previas. Cuando en
RBFS un nodo n se expande, emplea como coste el méximo de f(n) y el coste infor-
mado por su padre, el cual serd superior en caso de haberse expandido previamente esa
misma rama. FEn la seccién [2 se vio como el algoritmo trasladaba esa informacién por el
arbol de busqueda haciendo uso de una funcién de actualizacién. Aunque el algoritmo
funciona correctamente sin esta cota, su rendimiento mejora notablemente, pues palia
el balanceo de la btisqueda entre ramas cuando se exploran subarboles de biisqueda ya
expandidos. Es necesario aplicar esta técnica a los algoritmos multiobjetivo, pues de
lo contrario el impacto en el rendimiento serd mucho mayor que en el caso escalar.

5.2. El algoritmo Pareto-MO-RBFS

Como ya se coment6 en la seccion anterior, la cota superior de un algoritmo RBFS
fija la profundizacién maxima a realizar en la rama actual. Superar dicha cota equivale a
realizar backtracking en el arbol de busqueda para retomar algiin camino discontinuado
previamente, pero cuyo coste es ahora mejor que el del camino actual.

El algoritmo Pareto-MO-RBF'S, al expandir un nodo del arbol, le asigna como
cota superior el conjunto de vectores de coste no dominados asociados a todos los
caminos que han sido temporalmente discontinuados en otras ramas. Tal y como apre-
ciamos en la figura[5.2] al expandir el nodo nq1, su cota superior estd formada por los
costes no dominados asociados a padre y hermanos. Esta cota superior se propagara
también a los descendientes de n11, de tal modo que, cuando a través de ese subarbol se
alcance un coste que esté dominado por alguno de los vectores reflejados en la cota, el
algoritmo intentard retomar el camino asociado a dicho vector mediante los necesarios
backtrackings y reexpansiones.

Por lo tanto, en todo momento Pareto-MO-RBF'S mantiene la frontera de Pa-
reto de todos los caminos discontinuados durante la btsqueda. De modo similar a
su contrapartida de profundizacion iterativa, PIDMOA*, al mantener una cota con
informacién completa, Pareto-MO-RBF'S sélo localiza soluciones dominadas, nunca
soluciones subdéptimas. Esto hace que, cuando localiza una nueva soluciéon, no tenga
que compararla con las encontradas previamente por si fuera necesario descartar algu-
na que estuviera dominada. Esta caracteristica de Pareto-MO-RBF'S se demostrara
formalmente en el Capitulo [7]

El otro aspecto a destacar de este algoritmo es el uso de una funcién de actualizacién
similar a la usada por RBFS, pero de tipo vectorial, que realizard la propagacién de
costes actualizados en ambos sentidos, tanto hacia los descendientes cuando se expande
una rama como hacia los ascendientes cuando se produce un backtracking. Este flujo
de informacién permitird saber cuando una rama ya ha sido previamente expandida,
propagando hacia los nodos hijo los costes vectoriales alcanzados en las diferentes hojas
de la expansién previa. Con esto se consigue una importante reduccién del niimero de
reexpansiones.

El funcionamiento bésico del algoritmo se puede resumir en los siguientes puntos:
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C_,(n)=(4.4)

supt 1

@

f(n,,)=(5.3) f(n,;)=(5.9) f(n,,)=(3.5)

C,,,n,,) = no-dominados {(4,4),(5,3),(5,5).(3,5)} = {(3,5).(4.,4),(5.3)}

Figura 5.2: Célculo de la cota superior en Pareto-MO-RBF'S.

= La busqueda se discontiniia en una rama del &rbol de modo definitivo inicamente
por los siguientes motivos:

e cuando el camino tiene costes dominados por soluciones localizadas previa-
mente, 0

e cuando el camino termina en un nodo sin sucesores que no es solucion.

= La cota superior de un nodo refleja el coste de los caminos mas prometedores
de las otras ramas del arbol explorado a partir de sus antecesores. Cuando un
nodo estd dominado por su cota superior, se realiza backtracking para intentar
retomar alguno de esos caminos.

s Al realizar backtracking, un nodo informa a sus antecesores del coste alcanzado en
su exploracién. De este modo, si el camino pudiera ser de interés para posibles
reexpansiones futuras (por no estar todavia dominado por ninguna solucién),
se empleard para computar cotas de expansién (superiores) en otras ramas del
arbol.

En la siguiente seccion se realiza una descripcion detallada del algoritmo Pareto-
MO-RBFS.

5.2.1. Descripcién del algoritmo

En la tabla se muestra el pseudocddigo del algoritmo Pareto-MO-RBFE'S. De-
finimos el operador <; sobre dos vectores, @ =i g, como (@ =< 5) V(@ ~ 5 Los

parametros de la funcion base del algoritmo, Pareto-MO-RBF'S son:

= Nodo a procesar.

!Por simplicidad, y abusando un poco de la notacién, aplicaremos las operaciones habituales sobre
vectores (~, <, <, K, ¥4, <7) también a conjuntos, de tal modo que A op B denota Va € A,Vb € B,d
op b



5.2. El algoritmo Pareto-MO-RBFS 107

= Valor de actualizacion del coste del nodo, que representa la informacion obtenida
de posibles expansiones previas del mismo.

= Cota superior del nodo, que representa los costes de los mejores caminos olvidados
momentaneamente por presumirse mas prometedora la rama actual.

= Conjunto temporal de soluciones encontradas.

En la primera llamada, el algoritmo recibe como argumentos la siguiente informa-
cién:

= El nodo inicial s.

= La estimacion de coste para dicho nodo. Al no tener s predecesores, la tnica
informacién disponible la proporciona la funcién heuristica.

» El conjunto {30} como cota superior. Dado que no ha habido todavia ninguna
expansion del drbol de biisqueda, no hay informacién de la calidad de los caminos.
Con esta cota superior el algoritmo indica que esta dispuesto a aceptar cualquier
camino, independientemente de su coste.

= Un conjunto de soluciones iniciales vacio.

El algoritmo devuelve el conjunto SOL, en el cual Pareto-MO-RBFS va alma-
cenando las soluciones no dominadas del problema que va localizando, siendo cada
solucién un par (’y,c_"‘), donde 7 es el nodo objetivo localizado y ¢* es el vector de
coste del camino seguido para alcanzar dicho nodo. Por simplificacion se denota Cyy
como el conjunto de vectores de coste de las soluciones 6ptimas localizadas, es decir,
Coot = {¢* | (7,¢*) € SOL}.

Antes de expandir un nodo n para generar sus sucesores, es necesario comprobar
si el nodo es de interés para el proceso de biisqueda. Por ello se comparan sus vectores
de coste con las soluciones ya encontradas (SOL) y con la cota superior (Cgy,p). Si
cada vector de coste f (n) estd dominado por alguna solucién, el camino actual no
es de interés y debe ser descartado, tanto en la expansion actual como en futuras
reexpansiones. Cuando se discontinia la exploracién en un nodo, éste debe informar
del coste de los mejores caminos encontrados a través del mismo. Por lo tanto, para
autodescartarse del proceso de bisqueda, el nodo informa con un vector de coste co.
Esta situacion se refleja en la figura donde el nodo ny3 tiene un coste (10, 10),
habiendo ya una solucién con coste (7,7) que la domina.

De modo analogo, si todos los vectores de coste del nodo no dominados por ninguna
solucién estan dominados por algtin elemento de la cota superior, entonces la explora-
cién debe discontinuarse, pero en este caso devolviéndose dicho conjunto de vectores
de tal modo que sean usados como posible cota superior en otras ramas del arbol, por
si interesa reconsiderarlos en exploraciones posteriores.

Si por el contrario, el nodo n es susceptible de ser explorado en la llamada actual,
por tener algin vector de coste no dominado por las soluciones encontradas ni por la
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Pareto—-MO-RBFS-base ()
SOL + @
(FA, SOL) + Pareto-MO-RBFS (s, nodomset (H(s)), {x}, SOL)
return (SOL)

Pareto-MO-RBFS (n, FA,, Cs,,, SOL)
Nsoi + {f € F(n) | Ac* € Coor, & < )}
IF (Ngo = @)
return ({0}, SOL)
Ncsup — {fG Ngor | 3176 Csup,17< f}
IF (Nosup = @)
return (Ngo, SOL)
IF (nel)
SOL + SOL U {(n, f(n))}
return ({0}, SOL)
IF (Sucessors(n) = 9)
return ({0}, SOL)
IF (FA, <7 nodomset (F(n)))
For each n; € Sucessors (n)
FA[i] <4 nodomset (F (n;))
ELSE
For each n; € Sucessors(n)
FA[i] < nodomset (Ufemdomset(F(m)) MaxVector(f,FAn))

Discontinued <« ¢

LOOP
IF (U,FALL] = @)
IF (Discontinued = @) return ({0}, SOL)
ELSE
Disc2 = {¥ € Discontinued | A € Cyor, & < v}
return (nodomset (Disc2), SOL)
Nsyc < nodomset (|J,FA[1])
N1, « {f € FA[1]| Ac* € Cyo1,c* < 0)}
N, < {f € N1, | Ac € Cyup, &< )}
IF (Nl,. = @)
Remove FA[1]
IF (N1, # Q)
Discontinued < Discontinued U N1,
ELSE IF ((Nlg.N Ngyue) # D)
(FA[1], SOL) <+ Pareto-MO-RBFS (ni, Nlg.,
nodomset (CyyupU (U4 FA[I])), SOL)
ELSE
Move FA[l] to the end of FA[]
END LOOP

Tabla 5.1: Algoritmo Pareto-MO-RBF'S
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MaxVector (v, VectorSet)

Maxv <+ @
For each vs € VectorSet
mazv < 0

For i=1 to fobjectives
maxv(i] = max{v[i], vs[i]}
Maxv <« Maxv U{mazv}
return (Maxv)

Tabla 5.2: Funcién MaxVector.

cota superior, entonces se comprueba en primer lugar si es un nodo meta. En caso
afirmativo, el nodo se incorpora al conjunto SOL sin ningin tipo de test adicional,
ya que, como se demostrard en el Capitulo[7] Pareto-MO-RBFS tnicamente localiza
soluciones 6ptimas, nunca subdptimas.

En caso de que el nodo n no sea meta, se procede a expandirlo. Si no tuviera hijos,
el nodo se autodescarta para futuras expansiones, devolviendo como coste o0, de modo
similar a cuando era dominado totalmente por soluciones ya encontradas.

Si el nodo n tiene sucesores, genera una lista (F'AJ]), con los costes actualizados
por expansiones previas. Esta actualizacién de costes se realiza a través de dicha lista,
y su funcionamiento se ilustra en la figura Cuando el nodo ny se expande por
primera vez, su coste asociado es el devuelto por su funcién de coste, que en este caso
devuelve el vector (1,2). Tras generar su subarbol de bisqueda correspondiente hasta
la profundizacién que marque la cota superior, los nodos discontinuados (en este caso
ns, ng y ng) devuelven sus vectores de coste ((5,4), (3,6) y (00, 00) respectivamente)
hacia sus antecesores. De este modo el nodo n; actualiza su funcién de coste con los
vectores no dominados de los caminos discontinuados.

Si en algin momento es necesario realizar backtracking para poder explorar otras
ramas mas prometedoras, el nodo n; informa a sus antecesores de sus nuevos vectores
de coste, al igual que hicieron sus descendientes con él. En la siguiente reexpansion del
nodo, n; recibird estos mismos vectores de coste ({(5,4), (3,6)}) como valor de actua-
lizacién, trasladandolos a sus sucesores ny y ng. Estos nodos actualizan sus vectores de
coste aplicando la funcion MazVector (tabla , tal y como se puede apreciar en la
parte derecha de la figura La funcién MazVector recibe un vector de coste f (n)
de un nodo y el posible coste actualizado del mismo F'A, a través del padre, y de-
vuelve un conjunto de vectores formado por los valores méximos de cada componente
en cada par ( f (n), f_&), donde sz es un vector de dicho conjunto F'A,. De este modo,
por ejemplo, el nodo ns se expandira directamente, sin backtrackings, mientras por la
rama no se encuentre un nodo cuyo coste sea dominado por uno de los vectores (5,4)
6 (3,6). Esta actualizacion de los costes de los nodos mediante la funciéon MaxVector
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)

=== FA[n ]={(5.4).(3.6)} -

) O,

FAIn ]=(5,6) FA[n,]=(5,6)

(a) Actualizacién de costes mediante el valor F'A,

C*={(4,4)}
C_,={22)}

F »® (™

W @ . ®
(6.6) (3.2 23) / (33) (2,W

Discontinued

(b) Gestién del conjunto FA

Figura 5.3: Comportamiento de Pareto-MO-RBF'S.

Unicamente tiene sentido cuando ha habido una expansién previa. En caso contrario,
los vectores de coste se mantienen.

La lista FFA que contiene los sucesores no estd ordenada con ningun criterio y su
funcionamiento bésico, ilustrado en la figura [5.3D] es el siguiente:

= Cada elemento de la lista estd asociado a un sucesor del nodo actual e inicialmen-
te contiene sus vectores de coste (posiblemente actualizados mediante la funcién
MazxVector empleando la informacién de F'A,, tal y como se ha explicado ante-

riormente).
= Siempre se procesan los vectores almacenados en el primer elemento de la lista.

= Cuando los vectores de coste de un sucesor estdn dominados por soluciones ya
encontradas, el sucesor se elimina de la lista F'A. Este es el caso del nodo n; en
la figura cuyo coste (6,6) estd dominado por la solucién de coste (4,4).
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= Cuando los vectores de coste de un sucesor estan dominados por la cota superior
(es el caso de los nodos ng, ng y ng en la figura|5.3b|) se elimina el nodo de F A,
afladiendo sus vectores de coste a la variable Discontinued. Este conjunto alma-
cena los costes no dominados de los caminos discontinuados, pero no descartados
definitivamente. En nuestro caso el nodo n informa con su cota superior (2, 2)
que hay un camino de mas interés que el que ofrecen ns y n3. En el caso de ny,
su vector de coste no se tiene en cuenta al estar dominado por los costes de ng y
ng.

= Si un sucesor estd dominado por otros sucesores, entonces se pasa al final de la
lista F'A para ser procesado en ultimo lugar, desplazando el resto de elementos
en orden a las primeras posiciones de dicha lista. Es decir, se da preferencia a los
sucesores con costes no dominados frente a los dominados, evitando asi encontrar
soluciones dominadas. Es el caso del nodo nj en la figura el cual, atin siendo
candidato a ser explorado, ya que no estd dominado ni por soluciones previas ni
por la cota superior de n, ofrece un camino de peor calidad que nj, motivo por
el cual se promueve el procesamiento de este tltimo nodo.

» En cualquier otro caso, el nodo se expande usando su coste (posiblemente actua-
lizado), y tomando como cota superior los vectores no dominados de los caminos
pendientes (ver ejemplo de la figura [5.2)).

= Cuando ya no hay nodos pendientes de procesar en la lista F'A, entonces se de-
vuelve hacia el nodo n la informacién de los caminos discontinuados que puedan
servir de interés en reexpansiones futuras. Esta informacion se almacena en el
conjunto Discontinued. Si no hubiera nodos en esta situacion, porque fueran so-
luciones ya encontradas o porque su coste exceda el de soluciones ya encontradas,
entonces el nodo n recibe como actualizacion de su coste el vector oo para que
se autodescarte en la busqueda.

En la seccién [5.2.2] presentamos la resolucién detallada de un problema multiobje-
tivo con el algoritmo Pareto-MO-RBF'S.

5.2.2. Ejemplo de Pareto-MO-RBF'S

Una vez visto el funcionamiento basico del algoritmo Pareto-MO-RBF'S, a conti-
nuacién resolveremos un sencillo problema con dos objetivos. El grafo asociado a este
problema se muestra en la figura [5.4 En cada arco se refleja el coste asociado a la
transicién de un nodo a otro. Asimismo la estimacién de coste para cada nodo es nula,
viene dada por el vector (0,0), el cual es un heuristico trivialmente admisible.

El problema tiene cuatro soluciones, representadas por los nodos 71, 2, v3 ¥ V4.
De ellas, tinicamente los nodos 1 y 4 son éptimos de Pareto. El coste de 72, (5,5),
estd dominado por el coste de 74, (4,5), v el coste de 3, (3,8), estd dominado por el
coste de v1, (3,6).
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Figura 5.4: Problema de ejemplo para Pareto-MO-RBF'S.

En la figura se muestra la situacién inicial del arbol de busqueda. El valor
actualizado del nodo raiz s, FAg, es ﬁ(n) La cota superior, formada por el vector
(00, 0), refleja que, hipotéticamente, no hay ningin camino fuera de esta rama que
sea de interés, lo cual es obvio al no haber nodos por encima de s en el arbol de
busqueda.

Tras expandir el nodo s, se generan y procesan sus sucesores sin un orden particular.
A efectos de este ejemplo, supondremos que la expansiéon se realiza de izquierda a
derecha. Dado que no se ha encontrado todavia ninguna soluciéon y que el nodo n; es
més prometedor que lo que recuerda el nodo s (su cota superior (oo, 0)), el nodo se
expande. Como valor de actualizacion se usa su vector de coste al no haberse realizado
ninguna expansién previa, y como cota superior se usa el conjunto de vectores de coste
no dominados de los caminos susceptibles de ser reexpandidos, bien a través de su
padre s (no hay ninguno, al ser nodo raiz), bien a través de sus hermanos ng y ns.

En la figura se muestra la expansién del nodo n;. El coste de sus sucesores
tampoco se actualiza con la funcién MaxVector, al ser la primera expansién de dicho
nodo. Ambos sucesores, 1 y 2, no estdn dominados por ninguna solucién previa, ya
que el algoritmo todavia no ha localizado ninguna. Sin embargo si estdn dominados
por la cota superior de n;. Esto indica que, aunque estos caminos no se descartan
definitivamente, si es necesario explorar primero otros descartados anteriormente (a
través de ng y mn3). La funcién de coste de np, almacenada en el conjunto F'A, se
actualiza al conjunto de vectores de coste no dominados y discontinuados a través de
ny. Es decir, F A[n1] muestra que a través de dicho nodo se ha profundizado hasta dos
caminos de coste (3,6) y (5,5), y esa informacién la propaga hacia la raiz del arbol, por
si algiin ascendiente de n; considera en algiin momento que interesa la reexpansion.

Tras realizar el backtracking sobre el nodo ni, al tener éste ahora un coste (actuali-
zado) dominado por los nodos na y ng, se pasa al final de la lista F'A para ser evaluado
posteriormente. El siguiente nodo a explorar, tal y como se muestra en la figura [5.5¢
es el nodo ny. Al igual que en el caso de ni, ny se expande, pues no estd dominado
por ninguna solucién ni por la cota superior de n. Al expandirlo, su valor de actuali-
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SOL={} FA_={(0.0)}
C_p(8)= {(e<.o<)}

@ ()

FAIn J={(1.3)} FAn |={(2,2)} FA[n ]={(3,1)}

FA[n]={(1.3)}
C,,,(n,) = no-dominados {(=,),(2,2).(3,1)} = {(2,2).(3,1)}

(a) Paso 1

SoL={} FA_={(0,0}

e C,p(8) = {(e<c)}

FAIn ] ={(1,3)}
C,,(n)={22),31}

sup* 1

@) ()

FA[n,J={(2,2)} FA[n,I={(3,1)}

FALYI={(3.6)} FALY (5,50}
/ /

FA[n,] = no-dominados {(3,6),(5,5)} = {(3.6).(5.5)}

(b) Paso 2

SOL={} FA_={(0,0)}
Cp(8) = {(e<)}

@) ()

FA[N,J={(3,6),(5.5)} FAINJ={(3, 1)}

FAIn ] ={(2,2)}
Csup(nz) = no-dominados {(e<,=<),(3,6),(5,5),(3,1)} = {(3,1)}

(c) Paso 3

Figura 5.5: Resolucién mediante Pareto-MO-RBF'S (1).
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soL={} FA_={(0,0)}

(5 ) Cu® = 1)

®)

FAIn 1={(3,6).(5.5)}

O,

FAIn]={2.2)} FAInJ={(31)}
C,,.(n,) ={@3.1)}

sup* 2

FAYJ={(3.8)}
-

FA[n_] = no-dominados {(3,8)} = {(3,8)}
(a) Paso 4

sOL={} FA, = {(0,0)

5 ]G, f8) = {{==)

- g

g
s (i; [©

FA[n [={{3,6),(5.5)} FNHj ={(3.8)} FAIn ] ={(3,1)}
C_(n,} = no-dominados {{=,e<},(3.6),(5.5)(3.8)}
= {(36)(5.5))

(b) Paso 5

FA_={(0,0)}
C..8) = {(e=}}

FA[n ] ={(3,1)}
C,,(n) ={(3,6).(5.5)}

sup* ¥

@ )

FAIn |={(3,6).(5.5)} FAIn] = {(3.8)}

FA[Y,]={(4.5)} \l
FA[N ] = {(o<,<)}
SOL={(Y,.(4.5)}

(c) Paso 6

Figura 5.6: Resolucién mediante Pareto-MO-RBF'S (2).
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SOL={(Y,.(4.5))} FA ={(0,0)}

C,.p(8) = {le= o)}

FAn,]={(3,6),t5:5)}

@)

FAIn] ={(3.,8)}
FAIn ] ={(3.6)}
C (n1) = no-dominados {(=<,><),(3,8)} = {(3,8)}

sup

(a) Paso 7

FA ={(0,0}

SOL={(Y,.(4.9))}
C_,(8) = {(e=)}

FAIn ] = (3,6)
C,,n) = {38}

T

FAIn J={(3.8)}

FALY 1=((3.6)} FA[Y,]=MaxVector((5,5) {(3,6)})={(5.6)}
FAIn ] = {(e<,<)}
SOL={(Y,.(4,5)).(Y,.(3.6))}

(b) Paso 8

SOL={(Y,.(4,5)).(Y..(3,6
{(Y,.(4.5).(Y,.(3.6))} FA. = 0.0}

Cos) = {(e<, )}

@ X FAIn,] = {(3.8)}
C ;) = {{e< )}
FA[n,] ={(3.8)}

sup
(c) Paso 9

Figura 5.7: Resolucién mediante Pareto-MO-RBF'S (3).
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zacion coincide con su funcién de coste (pues no ha sido expandido previamente) y su
cota superior refleja los mejores caminos pendientes. Dado que los caminos a través de
ny son peores (dominados) que el que refleja ng, la cota superior de ny recuerda este
ultimo camino, de coste (3,1).

La figura muestra la expansién del nodo ns. Su sucesor, 73, con coste (3,8),
ofrece un camino de coste peor que el recordado por n9, aunque no sea descartable
por no haber todavia soluciones localizadas. El vector de coste de nsy se actualiza
convenientemente, con el coste de este camino discontinuado.

Al igual que sucedio con nq, al ofrecer ahora ns con su coste actualizado un camino
peor (dominado) que el alcanzable a través de ng, se pospone el procesamiento de ng,
paséndolo al final de la lista F'A usada en el algoritmo. En la figura se muestra
el tratamiento de ng. De nuevo el nodo se expande, recordando en su cota superior los
mejores caminos todavia disponibles, pero ya con los costes actualizados. En este caso
las mejores opciones son las soluciones alcanzables a través de nq, pues una de ellas,
(3,6), domina a la opcién que ofrece no, (3,8).

En la figura se muestra la expansién del nodo ns. Su sucesor, 74, ofrece un
camino de coste (4,5), el cual no estd dominado por la cota superior de n3. Por ello se
selecciona este nodo para expansién. Dado que es un nodo final, se anade al conjunto
de soluciones ya encontradas, SOL. Al no haber mas opciones de expansién, el nodo 74
actualiza el coste de su padre, n3, con el vector (0o, 00), evitando futuras exploraciones
de este subarbol explorado durante la btisqueda.

Al actualizar el vector de coste de ng al valor (00, ), este nodo ya estaria dominado
por el coste de la primera solucion encontrada, con lo cual se descarta de la exploracién,
tal y como se refleja en la figura[5.7al Ahora contemplamos la reexpansion del nodo n,
pues uno de los caminos que recuerda, el representado por el vector (3,6) tiene todavia
interés para la busqueda. El segundo camino, de coste (5,5), no se contempla, al estar
dominado por la solucién 4. Al expandir n; usamos su vector de coste actualizado,
(3,6), y como cota superior el coste del camino pendiente a través de ng, pues tampoco
estd dominado por ninguna solucién.

La reexpansién de n; se muestra en la figura [5.7b] El nodo 71 no estd dominado
por ninguna solucién previa, y ademas es mas interesante que el recordado por la cota
superior de n, pues lo domina. Es por ello que v; se expande y, al ser nodo solucién,
se anade al conjunto SOL. Al expandir 3, con su vector de coste actualizado, dado
que estd dominado por una solucién ya encontrada, 74, el nodo se descarta. Ambos
sucesores, 1 y 72, devuelven como coste actualizado el vector (0o, 00): en un caso,
~1, por haberse localizado una solucién 6ptima y en otro caso, 72, por haber podado
un camino peor que una solucién ya existente. De cualquier modo, ambos caminos no
deberian ser reexpandidos.

Dado que todos los caminos a través de n; se descartan definitivamente, su vector
de coste toma el valor (co,00) y por lo tanto este nodo también se elimina. En la
figura se muestra el procesamiento del inico nodo pendiente, ns. La cota superior
refleja los mejores caminos pendientes de exploracién. En este caso, ya que los caminos
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a través de nq y n3 ya se han discontinuado definitivamente, esta cota toma el valor
(00, 00). De todos modos, al estar ny dominado por una solucién ya encontrada, 71,
el nodo se descarta, finalizando el proceso de busqueda. Por lo tanto el algoritmo
Pareto-MO-RBFS finaliza, devolviendo el conjunto de soluciones 6ptimas.

5.3. El algoritmo IP-MO-RBFS

En Ia seccién se analizaba Pareto-MO-RBF'S, una variante de RBFS que em-
plea la informacién de todos los caminos pendientes no dominados como cota superior
de expansién. Esta informacion, generalmente multivectorial, debe ser comparada con
vectores de coste de los caminos explorados, para determinar si estos caminos son
susceptibles de seguir siendo explorados o si, por el contrario, se discontinian. Estos
chequeos, que en el caso de Pareto-MO-RBF'S son tests de dominancia, son un factor
determinante en el rendimiento de cualquier algoritmo multiobjetivo. Es por ello que
su reduccion puede conllevar una mejora importante en las prestaciones.

En los algoritmos de profundizacién iterativa mostrados en el Capitulo [4 uno de
ellos, PIDMO A*, mantenia también un conjunto de vectores que representaba la fron-
tera de Pareto asociada a los nodos discontinuados, de modo similar a como funciona
Pareto-MO-RBFS. En el caso de PIDMOA* la frontera (denominada umbral) se cal-
cula para cada iteracién y en el caso de Pareto-MO-RBF'S, la frontera (denominada
cota superior) se calcula para cada nodo.

Para disminuir el nimero de tests de dominancia realizados contra esta frontera, en
el Capitulo 4] presentabamos LEXIDMQOA* e I PID*, sendos algoritmos que reducian
el umbral a un tnico vector, calculado como el mejor lexicogrifico y el punto ideal,
respectivamente, de la frontera de Pareto. En esta seccion proponemos el uso de un
planteamiento similar en la generalizacion de RBF'S al caso multiobjetivo. Dado que el
uso del mejor lexicografico ya ha sido abordado en el algoritmo M OM A*0 (ver seccién
, aplicaremos el concepto de Punto Ideal al coémputo de la cota, dando lugar al
algoritmo I P-MO-RBF'S.

El funcionamiento de IP-MO-RBF'S es similar al de Pareto-MO-RBF'S, con la
excepcion de que la cota superior del primero es el punto ideal de la cota superior
del segundo. En la figura se puede ver un sencillo ejemplo que ilustra este com-
portamiento. Mientras que la cota superior calculada por Pareto-MO-RBFS seria
el conjunto de vectores no dominados {(4,4), (5,3),(3,5)}, IP-MO-RBF'S aplica el
operador punto ideal a este conjunto, resultando en una cota formada por un tnico
vector, (3,3). Ademas los tests de dominancia se sustituyen por tests del tipo estricta-
mente mejor, excepto cuando se compara el coste de un nodo con el de las soluciones
va localizadas.

En la siguiente seccién se realiza una descripcion detallada del algoritmo I P-MO-
RBFS.
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c_ (n)=(4,4)

sup* 1

(y

f(n,)=(5.3) f(n ))=(5.5) f(n )=(3.5)

c,,(n,) = Punto-ldeal {(4,4),(5,3),(5,5).(3,5)} = (3,3)

sup

Figura 5.8: Célculo de la cota superior en IP-MO-RBF'S

5.3.1. Descripcién del algoritmo

En la tabla se muestra el pseudocddigo del algoritmo IP-MO-RBF'S. Tanto
los parametros de la funcién base del algoritmo, IP-MO-RBF'S, como sus valores
iniciales son idénticos a los empleados en el algoritmo Pareto-M O-RBF'S. Debido a la
gran similitud entre Pareto-MO-RBFS e IP-MO-RBF'S, en esta secciéon iinicamente
haremos hincapié en las principales diferencias entre ambos algoritmos. Los conjuntos
SOL y Cyp son los mismos descritos para Pareto-MO-RBF'S en la seccion [5.2.1

Al igual que en Pareto-MO-RBFS, IP-MO-RBF'S descarta definitivamente un
nodo, devolviendo como coste el vector cd, cuando este nodo estd dominado por alguna
solucién. En caso contrario, se comprueba si el nodo es solucién. Un aspecto a tener en
cuenta en I P-MO-RBF'S es que este algoritmo puede localizar soluciones subéptimas
durante el proceso de btisqueda, las cuales seran incluidas en el conjunto SOL. Es por
ello que cuando se localiza un nuevo nodo solucién, se debe comprobar:

= si la nueva solucién encontrada es subéptima, en cuyo caso se descarta.

= si la nueva solucién encontrada domina a alguna de las localizadas previamente
e incluidas en el conjunto SOL. En este caso se procede a purgar este conjunto,
eliminando todos los vectores de coste dominados.

Veremos ejemplos de ambas situaciones en la seccién [5.3.2]

Si el nodo de trabajo no es un nodo solucién, se expande. Al igual que en Pareto-
MO-RBFS, si no tiene hijos, devuelve como coste c0, para evitar posteriores explo-
raciones de esta rama.

Si el nodo n tiene sucesores, genera una lista (F'A), con los costes actualizados. El
calculo del valor de actualizacién se ilustra en la figura La primera vez que se
expande un nodo n, su coste asociado es f (n). En nuestro ejemplo, el coste inicial del
nodo nj es (1,2). Tras generar un subarbol de bisqueda hasta donde indique la cota

superior, los nodos discontinuados (en este caso ns, ng y n4) devuelven sus vectores
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IP-MO-RBFS-base ()
SOL + @
(FA, SOL) <+ IP-MO-RBFS (s, nodomset (H(s)), &0, SOL)
return (SOL)

IP-MO-RBFS (n, FA,, cop, SOL)

Ngor < {f € F(n) | Ac* € Cyo,¢* < f}
IF (Ngo = @)
return (30, SOL)
Ncsup — {fe NSol | Csap « f}
IF (Ncsup = @)
return (Ngo, SOL)
IF (nel)
return (0, nodomset (SOL U {(n,f(n))}))
IF (Sucessors(n) D)
return (30, SOL)
IF (FA, X~ nodomset (F(n)))
For each n; € Sucessors (n)
FA[i] <4 nodomset (F (n;))

ELSE
For each n; € Sucessors (n)
FA[i] ¢ nodomset (UfEnodomset(F(m))Manector(f,FAn))
Discontinued « ¢

LOOP
IF (J,FA[L] = 9)
IF (Discontinued @) return (cd, SOL)
ELSE

Disc2 = {¥ € Discontinued |A(v,¢) € SOL,é < 7}
return (iPoint (Disc2), SOL)
iPsue <+ iPoint (|J,FA[1])
N1, « {f e FA[1] | A(v,&) € SOL, < ©)}
Nl {f € N1, | cap <« )}
IF (Nly = @)
Remove FA[1]
IF (Nls # @)
Discontinued < Discontinued U N1,
ELSE IF (37 € Nlg. | Psuc € V)
iPesup — 1Point ({esp U (U FAL))
IF (30 € Nlge | ipesup < 7)
(FA[1], SOL) < TP-MO-RBFS (n1, Nle, iPesup, SOL)
ELSE
Move FA[l] to the end of FA[]
END LOOP

Tabla 5.3: Algoritmo IP-MO-RBF'S.
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de coste ((5,4), (3,6) y (00, 00) respectivamente) hacia sus antecesores. A diferencia
de Pareto-MO-RBFS, IP-MO-RBF'S actualiza el vector de coste del nodo n; con el
punto ideal de los vectores no dominados de los caminos que acabamos de discontinuar.
Es decir, el coste actualizado del nodo ny contiene informacion acerca de los mejores
valores para cada uno de los objetivos que hemos alcanzado en la exploracién del arbol
de busqueda bajo n;. Estas componentes de coste minimo pueden pertenecer (como
es el caso de nuestro ejemplo) a caminos distintos. El coste minimo para el primer
objetivo se alcanza a través de ng, mientras que para el segundo objetivo se alcanza a
través de ns.

El nodo n; envia este nuevo vector de coste a sus antecesores, lo cual permite
que nodos superiores del arbol (y por propagacién de la informacién mediante la cota
superior, nodos de cualquier rama del drbol), tengan conocimiento de la calidad de los
caminos disponibles a través de n;. Cuando se vuelve a reexpandir nq, traslada este
coste a sus sucesores ny y n3. Estos nodos actualizan su vector de coste empleando
la funcion MazVector ya vista en la seccién tal y como se puede apreciar en la
parte derecha de la figura Esto generard reexpansiones mas directas del subarbol
de bisqueda bajo n;.

En IP-MO-RBF'S, al igual que en Pareto-MO-RBF'S, la lista F'A que contie-
ne los sucesores no estd ordenada, lo cual favorece el rendimiento del algoritmo. Su
funcionamiento bésico, ilustrado en la figura [5.95] es el siguiente:

= Cada elemento de la lista estda asociado a un sucesor del nodo actual y contiene
su vector de coste, el cual se actualizara con la expansiéon de los diferentes nodos
bajo dicho sucesor.

= Siempre se procesan los vectores almacenados en el primer elemento de la lista.

= Cuando los vectores de coste de un sucesor estan dominados por soluciones ya
encontradas, el sucesor se elimina de F'A. Este es el caso del nodo n; en la figura
cuyo coste (7,7) estd dominado por la solucién de coste (6,6).

= Cuando los vectores de coste de un sucesor son estrictamente peores que la cota,
superior (es el caso de los nodos ng y n3), se elimina el nodo de F'A, alimentando
su vector de coste el calculo del punto ideal que servird como nuevo vector de coste
para el padre n. Estos vectores referencian costes de caminos discontinuados, pero
no descartados definitivamente. En nuestro caso el nodo n informa con su cota
superior (3,3) que hay un camino de més interés que el que ofrecen ng y ns.

= Si un sucesor es estrictamente peor que otros sucesores, entonces se pasa al final
de la lista F'A para ser procesado en ultimo lugar. Dados varios nodos sucesores,
se da preferencia a aquellos que son estrictamente mejores que otros. Entre los
mejores no dominados no se establece ningtin tipo de preferencia. En nuestro
ejemplo, el nodo ny, el cual, atin siendo candidato a ser explorado, ya que no esta
dominado por soluciones previas ni es estrictamente peor que la cota superior
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de n, ofrece un camino de peor coste que ny, motivo por el cual se promueve el
procesamiento de este ultimo nodo.

» En cualquier otro caso, el nodo se expande usando por un lado su coste (posible-
mente actualizado), y como cota superior el punto ideal de los vectores de coste
de los caminos pendientes (ver ejemplo de la figura |5.8)).

= Cuando ya no hay nodos pendientes de procesar en la lista F'A, entonces se
devuelve hacia el nodo n la informacién de los caminos discontinuados que puedan
servir de interés en reexpansiones futuras. Esta informacion se almacena en el
conjunto Discontinued. De dicho conjunto I P-MO-RBF'S calcula el punto ideal y
devuelve este vector como nuevo coste de n. Si no hubiera nodos en esta situacién,
porque fueran soluciones ya encontradas o porque su coste exceda el de soluciones
ya encontradas, entonces el nodo n recibe como actualizacién de su coste el vector
(00, 00) para que se autodescarte en la biisqueda.

En la seccién [5.3.2] presentamos la resolucién detallada de un problema multiobje-
tivo con el algoritmo IP-MO-RBF'S.

5.3.2. Ejemplo de IP-MO-RBFS

El problema multiobjetivo a resolver en esta seccién es el mismo que se ha empleado
para Pareto-MO-RBF'S. El grafo se puede consultar en la figura

La situacion inicial, ilustrada en la figura es practicamente idéntica a la ya
vista para Pareto-MO-RBF'S. La unica diferencia es que en este caso, la informacién
relativa a los dos caminos de interés que quedan pendientes a través de ng y nsg no
se almacena de modo independiente (guardando ambos vectores de coste), sino que
se compacta con el calculo del punto ideal para ambos vectores. El vector resultado,
(2,1) le indica al nodo nj que se ha encontrado un camino donde se consigue un coste
2 para el primer objetivo y otro camino (que puede o no ser el mismo) con un coste 1
para el segundo objetivo.

El nodo n; explorara su subarbol de busqueda mientras sea capaz de mejorar o
igualar alguno de los valores fijados. Cuando las ramas exploradas sean estrictamen-
te peores que estos valores minimos, se realizard backtracking para intentar retomar
alguno de los caminos abandonados.

La figura muestra la expansién del nodo n;. Su valor de actualizacion F'A,,
es su vector de coste y su cota superior, el vector calculado anteriormente. Dado que
no se ha encontrado ninguna solucién que pueda dominar este camino, el nodo n; se
expande, generando los nodos v1 y 2. Ambos nodos son estrictamente peores que la
cota superior, (2, 1), con lo cual la biisqueda se discontintia. Ambos nodos informan a
su antecesor del coste de los caminos alcanzados, (3,6) y (5,5). Tras calcular el punto
ideal, el resultado, (3,5), es adoptado por n; como su nuevo vector de coste. Esto
indica que a través de nq el mejor coste conseguido para el primer objetivo es 3 y para
el segundo objetivo 5.
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Cr={7.7}

FAIn J={(3.4)} - (N

FAInJ={(3.4)}  FAInJ={(34)}

(a) Actualizacién de costes mediante F'A,,

C*={(6,6)}
c =(33)

® ﬂ . ®

Punto Ideal —™ (4 4)

FA[]

(b) Gestién del conjunto FA

Figura 5.9: Comportamiento de I P-MO-RBF'S
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SOL={} FA ={(0,0)}

C, (8= ()

®) O,

FAIn J={(1,3)} FAn |={(2,2)} FA[n,I={(3,1)}

FA[n ] ={(1,3)}
¢, (n,) = Punto-Ideal {(e<.<),(2.2).(3,1)} = (2.1)

(a) Paso 1

SOL={} FA ={(0,0)}

c,,(5) = ()

FAIn] = {(1,3)
¢, (n)=(21)
FAInJ={(22)}  FAInJ={(3,1)}

FALY J={(3,6)} FALY J={(5.5)}
~ ~

FA[n ] = Punto-Ideal {(3,6),(5,5)} = {(3,5)}
(b) Paso 2

SoL={} FA ={(0,0)}

,,(5) = (o)

Q) ()

FA[n 1={(3,5)} FAIn |={(3,1)}

FA[n ] ={(2,2)}
c,,,(n,) = Punto-Ideal {(=<,),(3,5).(3,1)} = (3,1)

(c) Paso 3

Figura 5.10: Resolucién mediante IP-MO-RBF'S (1).



124 CAPITULO 5. Nuevos enfoques multiobjetivo basados en RBF'S

SOL={} FA_ ={(0,0)}

., (5)= (=)

FAIn1={(3,5)} FA[n ] ={(2,2)}

c_(n)=(31)

sup

FAIn J={(3,1)}

f(Y,)=(3.8)
SOL={(Y,(3.8))}
FAn ] = {(e<,o<)}
(a) Paso 4

SOL={(Y,.(3.8))} FA ={(0,0}}

¢, (5) = (.50)

@)

FAIn J={(3,5)} FAIn.] ={(3,1)}
csup(na) = Punto-ldeal {(e<,),(3,5)}
=(3.9)
(b) Paso 5
SOL={(Y,.(3.8))}} FA_={(0,0)}

. (5) = ()

FAIn.] = {(3,1)}
c_(n)=(3,5)

sup* 3

Q)

FAIn I={(3,5)}

FAY,J={(4.5)} \l
FAIn ] = {(<,)}
SOL={(Y,.(3,8)).(Y,.(4.5))}

(c) Paso 6

Figura 5.11: Resolucién mediante IP-MO-RBF'S (2).
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SOL={(Y,,(3.8)).(Y,.(4.5))} FA_={(0,0)}

Cyf8) = (%)

FA[n I={(3,5)}

FA[n ] ={(3,5)}
c:sup(n1) = Punto-ldeal {(s<,0¢)} = (oc,o¢)

(a) Paso 7

FAS ={(0,0)}

c,,(5) = ()

SOL={(Y,,(3.8)).(Y,.(4.5))}

FA[n ] ={(3,5)}

C,,,(N,) = (<)

FA[Y 1={(3.6)} FA[YJ=(5.9)

FA[N ] = {(e<, <)}
SOLUTION={(Y,.(4.5)).(Y,.(3,6))}

(b) Paso 8

Figura 5.12: Resolucién mediante IP-MO-RBF'S (3).
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Dado que el vector de coste actualizado de n; es estrictamente peor que alguno
de los nodos pendientes en el arbol (en este caso, estrictamente peor que ny y ns), se
postpone el procesamiento de ni. El procesamiento de no se refleja en la figura
La cota superior de este nodo se calcula de modo andlogo a como se realiz6 para ni,
resultando en el vector (3,1).

La expansion de ns, reflejada en la figura da lugar al nodo s, cuyo coste
es (3,8). Este nodo, atin cuando empeora cualquier otro valor previo para el segundo
objetivo, iguala el mejor valor obtenido para el primer objetivo, 3. Al no ser, por
lo tanto, estrictamente peor que la cota superior, se expande. Como <3 es un nodo
solucién, se anade al conjunto SOL, atin cuando es una soluciéon subdéptima. Sera
necesario descartarla en exploraciones posteriores.

Al no haber nada pendiente de exploracién en la rama actual, el coste de ns se
actualiza a (00, 00), para evitar reexpansiones posteriores. Tras actualizar el coste de
ng, este nodo ya pasa a estar dominado por la solucién que acabamos de encontrar,
con lo cual el nodo se descarta definitivamente, tal y como se refleja en la figura
El nodo ng es el nuevo candidato a ser expandido. Dado que no estd dominado por la
solucién ya localizada, se expande, usando como cota superior la informacién relativa
al inico camino con posibilidades de ser expandido, a través del nodo n;.

La figura muestra la expansién de n3. De modo similar a lo que sucedié con
ng, Se genera su Unico sucesor, 74, el cual no es estrictamente peor que la cota superior
(iguala la calidad del coste para el segundo objetivo, 5), asi que se expande. Al ser
nodo solucién, se afiade al conjunto SOL. Dado que los costes de las dos soluciones
encontradas son no dominados entre si, ambas soluciones se mantienen. Al no haber
més opciones de exploracién a través de ns, éste actualiza su coste a (0o, 00) (valor
devuelto por 74). Debido a esta actualizacién, ns pasa a estar dominado por soluciones
ya encontradas y se descarta.

La tnica opcién pendiente es explorar el nodo n;. Dado que no hay otros caminos
pendientes, su cota superior toma el valor (0o, 00), tal y como podemos ver en la figura
La figura [5.12b] muestra la expansién de nj. Sus sucesores, 71 y 72, calculan
su nuevo vector de coste usando la informacién almacenada en el valor actualizado de
n1, empleando la funciéon MaxzVector de modo similar a lo ya visto para Pareto-M O-
RBFS.

El nodo 1 no estd dominado por ninguna solucién y, obviamente, tampoco es es-
trictamente peor que la cota superior, con lo cual se expande. Al ser nodo solucién, se
anade al conjunto SOL. Este conjunto se purga a continuacion, eliminando soluciones
dominadas, con lo cual desaparece del mismo ~3. En cuanto al nodo v, al estar domi-
nado por el vector de coste de 74, se discontinia también de modo definitivo. El vector
de coste de n; se actualiza a (0o, 00), descartandolo de modo definitivo. Al no haber
mas nodos pendientes de expansién, la busqueda finaliza e IP-MO-RBF'S devuelve
el conjunto de soluciones éptimas.
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Cota supe-
rior

Célculo de la cota

Retroceso

Pareto-MO-RBFS

Un conjun-
to de vecto-
res por cada

Conjunto de vectores no
dominados de las ramas
en las cuales se ha retro-

Si el coste del camino
estd dominado por al-
guno de los vectores de

cuales se ha retrocedi-
do, incluyendo también
los de los hermanos no
expandidos del nodo ac-
tual

nodo cedido, incluyendo tam- | la cota
bién los de los hermanos
no expandidos del nodo
actual
MOM A*0 Un vector | Menor lexicografico de | Si el coste del camino es
cota por | los vectores de coste ac- | peor lexicografico que la
cada nodo tualizados de las ramas | cota
en las cuales se ha retro-
cedido, incluyendo tam-
bién los de los hermanos
no expandidos del nodo
actual
IP-MO-RBFS Un vector | Punto Ideal de los vec- | Si el coste del camino es
cota por | tores de coste actualiza- | estrictamente peor que
cada nodo dos de las ramas en las | la cota

Tabla 5.4: Resumen de algoritmos multiobjetivo exactos depth-first basados en profun-

dizacién iterativa

5.4.

Resumen

En este Capitulo se han mostrado sendas variantes de RBFS para el caso multiob-

jetivo: Pareto-MO-RBFS e IP-MO-RBFS. En la tabla se muestra un pequeno
resumen de las caracteristicas de estos algoritmos, incluyendo ademas la variante lexi-
cografica, MOM A*0, presentada en la seccién [3.6.3]

Al igual que sus homélogos de profundizacién iterativa, estos algoritmos juegan con
el tamano de la frontera de Pareto para intentar disminuir la cantidad de reexpansiones
y tests de dominancia, los cuales son los dos principales factores a tener en cuenta
para evaluar el rendimiento de la biisqueda multiobjetivo de tipo depth-first. Mientras
Pareto-MO-RBFS mantiene una cota multivectorial, IP-MO-RBFS y MOM A*0
mantienen una cota sencilla, formada por un solo vector.
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Esta cota representa la calidad de la buisqueda realizada por ramas del arbol dis-
tintas de la actual. Si a medida que profundizamos en la bisqueda por la rama actual,
los caminos pasan a tener peor calidad que los que estdn pendientes, entonces se recon-
sidera la rama a expandir. En el caso de Pareto-MO-RBF'S, peor calidad implica que
la rama actual estd dominada por la cota; en el caso de IP-MO-RBFS, implica que
la rama actual tiene un coste estrictamente peor que la cota; en el caso de MOM A*0,
implica que la rama actual tiene un coste peor lexicografico que la cota.

Al estar la cota de IP-MO-RBF'S calculada a base de minimos (Punto Ideal)
para cada componente, la profundizaciéon avanza mas lentamente que en el caso de
Pareto-MO-RBFS. Esto hace que la cantidad de reexpansiones de nodos en IP-
MO-RBF'S sea mayor que en Pareto-MO-RBFS. Sin embargo, al mantener la cota
como un vector, el nimero de comparaciones a realizar contra la misma disminuye,
aumentando el rendimiento en este sentido. La evaluacion presentada en el Capitulo
permitirda determinar cual de los dos parametros, reexpansiones o tests de dominancia,
es el dominante en lo que respecta al rendimiento de estos algoritmos.

En el Capitulo [6] analizaremos el tercer gran grupo de algoritmos multiobjetivo
estudiados en esta tesis, los algoritmos secuenciales y los basados en DF-BnB.



Capitulo 6

DF-BnB multiobjetivo y
algoritmos secuenciales

En capitulos anteriores hemos presentado diferentes algoritmos multiobjetivo, tanto
basados en profundizacién iterativa como en buisqueda recursiva best-first multiobjeti-
vo. Tal y como se comentaba en el Capitulo (3 en problemas de biisqueda en arboles
estos algoritmos presentan unos requisitos de memoria lineales con la profundidad del
arbol generado para el proceso de biisqueda, frente a los requisitos exponenciales de al-
goritmos con un enfoque best-first puro. El principal inconveniente de estos algoritmos
es que el niimero de expansiones de nodos es superior al de un algoritmo best-first: mu-
chos de los nodos se generan repetidamente en iteraciones o reexpansiones sucesivas. De
hecho los algoritmos PIDMOA* (seccién y Pareto-MO-RBF'S (seccién |5.2)) tra-
tan precisamente de disminuir esas reexpansiones mediante el tratamiento simultaneo
de los diferentes objetivos del problema.

Existe un tercer gran grupo de algoritmos, los algoritmos secuenciales 6 por fa-
ses, que dividen la biisqueda en una serie de fases, en cada una de las cuales aplican
un algoritmo de bisqueda. En el capitulo [3| se presentaba uno de estos algoritmos,
IDMOA*, que divide la buisqueda en tantas fases como objetivos a considerar tiene
el problema multiobjetivo. En cada una de estas fases aplica IDA* sobre el corres-
pondiente objetivo. Asimismo también se esbozaba una variante de DF-BnB al caso
multiobjetivo, la cual serd definida con detalle en este capitulo.

Los algoritmos vistos en los capitulos {4 y [5| basan su expansion en una cota que
limita la profundizacién en el arbol de busqueda. Existe una tercera aproximacién al uso
de cotas para la busqueda depth-first, la empleada por el algoritmo DF-BnB (Lawler
y Wood, 1966)), el cual destaca por su sencillez y buen rendimiento. En este Capitulo
presentaremos una extensién de DF-BnB al caso multiobjetivo. Esta extension, tanto
desde el punto de vista de algoritmo exacto como de algoritmo aproximado, ya ha sido
considerada anteriormente por otros autores (White, [1982)) (White, |1984) (Bausch,
1992) (Sourd y Spanjaard} 2008)) (Galand et al., 2008)) (Rollon y Larrosal, 2009)) (Galand
et al., [2010) (Buer y Pankratz, 2010) (Delort y Spanjaard, 2013).
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En la seccion comentaremos los aspectos principales del algoritmo DF-BnB.
La seccién muestra una aproximacién ya existente de DF-BnB al caso multiob-
jetivo. Por tltimo, en la seccién mostraremos una extensiéon de DF-BnB al caso
multiobjetivo que permite realizar busquedas en grafos infinitos.

6.1. DF-BnB

Como ya comentamos en el capitulo |3, DF-BnB establece una cota superior para
el coste de una soluciéon 6ptima, la cual se va reduciendo a medida que localizamos
soluciones de mejor calidad. Una vez fijada la cota, se realiza una exploracion depth-
first. Un camino en el arbol de biisqueda seguira expandiéndose mientras su estimacién
de coste no supere la cota; en caso de que si la supere, la bisqueda se discontiniia por
esa rama (acotacién o poda). Si durante la buisqueda se localiza un nodo final v y el
coste para llegar al mismo, f (7), no excede la cota, entonces f (7) se usa como nueva
cota superior durante el resto de la buisqueda. A medida que se van localizando mejores
soluciones, las ramas se podan mas cerca de la raiz, contribuyendo a una importante
disminucién en el nimero de nodos generados.

Aunque DF-BnB tiene un consumo de memoria lineal con la profundidad del arbol,
puede expandir, al igual que la bisqueda depth-first, mas nodos que una bisqueda del
tipo best-first. Como ya hemos comentado anteriormente, por ejemplo en el caso de la
profundizacién iterativa este exceso de nodos se debe a reexpansiones. En el caso de
DF-BnB no hay ninguna reexpansion, ya que cada rama se recorre una unica vez. El
problema viene dado por la calidad de la cota inicial, puesto que si dicha cota no es
Optima, es posible que DF-BnB expanda ramas que lleven a soluciones subdptimas o
que sencillamente no lleven a solucién alguna y tengan coste superior al de la solucién
Optima.

La versién basica del algoritmo no incluye ningin tipo de cota inicial, sino que
expande las ramas hasta encontrar una soluciéon cualquiera. El coste de esta primera
soluciéon es el que si se usard como cota tentativa mientras no se localicen mejores
soluciones. Esta version plantea un problema con problemas representados por grafos
6 arboles infinitos, pues es posible que el algoritmo no sea completo, es decir, DF-BnB
puede no encontrar ninguna solucién y no finalizar ain habiendo soluciones.

La calidad de la cota inicial es clave para el rendimiento de DF-BnB. Si la cota es
demasiado baja, podria ser incluso inferior al coste 6ptimo de la solucién, con lo cual
el algoritmo finaliza pero no encuentra soluciones al problema. Si la cota es demasiado
alta, DF-BnB expandird ramas que conducen a nodos y soluciones de calidad baja,
convergiendo mas lentamente a la soluciéon 6ptima.

Se han realizado andlisis de los casos en los cuales interesa emplear un enfoque DF-
BnB 6 un enfoque iterative-deepening en problemas con un tnico objetivo (Vempaty
et al., 1991)) (Zhang y Korf, [1995). La conclusién es que en problemas con una alta
densidad de soluciones se debe aplicar un enfoque DF-BnB. Esto se debe a que a mayor
nimero de soluciones hay una mayor probabilidad de realizar podas. Por el contrario,
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MO-DF-BnB (n, SOLUTION)

Generate all children of n: ny,ng,...,Ng
FOR (1 from 1 to k)
NdomSol « {fe€ F(n;) | #A¢e SOLUTION,Z< f}

IF (NdomSol # @) THEN
IF (n; is a goal node) THEN
SOLUTION < nodomset (SOLUTION U NdomSol)
ELSE
MO-DF-BnB (n;, SOLUTION)

Tabla 6.1: Algoritmo MO-DF-BnB

cuando la densidad de soluciones es baja, la profundizacion iterativa es mas eficiente
que DF-BnB, ya que a éste ultimo se le hace mas dificil localizar soluciones, y por
tanto no puede podar con tanta frecuencia.

6.2. DF-BnB Multiobjetivo

El algoritmo DF-BnB puede ser facilmente generalizado al caso multiobjetivo. Esta
generalizacién, que denominaremos MO-DF-BnB (MultiObjective Depth-first Branch
€ Bound), realiza una bisqueda de tipo depth-first expandiendo cada uno de los ca-
minos en el arbol de busqueda hasta que localiza un nodo final, el cual, obviamente,
no tiene por qué ser 6ptimo. Este nodo y su vector de coste se anaden al conjunto
de soluciones tentativo SOLUTION, y el vector de coste pasa a ser la primera cota
superior, reanudando la exploraciéon del drbol. Esta cota, en el caso multiobjetivo, ya
no serd un escalar, sino un conjunto de vectores, concretamente los vectores de coste
no dominados de todas las soluciones encontradas hasta ahora.

Si el camino que se estd explorando tiene un coste dominado por alguna de las
soluciones ya localizadas, entonces dicho camino no podra conducir a un éptimo de
Pareto (asumimos costes no negativos en los arcos del grafo tal y como se indica en
, y por lo tanto la rama se poda. Si se localiza un nuevo nodo final ;, se compara
igualmente su estimacién de coste f (7:), contra el conjunto SOLUTION. En caso de
estar dominado por algin vector de coste del mismo, la solucién se descarta; en caso
contrario (la solucién no estd dominada por ninguna de las ya encontradas), se anade
el par (v, f (7i)) al conjunto SOLUTION, eliminando del conjunto aquellos vectores
dominados por la soluciéon que acabamos de encontrar.

En cualquier caso, lo que contiene SOLUTION en todo momento es informacién
de nodos solucién, éptimos 6 subdéptimos, que emplea simultdneamente como cota.
Cuando el algoritmo finaliza, el algoritmo MO-DF-BnB devuelve el conjunto C* con
todas las soluciones 6ptimas del problema.

La Tabla muestra el pseudocédigo de MO-DF-BnB basado en el algoritmo escalar
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incluido en (Zhang y Korf, 1995). La llamada inicial del algoritmo es MO-DF-BnB
(s,2), siendo s el estado inicial. La funcién nd(X) recibe como pardmetro un conjunto
de vectores X y devuelve un subconjunto de X con todos los vectores no dominados
entre si. F'(n;) denota el conjunto de vectores de estimacién de coste no dominados
asociados al nodo n;, definidos como f(n;) = §(n;) + h(n;), donde h(n;) € H(n;). El
vector g(n;) denota el coste del camino que el algoritmo esta explorando actualmen-
te desde el nodo inicial sy hasta n;, y H(n;) el conjunto de vectores heuristicos no
dominados del nodo n;.

6.2.1. Ejemplo de DF-BnB Multiobjetivo

En la figura se muestra un espacio de estados en forma de drbol que incluye
4 nodos solucién, dos de los cuales (y2 y 73) son 6ptimos de Pareto. Suponiendo
que la expansiéon del arbol se realiza de izquierda a derecha, el algoritmo DF-BnB
multiobjetivo genera todas las ramas completas (hasta llegar a un nodo hoja) mientras
no encuentre un nodo solucién, tal y como se puede apreciar en la figura En
nuestro caso el primer camino solucién localizado lleva a -1, con un coste (5,5). A
partir de este momento, dicho coste le sirve de cota para ir podando las sucesivas
ramas exploradas, hasta que localiza alguna otra solucion. Esta situacién se da en los
nodos ns y ne; no asi en el nodo ng, al no estar su vector de coste, (2,2), dominado
por la cota actual.

Cuando DF-BnB multiobjetivo localiza el nodo o (ﬁgura, el cual es un 6ptimo
de Pareto, su coste domina al de la solucién 71, con lo cual esta primera solucién es
descartada al igual que su vector de coste. Ademads, el vector de coste 5 se incorpora al
conjunto C*. Siguiendo con la expansion del arbol, el algoritmo localiza la solucién 3
(figura , también 6ptimo de Pareto, afiadiéndola por tanto a C*. Como se puede
apreciar, el conjunto C* actiia en todo momento como cota superior multivectorial
para la expansién. En la generacion de la dltima rama del drbol (figura , el coste
del nodo n3 estd dominado por el vector (3,4) asociado a 72, con lo cual esta rama se
poda, descartando todo el subarbol correspondiente.

En el ejemplo se puede apreciar que DF-BnB multiobjetivo puede localizar y tra-
bajar con soluciones subdéptimas, aunque posteriormente las descarta a favor de otras
soluciones mejores (y posiblemente 6ptimas) a medida que las va localizando duran-
te la exploracién del arbol de busqueda. Dependiendo de como estén distribuidas las
soluciones en el arbol de busqueda, las podas que realice DF-BnB multiobjetivo ten-
dran mayor o menor eficiencia. Por ejemplo, si las soluciones estan ordenadas en orden
creciente de optimalidad y la exploracion del arbol se hace en este mismo orden, la
cantidad de podas realizadas serd pequena en comparacién a una situacién en la cual
se localicen 6ptimos de Pareto en las etapas iniciales del algoritmo.

Suponiendo que tratamos con arboles finitos, costes positivos minimos y no nu-
los en todos los objetivos para los arcos y funciones heuristicas admisibles, es trivial
comprobar que en estos casos el algoritmo MO-DF-BnB es completo y 6ptimo. Sin em-
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f(n,)=(1,1) f(n,)=(4,4) f(n,)=(4,4)

My
®» ®» @ (J@
a(Y)=(55) a(Y)=(3.4)  o(Y)=(7.3)
f(n )=1(n)=K(n )=(6.6)

(a) Espacio de estados

\

g(v,)=(5.9)
C*={(5,9)}
(b) Etapa 1 de la bisqueda

A

Q (0

g(Y,)=(3,4)

C={(3.4)}
(c) Etapa 2 de la bisqueda

Figura 6.1: Bisqueda multiobjetivo con DF-BnB multiobjetivo (1)
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7

@ g @ ()
)=(7.3)

a(yY,)=(7,3

/s
C*={(3.4).(7,3)}
(a) Etapa 3 de la btsqueda

0 @ @ f(n,)=(4.4)

@ My (M ®)
C'={(3.4).(7.3)

(b) Etapa 4 de la biisqueda

Figura 6.2: Buisqueda multiobjetivo con DF-BnB multiobjetivo (2)
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Subdrbol infinito
sin nodos solucid

Figura 6.3: Patologia de DF-BnB en grafos infinitos

bargo, si DF-BnB multiobjetivo, al igual que DF-BnB para un tnico objetivo, tuviera
que lidiar con un espacio de estados infinito es posible que el algoritmo no finalizase,
dado que es posible que no llegue a encontrar una primera solucién que le sirva de cota
superior inicial.

Esta situacién se daria en el drbol ejemplo de la figura suponiendo que DF-
BnB multiobjetivo expande el arbol de izquierda a derecha. En este caso el algoritmo,
al no disponer de una cota inicial, es incapaz de abandonar la exploracién de la primera
rama a través del nodo ni, y por tanto no finalizaria nunca. Por el contrario, si DF-
BnB multiobjetivo realizara la expansién de derecha a izquierda, el algoritmo acabaria,
devolviendo todos los 6ptimos de Pareto. En la siguiente seccién mostramos como
solventar esta situacién realizando la bisqueda en dos fases, una para localizar una
cota inicial y otra para recuperar la frontera de Pareto.

6.3. DF-BnB Multiobjetivo en grafos infinitos

Como se comentara en detalle en el Capitulo|8] las pruebas realizadas para evaluar
los diferentes algoritmos objeto de esta tesis incluyen tanto arboles finitos como infini-
tos. Este ultimo tipo de problemas no son directamente resolubles por MO-DF-BnB,
por lo cual se ha optado por emplear un algoritmo hibrido en dos fases, en la primera de
las cuales, mediante el uso de un algoritmo completo, se localiza una primera solucién,
la cual servird de cota superior para la segunda fase, en la cual se emplea el algorit-
mo MO-DF-BnB. El algoritmo candidato para la primera fase es cualquier algoritmo,
tanto multiobjetivo como para un objetivo, que sea completo cuando trabaja con es-
pacios de estados infinitos. Los algoritmos que emplean cota para la profundizacién
(BID, IDA*, RBFS, IDMOA*, PIDMOA* o IPID*), convenientemente adaptados
para devolver una unica solucién, son alternativas claras para fijar la cota inicial de

MO-DF-BnB.

Obviamente no es necesario ejecutar completamente los algoritmos anteriores para
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IPID-1* (G, s, T)
SOLUTION <+ @; ThresholdSet <« H(s)
WHILE (ThresholdSet #@) A (SOLUTION = @)
threshold + iPoint (ThresholdSet)
(ThresholdSet, SOLUTION) <+ DFS (s, threghold, SOLUTION)
return (SOLUTION)

DFS (n,currgntTh, SOLUTION)
NdomTh < {f € F(n) | ~(currentTh < f)}
IF (NdomTh = @) THEN return (NdomSol,SOLUTION) ;
IF (n €' ) THEN
SOLUTION + SOLUTION U {(n, f(n))}
return (@, SOLUTION)
ELSE
ThresholdDFS <+ @
sucessors < expand_node (n)
FOR each suc in sucessors DO
(ThresholdRT, SOLUTION) + DFS (suc, currentTh, SOLUTION)
IF (SOLUTION +# @) THEN
return (@, SOLUTION)
ThresholdDFS < nodomset (ThresholdDFS U ThresholdRT)
return (ThresholdDFS, SOLUTION)

Tabla 6.2: Algoritmo I PID-1*

obtener una solucion inicial que sirva de cota a MO-DF-BnB, asi que se han reescrito
para que devuelvan dnicamente la primera solucion que encuentren. Como ejemplo,
vemos en la siguiente tabla [6.2] el pseudocddigo del algoritmo IPID-1*, una variante
de IPID* que devuelve la primera solucion que localiza.

Por lo tanto es necesario incluir una llamada adicional al algoritmo IPID-1* y
con el resultado, la primera solucién localizada por este algoritmo (la cual puede ser
subdéptima segun lo visto), invocar a MO-DF-BnB, tal y como podemos ver en el
algoritmo base de la Tabla

Es necesario destacar que el rendimiento del algoritmo MO-DF-BnB deberia ser

MO-DF-BnB-base (G,s)
cota = TPID-1* (G,s,I')
IF (cota)
MO-DF-BnB (s, cota)

Tabla 6.3: Algoritmo MO-DF-BnB-base
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mejor cuanta mas calidad tenga la soluciéon que se le proporciona como cota inicial,
tanto en el caso escalar como en el multiobjetivo. En el caso de los algoritmos de
profundizacién iterativa que pueden alimentar a MO-DF-BnB con una solucién inicial,
tanto IDMOA* como I PID* pueden devolver temporalmente soluciones suboptimas,
mientras que todas las soluciones que localiza PIDMOA* son 6ptimas (ver ejemplos
del Capitulo {4 y propiedades de los algoritmos en el Capitulo . Por lo tanto, en
cuanto a calidad de la cota inicial, el candidato seria PIDMOA*. De todos modos se
hace necesario un estudio detallado de la calidad de esta cota y el coste temporal para
su obtencién.

No se pueden descartar tampoco enfoques tales como obtener una solucién inicial
usando el algoritmo IDA* (Korf, 1985al) sobre uno de los objetivos del problema.
De todos modos, aunque IDA* es éptimo para el caso de un objetivo, no tenemos
asegurado que la soluciéon obtenida con esta opcién serd un O6ptimo de Pareto. Por
ejemplo, en el problema podria haber dos soluciones v; y 72 con vectores de coste
f(yl) = 4,7y f(*yl) = (4,6). Si utilizamos IDA* sobre el primer objetivo y el
algoritmo localiza en primera instancia el nodo 7, entonces devuelve una cota (4,7), de
la cual podemos asegurar que tiene el valor minimo para el objetivo considerado, pero
no podemos asegurar que sea un 6ptimo de Pareto. De modo similar, otras opciones
como BID 6 RBFS, deben contemplarse también en los analisis de rendimiento.

6.4. Resumen

En este Capitulo hemos presentado sendas versiones simplificadas del algoritmo
DF-BnB que permite trabajar con espacios de estados finitos e infinitos respectivamen-
te. Para el ultimo caso, el algoritmo se alimenta inicialmente de una cota proporcionada
por un algoritmo completo, lo cual le permite asegurar su terminacién.

A modo de resumen, las principales similitudes y diferencias entre los enfoques de
profundizacién iterativa (ID) y los enfoques DF-BnB son las siguientes:

= Los algoritmos de profundizacion iterativa utilizan una cota superior que delimita
el subespacio de soluciones explorado durante cada iteracion, avanzando dicha
cota paulatinamente hacia los éptimos de Pareto. Por otro lado los algoritmos
DF-BnB usan una cota superior del Frente de Pareto, la cual se va ajustando a
medida que se van localizando soluciones de mejor calidad.

= Los algoritmos de profundizacién iterativa generan sobrecarga computacional
debida a la reexpansion de nodos en las diferentes iteraciones. Ademés algunos
pueden expandir caminos subéptimos (IDMOA* e I[PID*, perono PIDMOA™).
DF-BnB expande los nodos una tnica vez, pero también puede explorar ramas
que conducen a soluciones subéptimas.

De igual modo, las principales similitudes y diferencias entre los enfoques de bis-
queda recursiva best-first y los enfoques DF-BnB son las siguientes:
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= Los algoritmos basados en RBFS utilizan una cota superior de expansién que
es local, es decir, calculada para cada nodo, y que determina la calidad de los
caminos disponibles por las ramas diferentes de la actual. Si durante la bisqueda
se excede dicha cota, los algoritmos realizan backtracking y retoman otra rama
mas prometedora. Por otro lado los algoritmos DF-BnB usan una cota superior
de tipo global, que viene dada por el conjunto de soluciones localizadas.

= Los algoritmos basados en RBFS generan sobrecarga computacional debida a la
reexpansion de nodos y al calculo de cotas. Ademas, en el caso de IP-MO-RBF'S,
puede expandir caminos suboptimos. DF-BnB expande los nodos una tnica vez,
pero también puede explorar ramas que conducen a soluciones subdptimas.

El otro algoritmo secuencial contemplado en este trabajo, IDMOA*, ya fue conve-
nientemente analizado en los capitulos 3]y [d Serfa posible construir otros algoritmos
secuenciales similares, empleando por ejemplo RBFS para cada una de las fases (ob-
jetivos). De todos modos los resultados obtenidos en los experimentos presentados en
el capitulo [§ no permiten suponer unos resultados prometedores.

Hasta donde alcanza nuestra investigacién, no nos consta que se haya realizado
ningan estudio sistemético de rendimiento que involucre de modo general a algoritmos
multiobjetivo depth-first. En el Capitulo [§] realizaremos una evaluacién detallada de
todos los algoritmos comentados, tanto sobre drboles finitos como infinitos, analizando
ademas los parametros de rendimiento idéneos para su correcta interpretacion.



Capitulo 7

Analisis formal de los algoritmos

En los Capitulos anteriores presentamos nuevos algoritmos para la busqueda mul-
tiobjetivo. En este capitulo formalizaremos algunas de las propiedades de estos algorit-
mos, concretamente su completitud y su admisibilidad. Es decir, demostraremos que
estos algoritmos siempre terminan, independientemente de si el problema tiene un es-
pacio de estados finito o infinito, y que ademas, cuando acaban devuelven siempre el
conjunto completo de soluciones 6ptimas C*.

En el caso de algunos algoritmos, como PIDMOA*, LEXIDMOA* o Pareto-
MO-RBFS, también demostraremos un resultado muy importante para su funciona-
miento, y es el hecho de que inicamente localizan soluciones 6éptimas. En ningin caso
estos algoritmos anadiran al conjunto SOLUTION, ni siquiera de modo temporal, una
solucién subdptima, lo que le permite evitar tests de dominancia extra para mantener
SOLUTION como un conjunto de vectores no dominados.

La estructura del capitulo es la siguiente. En primer lugar en la seccién se
presentardn una serie de supuestos que se deben cumplir para la demostracién de las
diferentes propiedades. A continuacién, en la seccién se presentan una serie de
consideraciones y resultados generales empleados en diferentes demostraciones. Las
secciones y [7.7] demuestran las propiedades de completitud y admisibi-
lidad para los algoritmos PIDMOA*, LEXIDMOA*, IPID*, Pareto-MO-RBFS e
I1P-MO-RBF'S respectivamente, asi como el hecho de que algunos de ellos inicamente
localizan 6ptimos de Pareto durante el proceso de busqueda.

7.1. Supuestos

Para conseguir que los algoritmos sean completos y 6ptimos es necesario establecer
una serie de supuestos de partida, por lo demas bastante habituales en la gran mayo-
ria de problemas reales susceptibles de resolverse con busqueda multiobjetivo. Estos
supuestos son los siguientes:

1. El grafo que representa el problema a resolver es conexo y el factor de rami-
ficacion estd acotado. Si el problema estuviera representado por varios grafos

139



140 CAPITULO 7. Analisis formal de los algoritmos

inconexos y el estado inicial y algin estado éptimo de Pareto no coexistieran en
el mismo subgrafo, los algoritmos no serian éptimos, pues no habria modo de
conseguir un camino valido entre ambos nodos. Por otro lado, al acotar el factor
de ramificacion, éste no puede ser infinito y por lo tanto eliminamos el problema
de incompletitud por no poder explorar todas las ramas de un nodo.

2. Existe por lo menos una solucion o estado final (también denominado estado o
nodo meta), es decir, I' # @. No es un supuesto estrictamente necesario para el
caso de espacios de estados finitos, puesto que si no hubiera nodos finales, los
algoritmos devolverian un conjunto de soluciones vacio.

3. Para cada objetivo i existe un coste positivo minimo €; tal que para todos los cos-
tes de arista € entre dos nodos se cumple que Vi 0 < g; < ¢;. Con este supuesto
el coste de un camino explorado en el drbol de buisqueda serd estrictamente cre-
ciente para cualquiera de los objetivos, es decir, el pasar de un nodo n a un
sucesor cualquiera incrementa el coste del camino para todos los objetivos. Con
esto evitamos que pueda haber caminos cuyo coste asociado a las aristas sea el
vector 0, va que esto puede generar caminos infinitos que no estan dominados por
ningtn vector de los conjuntos SOLUTION y Threshold, es decir, incompletitud
de los algoritmos.

4. Los valores heuristicos por cualquiera de los caminos P* que conducen a un nodo
final son todos no negativos.

5. La funcion heuristica multiobjetivo H(n) es admisible. Una funcién heuristica
multiobjetivo H(n) es admisible si para cada camino P* = (s,n1, ...,ni,Nit+1,
Yk)s Y& € I' (caminos que conducen a un nodo final) y cada subcamino P =
(s,n1, ...,n;) incluido en P*, existe un vector heuristico heH (n;) que verifica
G(P¥)+h < §(P*). Esta condicién de admisibilidad del heuristico es basica para
asegurar la optimalidad de muchos algoritmos de bisqueda heuristica, tales como
A*

De los supuestos 2]y B]se deduce directamente que el conjunto de éptimos de Pareto
(soluciones no dominadas) es no vacio y finito.

7.2. Consideraciones generales

Dado un camino P cualquiera a un nodo meta, P = (s,ny,...,n,...,ng,7), la
estimacién de coste de un subcamino P’ de P, P’ = (s,n1,...,n;) C P viene dada por
F(PY) = {§(P") + h(n;) Vh(n;) € H(n;)}. Dado que n; puede conducir a diferentes
nodos meta, es posible que tenga varios vectores de estimacién de coste admisibles, es
decir, | H(n;) |> 1, con lo cual la estimacién de coste de P’ puede estar formada por
varios vectores. Sin embargo, dado que por definicién H(y) = {0}, F(P) esta formado
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por un tnico vector, F(P) = {F(P)+h(v)} = {§(7)}. Por simplicidad denominaremos
también a este vector de coste f(P).
A efectos de nomenclatura, dado un camino P = (s,nq,...,ny) consideraremos

F(P) = F(ny), donde g(ny) es el coste de alcanzar el nodo ny a través del camino P.

Lema 7.2.1. Para todo camino P = (s,n1,...,n;,...,nk,7) y cada subcamino P! =

(s,n1,...,n;) C P, se verifica que 3f € F(PY)/f =< f(P).

Demostracién. Por definicion, F(PY) = {gG(n;) + h(n;) h(n;) € H(ny)} y F(v) =

|
{7(7) + h(7)} = {3(7)}. Dado que H(y) = {0}, F(P) = {j(P)}. Sea P = P'P",
con P" = (nj,niy1,...,7). Como H(n;) es admisible (supuesto , entonces Jh €

H(n;) [/ §(P')+h=gP")+gP)=gP)=f(P) O
Lema 7.2.2. Sea P* = (s,n1,...,ni,...,ng,7y) un camino de coste dptimo g(P*) y
P un subcamino de P*, P = (s,n1,...,n;) C P. Para cualquier camino P' a un nodo

meta de coste & no necesariamente éptimo se cumple que 3f € F(P)/(f < &)V (f ~ @).

Demostracion. Dado que P* es un camino de coste éptimo, entonces se cumple que

o bien f(P*) = g(P*) < ¢ o bien f(P*) ~ ¢. Por el lema sabemos que 3f €
F(PY)/f = f(P*), con lo cual 3f € F(P)/(f 28V (f ~&). O

7.3. Propiedades de PIDMOA*

Lema 7.3.1. Para cada iteracion i y cada vector t; 1 € Threshold;,,, existe un vector
t; € Threshold; tal que t; < t_;qu.

Demostracion. La demostracién es trivial a partir del pseudocéddigo del algoritmo
PIDMOA*. Un vector se anade al conjunto Threshold de la siguiente iteracion solo
cuando estd dominado por otro vector del conjunto Threshold de la iteracién actual. O

Lema 7.3.2. En un niumero finito de iteraciones el valor de todas las componentes de
coste de cada uno de los vectores del umbral de PIDMOA* crece estrictamente.

Demostracion. El enunciado plantea la imposibilidad de que alguno de los vectores del
umbral usado por PIDMOA* no crezca estrictamente en alguna de las componentes
de coste. Supongamos que puede haber alguna componente del umbral que no crezca
(ejemplo de la figura para dos objetivos). En este ejemplo tenemos una secuencia
infinita de umbrales que tinicamente crece en la segunda componente de coste, lo cual
conlleva que no se localiza el camino 6ptimo a ~y con coste (1,¢’). Ademas, el algoritmo
PIDMOA* no finalizaria.

Sin embargo esta situacion solo es posible con un factor de ramificaciéon infinito,
lo cual contradice el supuesto [I] de factor de ramificacién acotado. Asimismo, por el
supuesto 3, al expandir un nodo, los vectores de coste de sus sucesores crecen estric-
tamente en todas sus componentes. Dado que son estos vectores los que se tendran en
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Figura 7.1: Crecimiento del threshold en una componente.

cuenta para el computo de los umbrales de las siguientes iteraciones, estos umbrales
creceran también de modo estricto en todas sus componentes.
O

Lema 7.3.3. Dada una iteracion cualquiera del algoritmo PIDMOA*, con umbral
Threshold, dicha iteracion siempre termina.

Demostracion. Segun el pseudocddigo del algoritmo PIDMOA* (tablajd.1)), una itera-
cién del algoritmo termina cuando se discontintian cada uno de los caminos de biisqueda
explorados, lo cual sucede si se da alguno de los siguientes casos:

» Sien la rama explorada se localiza un nodo sin sucesores (solucién o no).

= Kl coste del camino estd dominado por alguno de los vectores que forman el
umbral.

Dado que la discontinuidad en el primer caso es trivial, inicamente es necesario
demostrar que para todo camino P explorado en la iteracién actual y para el cual no se
localice un nodo sin sucesores, todos sus vectores de coste (F(P)) estardn dominados
por algtin vector del umbral Threshold en un nimero finito de pasos, con lo cual la
iteracién termina. . B

Sea Lz = méx{[%tlh[l]}}, ce [%’Zl[k]}’}}wﬁ € Threshold, donde k es el ni-
mero de objetivos considerados, €; los costes minimos positivos para cada componente
i del vector de coste (supuesto [3)) y t71[z] son las componentes i-ésimas de cada uno de
los vectores th que forman el umbral actual.

Dado un camino cualquiera P en el arbol de busqueda, tenemos asegurado que
al llegar a la profundidad (L + 1) en dicho camino, el coste del camino P’ C P
generado, §(P’), estard dominado por cualquier vector th del umbral. Esto se debe a
que a profundidad (Lmasz + 1), §(P)[i] > (Lmaez + 1) X &;.

Dado que Lpge > [N i = 1.k Vth € Threshold, (Lmas + 1) >
[%fh[l]}]v{ﬁ € Threshold y por lo tanto ((Lmaz + 1) X &) > max{thli]} Vth €
Threshold. Es decir, §(P)[i] > méx{th[i]},Vi = 1,...,k Vth € Threshold, y por lo
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tanto th < g(P). Como las estimaciones heuristicas para cualquier nodo son no nega-
tivas (supuesto [4)), también se verifica que Vf € F(P),Vi,méx{th[i]} < fli] Vth €
Threshold y por lo tanto Vf € F(P),th < f, y la busqueda se discontinta en el camino
P.

O

Lema 7.3.4. PIDMOA* encuentra cada solucion no dominada P* en un nidmero
finito de pasos.

Demostracion. Supongamos que PIDMO A* no localiza una soluciéon no dominada P*
de coste g(P*). Por el lema sabemos que VP! C P* 3f € F(P)/f < §(P*). Sea
¢ el coste de un camino solucién cualquiera P’ localizado por PIDMOA*. Por el lema
7.2.2 se cumple que 3f € F(P))/(f =)V (f ~ ).

Por lo tanto cualquier subcamino de P* nunca sera discontinuado por estar domi-
nado por alguna solucién localizada por PIDMOA*. La exploraciéon de P* s6lo puede
discontinuarse si el coste de este camino estd dominado por algin vector del umbral.
Ya que siempre hay un subcamino P C P* con algiin vector de coste no dominado por
ningtn vector del umbral actual antes de que P* se encuentre, la bisqueda no puede
terminar sin encontrar P*.

La tnica posibilidad es que haya una exploracién infinita de caminos antes de
alcanzar un umbral que incluya el vector g(P*). Sin embargo, al existir un coste minimo
€; por cada componente de coste, s6lo puede haber un nimero finito de umbrales no

dominados por g(P*) y, por los lemas[7.3.1} [7.3.2| y [7.3.3| se exploran en tiempo finito.
O

Teorema 7.3.1. Si existe solucién, entonces PIDMOA* es admisible.

Demostracion. Unicamente es necesario demostrar que PIDMOA* termina si hay
solucién, puesto que el lema[7.3.4 muestra que PIDMOA* localiza todas las soluciones
Optimas. Para ello es suficiente con demostrar que hay un niimero finito de caminos no
dominados por estas soluciones éptimas.

Sea finar = (1, cx), i = méx{ f(n)lil, .., fo)lil} V(v3, f(75)) € SOLUTION,
con j =1,...,n. Es decir, fihq contiene el mayor valor para cada componente de cos-
te de los diferentes 6ptimos de Pareto. Por el supuesto [2] tenemos garantizado que al
menos habra una solucién. B

Sea Lygs = méx{{max{th[l}w [%}W}} Vth € Threshold, ya definido
en la prueba del lema m Tenemos asegurado que en un maximo de (Lyjqe + 1)
expansiones cualquier camino estard dominado for fmax, y por lo tanto por cualquier
solucién 6ptima. Por el lema[7.3.3] todas las iteraciones terminan, y por los lemas
y sabemos que los vectores del umbral crecen estrictamente en un nimero finito
de pasos. Por ello también lo hard la profundidad de los caminos explorados, hasta
un méximo de (Ljpq: + 1) expansiones, discontinudndose todos los caminos abiertos
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(al estar dominados por alguna solucién) y quedar vacio el umbral de la siguiente
iteraciom. O

Lema 7.3.5. PIDMOA* no localiza soluciones dominadas.

Demostracion. Supongamos que existe una solucién éptima P* y otra solucién subdp-

— —

tima P’ tal que f(P*) < f(P’). Si PIDMOA* hubiera localizado P*, entonces P’
nunca se incluird en el conjunto SOLUTION, ya que el algoritmo PIDMOA* (tabla
, antes de expandir un camino, comprueba si estd dominado por alguna solucién
ya localizada, en cuyo caso descarta dicho camino. Supongamos que PIDMOA* ha
localizado la solucién subéptima P’, pero no la 6ptima P*. Entonces,

vt € Threshold, P' ~iV P' <t (7.1)

Pero si PIDMOA* no ha localizado P*, entonces existe un vector umbral ¢ €
Threshold tal que t < f(P*) As{ que existe un vector umbral ¢ € Threshold tal que
¥'< f(P*) < f(P*), lo cual contradice la ecuacién O

7.4. Propiedades de LEXIDMOA*

Dado un conjunto de vectores X = {z1,...,z,}, el menor lexicografico de dicho
conjunto es el vector x; tal que x; <jep 5,5, 1 < j <mn,i# j.

Lema 7.4.1. Sean dos vectores Z,y € R?. Se verifica que:
T Liex ¥ Y <tex T (7.2)

Lema 7.4.2. Sean dos vectores Z,y € R?. Se verifica que:
FRG=>T<jea § (7.3)

Los dos lemas anteriores se demuestran de modo trivial a partir de las definiciones
de dominancia y de orden lexicografico (ver Capitulo . Asimismo se deduce clara-
mente que el menor lexicografico de un conjunto de vectores es un vector no dominado
en dicho conjunto.

Lema 7.4.3. Para todo camino P = (s,n1,...,n4,...,nk,7) y cada subcamino P' =
(s,n1,...,n;) C P, se verifica que 3f € F(P)/f <ie f(P).

Demostracién. Por el lema [7.2.1| se cumple que 3f € F(P?)/f < f(P). Combinando
este resultado con el lema se cumple que f <lex f (P). O

Lema 7.4.4. Para cada iteracion i > 1, el umbral de dicha iteracion es mejor lexico-
grdafico que el de la iteracion siguiente, es decir, threshold; <lex th'f‘e;holdi+1. Por lo
tanto cada nueva iteracion explora al menos un camino nuevo respecto a la iteracion
anterior.
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Demostracion. Por construccién del algoritmo LEXTDMOA*, durante la iteracién ¢
los tnicos vectores de coste que se usan para el computo del umbral de la siguien-
te iteracion (th’f'@gholdi_l,_l) son aquellos para los cuales el umbral de la iteracién i
(thregholdi) es menor lexicografico. Dado que el umbral thregholdiH siempre serd
uno de estos vectores (el menor lexicografico), el resultado es trivial. O

Lema 7.4.5. En un numero finito de iteraciones el valor de todas las componentes de
coste del vector umbral de LEXIDMQOA* crece estrictamente.

Demostracion. El enunciado plantea la imposibilidad de que el umbral no crezca estric-
tamente en alguna de las componentes de coste. Supongamos que puede haber alguna
componente del umbral que no crezca (ejemplo de la figura para dos objetivos). En
este ejemplo tenemos una secuencia infinita de umbrales que tGnicamente crece en la
segunda componente de coste, lo cual conlleva que no se localiza el camino éptimo a
v con coste (1, ). Ademads, el algoritmo LEXTIDMO A* no finalizarfa.

Sin embargo esta situacion solo es posible con un factor de ramificacién infinito,
lo cual contradice el supuesto [I] de factor de ramificacién acotado. Asimismo, por el
supuesto [3, al expandir un nodo, los vectores de coste de sus sucesores crecen estric-
tamente en todas sus componentes. Dado que son estos vectores los que se tendran en
cuenta para el computo de los umbrales de las siguientes iteraciones, estos umbrales
creceran también de modo estricto en todas sus componentes.

O

Lema 7.4.6. Dada una iteracion cualquiera del algoritmo LEXIDMQOA*, con umbral
th = (e1,...,ck), dicha iteracion siempre termina.

Demostracion. Segun el pseudocddigo del algoritmo LEXTDMOA* (tabla [4.2)), una
iteracién del algoritmo termina cuando se discontiniian cada uno de los caminos de
buisqueda explorados, lo cual sucede si se da alguno de los siguientes casos:

= Si en la rama explorada se localiza un nodo sin sucesores (solucién o no).

= Kl coste del camino es peor lexicografico que el umbral.

Dado que la discontinuidad en el primer caso es trivial, inicamente es necesario
demostrar que para todo camino P explorado en la iteracién actual y para el cual
no se localice un nodo sin sucesores, todos sus vectores de coste (F'(P)) seran peores
lexicograficos que el umbral th en un ntimero finito de pasos, con lo cual la iteracién
termina.

Sea Ligr = max{[Z],..., [g—i]}, donde k es el nimero de objetivos considerados,
g; los costes minimos positivos para cada componente ¢ del vector de coste (supuesto
y ¢; las componentes de coste del umbral actual.

Dado un camino cualquiera P en el arbol de busqueda, tenemos asegurado que
al llegar a la profundidad (L. + 1) en dicho camino, el coste del camino P’ C
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P generado, g(P'), serd peor lexicografico que el umbral th. Esto se debe a que a
profundidad (Lpae + 1), §(P)[i] > (Limaz + 1) X &;.
Dado que Lyqz > [z—ﬂ,Vz =1,...,k, (Limaz +1) > [g—ﬂ y por lo tanto ((Lmaz +
1) X &;) > ¢;. Es decir, §(P)[i] > ¢;,¥i =1,...,k, y por lo tanto th < §(P). Como las
estimaciones heuristicas para cualquier nodo son no negativas (supuesto , también
se verifica que Vf € F(P),Vi,c; < fli] y por lo tanto Vf € F(P),th < f. Por el lema
deducimos que V f € F(P), th <ie f, y por lo tanto la bisqueda se discontinia
en el camino P.
O

Lema 7.4.7. LEXIDMOA* encuentra cada soluciéon no dominada P* en un nimero

finito de pasos.

Demostracion. Supongamos que LE X I D MO A* no localiza una solucién no dominada
P* de coste g(P*). Por el lemasabemos que VP! C P* 3f e F(P)/f = §(P*).
Sea ¢ el coste de un camino solucién cualquiera P’ localizado por LEXIDMOA*. Por
el lema [7.2.2| se cumple que 3f € F(P)/(f <)V (f ~ ).

Por lo tanto cualquier subcamino de P* nunca sera discontinuado por estar domi-
nado por alguna solucién localizada por LEXIDMOA*. La exploracién de P* sélo
puede discontinuarse porque el coste de este camino sea peor lexicografico que el um-
bral. Ya que siempre hay un subcamino P’ C P* con algin vector de coste mejor
lexicografico o igual que el umbral antes de que P* se encuentre (ver lema , la
btsqueda no puede terminar sin encontrar P*.

La tnica posibilidad es que haya una exploracion infinita de caminos antes de al-
canzar el umbral th = g(P*). Sin embargo, al existir un coste minimo &; por cada
componente de coste, s6lo puede haber un nimero finito de umbrales mejores lexico-

graficos que g(P*) y, por los lemas [7.4.4] [7.4.5| y [7.4.6| se exploran en tiempo finito.
O

Teorema 7.4.1. Si existe solucion, entonces LEXIDMOA* es admisible.

Demostracién. Unicamente es necesario demostrar que LEXIDMOA* termina si hay
solucién, puesto que el lema muestra que LEXTDMQOA* localiza todas las so-
luciones Optimas. Para ello es suficiente con demostrar que hay un nimero finito de
caminos no dominados por estas soluciones éptimas.

Sea finar = (¢t c), i = méx{ f(n)li], .., f)lil} V(35, f(75)) € SOLUTION,
con j =1,...,n. Es decir, f,,q, contiene el mayor valor para cada componente de cos-
te de los diferentes 6ptimos de Pareto. Por el supuesto [2] tenemos garantizado que al
menos habra una solucion.

Sea Ly = max{[],..., (;—ﬂ}, ya definido en la prueba del lema |7.4.6, Tene-
mos asegurado que en un maximo de (Ly,q, + 1) expansiones cualquier camino estara
dominado for fmaz, y por lo tanto por cualquier solucién 6ptima. Por el lema [7.4.6
todas las iteraciones terminan, y por los lemas[7.4.4]y sabemos que los umbrales
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crecen de modo lexicografico y, en un nimero finito de iteraciones avanzan en todas las
componentes de coste. Por ello, al crecer el umbral, también lo hara la profundidad de
los caminos explorados, hasta un méximo de (L4, + 1) expansiones, discontinudndose
todos los caminos abiertos (al estar dominados por alguna solucién) y quedar vacio el
umbral de la siguiente iteracién. O

Corolario 7.4.1. Cuando LEXIDMOA* encuentra una solucion P*, el umbral de
la iteracion actual, t_ﬁ, verifica que th = g(P*).

Demostracion. Si LEXIDMOA* localiza la solucién P*, entonces el camino ha sido
expandido. Esto sélo es posible si th £iex G(P*). Por lo tanto, o bien G(P*) <jep th
0 bien G(P*) = th. El caso §(P*) <jes th no es posible, ya que entonces G(P*) se
hubiera seleccionado como umbral en alguna iteracién anterior, en la cual habria sido
localizada la soluciéon P*. Por lo tanto la tnica posibilidad es que g(P*) = th. O

Lema 7.4.8. LEXIDMOA* no localiza soluciones dominadas.

Demostracién. Sea P’ una solucién dominada por una solucién 6ptima P*,i.e., §(P*) <
g(P') = §(P*) <iex G(P').

Por el lemay el corolario P* se encontrard antes que P’, y por lo tanto,
una vez encontrada la solucién P*, la buisqueda a lo largo de P’ se discontinuard en
todas las iteraciones. O

7.5. Propiedades de IPID*

Lema 7.5.1. Para cada iteracion , t_ﬁi < t_ﬁiH.

Demostracion. Supongamos que sucede lo contrario, es decir, existe una componente j
tal que t7Li+1 [7] < th; [7]- Sin embargo t_fLZ-H es el punto ideal del conjunto T que contiene
los vectores de coste de todos los nodos en los que la bisqueda fue discontinuada en
el paso i. Por definicién de IPID*, para cada vector t € T y cada componente j
tenemos t]5] > thy[j] y por lo tanto thiy1[j] > thi[j], 1o cual es una contradiccién. Por
consiguiente t?u < t?li_i_l.

Ademés, por definicién de la relacién estrictamente mejor, este resultado nos per-
mite asegurar que de una iteracion a la siguiente, todas las componentes del vector
umbral crecen estrictamente. O

Lema 7.5.2. Dada una iteracion cualquiera del algoritmo IPID*, con umbral t_]:L,
dicha iteracién siempre termina.

Demostracion. Segun el pseudocddigo del algoritmo I PID* (tabla[4.3]), una iteracién
del algoritmo termina cuando se discontintian cada uno de los caminos de busqueda
explorados, lo cual sucede si se da alguno de los siguientes casos:
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» Si en la rama explorada se localiza un nodo sin sucesores (solucién o no).

= El vector umbral es estrictamente mejor que cualquiera de los vectores de coste
del camino considerado.

Dado que la discontinuidad en el primer caso es trivial, inicamente es necesario
demostrar que para todo camino P explorado en la iteracién actual y para el cual no se
localice un nodo sin sucesores, todos sus vectores de coste (F'(P)) serdn estrictamente
peores que el umbral th en un ntmero finito de pasos, con lo cual la iteracién termina.

Sea Limqgy = max{[£],...,[25]}, donde k es el nimero de objetivos considerados,
g; los costes minimos positivos para cada componente i del vector de coste (supuesto
y ¢; es la componente i-ésima del umbral actual.

Dado un camino cualquiera P en el arbol de busqueda, tenemos asegurado que
al llegar a la profundidad (L. + 1) en dicho camino, el coste del camino P’ C P
generado, §(P’), serd estrictamente peor que el vector umbral th. Esto se debe a que
a profundidad (Lyaez + 1), §(P)[] > (Lmaz + 1) X &;.

Dado que Lqz > (%1,\1@ =1,...,k, (Limaz +1) > [g—ﬂ y por lo tanto ((Lmaz +
1) x ;) > ¢;. Bs decir, §(P)[i] > ¢;,¥i=1,...,k, y por lo tanto th < §(P). Como las
estimaciones heuristicas para cualquier nodo son no negativas (supuesto , también se
verifica que Vf € F(P),Vi,¢; < fli] y por lo tanto Vf € F(P),th < f, y la btisqueda
se discontintia en el camino P.

O

Lema 7.5.3. IPID* encuentra cada solucion no dominada P* en un nidmero finito
de pasos.

Demostracion. Supongamos que I PID* no localiza una solucién no dominada P* de
coste g(P*). Por el lema @ sabemos que VP! C P* 3f € F(P))/f < §(P*). Sca @
el coste de un camino solucién cualquiera P’ localizado por IPID*. Por el lema
se cumple que 3f € F(PY)/(f < &)V (f ~ o).

Por lo tanto cualquier subcamino de P* nunca serd discontinuado por estar do-

minado por alguna solucién localizada por I PID*. La exploracién de P* s6lo puede
discontinuarse porque el coste de este camino sea estrictamente peor que el umbral.
Supongamos que I PID* finaliza sin encontrar la solucién P*. Sea t?zfmal el umbral
de la 1dltima iteracién. Si la buisqueda se ha discontinuado en un subcamino P’ C P*,
entonces V f € F(P ),t?zfmal < f Pero entonces I PID* usaria estos vectores en el
calculo del punto ideal que servira de umbral en la siguiente iteracion; asi que dicho
conjunto no estd vacio e IPID* no deberia haber finalizado su ejecucion.

La tnica posibilidad de que no se encuentre P* es que haya un ntmero infinito de
umbrales estrictamente mejores que g(P*). Sin embargo, esto no es posible al existir un
coste minimo &; por cada componente de coste; el nimero de umbrales estrictamente
mejores que §(P*) es finito y, por los lemas y m se exploran en tiempo finito.

O
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Teorema 7.5.1. Si existe solucion, entonces IPID* es admisible.

Demostracion. Unicamente es necesario demostrar que I PID* termina si hay solucién,
puesto que el lema [7.5.3| muestra que I PID* localiza todas las soluciones 6ptimas.

Para ello es suficiente con demostrar que hay un niimero finito de caminos no domi-
nados por estas soluciones éptimas. Sea fmm = (c1,...,cx), donde cada componentes
¢; toma el valor ¢; = méax{f(y)[il,--.. f()[i]} V(’yj,f('yj)) € SOLUTION,j =
1,...,n. Es decir, fmm contiene el mayor valor para cada componente de coste de
los diferentes 6ptimos de Pareto. Por el supuesto [2] tenemos garantizado que al menos
habra una solucién.

Sea Lyqe = max{[£],..., (;—:1 }, va definido en la prueba del lema Tenemos
asegurado que en un maximo de (L, + 1) expansiones cualquier camino estard do-
minado for fmax, y por lo tanto por cualquier solucién 6ptima. Por el lema todas
las iteraciones terminan, y por los lemas y sabemos que los umbrales crecen
estrictamente en todas las componentes de coste. Por ello, al crecer el umbral, también
lo hara la profundidad de los caminos explorados, hasta un méaximo de (L. + 1) ex-
pansiones, discontinudndose todos los caminos abiertos (al estar dominados por alguna
solucién) y quedar vacio el umbral de la siguiente iteracion. O

7.6. Propiedades de Pareto-MO-RBF'S

Antes de demostrar la completitud y admisibilidad del algoritmo Pareto-M O-
RBF'S definiremos los siguientes términos, analogamente a los definidos por (Korf,
1993):

= Los conjuntos SOL y Csy son los mismos descritos para Pareto-MO-RBF'S e
IP-MO-RBF'S en la seccién 5.2.11

» T(n,Ceyp, SOL) es el subarbol bajo el nodo n formado por nodos interiores y
nodos frontera. Sea F(n) el conjunto {f = G(n) + h | h € H(n)}. Los nodos
interiores n’ son aquellos que tienen al menos un vector de coste f € F(n') no
dominado por ningin vector del conjunto (Csyp U Cyp). Los nodos frontera m
son aquellos que verifican que Vf € F(m),37 € (Coup U Cso1) | U < f. Ademés
ningin sucesor de un nodo frontera forma parte del arbol, y todos los sucesores
de un nodo interior estan en el arbol.

» D(n, Coyp, SOL) es la profundidad maxima del arbol T'(n, Csyp, SOL).

» PF(n,Cgyp, SOL) es la frontera de Pareto del arbol T'(n, Cgyp, SOL), es decir, el
conjunto de vectores de los conjuntos F'(n) no dominados entre si de los nodos
frontera del arbol T'(n, Cgyp, SOL) tal que no son dominados por ningin vector
de Csol'

= Un nodo abierto es aquel que ha sido generado al menos una vez, pero no ha sido
expandido.
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» OD(n) es el conjunto de vectores de coste no dominados (la frontera de Pareto)
de todos los nodos abiertos descendientes de n.

» ON(n) es el conjunto de vectores de coste no dominados (la frontera de Pareto)
de todos los nodos abiertos no descendientes de n.

Lema 7.6.1. Todas las llamadas Pareto-MO-RBFS (n, FA,, Csp, SOL) cumplen
que Elfe FA, | AV € (Csup U Cs1), T < f

Demostracion. Para la llamada inicial se cumple de modo trivial, pues Cg,, = {0}
y FA, = nodomset(H(s)). Consideremos un nodo n’ sucesor de n, y una llamada
Pareto-MO-RBFS (n', F A, Cy,,, SOL’) recursiva desde Pareto-MO-RBFS (n, F Ay,
Csup, SOL). La propiedad se cumple por construccién de los valores del conjunto F'A’
(conjunto Nls.) v Copp = Coup U (U;z FAfI]). Del conjunto N1, se han eliminado
todos los vectores dominados por algun vector de Csy y Csyp. Ademds, al haber sido
seleccionado el nodo para expansién, sabemos que en FA’ existe al menos un vector

U € Nsye, y por lo tanto no dominado por [J;,; F'A]. O

Lema 7.6.2. Si Cyyp es finito y T(n,Ceyp, SOL) no contiene ningin nodo solu-
cion, entonces la llamada Pareto-MO-RBFS (n, FA,, Csy, SOL) explora el drbol
T(n,Csyp, SOL) y devuelve, ademds del propio conjunto SOL:

= 0O si todas las ramas exploradas terminan sin sucesores o si son dominadas por

s

el coste de alguna solucion en Cysy o de algin vector en la cota superior Cgyp, 6

» PF(n,Cgyp, SOL) en otro caso.

Demostracion. Por el supuesto (3} si el conjunto (Csyp, U Cypp) tiene al menos un vector
finito en todas sus componentes, entonces el arbol T'(n, Csyp, SOL) es finito, ya que
tenemos asegurado que en un numero finito de pasos, cualquier camino explorado
tendrd un coste dominado estrictamente por cualquier vector del conjunto Cy,, U Csyy-

Sea Liae = méx{[%?"[ll}w, ceey (%ﬁ‘;[k]}” Vcsj € Cgyp, donde k es el ni-
mero de objetivos considerados, ¢; los costes minimos positivos para cada componente
i del vector de coste (supuesto |3|) y ¢3;[i] las componentes i-ésimas de cada uno de los
vectores ¢5; que forman la cota superior Cy,,. Dado un camino cualquiera P en el subér-
bol explorado, tenemos asegurado que al llegar a la profundidad (Lye. + 1) en dicho
camino, el coste del mismo, g(P), estard dominado por cualquier vector ¢3; de la cota
superior. Esto se debe a que a profundidad (Lyaz +1), Vi G(P)[i] > (Lmaz +1) X &;.

Dado que T'(n,Cgyp, SOL) es finito, también lo serd la profundidad méaxima de
dicho arbol, es decir, D(n, Csyp, SOL).

Demostraremos el lema por induccién sobre la profundidad maxima del arbol con-
siderado, T'(n, Csyp, SOL), el cual es finito.

Caso base. En el caso base, D(n, Cgyp, SOL) = 0, n es el tnico nodo del 4rbol, no
llegdndose a explorar ninguno de sus hijos. Esto implica que la llamada Pareto-MO-
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RBFS (n, FA,, Cs,p, SOL) finaliza en alguna de las cuatro primeras comprobaciones
realizadas en la funcién Pareto-MO-RBFS.

En la primera comprobacién, si Vf € F (n),3c* € Cyy | ¢ < f, entonces el algorit-
mo devuelve .

Si por el contrario existen vectores de coste f € F(n) no dominados por el coste
de ninguna solucién, y dichos vectores (almacenados en la variable Ngy) estan todos
dominados por algiin vector de la cota superior, es decir, V f € Nyoi, 36 € Coyyp | €< f,
entonces la llamada devuelve precisamente PF(n,Cgyp, SOL).

La tercera comprobaciéon no es aplicable, al suponer que en el arbol explorado no
existe ninguna solucién. En la cuarta comprobacién, si el nodo considerado no tiene
sucesores, entonces la llamada devuelve cd. Por lo tanto el lema se verifica para un
arbol de profundidad cero.

Hipdtesis de induccion. Por hipétesis de induccion, suponemos que para toda lla-
mada Pareto-MO-RBFS (n, FA,, Csyp, SOL) donde D(n,Cgyp, SOL) < k el lema se
cumple.

Paso de induccion. Supongamos una llamada Pareto-MO-RBFS (n, FA,, Csup,
SOL) que cumple las condiciones y D(n,Cgyp, SOL) = k + 1. Todas las llamadas
recursivas a Pareto-MO-RBFS (n;, FAy,, Csup,, SOL), con n; € Sucessors(n), van a

cumplir la propiedad, ya que Ciyp, = nodomset(Csyp U (U;z; FAn;)) v, por lo tanto, si

j#i
un vector ¥ estd dominado por algtn vector de Cly, entoncjes también estard dominado
por algin vector de Clyp, .

Es decir, T'(n;, Csyp;, SOL) es un subarbol de T'(n,Cgyp, SOL) y por lo tanto
D(n;, Csyp,, SOL) < D(n, Cgyp, SOL). Como n; es hijo directo de ny D(n, Cgyp, SOL) =
k + 1, entonces tenemos que D(n;, Coyp,, SOL) < k.

Por el lema sabemos que en FA[1] = N1, existe al menos un vector indife-
rente con F'H = |J;; FA[i] (la frontera de Pareto definida por los hermanos del nodo
considerado), y no dominado por Cj,, (la frontera de Pareto definida por los nodos no
descendientes del nodo considerado) ni Cy,. Ademés sabemos que todos los vectores
devueltos por la llamada Pareto-MO-RBFS (n', F A, Cq,,,
por C’ sup U FH.

sup —

SOL) estaran dominados

Pasaremos a demostrar que en cada llamada el conjunto Ngy., definido como
nodomset(lJ; FA[i]), progresa o avanza de algin modo. Sea A; el (hiper)area domi-
nada por Cgyp U Ngye, y que define la frontera de la buisqueda antes de la llamada.
Sea Aj el (hiper)area dominada por Cs,, U F'H. Los nuevos vectores de F'A[1], FA[1]',
devueltos por la llamada recursiva, estaran dominados por Cy,, U F'H. Puesto que
Ngye = nodomset(FA[1] U FH), tenemos que Ay C Aj.

= Supongamos que para algin vector f € (FA[1) N Ngye), f ¢ FH. Este caso,
representado en la figura muestra como el vector sustituido en f € F All],
dominado por la cota superior actual, es sustituido por otro al cual domina (en
el caso de un heuristico monétono) o incluso por otro vector indiferente con f
(en el caso de un heuristico no monétono). De cualquier modo, tal y como se



152 CAPITULO 7. Analisis formal de los algoritmos

refleja en la figura, el drea dominada se reduce y por lo tanto Ay C A1, con lo
cual la frontera avanza.

= Supongamos ahora que para algtin vector f € (FA[1] N Nyye), f € FH. Es el
caso representado en la figura [7.2b] donde el nodo expandido n; tiene un vector
de coste igual al de su hermano b3. En este caso, aunque el vector de coste de
n1 avance estrictamente en al menos una de sus componentes, moviéndose al
area descartada, al emplearse también el coste del nodo bg para calcular la cota
superior, ésta permanece invariante, y por lo tanto Ay = A;p, si bien f ya no
formard parte de F'A[1]. Al haber un factor de ramificaciéon acotado, el nodo
expandido tendrd un ntimero finito m de hermanos. Cada vez que se expanda un
hermano, el valor f desaparecerd de su conjunto F'A, y en un nimero finito m
de tales llamadas volveremos a tener en el peor caso nuevamente Ay C Aj.

Por tanto, la secuencia de valores de Ng,. (la frontera de Pareto definida por los
sucesores de n) es mondtona no decreciente, y en un nimero finito de pasos sera domi-
nada por Cj,p y la llamada terminara. En el conjunto F'A se han introducido vectores
que empeoran estrictamente el valor de alguna de sus componentes con respecto al
conjunto de vectores previo. Dado que el conjunto Cy,, permanece invariante entre
llamadas, y dado que existe un coste minimo por componente (supuesto , habra un
numero finito de llamadas antes de que todo vector del conjunto F'A esté dominado
por algin vector de la cota superior original, Cy,,, momento en el cual la llamada
actual finaliza, devolviendo PF(n;, Cgyp, SOL).

En este punto estd demostrado que para todo nodo n; sucesor de n, la llamada
Pareto-MO-RBFS (n;, FA,,, Ceup,, SOL) devuelve PF(n;, Cgyp,, SOL) en un nimero
finito de pasos. Ahora es necesario demostrar que la consideracién de las fronteras de
Pareto devueltas por todos los sucesores de n hace que se cumpla la propiedad para la
llamada Pareto-MO-RBFS (n, FA,, Csyp, SOL).

Pero esto es trivial, puesto que al no haber solucién en el arbol T'(n, Cgyp, SOL),
todos los sucesores de n se expanden en la tltima llamada con Csyp, = Csyp y exploran
T'(n;, Csyp, SOL), devolviendo PF(n;, Cgyp, SOL). Pero el conjunto no dominado de
Un, PF(ni, Csup, SOL),n; € Sucessors(n) es, por definicién, PF(n, Csyp, SOL). O

Lema 7.6.3. Para toda llamada Pareto-MO-RBFS (n, FA,, Ceyp, SOL) se cumplen
las siguientes propz'edadesﬂ:

» FA, <1 OD(n).

» Coup X1 ON(n).

1Tal y como se comentaba en el Capitulo|5] se emplea la notacién @ <z b para denotar la expresion

- -,

(@ 2 b)V (@~ b). Asimismo aplicaremos las operaciones habituales sobre vectores (~, <, <X, K, ¥,
=<r) a conjuntos, de tal modo que A op B denota Va € A,Yb € B,d op b
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P O Cota superior
1 O Hermanos n_
® FA[n]

» O Muevo FA[n J

10 |-

(a) Actualizacién del conjunto FA (caso 1)

) D Hermanos |'|'
® FAn]
O Nuevo FA[n ]

Q Cota superior

e ' |77 hrea descartada

(b) Actualizacién del conjunto FA (caso 2)

Figura 7.2: Actualizacion del conjunto FA en Pareto-MO-RBFS.
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Demostracion. El lema se demuestra por induccién sobre la profundidad del arbol
explorado bajo el nodo raiz.

Caso base. A profundidad cero, n = r, donde r es el nodo raiz del arbol de busque-
da. En la llamada inicial F'A,, = nodomset(H(r)) = nodomset(F(r)) y Csyp = {30}.
El tnico nodo abierto es n = r, con lo cual OD(r) = nodomset(F(r)) = FA,, ve-
rificdindose de modo trivial la primera propiedad. Dado que ON(n) = @, se puede
considerar correcta también la segunda propiedad.

Hipdtesis de induccion. Se asume que se verifican las propiedades para toda llamada
Pareto-MO-RBFS (n, FA,, Cg,, SOL), con el nodo n a profundidad k.

Paso de induccion. Sea una llamada Pareto-MO-RBFS (n', FAy, CY,,, SOL),
donde el nodo n’ se encuentra a profundidad k + 1. Sea n el padre de n/'.

Si el nodo n no se ha expandido previamente, entonces OD(n) = nodomset(F(n)).
Por hipétesis de induccién, F A, =r OD(n), y por lo tanto F'A,, <; nodomset(F(n)).
En ese caso el valor inicial de F A, es nodomset(F(n')). Dado que n no ha si-
do expandido, tampoco lo ha sido ninguno de sus sucesores, con lo cual OD(n’) =
nodomset(F(n')), y por lo tanto F'A,, = OD(n’), verificando F'A,, <y OD(n').

Si el nodo n ya ha sido expandido previamente, entonces existen dos posibilidades:

= Si el sucesor n’ no ha sido expandido, entonces OD(n’) = nodomset(F (n')).

= Si el sucesor n’ ha sido expandido previamente, entonces n’ es un nodo interior del
arbol mas grande explorado bajo n, y por definicion de nodo interior se cumple
que F(n’) < OD(n'). En efecto, ambos nodos n y n’ fueron expandidos en la
tltima llamada. En dicha llamada, por el lema [7.6.2] sabemos que el padre n
devolvié PF(n,Csyp, SOL), es decir, OD(n), mientras que su hijo n’ devolvid
PF(n',Cy,,, SOL), es decir, OD(n'). Pero por dicho lema sabemos también que
esta frontera OD(n') avanza hacia vectores dominados o indiferentes, con lo cual
F(n') 21 OD(n').

Es decir, tanto si n’ ha sido expandido como si no, se cumple que nodomset(F(n')) <
OD(n'). Ademés, como n ya ha sido expandido, por hipdtesis de induccién tenemos
que F A, <1 OD(n). Pero por el lema sabemos que el drbol explorado por n’ es
un subdrbol del explorado por su padre n, y OD(n’) es un subconjunto de OD(n), con
lo cual FA,, <y OD(n/).

Los valores iniciales para el conjunto FA, pueden ser nodomset(F(n’)) o bien
U Ferm) MazVector( f, FA,). En ambos casos se cumple la primera propiedad, puesto
que:

» Sea F'A,, = nodomset(F(n')). Dado que nodomset(F(n')) < OD(n’), entonces
tenemos que FA,, < OD(n').

» Sea FA, = Uferm) MazVector(f, FA,). Tenemos que FA, <; OD(n) (por
hipétesis de inducciéon) y FA, <; OD(n') (ya que OD(n') C OD(n)). Ade-
més sabemos que nodomset(F(n')) < OD(n'). Sean & € OD(n/), fi € FA, |
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(fi 2 OV (fi ~77),y fo € nodomset(F(n')) | fo = 7. Entonces el vector
M = max(fi, f2) verifica que (11 < ¥)V (11 ~ ¥), y por lo tanto F A, <; OD(n).

En resumen, para los valores iniciales de F' A, se cumple FA,, <; OD(n').

Veamos ahora si la primera propiedad se cumple para los valores F'A,,; obtenidos
mediante las llamadas recursivas. En una llamada recursiva sobre un hijo n’ hecha
durante la llamada Pareto-MO-RBFS (n, FA,, Csyp,, SOL), por el lema sa-
bemos que el valor F'A[1] (es decir, F'A,/) se actualiza a PF(n’,Cy,,, SOL), siendo
T(n',Cy,,, SOL) el subérbol explorado durante dicha llamada recursiva sobre n'.

Sea T(n',Cs,SOL) el mayor subéarbol explorado bajo n’ durante las diferentes
llamadas recursivas. Los nodos frontera de este arbol son los descendientes abiertos de
n',y PF(n',Cs, SOL) es el conjunto de vectores no dominados de dicho érbol, es decir,
OD(n'). Sea T'(n', Cy,,,, SOL) el 1ltimo arbol explorado bajo n/, en cualquier caso se
cumple entre ambos arboles que T'(n/,C"%, ,SOL) C T'(n/,Cs, SOL):

sup?

« Si T(n,CL,,,SOL) =T(n',Cs, SOL) (dltima expansion de n'), entonces se ve-

sup?
rifica que FA,, = PF(n',Cy,,, SOL) = PF(n/,Cs, SOL) = OD(n').
= Si T(n/,CY,,, SOL) C T(n',Cs,SOL), entonces, debido a la progresién de la

frontera analizada en el lema C!
PF(n/,C!

sup?

up =<1 Cs y por lo tanto, como FA,, =
SOL)yOD(n') = PF(n/,Cs,SOL), se cample que FA,, <; OD(n’).

Es decir, para cualquier llamada recursiva sobre n’, F'A,, <; OD(n'), con lo cual
queda demostrado que F'A,; <y OD(n') para cualquier valor de F A, durante una
llamada Pareto-MO-RBFS (n, FA,, Cg,p, SOL) sobre su padre n. Pasamos ahora a
demostrar la segunda propiedad de este lema: Cy,p, <7 ON(n).

Sea una llamada recursiva Pareto-MO-RBFS (n', FA,:, C!

sup> SOL), FA[1] (que es
FA,/) cumple que para un hermano cualquiera m’ de n’, F A, <; FA,,, debido a las
operaciones de seleccién y filtrado que realiza el algoritmo previamente a la expansién
de n'.

Por construccién de la cota superior en las llamadas recursivas, sabemos que Cf,,, =

nodomset(Cyp U (Uyy F'Any)) y, por lo tanto C’;up =1 Csup. Ademés, por hipotesis de

induccién tenemos que Csyp, =1 ON(n), con lo cual se cumple que Cgup =<7 ON(n).

También por construcciéon tenemos que Cgup = nodomset(Csyp U (U, FAm)) v,

por lo tanto C;up <1 FA,,/. Ademas, al haber demostrado ya la primera propiedad del
lema, tenemos que F'A,,, <; OD(m'), y por lo tanto se cumple que Chup 21 OD(m’)
para todo hermano m’ de n’.

El conjunto de nodos abiertos no descendientes de n’, ON(n') estd formado por la
unién de los nodos abiertos que no son descendientes de su padre n (siendo ON(n)
el conjunto de sus vectores de coste no dominados) y los nodos abiertos descendientes
de los hermanos m’ de n’ (siendo |J,,, OD(m’) el conjunto de sus vectores de coste no
dominados). Es decir, ON(n') = ON(n) U (U,,, OD(m’)). En consecuencia, dado que

Cl.,, 31 ON(n)y CL,, =<5 OD(m’), se verifica también la segunda propiedad del lema.

sup sup
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O

Lema 7.6.4. Cuando se expande un nodo n mediante una llamada Pareto-MO-RBFS
(n, FA,, Csyp, SOL), se verifica que Vf € FA,, AT € (OD(n)UON(n))|7< f. Es
decir, Pareto-MO-RBFS expande los nodos en orden best — first multiobjetivo.

Demostracién. Supongamos la expansién de un nodo n’ mediante la llamada Pareto-
MO-RBFS (n', FAy, Cg,,, SOL). Antes de expandirlo, se comprueba que F'A,; <;
Ciup- Ademis, por el lema sabemos que Cy,,, <1 ON(n/), y por lo tanto F'A, <1
ON(n').

Por otra parte, el valor inicial del conjunto F'A,s es, o bien nodomset(F(n')) o
bien UfeF(n’) Maa:Vector(f, FA,), donde n es el padre de n’. En consecuencia, el
valor inicial de F'A, verifica que F'(n') X F'A,. Ademés, por construccién de CY,,,,
tenemos garantizado que F'A, ~ Cg,,. Dado que la llamada Pareto-MO-RBFS (n/,
FA,, C’;up, SOL) devuelve un conjunto de vectores FA”fn-s dominados estrictamente
por Cfyp, (Chup < FAy ), tenemos que F'A, <1 FA,; 'y, por lo tanto F(n') = F'Ay
para toda actualizacién de F'A,; en una llamada recursiva.

Ademas, por el lema [7.6.3] sabemos que F'A,, <1 OD(n) y, por lo tanto, F A, <1
OD(n). Como también se verifica F'A,; <r ON(n’), entonces tenemos que F(n') <1
ON(n').

Todo nodo abierto del arbol es o descendiente o no descendiente del nodo n. Como
F(n') <7 OD(n) y F(n') <1 ON(n), se verifica que Vf € F(n/), A7 € (OD(n') U
ON(n)) |7 < f, v por lo tanto los nodos se expanden en orden best-first multiobjetivo.

O

Lema 7.6.5. Pareto-MO-RBFS nunca expandird una solucion subdptima.

Demostracién. La demostracion es trivial a partir del lemal[7.6.4] Sea (¢,~) una solucién
suboptima, y sea (c_"‘,’y/ ) una solucién 6ptima tal que ¢* < & Para todo nodo n en el
camino P = (s,...,n,...,7) correspondiente a la solucién éptima se verifica que
3feFn) | f < flv) =

Si la solucién 6ptima (c_’;, v') ya ha sido localizada y anadida al conjunto SOL, el
filtrado previo a la expansién no permitira seleccionar como candidato a expandir el
nodo final ~.

Si por el contrario la solucién éptima (¢*,~) no ha sido localizada, de modo trivial
existe en el arbol un nodo abierto que pertenece al camino P, y por lo tanto 37 €
(ON(Y)UOD(®y)) | & = f(+) < f(7). Por lo tanto no es posible expandir el nodo
7. O

Lema 7.6.6. Dada una llamada Pareto-MO-RBFS (n, F A, Cgyp, SOL), donde entre
los nodos interiores del drbol T'(n, Csyp, SOL) existe un conjunto de soluciones no do-
minadas SOL2, entonces la llamada devuelve PF(n,Csyy,, SOLUSOL2) y el conjunto
de soluciones SOL U SOL2.
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Demostracion. Por el lemal[7.6.5|tenemos garantizado que el algoritmo nunca selecciona
una solucién dominada. Ademads, por el lema [7.6.2] sabemos que el algoritmo explorara
el arbol T'(n, Csyp, SOL), encontrando la primera de las soluciones de SOL2, de coste
¢*. A partir de ese momento, la solucién se afiade al conjunto SOL, por lo que el resto
de la exploracién serd andloga a la realizada hasta el momento, salvo que se descartaran
adicionalmente los caminos dominados por ¢*. Esto no impedird que se encuentren el
resto de soluciones de SOL2, al ser todas no dominadas entre si, devolviendo la llamada
finalmente el valor PF(n, Cgyp, SOL U SOL2).

O

Teorema 7.6.1. Si existe al menos una solucion, Pareto-MO-RBF'S encuentra todas
las soluciones no dominadas.

Demostracion. Supongamos que no se encuentra una solucién no dominada de coste
c*. Sabemos que dicha solucién no se descarta, y que por los lemas y el valor
de los diferentes F'A,, para todo nodo n sucesor de la raiz, se va incrementando, por

lo que en un nimero finito de pasos se alcanzara c*. O

Teorema 7.6.2. 57 existe al menos una solucion, entonces el algoritmo Pareto-MO-
RBFS finaliza, devolviendo todas las soluciones no dominadas.

Demostracion. Sabemos por el teorema que el algoritmo encuentra todas las
soluciones no dominadas, es decir, SOL = C*. Dado que todas las componentes de
coste tienen un valor minimo, €;, el arbol T'(s, Csyp, SOL) va progresando, al igual que
el conjunto Ng,., hasta que todos sus vectores estdn dominados por el coste de alguna
solucién en un numero finito de pasos.

O

7.7. Propiedades de IP-MO-RBF'S

Antes de demostrar la completitud y admisibilidad del algoritmo Pareto-M O-
RBF'S definiremos los siguientes términos, andlogamente a los definidos para Pareto-

MO-RBF'S en la seccién o para RBFS en (Kort, 1993):

= Los conjuntos SOL y Csy son los mismos descritos para Pareto-MO-RBF'S e
IP-MO-RBFS en la seccién (.21

= [PT(n,csyp, SOL) es el subarbol bajo el nodo n formado por nodos interiores
y nodos frontera. Sea F(n) el conjunto {f = G(n) + h | h € H(n)}. Los nodos
interiores n’ son aquellos que tienen al menos un vector de coste f € F (n') que
no esta dominado por el coste de ninguna solucién y no es estrictamente peor
que Cgyp, €s decir, 3 f € F(n') | coup ¥ f’ . Los nodos frontera m son aquellos que
verifican que cada uno de sus vectores de coste es estrictamente peor que cgyp 0
estd dominado por alguna solucién de SOL. Ademés, ningtin sucesor de un nodo
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frontera forma parte del arbol, y todos los sucesores de un nodo interior estan
en el arbol.

» [PD(n,ceup, SOL) es la profundidad méaxima del arbol 1PT'(n, cgp, SOL).

» [PF(n,ceyp, SOL) es el punto ideal del conjunto de vectores de los conjuntos
F(n) no dominados de los nodos frontera del arbol I PT(n, cs,p, SOL), es decir,
el conjunto de vectores de coste no dominados entre si de los nodos frontera del
arbol T'(n, ceup, SOL) tal que no son dominados por ningin vector de Cyy.

Lema 7.7.1. Todas las llamadas IP-MO-RBFS (n, FA,, cgyp, SOL) cumplen que
dce FA, | A0 € ({csup} U Csor), T < C.

Demostracion. Para la llamada inicial se cumple de modo trivial, pues cg,, = Xy
FA, = nodomset(H(s)) (% <« h Vh € H(s)). Consideremos un nodo n’ sucesor
de n, y una llamada IP-MO-RBFS (n', FA,, . SOL') recursiva desde IP-MO-
RBFS (n, FA,, cep, SOL). La propiedad se cumple por construcciéon de los valores

sup’
del conjunto F'A (conjunto N1g.), pues antes de realizar la llamada:

= se eliminan los vectores dominados por alguna solucién.

= se comprueba que haya al menos un vector que no sea estrictamente peor que la
cota superior del padre, ceyp.

O

Lema 7.7.2. Sicgy es finito e IPT(n, csyp, SOL) no contiene ningin nodo solucion,
entonces la llamada IP-MO-RBFS (n, F Ay, ¢sup, SOL) explora el arbol T'(n, cyp, SOL)
y devuelve:

m 3O si todas las ramas exploradas terminan sin sucesores, son estrictamente peores
que la cota superior cs,, o estdn dominadas por el coste de una solucion, 6

» IPF(n,csyp, SOL) en otro caso.

Demostracion. Por el supuesto [3] si el conjunto ({csup} U Csp) tiene valores finitos en
todas las componentes de sus vectores, entonces el arbol T'(n, cgp, SOL) es finito, ya
que tenemos asegurado que en un nimero finito de pasos, cualquier camino explorado
tendra un coste estrictamente peor que cualquier vector de {cgyp} U Csor.

Dado que IPT(n, csyp, SOL) es finito, también lo sera la profundidad méaxima de
dicho arbol, es decir, IPD(n, cs,p, SOL). Demostraremos el lema por induccién sobre
la profundidad maxima del arbol considerado, I PT(n, ¢syp, SOL), €l cual es finito.

Caso base. En el caso base, IPD(n, csp, SOL) = 0, n es el Gnico nodo del arbol,
no llegandose a explorar ninguno de sus hijos. Esto implica que la llamada IP-MO-
RBFS (n, FA,, ceyp, SOL) finaliza en alguna de las cuatro primeras comprobaciones
realizadas en la funcién IP-MO-RBFS.
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En la primera comprobacién, si Vf € F (n),3c* € Cyy | ¢ < f, entonces el algorit-
mo devuelve .

Si por el contrario existen vectores de coste f € F(n) no dominados por el coste
de ninguna solucién, y dichos vectores (almacenados en la variable Ny, ) son todos
estrictamente peores que la cota superior, es decir, V f € Nols Coup K f, entonces la
llamada devuelve precisamente I PF(n, ceyp, SOL).

La tercera comprobaciéon no es aplicable, al suponer que en el arbol explorado no
existe ninguna solucién. En la cuarta comprobacién, si el nodo considerado no tiene
sucesores, entonces la llamada devuelve cd. Por lo tanto el lema se verifica para un
arbol de profundidad cero.

Hipdtesis de induccion. Por hipdtesis de induccién, suponemos que el lema se cum-
ple para toda llamada IP-MO-RBFS (n, F A, csyp, SOL) campliendo la profundidad
del arbol explorado que IPD(n, ceyp, SOL) < k.

Paso de induccion. Supongamos una llamada IP-MO-RBFS (n, F Ay, csyp, SOL)
que cumple las condiciones e IPD(n, ceyp, SOL) = k + 1. Todas las llamadas recur-
sivas IP-MO-RBF'S (n;, FA,,, csup;» SOL), con n; € Sucessors(n), van a cumplir la
propiedad, ya que csyp, = iPoint(csip U (U FAnj))ﬂ Por lo tanto, si un vector ¥
es estrictamente peor que ¢y, entonces también serd estrictamente peor que Cgyp, -
Es decir, IPT(ni, csup,, SOL) es un subarbol de IPT(n,cs,,, SOL) y por lo tanto
IPD(n;, csup,, SOL) < IPD(n, cspp, SOL).

Dado que n; es un hijo directo de n y la profundidad IPD(n, csyp, SOL) = k + 1,
entonces I PD(n;, csup,, SOL) < k.

Por el lema[7.7.1]sabemos que en FA[1] = N1, existe al menos un vector que no es
estrictamente peor que algin vector de F'H = |J;; F'A[i] (la frontera de Pareto definida
por los hermanos del nodo considerado), ni estrictamente peor que cg,;, (calculado a
partir de la frontera de Pareto definida por los nodos abiertos no descendientes del nodo
considerado), y ademés no dominado por ninguna solucién ya localizada (conjunto
SOL). Ademés sabemos que todos los vectores devueltos por la llamada IP-MO-RBFS
(ni, FAy,, csup;» SOL) son estrictamente peores que Cgyp, -

Pasaremos a demostrar que en cada llamada el conjunto Ngy., definido como
nodomset(lJ; FA[i]), progresa o avanza de algiin modo. Sea A; el (hiper)érea estricta-
mente peor que ai = 1Point({csup tUNgyuc), y que define la frontera de la bisqueda antes
de la llamada. Sea Aj el (hiper)area estrictamente peor que a3 = tPoint({csup}UNguc),
con Ngye = iPoint({ceyp} U FA'[1]UFH) y FA'[1] el valor actualizado de FA[1] de-
vuelto por la llamada recursiva tras la expansion.

» Por construccién del algoritmo, 30 € FA[l] | a1 « ¥, y ademés dicho vector
U tiene alguna componente en comun con aj (ver figura . En este caso,
el vector empeora estrictamente en al menos dicha componente, y por lo tanto
ai < az. De este modo la cota de biisqueda avanza hasta localizar el valor cgy).

2La funcién iPoint calcula el punto ideal de un conjunto de vectores
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= Si existe algiin otro hermano del nodo expandido con un vector de coste que tenga
idéntico valor para la componente anteriormente mencionada, caso reflejado en la
figura tras la llamada a7 = a3. En este caso la cota de bisqueda no avanza
de modo inmediato. Al estar acotado el factor de ramificacién, y dado que la
componente en cuestion ird empeorando en todos los hermanos, en un niimero
finito de pasos se cumplird que ai < a@s.

Por tanto la secuencia de valores ﬁ)suc (drea de busqueda delimitada por los suceso-
res) es mondtona no decreciente, y en un niimero finito de pasos sera estrictamente peor
que Cgyp, terminando la llamada actual. Es decir, el valor i}ésuc avanza, mientras que
Coup Permanece invariante. Dado que existe un coste minimo por componente (supues-
to , habra un nimero finito de llamadas antes de que todo vector del conjunto F'A
sea estrictamente peor que cgp, momento en el cual la llamada finaliza, devolviendo
IPF(n;, csup,, SOL).

En este punto estd demostrado que para todo nodo n; sucesor de n, la llamada IP-
MO-RBFS (ni, FAy,, coup,;, SOL) devuelve I PF(n;, csup,, SOL) en un nimero finito de
pasos. Ahora es necesario demostrar que la consideracién de todos los puntos ideales
devueltos por todos los sucesores n; de n hace que se cumpla la propiedad para la
llamada IP-MO-RBFS (n, FA,, ceyp, SOL).

Pero esto es trivial, puesto que al no haber solucién en el arbol I PT'(n, csp, SOL),
todos los sucesores de n se expanden en la dltima llamada con cgyp; = Csyp ¥ exploran
IPT(ni, csup, SOL), devolviendo I PF(n;, ceyp, SOL). Pero tenemos que el punto ideal
Un, IPF (14, csup, SOL),n; € Sucessors(n) es, por definicién, el vector I PF(n, csyp, SOL).

O

Lema 7.7.3. Dada una llamada IP-MO-RBFS (n, F A, cep, SOL), donde entre los
nodos interiores del drbol IPT (n, ceyp, SOL) existe un conjunto de soluciones SOL2,
entonces la llamada devuelve IPF(n, F Ay, coup, SOLy,), donde SOL,, es el conjunto
de soluciones no dominadas extraido de SOL U SOL2.

Demostracién. Por el lema [7.7.2] sabemos que el algoritmo explorard el drbol defini-
do por IPT(n, ceyp, SOL), encontrando una primera solucién de SOL2, de coste ¢. A
partir de ese momento, la solucién se afiade al conjunto SOL, por lo que el resto de
la exploracion serd analoga a la realizada hasta el momento, salvo que se descartaran
adicionalmente los caminos dominados por €. Si alguna de estas soluciones domina a
alguna de las ya localizadas, éstas tltimas se eliminan del conjunto SOL. Anéaloga-
mente, si durante la exploracion se localiza una soluciéon dominada por otra localizada
previamente, la primera no se anade al conjunto SOL. Esto no impedira que se en-
cuentren el resto de soluciones de SOL2, devolviendo la llamada finalmente el valor
IPF(n, ceup, nodomset(SOL U SOL2)).

O

Teorema 7.7.1. Si existe al menos una solucion, IP-MO-RBF'S encuentra todas las
soluciones no dominadas, con SOL = C*.



7.7. Propiedades de IP-MO-RBF'S 161

- / O Cota superior
/ / / O Hermanos n,

! ; @ FA {n ]

; 7| O Nuevo FA[n,]

@ Punto Ideal

) Nuevo Punto Ideal

0]

. |7/ Avea descartada

(a) Actualizacion del conjunto FA (caso 1)

S _/// 7 o
o ] : / Ao /7// / O Cota superior
e i d . O Hermanos n,

® FA[n]
el /" O Nuevo FA[n ]
@ Punto Ideal

4 7/ hrea descartada

[

(b) Actualizacién del conjunto FA (caso 2)

Figura 7.3: Actualizacion del conjunto FA en IP-MO-RBFS.
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Demostracion. Supongamos que no se encuentra una solucién no dominada de coste
¢*. Por los lemas y el valor de los diferentes F'A,,, para todo nodo n sucesor
de la rafz, se va incrementando, por lo que en un ntiimero finito de pasos se alcanzard c*
(dado que la cota inicial sobre el nodo raiz es 50), y el nodo asociado a dicha solucién
optima se expandira. O

Teorema 7.7.2. Si existe al menos una solucion, entonces el algoritmo IP-MO-
RBFS finaliza, devolviendo todas las soluciones no dominadas.

Demostracion. Sabemos por el teorema que el algoritmo encuentra todas las
soluciones no dominadas, es decir, SOL = C*. Dado que todas las componentes de
coste tienen un valor minimo, €;, el arbol IPT'(s, cgyp, SOL) va progresando, al igual
que el vector i}suc, hasta que esté dominado por el coste de alguna solucién en un
nimero finito de pasos.

O



Capitulo 8

Evaluacién empirica

8.1. Introduccion

En los Capitulos [ y [5] introdujimos nuevos algoritmos multiobjetivo basados en
profundizacién iterativa (PIDMOA*, LEXIDMQOA* e IPID*) y busqueda recursiva
best-first (Pareto-MO-RBFS e IP-MO-RBF'S). Todos ellos presentan una comple-
jidad espacial lineal durante la exploracion del arbol, ya que iinicamente mantienen en
memoria la rama que estd siendo explorada en el instante actual, aunque como ya he-
mos comentado previamente, esta complejidad puede ser exponencial en lo relativo al
almacenamiento del conjunto de soluciones éptimas. Se hace necesario realizar un ané-
lisis detallado del rendimiento temporal de estos algoritmos frente a otros algoritmos de
tipo retroceso como DF-BnB, MOM A*0 6 IDMOA* para determinar cual es la mejor
opcion a utilizar segin el tipo de problema planteado. Hemos optado por realizar una
evaluacién escalonada, de modo que se identificaran los mejores algoritmos para cada
uno de los tres grandes grupos de algoritmos con retroceso definidos: profundizacién
iterativa, busqueda recursiva best-first y algoritmos secuenciales. Una tultima ronda
de pruebas servira para determinar qué algoritmos multiobjetivo depth-first presentan
mejor rendimiento global.

Aunque hay diversos problemas multiobjetivo que podrian servir de campo de prue-
bas para la evaluacién que nos atane, en este trabajo se ha optado por emplear un marco
més tedrico sobre el cual realizar el estudio de rendimiento: arboles binarios finitos e
infinitos, éstos ultimos generados de acuerdo con el procedimiento elaborado por (Korf
y Chickering, 1996). Esto nos permite un alto grado de control de los pardmetros de
los problemas, concretamente en lo que respecta a profundidad del drbol, cantidad de
soluciones o correlacidon entre los objetivos entre otros parametros.

Parte de los resultados presentados en este Capitulo han sido publicados en la
revista Journal of Intelligent Manufacturing (Coego et al., |2010) y en diferentes con-
ferencias internacionales de Inteligencia Artificial (Coego et al., 2009) (Coego et al.,
2012]).

Este capitulo se organiza de la siguiente forma. En primer lugar, en la Secciéon
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comentaremos brevemente la configuracién software y hardware del entorno de prue-
bas utilizado para la evaluacién de los algoritmos. A continuacién, en la seccién
se describiran los diferentes tipos de problemas generados para dicha evaluacion. La
seccion explicara por qué se ha utilizado el tiempo de procesamiento como principal
pardmetro para medir el rendimiento, en detrimento de otros como el nimero de nodos,
usado mas habitualmente en este tipo de andlisis. En las secciones |8.9]y |8.6| se incluyen
los anélisis de rendimiento realizados para los diferentes algoritmos multiobjetivo ba-
sados en profundizacién iterativa y busqueda recursiva best-first respectivamente. La
seccién determinard el mejor algoritmo de la categoria de algoritmos secuenciales,
centrando la comparativa en las variantes multiobjetivo de DF-BnB sobre espacios de
estados infinitos con cota inicial. Asimismo se realiza una evaluacién del impacto que
tienen las cotas iniciales en el rendimiento del algoritmo DF-BnB multiobjetivo. La
seccion realizard una tultima evaluacién de los mejores algoritmos obtenidos de las
secciones anteriores con el fin de determinar la mejor opcién multiobjetivo best-first.
Por 1ltimo, en la seccién se enumeraran una serie de conclusiones globales obtenidas
de los diferentes experimentos realizados.

8.2. Entorno de pruebas

La préctica totalidad de los experimentos contemplados en este Capitulo fueron rea-
lizados en una maquina con dos procesadores Six-Core AMD Opteron 2435 2600MHz,
64GB de memoria RAM y sistema operativo Windows Server 2008 R2 Enterprise
64bits. De modo auxiliar se ha empleado otra maquina HP Proliant DL160 G5 server
con dos procesadores Intel Xeon QuadCore 4572 @ 3GHz, 18 GB de memoria RAM
y sistema operativo Windows Server 2008 32bits. Todos los algoritmos fueron imple-
mentados en LispWorks Enterprise Edition 5.0 y 6.0, y se ejecutaron sin necesidad del
entorno Lisp, ya que se generaron los correspondientes ejecutables de 32 (versién 5.0) y
64 bits (version 6.0) para las maquinas mencionadas. La ejecucion de los algoritmos se
realiz6 en una sola hebra, es decir, utilizando un tinico procesador en cada momento.

La gran mayoria de los experimentos se ejecutaron dos veces:

= una para medir el tiempo de resolucién de los problemas,

» otra para obtener otras medidas adicionales (tales como niimero de nodos ex-
pandidos, cantidad de tests de dominancia vectoriales realizados o tamafio del
conjunto C* durante las diferentes iteraciones) y asi evitar distorsionar las me-
didas de tiempo con esta recopilacién secundaria de datos.

Todas las mediciones de tiempos se realizaron sobre la primera de las méaquinas
anteriormente descritas. Parte del resto de pruebas para la recopilacion de las medidas
adicionales (nodos, tests de dominancia, tamafnios de conjuntos umbral y C*) se rea-
lizaron sobre la segunda maquina, HP Proliant. Dado que estas mediciones no estan
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relacionadas con el rendimiento de la maquina empleada, la diferente configuracién del
equipo usado no afecta al resultado de los andlisis mostrados.

8.3. (Generacién de problemas

De modo general, los problemas de buisqueda se pueden categorizar en dos grandes
grupos: los grafos generales y los drboles. En el caso de los primeros, una caracteristica
habitual es la posibilidad de alcanzar un mismo nodo a través de diferentes caminos.
Es lo que sucede, por ejemplo, en los problemas de bisqueda del camino més corto
en mapas de carreteras. Esto provoca la aparicién de estados repetidos en ramas del
arbol de busqueda y, posiblemente, ciclos. Los algoritmos de tipo best-first se adaptan
mejor a estos problemas, puesto que, al mantener el conjunto de nodos explorados en
memoria, permiten la deteccién de estados repetidos durante la generaciéon del arbol
de bisqueda, a costa de un mayor consumo de memoria para su almacenamiento.

Por otro lado, los algoritmos de tipo depth-first no soportan en general esta detec-
cién, puesto que tnicamente mantienen en memoria la rama que esta siendo explorada
en cada momento. Aunque se han disenado mecanismos para paliar este problema,
como el uso de tablas de transposicién (Reinefeld y Marsland, 1994)), estas mejoras
tienen un alcance limitado.

Los problemas que mejor se adaptan a los algoritmos depth-first son aquellos en los
que el grafo o espacio a explorar tiene forma de arbol. Algunos problemas, como las
subastas combinatorias, el problema del viajante u otros ya mencionados en el Capi-
tulo [3], se pueden formular facilmente como biisqueda en un arbol. Para la evaluacién
de los algoritmos multiobjetivo incluidos en esta tesis hemos optado por realizar las
pruebas de rendimiento con baterias de arboles aleatorios, tanto finitos como infinitos,
debido a que nos proporcionan un mayor control sobre sus parametros, tales como la
profundidad del arbol, profundidad de las soluciones, ubicacién de las mismas dentro
de cada nivel, rango de costes para cada uno de los objetivos o la correlaciéon entre los
diferentes objetivos.

En la totalidad de problemas usados para el analisis se han tenido en cuenta dos
objetivos, dado que la gran mayoria de problemas practicos multiobjetivo pertenecen
a esta categoria. Ademas, los valores para estos objetivos se han generado casi siempre
siguiendo una distribucién uniforme, de tal modo que la correlacién entre ambos ob-
jetivos es nula. Aunque se han realizado pruebas con correlacién tanto positiva como
negativa entre los objetivos, los resultados no han reflejado una variacién cualitativa
importante con respecto a los obtenidos con correlacién cero, tal y como se verd en la
seccién Asimismo los arboles usados para las pruebas son binarios, es decir, el
factor de ramificacién (branching) es 2.
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8.3.1. Arboles finitos

Los arboles finitos se han usado fundamentalmente para evaluar el rendimiento
de los algoritmos DF-BnB multiobjetivo, los cuales, en caso de no disponer de una
cota inicial, precisan de la finitud del espacio de busqueda para poder asegurar su
finalizacién. En este tipo de problemas, los parametros basicos empleados para generar
los bancos de prueba han sido los siguientes:

s Profundidad mdzima del darbol. Esta profundidad es tinica, todas las ramas del
arbol terminan en un nodo hoja ubicado en este nivel.

s Profundidad de las soluciones. Todos los nodos finales del problema se encuentran
ubicados en un nivel de profundidad prefijado del arbol y distribuidos de manera
aleatoria. Se considera que el nodo raiz esta en el nivel de profundidad cero.

» Cantidad de nodos finales. Este pardmetro se ha establecido de dos modos dife-
rentes: en algunos casos se ha asignado una cantidad fija de nodos finales y en
otros casos la cantidad de nodos finales ha sido un porcentaje sobre la cantidad
de nodos que pertenecen al nivel prefijado para las soluciones. En cualquiera de
los dos casos, esta cantidad incluye tanto las soluciones 6ptimas como las subop-
timas. No se ha parametrizado por tanto de ningiin modo directo el tamano de
la frontera de Pareto.

= Rango de costes. Cada uno de los costes del problema toma valores enteros en
un rango [n,m] para cada uno de los arcos que unen los nodos del &rbol, gene-
ralmente n = 1. En cualquier caso estos costes siempre son enteros positivos. El
rango es el mismo para ambos objetivos.

La generacién de estos arboles se ha realizado generalmente de modo offline, guar-
dando por un lado los nodos junto con los vectores de coste asociados, y por otro lado
los conjuntos de nodos finales. En el caso de drboles con el 100 % de nodos finales a
una profundidad fijada, estos arboles se han generado de modo similar al que comen-
taremos en la seccién El tinico nodo raiz del problema esta etiquetado como 1 y
el resto de nodos se etiqueta consecutivamente por niveles de izquierda a derecha, de
modo similar al de la figura Al ser un arbol binario, los sucesores del nodo n son
los etiquetados como n % 2 y n % 2 4+ 1. Suponiendo que el nivel del nodo raiz es cero,
los nodos de un nivel n se etiquetaran consecutivamente como 27, ...,2" 1 — 1.

Al tratar con problemas de tipo aleatorio, no disponemos de un heuristico especifico
para resolver los problemas, asi que se ha implementado un heuristico genérico que
se calcula como el valor absoluto de la diferencia entre la profundidad a la cual se
encuentran las soluciones y la profundidad del nodo considerado (| py — p, |). Dado
que cada objetivo tiene un coste entero positivo minimo (generalmente 1), el heuristico
es admisible de modo trivial. Este heuristico ha sido empleado en un nimero reducido
de pruebas, dado que el objetivo de este trabajo no es evaluar la utilidad del heuristico,
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Figura 8.1: Arbol binario

sino evaluar la estrategia depth-first multiobjetivo més competitiva. Es de esperar que
el uso de un heuristico mejorara en general el rendimiento de todos los algoritmos
considerados.

8.3.2. Arboles infinitos

De modo complementario a los arboles comentados en se han generado tam-
bién bancos de pruebas con arboles binarios infinitos. Este tipo de arboles permiten
representar problemas con espacios de estados infinitos o muy grandes y con soluciones
superficiales, es decir, ubicadas en niveles del arbol muy préximos a la raiz.

Para la generacién de este tipo de problemas se han tomado como referencia los
arboles infinitos aleatorios definidos en (Korf y Chickering, |1996). La estructura del
arbol binario es similar a la descrita en[8.3.1| para los arboles finitos. La gran diferencia
es que este arbol infinito no se puede generar de modo estatico, y por lo tanto tampoco
podemos prealmacenar sus vectores de coste. Debido a ello se hace necesario un meca-
nismo para generar los vectores de coste aleatorios en tiempo de ejecucién de un modo
eficiente en tiempo de ejecucién, de modo que se obtengan los mismos valores en las
diferentes reexpansiones que va a tener un nodo durante la aplicacién de un algoritmo
de profundizacion iterativa. Obviamente los valores también deben mantenerse entre
diferentes ejecuciones, para poder resolver de modo coherente el mismo problema con
diferentes algoritmos.

Consideremos primero el caso de arboles con costes aleatorios y un tinico objetivo.
El generador de ntimeros pseudo-aleatorio presentado en (Korf y Chickering, |1996)
estd basado en el mecanismo de la funcién rand de la libreria estandar C, en la cual, a
partir de una semilla inicial (usada para generar el primer niimero aleatorio) se genera
la siguiente semilla de acuerdo a la formula s;11 = a * s; + ¢, donde a = 1,103,515,245
y ¢ = 12,345. Desarrollando la férmula anterior, tenemos lo siguiente:
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m S| =ax8y)+cC

2

mSo=axS1t+c=a"*Sgt+axc+c

= etc.

Esto nos lleva a la férmula para el calculo de la semilla s,, como s,, = a™ * sg + ¢ %
?;01 a’, pudiendo precalcularse los valores de a™.

Por lo tanto, para generar j nimeros aleatorios se usaran una semilla inicial y
j —1 semillas adicionales calculadas segiin lo indicado anteriormente. Supongamos que
tenemos un problema con un Unico objetivo. Precisaremos generar tantos costes como
nodos menos uno tengan el arbol, ya que a cada nodo, excepto el raiz, llega un arco
a etiquetar. Dado que cada nodo tiene asignado un nimero de orden (ver figura ,
asignamos a cada arco el nimero de orden de su nodo destino. Para calcular el coste
asociado a un arco n no es necesario, por lo tanto, generar una secuencia de n nimeros
aleatorios y quedarnos con el tltimo; es suficiente con realimentar el generador de
nimeros aleatorios con la semilla s,, y generar el nimero aleatorio correspondiente.

De este modo es inmediato replicar cualquier coste sin otros datos que la semilla
inicial (pardmetro que ird asociado a cada uno de los arboles problema) y el identifi-
cador del nodo al que llega dicho arco. En (Korf y Chickering, 1996) se detallan los
célculos necesarios para computar la semilla s, (y por tanto cualquier coste) en un
tiempo O(logn).

En el caso biobjetivo, si el arbol tiene n nodos, es necesario generar 2 X n costes,
es decir, 2 valores por cada vector asociado a un arco. Para ello seguimos un esquema
similar al indicado en la figura[8:2] A cada arco que llega a un nodo n se le asocian dos
etiquetas con los identificadores de los sucesores de n, n x 2 y n x 2+ 1. Estos valores
se usan para calcular, a partir también de la semilla inicial asociada al problema,
sendas semillas que se utilizaran para alimentar de modo consecutivo al generador de
nimeros aleatorios y obtener las dos componentes de coste del vector correspondiente.
Cualquiera de estos valores aleatorios es luego facilmente trasladable al rango de costes
del problema [1, 7] sin mas que utilizar la férmula nuevocoste = |mod(coste,r)].

De este modo es posible realizar consultas sobre costes de arboles aleatorios infinitos
sin otro requisito que el almacenamiento en memoria de su semilla inicial.

8.3.3. Correlacion de los objetivos

En algunos casos se han generado arboles variando la correlacién entre las com-
ponentes del vector de coste generadas aleatoriamente. Aunque generalmente la co-
rrelacién que se ha empleado para generar los costes es cero, siendo los valores in-
dependientes para todos los objetivos, se ha jugado también tanto con correlaciones
positivas como negativas en el rango [—1, 1]. Para el caso de un vector de coste bidimen-
sional (c1, ¢2), tras generar aleatoriamente el valor de coste de la primera componente
c1, usando una distribucién uniforme en el rango de valores indicado, el valor de la
segunda componente co se ajusta usando las siguientes férmulas:
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Figura 8.2: Costes aleatorios en un arbol binario aleatorio infinito

arco,=(coste ,coste )
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» Correlacion p positiva (p > 0): c2 = (¢1 x p) + (¢ * (1 — p))
» Correlacién p negativa 6 cero (p < 0): a3 = 1+ (¢maz — ((c1%(—p)) + (' x(14+p))))

donde p es la correlacion establecida, c¢; es el coste aleatorio generado para la
primera componente del vector de coste, ¢’ es el coste aleatorio auxiliar generado para
la segunda componente del vector de coste y ¢pqr € €l coste maximo para cualquiera
de las dos componentes. Los valores de ¢y se redondean al entero mas cercano.

Una asociacién positiva entre los costes de los arcos se establece usando un factor
de correlacién 0 < p < 1. La correlacion positiva puede tener un impacto muy fuerte
en la naturaleza del problema multiobjetivo. Cuanto mayor sea la correlaciéon, mayor
similitud tendremos en los valores de los costes. En el caso extremo, p = 1, en la
practica convertimos nuestro problema multiobjetivo en otro con un tnico objetivo,
pues con esta correlacion, dentro de un vector de coste, los valores para todos los
objetivos seran idénticos. Por ello la frontera de Pareto estaria formada por un tnico
vector de coste.

Por el contrario, una asociacion negativa entre los costes de los arcos se crea con
una correlaciéon negativa —1 < p < 0. Una correlacién negativa de magnitud alta
incrementa enormemente la dificultad del problema. En el caso extremo, p = —1,
los costes de los objetivos en un mismo vector tendréan valores opuestos (si uno es
grande, el otro es pequeno, y viceversa), con lo cual la cantidad de vectores de coste
no dominados se incrementan sustancialmente, incrementando asimismo el niimero de
tests de dominancia a realizar.

8.4. Parametros de rendimiento

Los algoritmos fruto de la comparativa de esta tesis son generalizaciones de algo-
ritmos escalares del tipo linear space. Muchos trabajos que incluyen evaluaciones de
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algoritmos de este tipo (p.ej. (Zhang y Korf, 1995) 6 (Zhang, |1999)) se centran casi
exclusivamente en medir la cantidad de nodos expandidos durante el proceso de bus-
queda. Para el caso de la busqueda con un tnico objetivo, éste puede ser un enfoque
adecuado. El tiempo de procesamiento de un nodo en estos algoritmos se puede con-
siderar constante, ya que este procesamiento incluye la comparacién de la funcién de
coste del nodo con el umbral vigente en ese momento (ambos valores escalares), para
determinar si el nodo se expande o no. Por ello podemos asegurar que los requisitos
de tiempo de estos algoritmos son directamente proporcionales a la cantidad de nodos
generados.

Sin embargo, en el caso multiobjetivo, el cdlculo de nodos generados no es una
medida fiable del rendimiento del algoritmo, ya que la naturaleza de las comparaciones
que se realizan en los algoritmos multiobjetivo es diferente del caso escalar. Veamos a
continuacion qué implica el procesamiento de un nodo cualquiera en los algoritmos de
profundizacién multiobjetivo considerados en los capitulos precedentes.

En el caso de PIDMOA*, cada vez que se genera un nodo n, en primer lugar el
algoritmo debe comparar su vector de coste contra las soluciones que ya ha localizado
el algoritmo, para determinar si tiene sentido seguir explorando el camino que pasa
a través de n. El tiempo necesario para esta operacién dependerd de la cantidad de
soluciones que se hayan localizado hasta ese momento. Obviamente, este tiempo de
procesamiento no es el mismo para todos los nodos, pues a medida que avanza la
btsqueda, el conjunto que almacena los éptimos de Pareto se encuentra més poblado.

De modo analogo, para los nodos que no estan dominados por ninguna solucién ya
localizada se debe comparar su vector de coste con los vectores que sirven de umbral
para la iteraciéon actual. Este umbral también tiene tamafio variable durante el proceso
de busqueda, con lo cual los tiempos de comparacion pueden diferir mucho de un nodo
a otro, incluso dentro de una misma iteracién, debido a los éptimos de Pareto que se
van localizando y afiadiendo al conjunto de soluciones. Por ejemplo, para un conjunto

—

umbral {(5,7), (6,6),(7,5)}, un nodo m cuyo vector de coste es f(m) = (8,8) podria
ser descartado tras la primera comparacién, pero no asi un nodo n con f (n) = (4,4), el
cual tiene que ser comparado con todos los vectores del umbral para poder continuar
su expansion.

En resumen, el tiempo de procesamiento de un nodo cualquiera en PIDMOA*
tiene una cierta variabilidad dependiendo del tamafio de los conjuntos Threshold y
SOLUTION.

Analicemos ahora qué sucede con IDMOA*. Este algoritmo usa umbrales de tipo
escalar, al procesar los objetivos secuencialmente, con lo cual el tiempo para detectar
si un nodo debe expandirse o no si se puede considerar constante, a diferencia de lo que
ocurria con PIDMOA*. Por otro lado IDMOA* anade un tiempo de procesamiento
extra para aquellos nodos que si son nodos finales, ya que es posible que localice
soluciones finales subdéptimas, las cuales deben ser descartadas con los correspondientes
tests de dominancia dentro del conjunto SOLUTION. En consecuencia, cuanto mas
poblado esté el conjunto de soluciones finales, més lento serd el procesamiento de un
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nodo final. De todos modos, quizéd sea IDMOA*, de entre todos los algoritmos, el que
presente una mayor linealidad entre el niimero de nodos y tiempo de procesamiento,
ya que se trata en la practica de una secuencia de aplicaciones de 1D A*.

En el caso de IPID*, al igual que en IDMOA*, el tiempo de comparaciéon de un
nodo contra el umbral se puede considerar constante. Esto se debe a que dicho umbral
estd formado siempre por un tnico vector. El tiempo de procesamiento de los nodos
finales presenta mayor variabilidad, pues depende también de la cantidad de soluciones
va localizadas.

Los razonamientos anteriores se pueden extender a las variantes multiobjetivo
RBFS vistas en el Capitulo 5] resultando del mismo modo una gran variabilidad en
los tiempos de procesamiento de los nodos a expandir.

Veamos qué ocurre en el caso de MO-DF-BnB. En este algoritmo el umbral esta
formado por los vectores de coste no dominados entre si pertenecientes a soluciones ya
localizadas, 6ptimas o subéptimas. Obviamente, a mayor ntimero de soluciones locali-
zadas, mayor nimero de tests de dominancia vectoriales que tendremos que realizar.
Ademas, al igual que en IDMOA*, también es necesario purgar soluciones dominadas
cuando localizamos una que mejora alguna de las ya existentes.

La conclusién de estos comportamientos es que en problemas multiobjetivo la medi-
da de nodos explorados durante la biisqueda no proporciona informacion fiable acerca
de la calidad de los algoritmos, puesto que los tiempos de procesamiento de los nodos
varia mucho entre algoritmos e incluso de un nodo a otro para el mismo algoritmo.
Por ejemplo, en el caso de profundizacién iterativa un andlisis basado en nodos estaria
sesgado hacia el algoritmo que realice menor nimero de reexpansiones. Este comporta-
miento es generalizable a cualquier algoritmo multiobjetivo. Es por ello que el anélisis
de rendimiento empirico de este trabajo se ha basado fundamentalmente en medir
tiempos de procesamiento. Adicionalmente se han realizado mediciones de otros para-
metros tales como el tamafio de los conjuntos Threshold y SOLUTION, que nos daran
las claves para interpretar el comportamiento de los algoritmos y sus posibles mejoras.

Por 1ltimo cabe resaltar que los algoritmos multiobjetivo de tipo depth-first mos-
trados en este Capitulo, asi como los vistos en el Capitulo [3] se limitan a devolver
el conjunto de costes 6ptimos C*, no incluyendo el conjunto de caminos asociados a
estos costes Optimos. La generalizacién de los algoritmos para almacenar los caminos
y operadores es trivial.

8.5. Comparativa de algoritmos de profundizacion itera-
tiva

En esta seccion presentamos la evaluacion realizada sobre las diferentes variantes

multiobjetivo basadas en profundizacién iterativa analizadas en este trabajo: I DM O A*,

PIDMOA*, LEXIDMOA* e IPID*.
En primer lugar, en la seccién [8.5.1] analizaremos con detalle PIDMOA*, un en-
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foque multiobjetivo puro con uso de cotas multivectoriales para las diferentes profun-
dizaciones, e IDMOA*, consistente en la aplicaciéon secuencial del algoritmo escalar
IDA*. La seccién incorpora a las pruebas IPID*, una opcién intermedia que
emplea una cota formada por un solo vector. Finalmente, la seccién incluye una
evaluacién de los algoritmos con umbral de tamafio constante, tanto en su versién

escalar como en su versiéon vectorial: IDMOA*, LEXIDMOA* e IPID*.

8.5.1. Comparativa de cotas escalares y multivectoriales: algoritmos
IDMOA* y PIDMOA*

En la seccién se explicaba el algoritmo I DMOA*, una variante de la profun-
dizacién iterativa para el caso multiobjetivo, pero que empleaba un esquema escalar,
objetivo a objetivo, en el tratamiento de los vectores de coste. Los principales pro-
blemas de disefio de IDMOA*, comentados detalladamente en la seccién son el
procesamiento secuencial de objetivos y la inclusion temporal de soluciones subdépti-
mas en el conjunto de soluciones a devolver. Esto conlleva por un lado importantes
reexpansiones de nodos y por otro lado tests de dominancia extra para eliminar esas
soluciones que no pertenecen a la frontera de Pareto.

Tal y como se comenta en la seccién PIDMOA* trata de solventar estos
problemas empleando como cota para la profundizacién conjuntos de vectores de coste.
Ademas localiza tnicamente soluciones 6ptimas. Las primeras baterias de problemas
empleadas para evaluar el rendimiento de IDMOA* y PIDMOA*, publicadas en
(Coego et al., 2009)) y basadas en &rboles aleatorios finitos, consideraron una versién
simplificada y menos eficiente que la version completa de IDMOA* publicada en
(Harikumar y Kumar, 1996)). La evaluacién presentada en esta tesis emplea la version
completa de IDMOA*.

Experimentos

Para la evaluacién de los algoritmos IDMOA* y PIDMOA* se resolvieron una
serie de arboles infinitos aleatorios (ver seccion [8.3.2)) con la siguiente configuracién:

» Factor de ramificacién: 2 (4rboles binarios).

= Nimero de objetivos: 2.

» Profundidad a la que se encuentran las soluciones: 14.
» Rango de costes de ambos objetivos: [1,5].

= Heuristico: i(n) = 0, Vn.

= Cantidad de nodos finales: 1 tinico nodo final, 10 % de los nodos a la profundidad
fijada y 100 % de los nodos a la profundidad fijada para las soluciones (nivel 14).
Este ultimo caso es equivalente a un arbol finito de profundidad igual a la de
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las soluciones. No esta prefijado cuales de estos nodos finales seran 6ptimos de
Pareto, ya que sus costes son aleatorios.

= Correlacién entre los dos objetivos: -1, -0.5, 0, 0.5, 1.

» Por cada combinacién (cantidad soluciones, correlacién) se resolvieron 30 pro-
blemas aleatorios diferentes (se presentan las medias).

Resultados

En las figuras y puede verse el ratio del tiempo de procesamiento (medido
en segundos) de IDMOA* y PIDMOA* para las correlaciones —0,5, 0,5 y 0, y para
todas las variantes de cantidad de nodos finales ya comentadas. Los resultados para
las correlaciones —1 y 1, no incluidos en estas graficas, son similares a los obtenidos
para las correlaciones —0,5 y 0,5 respectivamente.

Todos los resultados mostrados bajo la diagonal y = x de la grafica representan
problemas en los cuales el tiempo de resolucién de PIDMOA* es mayor que el de
IDMOA*. Cuanto mas cerca esta el punto del eje X, mayor diferencia hay entre
ambos algoritmos a favor de IDMO A*.

Las gréficas de las figuras [8.5] y [8.6] muestran el ratio de la cantidad de tests de
dominancia realizados por IDMOA* y PIDMOA* para las mismas correlaciones y
cantidades de nodos finales de las figuras y

Analisis

En las figuras de las gréficas 8.3 y [8.4] se puede observar claramente que el tiempo
empleado en resolver los problemas aumenta considerablemente al disminuir el niimero
de soluciones. Este comportamiento, que serd una constante en todos los algoritmos
multiobjetivo depth-first, se debe a que las soluciones ya localizadas por cualquier
algoritmo sirven como una cota superior muy eficiente, pues descartan de modo defini-
tivo cualquier rama cuyo coste esté dominado por dichas soluciones. A mayor ntimero
de soluciones, mayor probabilidad tiene el algoritmo de realizar podas del arbol de
bisqueda, mejorando la eficiencia. El resultado general es que PIDMOA* es més in-
eficiente que IDMOA*. La respuesta a este comportamiento la obtenemos analizando
la cantidad de tests de dominancia que realiza cada uno de los algoritmos.

En las graficas de las figuras y se muestra la proporcion de tests de domi-
nancia vectoriales que realizan IDMOA* y PIDMOA*. Se puede apreciar que los
tests que realiza PIDMOA* (comparar cada nodo expandido con el umbral y/o con
el conjunto de soluciones localizadas) son muchos més que los que necesita I DMO A*
(comparar las soluciones localizadas entre si para descartar aquellas sub6ptimas). Aun-
que IDMOA* se ve obligado a realizar muchos més tests contra el umbral (al realizar,
como veremos en la seccién més reexpansiones de nodos), éstos son de naturaleza
escalar y su coste temporal no es significativo a la vista de lo que apreciamos en los
tiempos de procesamiento indicados en las graficas de rendimiento. De hecho se puede
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apreciar que para el caso de problemas con una tnica solucién (la cual es, obviamente,
el inico 6ptimo de Pareto existente), los tests de dominancia realizados por IDMO A*
son inexistentes.

Analizamos a continuacién el efecto de la correlacién en los resultados obteni-
dos. Tal y como se comenté en la seccién [8.3.3] una correlacién negativa fomenta la
existencia de un mayor ntimero de vectores de coste no dominados entre si, indepen-
dientemente de la cantidad de soluciones existentes. De modo andlogo, una correlacién
positiva reduce la variabilidad de costes entre objetivos, disminuyendo por tanto la
cantidad de vectores no dominados entre si.

En el caso de IDMOA*, para los problemas con una tnica solucién esta correla-
cién no tiene impacto apreciable en su rendimiento, al no haber tests de dominancia
asociados a los nodos no finales. A medida que se incrementa el nimero de soluciones,
también lo hara la proporcién de estas soluciones que sean 6ptimos de Pareto. Cuanto
menor sea la correlacién, mayor sera el tamafio de C*, incrementando la cantidad de
tests de dominancia a realizar y, por tanto, el tiempo de procesamiento de IDMO A*.
De modo similar, para una correlacién positiva, el problema multiobjetivo ve reducida
la cantidad de 6ptimos de Pareto, disminuyendo los tests de dominancia y con ello
el tiempo de procesamiento. En cualquier caso, para un algoritmo como IDMOA*,
con un comportamiento cuasi-escalar, la correlacién no es un factor de tanta influen-
cia en el rendimiento del algoritmo como lo puede ser para un enfoque puramente
multiobjetivo.

PIDMOA*, al usar una cota de expansién multivectorial, si se ve més afectado
por la correlacién entre objetivos. Una correlacion negativa provoca un incremento
en la cantidad de vectores en dichas cotas, y por lo tanto en la cantidad de tests de
dominancia a realizar por cada nodo expandido. Esto se puede apreciar analizando el
comportamiento al disminuir la correlacién: al pasar de p = 0,5 a p = —0,5) se aprecia
un desplazamiento hacia la derecha sobre el eje X de las graficas de las figuras[8.5]y [3.6]
que se corresponde con un mayor numero de tests de dominancia. Esto se traduce en
mayor tiempo de procesamiento, reflejado en un desplazamiento similar en las graficas

de las figuras [8:3] y [8-4]

8.5.2. Comparativa de algoritmos IDMOA*, PIDMOA* e IPID*

De los resultados obtenidos en la seccién anterior podemos deducir que el cue-
llo de botella de PIDMOA* es claramente el umbral multivectorial sobre el cual se
realizan los tests de dominancia. En las pruebas presentadas en esta seccién introduci-
mos I PID*, el cual reduce el umbral a un tnico vector, disminuyendo drdsticamente
los tests de dominancia, a costa de un pequefio incremento en la cantidad de nodos
reexpandidos.
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Experimentos

Una vez definido el algoritmo I PID*, se realizaron una serie de pruebas involucran-
do a los algoritmos multiobjetivo de profundizacion iterativa IDMOA*, PIDMOA* e
IPID*. En este caso las pruebas estaban formadas por &rboles binarios infinitos (ver
seccién con las siguientes caracteristicas:

» Factor de ramificacién: 2 (drboles binarios).
= Niumero de objetivos: 2.

= Profundidad a la que se encuentran las soluciones: niveles 8, 10, 12, 14, 16, 18,
20 y 22 del arbol de buisqueda.

= Rango de costes de ambos objetivos: [1,50].
» Correlacion cero entre los objetivos (p = 0).

= Heuristico: f_i(n) = 0,Vn, es decir, se realiza una btsqueda ciega. Dado que en
pruebas previas no se apreciaron diferencias significativas entre los resultados
obtenidos con y sin el heuristico mencionado en el apartado no se ha con-
siderado necesario realizar pruebas con informaciéon heuristica. Nétese que la
calidad del heuristico propuesto en [8.3] empeora cuanto mayor es el rango de
costes de los objetivos.

= Porcentaje de la cantidad de nodos soluciéon en la profundidad fijada para los
mismos. Estos porcentajes son 1%, 4%, 7%, 10 %, 25%, 40 %, 60 % y 80 %. Tal
y como comentamos en la seccién [8.3] estas soluciones pueden ser tanto éptimos
de Pareto como soluciones subéptimas.

» Por cada combinacién (profundidad soluciones, cantidad soluciones) se resolvie-
ron un total de 5 problemas aleatorios diferentes (se presentan las medias).

La principal diferencia con respecto a las pruebas presentadas en la seccién [8.5.1] es
la ampliacién de la cantidad de niveles de profundidad de los nodos solucién y los por-
centajes de nodos solucién al nivel prefijado. Estas ampliaciones permiten estudiar con
mas detalle el comportamiento de los algoritmos ante una casuistica mucho mayor. Por
otro lado el rango de costes se ha aumentado, lo que conlleva una mayor variabilidad
en los vectores de coste. Esto se traduce en una mayor posibilidad de no dominancia
entre vectores y un posible mayor nimero de 6ptimos de Pareto, incrementando la
dificultad del problema. Por ltimo se ha fijado un factor de correlacién cero, al no
afectar significativamente a la comparativa entre algoritmos.

Resultados

Los resultados mostrados en esta seccion aparecen en (Coego et al., 2012). En las
figuras y se pueden ver los tiempos de procesamiento (medidos en segundos) de
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los algoritmos para cada una de las profundidades fijadas para los nodos soluciéon. En
el eje X se representa el tanto por ciento de soluciones en el nivel fijado, mientras que
en el eje Y representamos el tiempo de procesamiento en segundos, empleando escala
logaritmica para el eje del tiempo. Nétese que la escala del eje Y varia ligeramente de
unas graficas a otras.

En las graficas de las figuras [8.9] y [8:10] se representa el tiempo de procesamiento
(medido en segundos) de los algoritmos en funcién de la profundidad de las soluciones
para cada porcentaje de soluciones al nivel establecido. En el eje X se representa la
profundidad a la cual se encuentran las soluciones, mientras que en el eje Y represen-
tamos el tiempo de procesamiento en segundos, empleando escala logaritmica para el
eje del tiempo.

En las graficas de las figuras y hemos representado la cantidad de nodos
expandidos por cada algoritmo en cuatro instancias de problemas diferentes. Se han
seleccionado dos problemas en los cuales las soluciones estaban a una profundidad
intermedia (nivel 16), y para cada uno de ellos hemos seleccionado sendos porcentajes
de soluciones a dicho nivel 16: porcentaje bajo (4%) y porcentaje alto (80%). Se
han generado otro par de problemas similares, pero con las soluciones a una mayor
profundidad, nivel 22. En el eje X hemos representado las diferentes iteraciones o
profundizaciones que realiza el algoritmo, mientras que en el eje Y estd representada
la cantidad de nodos que el algoritmo ha expandido en la iteraciéon correspondiente.
Esta cantidad es acumulativa, siendo el nimero de nodos representado en la iteracién
i la cantidad total de nodos expandidos entre las iteraciones 0 e i.

En las graficas de la figura podemos ver los tests de dominancia realizados en
cada iteraciéon y la evolucion del tamaifio de los conjuntos Threshold y C* para los tres
algoritmos con las soluciones ubicadas a profundidad 16 y con un 4 % de nodos finales
a dicha profundidad. Los datos estan promediados sobre 3 instancias de problemas con
las caracteristicas mencionadas.

En la gréafica de tests de dominancia, en el eje X se representan cada una de las
iteraciones realizadas por el algoritmo, mientras que en el eje Y se representan la
cantidad de tests de dominancia que se han realizado exclusivamente en esa iteracién.

En la grafica de tamafio de los conjuntos Threshold y C*, en el eje X se representan
las iteraciones realizadas por cada algoritmo, mientras que en el eje Y se representan el
nimero de vectores que contiene cada uno de los conjuntos mencionados exclusivamente
en dicha iteracién.

En las figuras y se muestran los tests de dominancia y tamafnos de los
conjuntos Threshold y C* para resultados obtenidos sobre instancias de problemas con
un 80 % de nodos finales a profundidad 16 y un 80 % de nodos finales a profundidad
22 respectivamente.
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Figura 8.7: Comparativa IDMOA* vs. PIDMOA* vs. IPID*. Arboles infinitos bi-
narios. Tiempo de procesamiento (segundos) en funcién del porcentaje de soluciones.
p = 0. Niveles de profundidad de las soluciones: 8, 10, 12, 14.
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Figura 8.8: Comparativa IDMOA* vs. PIDMOA* vs. IPID*. Arboles infinitos bi-
narios. Tiempo de procesamiento (segundos) en funcién del porcentaje de soluciones.
p = 0. Niveles de profundidad de las soluciones: 16, 18, 20, 22.
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Figura 8.10: Comparativa IDMOA* vs. PIDMOA* vs. IPID*. Arboles infinitos bi-
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Figura 8.11: Comparativa IDMOA* vs. PIDMOA* vs. IPID*. Arboles infinitos bi-
narios. Nodos expandidos en funcién de las iteraciones realizadas en 4 instancias de
problemas. Soluciones a profundidad 16.
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Analisis

Como podemos apreciar en las graficas de las figuras[8.7)y [8.8] todos los algoritmos
se comportan progresivamente mejor cuando aumenta el ntimero de soluciones. En
estos casos es mas probable que localicen una solucién en las etapas iniciales, la cual
generalmente les servirad de cota eficiente para ir podando e incluso descartando ramas.

A profundidades bajas (figuras , el algoritmo PIDMOA* es el més
eficiente en cuanto el porcentaje de soluciones supera el 10 — 20% de nodos finales.
Esto se debe a que, aunque todos los algoritmos localizan soluciones rapidamente,
las que localiza PIDMOA* son soluciones éptimas, con lo cual las podas que podra
realizar en el arbol de biisqueda serdn méas numerosas que las que puedan realizar
IDMOA* o IPID*.

De todos modos esas profundidades no conllevan un coste computacional alto. A
medida que vamos ubicando las soluciones en niveles mas alejados del nodo raiz, el
comportamiento de los algoritmos se mantiene en lo que respecta al porcentaje de
soluciones. A menor nimero de soluciones, peor rendimiento de los tres algoritmos,
debido a que les cuesta més localizar esas cotas efectivas (soluciones, tanto 6ptimas
como subdptimas) que generen gran cantidad de podas en el proceso de busqueda.
Ademas la situacién tiende a estabilizarse entre los tres algoritmos, presentandose
IPID* como el mas eficiente, PIDMOA* como el mas ineficiente e IDMOA* en un
término medio.

En las graficas de las figuras y se observa, como es obvio, que a mayor
profundidad de las soluciones, mayor dificultad del problema y por lo tanto mayor
tiempo de computacion. Sin embargo podemos apreciar que el crecimiento del tiempo
necesario para PIDMQOA* es mayor que el de IDMOA* 6 IPID* para todos los
porcentajes de soluciones. Con problemas que tengan soluciones ubicadas a un nivel de
profundidad igual o superior a 14, PIDMO A* es ya el peor de los tres algoritmos. En
cuanto a IDMOA* e IPID*, se observa que la pendiente de crecimiento de tiempo es
similar, con una clara ventaja a favor de I PI D* para todos los problemas con soluciones
a profundidad mayor de 14. El ranking de algoritmos en cuanto a coste temporal es
IPID* IDMOA*, PIDMO A*, excepto en el caso ya mencionado de baja profundidad
y alto porcentaje de soluciones. El mejor comportamiento de PIDMOA* frente a
IDMOA* que se aprecia en la figura en problemas similares a los presentados en
la seccién y donde IDMOA* tenia mejor rendimiento, tiene su explicacién en el
rango de costes empleado. Los problemas presentados en esta seccién emplean el rango
de costes [1,50], frente al rango [1, 5] usado en la seccién [8.5.1] Este rango propicia la
apariciéon de mayor variabilidad de costes, influyendo negativamente en la cantidad de
reexpansiones realizadas por IDMOA*.

Para poder analizar con mayor detalle el motivo de los comportamientos anteriores,
se realizaron una serie de medidas adicionales en varios problemas mas o menos re-
presentativos de las diferentes configuraciones. No se ha realizado un estudio detallado
para profundidades bajas, dado que no son problemas de una dificultad significativa y
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la variabilidad en los resultados obtenidos es en general muy alta.

Las gréficas de las figuras y muestran los nodos expandidos por los al-
goritmos en diferentes instancias de problemas. Aunque, como ya se mencion6 en la
seccién la cantidad de nodos expandidos no es por si sola una medida completa
de rendimiento en el caso multiobjetivo, se representan para apreciar el efecto que
tiene el uso de umbrales vectoriales en PIDMOA* e IPID*, frente al uso de umbrales
escalares de IDMOA*. En cualquiera de los cuatro casos analizados, la cantidad de
iteraciones (o profundizaciones) realizadas por IDMOA* es claramente superior a la
de los otros dos algoritmos, excepto para profundidad 22 y 4% de nodos solucién,
donde IDMOA* y PIDMOA* tienen una cantidad de iteraciones similar.

El valor mas significativo de estas graficas es el nimero de nodos procesados. Mien-
tras PIDMOA* e IPID*, con méds o menos iteraciones, mantienen un perfil bajo de
expansién de nodos, los valores de IDMOA* se disparan aproximadamente a partir
de la mitad de las iteraciones realizadas. Este comportamiento se debe a ese procesa-
miento secuencial de los objetivos por parte de IDMOA*. Cuando esta procesando el
primer objetivo no realiza ningtin tipo de comparaciones relacionadas con el segundo
objetivo. Esto hace que en esa primera etapa se limite a buscar un solucién éptima en
lo que respecta al primer objetivo.

Supongamos que tenemos la siguiente frontera de Pareto: C* = {(1,n),(2,n —
1),3,n—2),...,(n—2,3),(n—1,2), (n,1)}. El comportamiento de IDMOA* cuando
procesa el primer objetivo es similar al que tendria el algoritmo I.DA*, es decir, localiza
una solucién con el coste mas bajo posible para ese primer objetivo. En nuestro ejemplo,
la solucién obtenida serfa la asociada al vector de coste (1,7n). Dado que esta solucién
no tendra un coste relativamente muy elevado para ese objetivo, al ser 6ptima para
el mismo, se localizara en niveles del arbol de buisqueda cercanos al nodo raiz, con lo
cual la cantidad de nodos expandidos no serd muy alta.

Una vez localizada esta solucién, I DM O A* procede a trabajar con el segundo obje-
tivo, usando un umbral escalar como cota para dicho objetivo, pero tomando también
el valor n como cota superior global, superada la cual, el procesamiento de este objeti-
vo finaliza. Como se puede apreciar en la frontera de Pareto de ejemplo indicada en el
parrafo anterior, la cantidad de soluciones éptimas a procesar a partir de ahora es mu-
cho mayor (junto con las soluciones subéptimas que también puedan aparecer durante
la busqueda). Como los valores de ambos objetivos se van incrementando, I DM O A*
profundiza maés en el arbol de biisqueda y la cantidad de nodos a explorar se dispara,
agravado todo esto por el hecho de no haber aprovechado la informacién del segundo
objetivo cuando se estaba procesando el primero.

Pero aunque el ntimero de iteraciones y de nodos expandidos de IDMOA* es
mucho mayor que el de PIDMOA*, en las graficas de tiempo (figuras y
hemos constatado que el rendimiento de PIDMOA* es ostensiblemente inferior. El
motivo, como ya avanzamos, es la naturaleza de los tests de dominancia: vectoriales
para PIDMOA* y escalares para IDMOA*. El tiempo de procesamiento de un nodo
para IDMOA* es practicamente constante y bajo, al tener que comparar el valor en el
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vector de coste para el objetivo procesado con el valor del umbral. En el caso de I PID*
podemos observar que el nimero de nodos expandidos es similar al de PIDMOA*,
aunque en un numero de iteraciones menor.

En las figuras[R.13] [8.14] y [8.15] se muestran los test de dominancia realizados por los
algoritmos en diferentes instancias de problemas. Estas figuras inicamente reflejan los

tests de tipo vectorial. En el caso de IDMOA*, estos tests son inexistentes hasta que el
algoritmo encuentra la primera solucién (un 6ptimo de Pareto para el primer objetivo).
A partir de entonces, el vector de coste de cualquier solucién que se localice durante
la biisqueda tiene que ser comparado con los vectores de coste de las soluciones ya
localizadas. Estos son los tinicos tests de dominancia vectoriales que realiza I DMO A*.

En el caso de IPID*, la convergencia del algoritmo a la frontera de Pareto es
méas rapida. Expande muchos menos nodos que IDMOA* para localizar todas las
soluciones Optimas, como se reflejaba en las figuras y y ademas cada no-
do expandido tnicamente tiene que ser comparado contra un unico vector umbral,
reduciendo considerablemente los tests de dominancia. Por otro lado, aunque puede
localizar temporalmente soluciones subéptimas, la aproximacién que hace inicialmente
de la frontera de Pareto es méas exacta, puesto que tiene en cuenta todos los objetivos
simultdneamente, con lo cual el algoritmo finaliza en un menor nimero de iteraciones.

En el polo opuesto a IDMOA* e IPID*, en lo que a tests de dominancia se refiere,
se encuentra PIDMOA*. Como se puede apreciar en las figuras [8.13] [8.14] y [8.15]
este algoritmo presenta dos comportamientos muy diferentes durante el proceso de

btsqueda: en primer lugar hay un crecimiento muy acusado de los tests de dominancia
en las primeras iteraciones, hasta que localiza una solucién 6ptima. Mientras no sucede
esto, el tamano del conjunto Threshold crece considerablemente, y con ello los tests de
dominancia que son necesarios para procesar cualquier nodo que se haya generado en
el arbol de busqueda.

Una vez que se localiza la primera soluciéon 6ptima, el niimero de podas realizadas
en el arbol aumenta, disminuyendo por lo tanto la cantidad de tests de dominancia
realizada contra el umbral. Este decrecimiento se acentiia mas a medida que se localizan
mas 6ptimos de Pareto.

Este comportamiento queda ratificado por las graficas de esas mismas figuras, donde
se muestra la evolucién del tamano de los conjuntos Threshold y C* en diferentes
instancias de problemas.

En cuanto al tamafio del conjunto C*, podemos apreciar en la gréifica que IDMOA*
localiza las soluciones 6ptimas mas gradualmente que los otros dos algoritmos, los cua-
les, una vez que han localizado la primera solucién (6ptima en el caso de PIDMO A*,
no necesariamente 6ptima en el caso de IPID*), convergen mucho mas réapidamente
al conjunto final.

En la evolucién del tamano del umbral de PIDMOA* se puede apreciar, compa-
rando estas graficas con las equivalentes de tests de dominancia, que el niimero de tests
crece proporcionalmente al tamano del umbral. El inicio del decrecimiento coincide con
la localizacién de la primera solucién 6ptima, momento a partir del cual se podaran
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muchas ramas de modo definitivo al estar dominadas por soluciones ya encontradas,
disminuyendo asimismo el tamano del Threshold.

El compromiso que mantiene I PI D* entre el procesamiento simultaneo de objetivos
y el mantenimiento de una cota facilmente manejable en cuanto a tests de dominancia
lo convierte en el algoritmo mas eficiente. Este comportamiento se mantiene en la
gran mayoria de problemas generados, a excepcién de algunos de dificultad baja poco
representativos.

8.5.3. Comparativa de algoritmos IDMOA*, LEXIDMOA* e IPID*

En esta seccion se evaluaran los algoritmos de profundizacién iterativa con cota de
expansién mas eficiente. Descartado PIDMOA* por su bajo rendimiento, al tener que
realizar un gran nimero de tests de dominancia, se evaldan IDMOA*, LEXIDMOQO A*
e IPID*. El primero mantiene un umbral escalar, mientras que los otros dos usan un
umbral formado por un tnico vector y calculado como el mejor 1éxicografico y el punto
ideal, respectivamente, de la frontera de Pareto de la iteracién actual.

Experimentos

Para la evaluacién de los algoritmos IDMOA*, LEXIDMOA* e IPID* se em-
plearon una serie de drboles infinitos aleatorios (ver seccién [8.3.2)) con la siguiente
configuracion:

» Factor de ramificacion: 2 (arboles binarios).
= Niumero de objetivos: 2.

= Profundidad a la que se encuentran las soluciones: niveles 16, 18, 20 y 22 del
arbol de buisqueda.

» Rango de costes de ambos objetivos: [1,50].
= Correlacion cero entre los objetivos.
= Heurfstico: h(n) = 0,Vn.

= Porcentaje de la cantidad de nodos solucién en la profundidad fijada para los
mismos. Estos porcentajes son 1%, 10 %, 25 %, 40 %, 60 %, 80 % y 100 %. Este
ultimo caso representa un arbol finito. Tal y como comentamos en la secciéon
estas soluciones pueden ser tanto 6ptimos de Pareto como soluciones subéptimas.

» Por cada combinacién (profundidad soluciones, cantidad soluciones) se resolvie-
ron un total de 10 problemas aleatorios diferentes (se presentan las medias).

En esta bateria de problemas, a diferencia de los experimentos presentados en
la seccién [8.5.2] optamos por descartar los problemas con nodos solucién ubicados a
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profundidades més cercanas al nodo raiz, al tener en general unos tiempos de resolucién
mas bajos y ser los resultados poco significativos. Asimismo se incluyen arboles finitos,
al ser todos los nodos del nivel prefijado una solucién del problema. Por ltimo, se opté
por establecer un limite temporal para cada uno de los experimentos, igual a 5 X t¢jor,
donde t,,¢jor €8, en este caso, el tiempo medio obtenido por I/PID* para cada uno de
los diferentes tipos de problemas (al ser IPID* el algoritmo maés eficiente analizado
hasta el momento).

Resultados

Enla ﬁgura se pueden ver los tiempos de procesamiento (medidos en segundos)
de los algoritmos para cada una de las profundidades fijadas para los nodos solucién.
En el eje X se representa el tanto por ciento de soluciones en el nivel fijado, mientras
que en el eje Y representamos el tiempo de procesamiento en segundos, empleando
escala logaritmica para el eje del tiempo.

Enla ﬁgura se pueden ver los tiempos de procesamiento (medidos en segundos)
de los algoritmos para cada uno de los porcentajes de nodos solucion fijados para los
mismos experimentos. En el eje X se representa la profundidad a la cual se encuentran
las soluciones, mientras que en el eje Y representamos el tiempo de procesamiento en
segundos, empleando escala logaritmica para el eje del tiempo.

Analisis

Al igual que en los experimentos planteados en la secciones anteriores, los algo-
ritmos funcionan en general mejor a medida que aumenta el nimero de soluciones
disponibles al nivel fijado. Esto se debe a que las soluciones sirven de cota superior a
la expansién del arbol de biisqueda. La mejora es sustancial para los primeros porcen-
tajes, estabilizandose a medida que poblamos el nivel fijado con méas nodos meta. Esto
se debe a que, con un porcentaje elevado de soluciones finales, el tiempo necesario para
localizar la primera solucién disminuye drasticamente. Esta mejora es incluso mayor en
algoritmos que pueden localizar, aunque sea de modo temporal, soluciones subdptimas
(como es el caso de IPID*).

Como se puede observar en las gréificas de la figura[8.16), LEX I DM O A* inicamente
ha sido capaz de finalizar los problemas con soluciones fijadas a nivel 16, mientras que
IDMOA* ha conseguido completar también los de nivel 18 (debido a los limites de
tiempo fijados, iguales a 5 veces el tiempo de resoluciéon de IPID*). IPID*, por su
parte, mantiene aproximadamente un incremento de medio orden de magnitud por
cada incremento de dos niveles en la profundidad de las soluciones. Esto hace que
haya solucionado en tiempos aceptables las baterias de problemas hasta nivel 24 (en
la figura se muestran unicamente los problemas hasta nivel 22, al ser IPID* el
unico que ha resuelto problemas de nivel 24).

En el caso de LEXIDMQOA*, el umbral para la iteracién i + 1 se calcula como
el mejor vector lexicografico de la frontera de Pareto para la iteracion i. Este orden
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Figura 8.16: Comparativa IDMOA* vs. LEXIDMQOA* vs. IPID*. Arboles infinitos
binarios. Tiempo de procesamiento (segundos) en funcién del porcentaje de soluciones

para distintos niveles de profundidad de las soluciones.
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lexicografico propicia que inicialmente el algoritmo emplee como umbrales para la
expansion vectores con valores de coste bajos para el primer objetivo. Sélo en caso de
igualdad en el primer objetivo, empleard LEXIDMQOA* como discriminante el coste
del segundo objetivo.

En la préactica esto es similar al mecanismo empleado por IDMOA*, el cual procesa
inicialmente el primer objetivo y luego el segundo. Es decir, el orden de avance de las
componentes durante la expansion del arbol es el mismo. Sin embargo, el hecho de que
LEXIDMOA* mantenga un umbral vectorial hace que los tests de dominancia contra
el umbral sean computacionalmente mas costosos, motivo por el cual su rendimiento
es peor que el de IDMOA*, ain cuando elimina los tests de dominancia contra el
conjunto de soluciones localizadas (al localizar inicamente soluciones éptimas).

Aunque tanto LEXIDMOA* como I PID* mantienen ambos un umbral formado
por un tunico vector, el modo de calcularlo influye notablemente en la diferencia de
rendimiento entre ambos. I PID*, a diferencia de LEXIDMQOA*, mantiene un um-
bral cuyo céalculo tiene en cuenta simultdneamente los costes de todos los objetivos.
Esto propicia que el avance en la expansion del arbol de bisqueda sea mas rapido,
al estar guiado por todos los objetivos. Solo cuando el vector de coste de un nodo es
estrictamente peor que el vector umbral en todas las componentes se discontintia un
nodo. LEXIDMQOA*, por el contrario, discontinta la busqueda cuando, por ejemplo,
la primera componente del vector de coste sea peor que la primera componente del
vector usado como umbral, aiin cuando el resto de componentes si puedan ser mejores.

Por otro lado, en las graficas de la figura [8.17] se aprecia como I PID* mantiene
la pendiente en el tiempo de procesamiento a medida que aumenta la profundidad
a la cual se encuentran las soluciones en el arbol de busqueda. Esto se debe a que,
aunque la frontera de Pareto puede aumentar considerablemente con la profundidad
del arbol, I PID* la transforma en un dnico vector. Por el contrario, PIDMOA*, tal y
como vimos en la seccién incrementa considerablemente el tamafio de su umbral
multivectorial y, por consiguiente, la cantidad de tests de dominancia, a medida que
aumentamos la profundidad de las soluciones.

8.5.4. Conclusiones de la comparativa

En esta seccién hemos realizado una evaluacién detallada de diversos algoritmos
multiobjetivo exactos basados en profundizacién iterativa. De modo general podemos
concluir que la cantidad de tests de dominancia a realizar durante la expansién del arbol
de busqueda es un factor determinante en el rendimiento del algoritmo. Esto hace que
el empleo de umbrales multivectoriales en el caso de PIDMQOA* lo convierta en una
opciodn ineficiente en problemas con arboles de busqueda relativamente profundos.

El algoritmo IPID* es, por tanto, la alternativa mas eficiente entre las tres ge-
neralizaciones multiobjetivo directas (IPID*, LEXIDMOA* y PIDMOA*) de la
profundizacién iterativa. Los analisis muestran ademas que IPID* supera también
a IDMOA*, un algoritmo secuencial basado en la aplicacién repetida del algoritmo
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IDA*.

LEXIDMOA* e IPID* emplean ambos una cota de un solo vector. En el caso
de LEXIDMOA*, esta cota se calcula mediante un orden lexicografico, lo cual asigna
diferente importancia a los objetivos, priorizando, por ejemplo, la componente de coste
asociada al primer objetivo antes que el resto. I PID*, por el contrario, contempla de
modo simultdneo todos los objetivos, consiguiendo un avance mas rapido dentro del
arbol de busqueda.

8.6. Comparativa de algoritmos basados en RBF'S

En esta seccién se realiza una evaluacién de los diferentes algoritmos multiobjetivo
exactos basados en RBFS. Concretamente se utilizaran las dos aportaciones realizadas
en esta tesis, Pareto-MO-RBFS e IP-MO-RBF'S, asi como el algoritmo MOM A*0
y una variante del mismo, que hemos denominado M OM A*0-lineal. Como ya vimos
en el Capitulo [5] Pareto-MO-RBF'S emplea una cota de expansiéon multivectorial,
mientras que I P-MO-RBF'S usa como cota el punto ideal de la frontera de Pareto del
arbol explorado en el instante actual.

El algoritmo M OM A*0, como vimos en la seccién es una variante de RBFS
que calcula esta cota como el mejor lexicografico de la frontera de Pareto. Un nodo
se expande siempre y cuando sea mejor lexicografico que su cota. El cuarto algorit-
mo contemplado en este banco de pruebas, MOM A*0-lineal, es una adaptacién de
MOM A*0 que emplea un orden lineal para la expansion.

Recordemos que un vector de coste 11 = (ci,...,c¥) es mejor lineal que otro vector
v = (chy...,c5) si Y8 b < S8 2 En MOM A*0-lineal, la cota de expansién es

un unico vector, al igual que en MOM A*0, pero se calcula como el mejor lineal de
la frontera de Pareto del drbol de busqueda. Ademas, el algoritmo expande un nodo
siempre y cuando sea mejor lineal que su cota.

Experimentos

Para la evaluacién de los algoritmos MOMA*0, MOM A*0-lineal, Pareto-MO-
RBFS e IP-MO-RBFS se emplearon una serie de arboles infinitos aleatorios (ver
seccién [8.3.2)) con la siguiente configuracion:

» Factor de ramificacién: 2 (arboles binarios).
= Numero de objetivos: 2.

= Profundidad a la que se encuentran las soluciones: niveles 16, 18, 20, 22 y 24 del
arbol de biisqueda.

» Rango de costes de ambos objetivos: [1,50].

= Correlacion cero entre los objetivos.
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= Heuristico: h(n) = 0,Vn.

= Porcentaje de la cantidad de nodos solucién en la profundidad fijada para las
soluciones. Estos porcentajes son 1%, 10 %, 25 %, 40 %, 60 %, 80 % y 100 %. Este
ultimo caso representa un arbol finito. Tal y como comentamos en la seccion [8.3
estas soluciones pueden ser tanto 6ptimos de Pareto como soluciones subéptimas.

» Por cada combinacién (profundidad soluciones, cantidad soluciones) se resolvie-
ron un total de 10 problemas aleatorios diferentes (se presentan las medias).

En este caso se optd por establecer un limite temporal para los experimentos de
profundidades mayores que 16, igual a 5 x t;;,, donde ;;, es, en este caso el tiempo medio
obtenido por I P-MO-RBF'S para cada uno de los diferentes tipos de problemas. Esto
se realizé por analogia con los experimentos de algoritmos basados en profundizacién
iterativa, conjeturandose que en este caso la cota con Punto Ideal aplicada en I.P-M O-
RBF S seria la mejor opcién (lo cual, como veremos, se confirmé con los experimentos).

Resultados

En las figuras y se pueden ver los tiempos de procesamiento (medidos
en segundos) de los algoritmos para cada una de las profundidades fijadas para los
nodos solucién. En el eje X se representa el tanto por ciento de soluciones en el nivel
fijado, mientras que en el eje Y representamos el tiempo de procesamiento en segundos,
empleando escala logaritmica para el eje del tiempo.

Enla ﬁgura se pueden ver los tiempos de procesamiento (medidos en segundos)
de los algoritmos para cada uno de los porcentajes de nodos solucién fijados para los
mismos experimentos. En el eje X se representa la profundidad a la cual se encuentran
las soluciones, mientras que en el eje Y representamos el tiempo de procesamiento en
segundos, empleando escala logaritmica.

Las figuras [8.18] [8.19] y [8.20] no muestran los experimentos que hayan excedido del
limite temporal fijado.

Analisis

Tal y como se puede apreciar en las gréaficas de las figuras B.18 y [B.19] en las
pruebas realizadas los algoritmos MOMA*0 y MOM A*0-lineal tinicamente fueron
capaces de solucionar los problemas en los cuales las soluciones se encontraban a un
nivel de profundidad 16. De modo similar, Pareto-M O-RBF'S tinicamente consiguié
completar la bateria de pruebas hasta el nivel 18.

Al igual que para los anélisis realizados en profundizacion iterativa, el rendimiento
de los algoritmos RBFS mejora en general a medida que aumentamos la cantidad de
soluciones disponibles.

En lo que respecta a los algoritmos multiobjetivo RBFS incluidos en esta evalua-
cién, su principal diferencia estriba en la naturaleza de la cota. En el caso de Pareto-
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MO-RBF'S, la cota es multivectorial y almacena los vectores de coste que han sido
discontinuados hasta el instante actual de la busqueda.

Las otras tres opciones (MOM A*0, MOM A*0-lineal e IP-MO-RBF'S) usan un
umbral formado por un tnico vector, el cual se calcula como el mejor lexicografico, el
mejor lineal y el punto ideal respectivamente de la frontera de Pareto. Es precisamen-
te esta cota de expansién, al igual que sucedia con los algoritmos de profundizacién
iterativa (ver seccién la que determina la eficiencia.

De modo similar a lo que sucedia con LEXIDMQOA*, el orden lexicografico em-
pleado por M OM A*0 hace que de modo general la biisqueda vaya guiada fundamental-
mente por uno de los objetivos del problema, lo cual ralentiza la velocidad de expansién
de las diferentes ramas. La versién lineal de M OM A*0, M OM A*0-lineal, tiene un ren-
dimiento similar, dado que el coste lineal de un nodo (suma de las componentes de su
vector de coste) no permite determinar de modo individual la calidad de dicho nodo
para cada uno de los objetivos considerados.

Por lo que respecta a Pareto-MO-RBF'S, si bien su eficiencia es mejor que la de los
algoritmos MOM A*0 y MOM A*0-lineal, a medida que se incrementa la profundidad
del arbol considerado, la frontera de Pareto que debe mantener aumenta considerable-
mente, lo que acarrea una importante degradacién de su rendimiento. Aunque ninguno
de los tres algoritmos anteriores ha finalizado problemas de profundidad superior al
nivel 18, es de esperar que la pendiente de rendimiento de MOMA*0 y MOM A*0-
lineal no sea tan acusada como la de Pareto-MO-RBF'S, al mantener los primeros
un umbral de tamano constante y usar Pareto-MO-RBF'S un umbral proporcional al
tamano del arbol de busqueda. Por este motivo, nuestra hipétesis es que, al igual que
en los algoritmos multiobjetivo de profundizacion iterativa, a profundidades mayores
Pareto-MO-RBFS sera el algoritmo mas ineficiente.

Finalmente, el rendimiento de IP-MO-RBF'S resulta ser el mejor de las opcio-
nes estudiadas. Al igual que sucedia con IPID* su contrapartida en profundizacién
iterativa, I P-MO-RBFS mantiene una cota de expansion constante y formada por
un unico vector. Ademds este vector almacena informacién asociada a la calidad de
todos los objetivos en la frontera de Pareto, lo cual facilita una mayor profundizacién
cada vez que se expande un nodo, recuperando informacién de més sucesores, lo cual
permite ajustar la cota de un modo mas eficiente. Ademads, el hecho de que incluya
temporalmente soluciones sub6ptimas no influye notoriamente en su rendimiento.

Al igual que IPID*, su rendimiento a medida que aumenta la profundidad del
problema considerado no conlleva un empeoramiento muy acusado. La pendiente de
rendimiento, como se puede observar en las graficas de la figura [8.20] se mantiene
practicamente constante. Es por todo ello que IP-MO-RBF'S se presenta como la
mejor opcién dentro de las variantes RBF'S.
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8.7. Comparativa de variantes multiobjetivo de DF-BnB

En esta seccién realizaremos una evaluacion de las diferentes variantes de DF-BnB
multiobjetivo en espacios de estados infinitos. Dado que, como ya se coment6 en el
Capitulo [, MO-DF-BnB no es en general una opcién viable en este tipo de problemas,
yva que no puede asegurar su completitud, es necesario suministrar de algiin modo a
este algoritmo una cota inicial, en forma de solucién (éptima o no), que le sirva a
MO-DF-BnB como cota superior de expansién del arbol de busqueda.

En la seccién [8.7.1] se muestra una comparativa de MO-DF-BnB y un algoritmo de
profundizacién iterativa, PIDMOA*, sobre drboles finitos. La seccién[8.7.2]incluye una
comparativa, también sobre arboles finitos, de MO-DF-BnB y de variantes del mismo
con diferentes cotas. Estas cotas no son necesarias para este tipo de problemas y, como
se vera en el andlisis de los resultados, su célculo no aporta mejora de rendimiento
sobre el algoritmo basico.

Por tltimo, en la seccién [8.7.3]se muestra el impacto que tiene la cota inicial sobre el
rendimiento de MO-DF-BnB sobre arboles infinitos. Para la obtencién de esta cota se
han usado diferentes algoritmos de biisqueda escalar, asi como algoritmos de busqueda
multiobjetivo adaptados para que devuelvan la primera solucién que localicen.

8.7.1. DF-BnB multiobjetivo en arboles finitos

En esta secciéon compararemos MO-DF-BnB y PIDMOA*, un algoritmo con un
rendimiento sensiblemente inferior al de otras variantes de profundizacién iterativa, tal
y como se vio en la seccién Se analizara el comportamiento de ambos algoritmos,
principalmente en funcién de la cantidad de soluciones finales (6ptimos o no de Pareto).

Experimentos

La bateria de problemas generada para esta comparativa entre MO-DF-BnB y
PIDMOA* esta formada por una serie de arboles finitos aleatorios (ver seccién |8.3.1)
con la siguiente configuracion:

» Factor de ramificacion: 2 (arboles binarios).
= Nimero de objetivos: 2.
» Profundidad del arbol: nivel 23 (nodo raiz en nivel 0).

= Profundidad a la que se encuentran las soluciones: niveles 9, 10, 11, 12, 13, 14 y
15.

» Rango de costes de ambos objetivos: [1,10].

= Correlacion cero entre los objetivos.
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» Pruebas con busqueda ciega (h(n) = 0, Vn) y heuristica (usando el heurfsti-
co descrito en [8.3.1)). Se generan un total de 20 &rboles aleatorios, 10 para la
busqueda ciega y 10 para la btsqueda heuristica.

» Cantidad de nodos solucion: 1, 6, 11, 16, 21, 26, 31, 36. Estas cantidades son
absolutas, no porcentuales. Ademaés las soluciones no tienen porque ser todas
optimos de Pareto.

» Para cada combinacion (profundidad solucién, cantidad nodos solucién) se genera
un total de 10 conjuntos aleatorios de nodos finales (se presentan las medias).

Resultados

En las graficas de la figura [8.21] se representa la cantidad de nodos expandida por
cada uno de los algoritmos, promediada para los 100 problemas de cada tipo generados
(10 problemas para busqueda ciega/heuristica combinados cada uno de ellos con 10
conjuntos diferentes de soluciones). Los problemas de bisqueda ciega y heuristica se
han evaluado de modo separado. Se muestran las graficas asociadas a profundidades
9, 11, 13 y 15 para los nodos soluciéon. En el eje X se representa la cantidad de nodos
finales del problema, mientras que en el eje Y se representa la cantidad de nodos
expandida por cada algoritmo. Se ha empleado escala logaritmica para el eje Y.

En las gréficas de la ﬁgurase representa el tiempo de procesamiento (segundos)
por cada uno de los algoritmos, promediado para los 100 problemas de cada tipo
generados . Se muestran las graficas asociadas a profundidades 9, 11, 13 y 15 para los
nodos solucién. En el eje X se representa la cantidad de nodos finales del problema,
mientras que en el eje Y se representa el tiempo total de procesamiento para cada
algoritmo. Se ha empleado escala logaritmica para el eje Y.

En las graficas de la figura[8.23]se representa el tiempo medio de procesamiento por
nodo expandido para los mismos casos de las figuras 8:21 y 8:22] En el eje X se repre-
senta la cantidad de nodos finales del problema, mientras que en el eje Y se representa
el tiempo medio de procesamiento de un nodo en segundos (escala logaritmica).

Analisis

Podemos apreciar que el comportamiento de los algoritmos en funcién de la canti-
dad de nodos finales es muy similar. En ambos casos, a mayor nimero de soluciones,
mayor probabilidad de encontrar dichas soluciones (incluso 6ptimos de Pareto) en las
primeras iteraciones (PIDMOA*) 6 ramas exploradas (MO-DF-BnB). Debido a ello
el nimero de podas se incrementa y el nimero de nodos procesados disminuye consi-
derablemente.

Tal y como podemos apreciar en las graficas de la figura PIDMOA* expande
muchos menos nodos que MO-DF-BnB en los problemas en los cuales los nodos solucién
son mas superficiales. Esto se debe a que el coste asociado a la reexpansiéon durante
las diferentes iteraciones no es significativa, al producirse en niveles del arbol que no



ma

a

y

s
Divulgacion Cientifica

Publicaciones

206 CaAriTULO 8. Evaluacién empirica
10%; 10%;
—ti— [Bilincd Bin Bl w-— Bind BnB
Hisuristic BnE I istic BnB
- ~— Biind PIDMOA - — Bt PIDMOA
Hnuristic PIDMOA £+ Heuristic PIDMOA
E toﬂ E S
- ",
, - E —
. \‘ ., ‘_‘-’ R R— -
NN S -
b.Y ~,
{13 \\ 4 e —
N
i —— —— X . :
" 6 0] 15 20 26 30 35 e B 10 15 20 26 30 35 40
# of goal nodes # of goal nodes
(a) Profundidad soluciones 9 (b) Profundidad soluciones 11
10 10
=Bl b RN » ram“mm'?caana
Hearistic: B A ?
\ — Bilind PIOMOA
LN ~— Blind PIOMOA o1 R - H::hk e
RN o1 Houristic PIDMOA 10 )
g 10* \,“1
—;
h"“"\-._r_.-—"' —,
107} 107}
'} i a i 4
n B 1w 16 20 25 30 35 n B 10 16 20 25 30 35 a0
# of goal nodes # of goul nodes

(c¢) Profundidad soluciones 13

(d) Profundidad soluciones 15

Figura 8.21: Comparativa PIDMOA* vs. DF-MO-BnB. Arboles finitos binarios. Nodos

expandidos.



8.7. Comparativa de variantes multiobjetivo de DF-BnB

207

T i

Time

10t

10°

Blind EnB

Heuristic BnB
~— Blind PIDMOA
Heuristic PIDMOA
TT—— —H——
e _h“\‘\w
Se—
— e W—y-
B 1w 158 20 2b 0 3B
# ol goal nodes
(a) Profundidad soluciones 9
=t Bl BB
Heuristic BnB
== |Fhned PIDMOA
\ s Haurstic PIDMOA
.‘l‘\
W
g B : ———— e
————— A
-
B 1w 16 20 25 30 35
# ol goal nodes

(c¢) Profundidad soluciones 13

Tirme

Tirme:

o
10°
oS
N,
10 =¥ o —
< by g e ——
———
10"
-t
10
5 10 15 20 28 30 35
# of goal nodes
(b) Profundidad soluciones 11
=— Blind BnD
w0 L\\\ Ht_;umn-: BnB
i Blind PIDMOA
Ny 71— Heuristic PFIOMOA,
10 — e
i
———g
10" & e o
0"
-t
W 5 10 15 20 ) 30 35
# o goal nodes

(d) Profundidad soluciones 15

Figura 8.22: Comparativa PIDMOA* vs. DF-MO-BnB. Arboles finitos binarios. Tiem-

po.




. o2 s
208 CaAriTULO 8. Evaluacién empirica
10 0
x e .‘-_ __“-..__:_L -
A /f .r-:"-i"-‘- o
g L e " S b
£ N £ i
.4 i
£ £ w”
r —— e g 1
{ {
a« «
»— Blind MC-DF-BnB u— Blind MO-DF-BnB
Hauristic MO-DF -BnB| Hauristic MO-DF -BnB
+— Blind PIDMOA +— Blind PIDMOA
u + Haurigtic PIDMOA u + Haurigtic PIDMOA
W : w0
] 10 18 0 26 30 35 40 ] 1 18 20 %5 30 35
# ol goal nodes # of goal nodes
(a) Profundidad soluciones 9 (b) Profundidad soluciones 11
10 L
et il i - -—"“'\-, £
3 = g =k R i
& _:-.- '_'____u__‘__‘_‘__“/"f - iy _—';_-_,:—P-r - "“\r’fr-; ¥
i —
.4 .4 e
.E 10 E 107
1 1
{ {
L L
»— Blind MC-DF-BnB »— Blind MC-DF-BnB
Heuristic MO-DF -BaB| Heuristic MO-DF -BaB
+— Blind PIDMOA, +— Blind PIDMOA
a - Hauristic PIDMOA u + Haurigtic PIDMOA
w B i 1B 20 25 30 35 40 W B 1] 1B 20 25 30 35
# ol goal nodes # o goal nodes

(c¢) Profundidad soluciones 13

(d) Profundidad soluciones 15

Figura 8.23: Comparativa PIDMOA* vs. MO-DF-BnB. Arboles finitos binarios.
Tiempo medio de procesamiento por nodo.




8.7. Comparativa de variantes multiobjetivo de DF-BnB 209

tienen un nimero de nodos muy elevado. Por el contrario, MO-DF-BnB se puede
ver obligado a explorar ramas completas del arbol, llegando incluso hasta nodos hoja,
sobre todo durante la biisqueda de la cota/solucion inicial. Esto es més acusado cuando
hay un nimero de nodos soluciéon bajo, pues es mas improbable para MO-DF-BnB el
encontrar dicha solucién inicial pronto. Sin embargo, a medida que aumentamos la
profundidad a la cual se encuentran ubicados los nodos soluciéon, MO-DF-BnB no
incrementa sustancialmente la cantidad de nodos que expande, mientras que si lo
hace PIDMOA*, al tener que profundizar iterativamente hasta niveles cada vez mas
alejados del nodo raiz, y por tanto incrementando considerablemente el niimero de
nodos explorados.

Ademés, aunque la funcién heuristica no tiene una calidad destacable, tampoco se
percibe una gran diferencia entre los resultados con busqueda ciega o con busqueda
heuristica para DF-BnB. PIDMQOA* parece sacar mejor provecho de dicha informa-
cién heuristica.

De modo complementario, en las graficas de la figura [8.22] incluimos el tiempo
de procesamiento para los mismos casos. Los resultados son analogos a los de nodos
expandidos. En ambos algoritmos, a mayor nimero de nodos solucién se producen
mas podas, con lo cual se expanden menos nodos y se realizan muchos menos tests
de dominancia, mejorando los tiempos de procesamiento frente a los casos con menos
nodos solucién. Ademads en las graficas podemos percibir que la ganancia obtenida del
uso del heuristico es minima, probablemente debido a la baja calidad de este heuristico
genérico.

Aunque los resultados son similares, las diferencias entre algoritmos se amplian en
escala. Por ejemplo, con los nodos solucién a profundidad 15, PIDMOA* expande
aproximadamente 10 veces mas nodos que MO-DF-BnB, pero en cambio es aproxima-
damente 100 veces mas lento. El motivo viene dado por el crecimiento de la frontera de
Pareto en cada iteracién, y con ello el incremento de los tests de dominancia a realizar
sobre dicho umbral, tal y como se vio en la seccién 8.5

Los numerosos vectores que hacen las veces de umbral para PIDMOA* son los
que contribuyen a que la diferencia en el nimero de nodos entre PIDMOA* y MO-
DF-BnB se vea incrementada considerablemente cuando tenemos en cuenta el tiempo
de procesamiento.

En las graficas de la figura [8.23 podemos apreciar que, excepto para algunos casos
mas sencillos (pocas soluciones finales ubicadas en niveles cercanos a la raiz), el tiempo
de procesamiento de un nodo es significativamente superior en PIDMOA*, aunque
las variaciones en este algoritmo sean menores.

Las tablas y muestran una serie de medidas estadisticas relativas al tiempo
de procesamiento (en segundos) para drboles con soluciones finales ubicadas a profun-
didades 9 y 15 respectivamente.
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Tabla 8.1: Medidas estadisticas para el tiempo de procesamiento (en segundos) para
soluciones a nivel 9

Cantidad de nodos solucién
1 6 11 16 21 26 31 36
BnB Minimo 0,03 0,08 0,06 0,11 0,03 0,00 0,03 0,00
Ciego Maximo 32,71 24,62 20,75 22,09 19,06 20,19 19,34 18,16
Media 23,92 16,45 14,86 13,39 7,65 9,71 9,55 3,60
Desviacién estandar 9,03 7,93 7,45 8,78 8,52 8,95 9,10 6,91
BnB Minimo 0,05 0,12 0,08 1,36 0,03 0,00 0,03 0,00
Heuristico Méximo 25,44 15,05 9,39 11,92 7,86 9,39 9,38 7,36
Media 15,90 8,46 6,20 6,85 4,66 5,37 5,22 4,18
Desviacién estandar 7,65 3,69 3,13 3,13 2,94 3,28 3,42 2,86
PIDMOA Minimo 0,14 0,08 0,05 0,05 0,06 0,05 0,03 0,05
ciego Maximo 80,29 20,34 0,97 0,61 0,41 0,56 0,30 0,28
Media 18,89 1,27 0,28 0,22 0,17 0,16 0,14 0,12
Desviacién estandar 14,56 3,30 0,17 0,10 0,08 0,08 0,06 0,05
PIDMOA Minimo 0,13 0,05 0,03 0,05 0,03 0,03 0,02 0,03
Heuristico Méximo 32,46 8,39 2,00 1,68 0,34 0,48 0,25 0,25
Media 8,64 1,85 0,37 0,23 0,14 0,13 0,11 0,10
Desviacién estandar 5,50 2,55 0,51 0,30 0,07 0,07 0,05 0,04

Tabla 8.2: Medidas estadisticas para el tiempo de procesamiento (en segundos) para
soluciones a nivel 15

Cantidad de nodos solucién
1 6 11 16 21 26 31 36
BnB Minimo 2,04 17,13 2,06 0,31 1,98 0,16 0,23 0,12
Ciego Méximo 32,90 24,90 22,25 20,03 19,41 18,55 19,64 19,28
Media 25,51 19,89 18,44 14,84 14,45 10,48 9,85 11,06
Desviacién estandar 5,35 2,40 2,06 6,41 6,07 7,58 8,12 7,93
BnB Minimo 6,60 6,71 6,57 6,35 6,49 1,37 1,53 0,13
Heuristico Méximo 25,57 16,43 13,17 11,01 10,47 8,35 9,41 8,63
Media 17,46 10,10 8,76 7,91 7,65 6,66 7,14 6,51
Desviacién estandar 6,10 3,15 1,54 1,12 0,96 1,46 1,51 1,87
PIDMOA Minimo 57,80 42,98 31,93 33,42 30,67 23,04 25,27 29,91
ciego Méximo 11874,73 1084,57 609,62 445,23 248,35 198,95 166,47 211,23
Media 2378,98 273,66 165,56 126,63 104,09 92,41 85,75 78,85
Desviacién estandar 2572,98 189,71 99,98 71,43 47,53 39,14 30,66 35,29
PIDMOA Minimo 33,81 21,97 14,71 16,19 13,26 8,78 10,83 13,17
Heuristico Maximo 7267,77 774,83 464,90 345,56 184,32 146,49 119,34 153,29
Media 1522,03 198,07 117,61 88,05 70,46 60,59 55,53 49,93
Desviacién estandar 1585,54 139,96 77,61 55,95 37,46 30,44 23,96 27,49
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La desviacion estandar permanece constante para MO-DF-BnB, mientras que en PIDMOA*
decrece cuando aumenta el niimero de nodos solucién. Es decir, a mayor complejidad del
problema en lo que a soluciones finales se refiere, mas estabilidad presenta PIDMOA*,
siendo un algoritmo mas predecible. Sin embargo, a medida que aumentamos la pro-
fundidad de la solucién, mas aumenta la desviacién estandar para PIDMOA*. MO-
DF-BnB no parece depender de estos factores.

Podemos concluir como resultado de esta comparativa que la eleccién de un algo-
ritmo depende maés de la profundidad a la que se encuentran los nodos solucién que
de la cantidad de los mismos. La opcién MO-DF-BnB se muestra como la mas idénea
con problemas de relativa dificultad (adrboles mas profundos), mostrando también un
comportamiento mas predecible que PIDMOA*.

8.7.2. Variantes de DF-BnB multiobjetivo sobre arboles finitos

En esta secciéon se evaluaran MO-DF-BnB y diferentes variantes de este algoritmo
con cota inicial sobre arboles finitos, aunque esta cota no es imprescindible en Branch
& Bound para resolver este tipo de problemas.

Experimentos

Para la evaluacion de los algoritmos se emplearon una serie de arboles finitos alea-
torios (ver seccién [8.3.1)) con la siguiente configuracion:

» Factor de ramificacién: 2 (4rboles binarios).
= Nimero de objetivos: 2.

= Profundidad a la que se encuentran las soluciones: niveles 16, 18, 20 y 22 del
arbol de busqueda, teniendo dicho arbol una profundidad méxima de 24 niveles.

» Rango de costes de ambos objetivos: [1,50].

= Correlacién cero entre los objetivos.

= Heuristico: i(n) = 0, Vn.

= Porcentaje de la cantidad de nodos solucién en la profundidad fijada para los mis-
mos: 100 %. Estas soluciones pueden ser tanto 6ptimos de Pareto como soluciones

suboptimas.

» Por cada combinacién (profundidad soluciones, cantidad soluciones) se resolvie-
ron un total de 20 problemas aleatorios diferentes (se presentan las medias).
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Arboles aleatorios finitos. Branch & Bound
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Tiempao total
A

16 17 18 19 20 21 22
Profundidad de nodos solucidn

Figura 8.24: Comparativa DF-MO-BnB y variantes con cota. Arboles finitos binarios.
Tiempo de procesamiento.

Resultados

Enla ﬁgura se representa el tiempo de procesamiento (segundos) por cada uno
de los algoritmos, promediado para los 20 problemas de cada tipo generados . En el eje
X se representa la profundidad a la cual se encuentran los nodos finales del problema,
mientras que en el eje Y se representa el tiempo total de procesamiento para cada
algoritmo. Se ha empleado escala logaritmica para el eje Y.

Analisis

Los algoritmos multiobjetivo empleados en estas pruebas para obtencion de cota son
variantes de IDMOA* y PIDMOA* que devuelven la primera solucién encontrada.
De los resultados obtenidos se deduce que la obtencién de la cota inicial no representa
una ventaja en el procesamiento de arboles de busqueda finitos, pues MO-DF-BnB es
la opcién mas eficiente de los algoritmos probados. Los resultados de las variantes con
cota son similares a los obtenidos para las pruebas con arboles infinitos de la seccién
B3

De entre las variantes con cota analizadas, las que emplean BID y PIDMOA* son
las menos eficientes. Esto se debe a que al realizar un avance més lento en el arbol de
btsqueda, encuentran la cota mucho més tarde que el resto de opciones que trabajan
sobre una unica magnitud: RBFS, IDA* lineal (que trabaja con una combinacién
lineal de los objetivos considerados) e IDMOA* (que al devolver la primera solucién
que encuentra, inicamente ha procesado el primer objetivo). En el caso de BID, en el
procesamiento del arbol por niveles de profundidad se producen tantas reexpansiones
como niveles tenga el arbol considerado. Sin embargo, con PIDMQOA*, la cantidad de
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iteraciones sera generalmente mucho mayor, al regirse por todas las componentes de
coste de los caminos explorados.

8.7.3. DF-BnB multiobjetivo en arboles infinitos

Como ya se ha comentado anteriormente, el algoritmo MO-DF-BnB se presenta
como una buena alternativa para cierto tipo de arboles infinitos, pero siempre y cuando
se disponga de una cota inicial para asegurar su completitud. En nuestro andlisis
consideraremos pues un algoritmo secuencial:

= En una primera fase utilizaremos un algoritmo completo en grafos infinitos para
calcular una solucién inicial P.

= En una segunda fase aplicaremos MO-DF-BnB usando como cota superior inicial
el coste de P.

La opcion més logica para la primera fase es la familia de algoritmos de profun-
dizacion iterativa. En nuestra evaluacién los algoritmos seleccionados para obtener la
cota inicial han sido los siguientes:

» BID: Profundizacién iterativa basada exclusivamente en el nivel de profundidad
del arbol. La primera cota es el nivel 0, luego el nivel 1, y asi sucesivamente.
Para las cotas, por tanto, no se tienen en cuenta los costes de ninguno de los
objetivos. El umbral devuelto por este algoritmo a MO-DF-BnB sera el vector
de coste de la primera solucién localizada, la cual puede ser éptima o subdptima.
Sélo tenemos asegurado que es la menos profunda.

= [ DA* 0bjl: Profundizacién iterativa para un tinico objetivo. Se emplea el algorit-
mo IDA*, contemplando tinicamente el coste asociado a uno de los objetivos del
problema La soluciéon obtenida como cota inicial de MO-DF-BnB es éptima en
cuanto a dicho objetivo, pero podria no ser un 6ptimo de Pareto. En las pruebas
realizadas sobre problemas biobjetivo se ha escogido la primera componente del
vector de coste.

s [DA* lineal: Se emplea nuevamente el algoritmo IDA* para obtener una cota
inicial, pero en lugar de usar el coste de uno de los objetivos, se calcula una com-
binacién lineal de ambos, la cual actiia como coste del camino. En nuestro caso

%, donde ¢; y 9 son las componentes

esta combinacién lineal viene dada por
del vector de coste. En este caso, la primera solucién encontrada serd un éptimo

de Pareto.

= RBFS: Se emplea el algoritmo RBFS, contemplando tinicamente el coste asociado
al objetivo del problema asociado a la primera componente de coste. Esto, al igual
que en el caso de IDA*, no permite asegurar una soluciéon 6ptimo de Pareto.
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= [PID*: Se emplea una variante de IPID* que devuelve la primera solucién
encontrada. Dado que IPID* puede localizar soluciones subdéptimas, no tene-
mos garantizado que la cota inicial localizada por el algoritmo sea una soluciéon
Optima.

La seleccién incluye fundamentalmente algoritmos para un solo objetivo, ya que
no precisan realizar operaciones vectoriales, las cuales degradan considerablemente
el rendimiento. Se incluye un algoritmo que usa una combinacién lineal de costes y,
a efectos de completitud de la comparativa, un algoritmo multiobjetivo, el cual ha
sido convenientemente modificado para que tnicamente devuelva la primera solucién
que localice. También se ha jugado con la calidad de las soluciones devueltas, ya que
se incluyen tanto algoritmos que devuelven una cota que es éptimo de Pareto como
algoritmos que podrian devolver soluciones subéptimas. Los algoritmos multiobjetivo
han sido modificados para que finalicen una vez han localizado la primera solucién
(p-€j. en la tabla podemos ver la modificacién realizada a [ PID*).

Experimentos

La bateria de problemas generada para este andlisis de MO-DF-BnB con diferentes
cotas iniciales estd formada por una serie de drboles infinitos aleatorios (ver seccién

8.3.2) con la siguiente configuracién:

» Factor de ramificacién: 2 (arboles binarios).
= Numero de objetivos: 2.

= Profundidad a la que se encuentran las soluciones: niveles 16, 18, 20 y 22 del
arbol de buisqueda.

» Rango de costes de ambos objetivos: [1,50].
= Correlacion cero entre los objetivos.
= Heurfstico: h(n) = 0,Vn.

= Porcentaje de la cantidad de nodos solucién en la profundidad fijada para las
soluciones. Estos porcentajes son 1%, 10 %, 25 %, 40 %, 60 %, 80 % y 100 %. Este
iltimo caso representa un arbol finito. Tal y como comentamos en la seccion [8.3
estas soluciones pueden ser tanto éptimos de Pareto como soluciones suboptimas.

» Por cada combinacién (profundidad soluciones, cantidad soluciones) se resolvie-
ron un total de 10 problemas aleatorios diferentes (se presentan las medias).

Los experimentos son similares a los usados para la evaluaciéon de algoritmos mul-
tiobjetivo basados en profundizacién iterativa (secciones m v 18.5.3)).
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Resultados

En las gréficas de las figuras[8.25]y [8.26] se representan los tiempos de procesamiento
en segundos en el eje Y con escala logaritmica, agrupados por profundidad de las
soluciones para el algoritmo MO-DF-BnB combinado con las diferentes opciones para
la obtencién de cota inicial. Se representa para cada profundidad tanto el tiempo
requerido para obtener la cota inicial como el tiempo total de resolucion. El eje X
representan los diferentes porcentajes de soluciones finales en el nivel fijado.

En las graficas de la figura [8.27] se representan los tiempos totales de procesamiento
en segundos en el eje Y con escala logaritmica, agrupados por profundidad de las
soluciones para el algoritmo MO-DF-BnB combinado con las diferentes opciones para
la obtencién de cota inicial. El eje X representa los diferentes porcentajes de soluciones
finales en el nivel fijado.

En las gréficas de la figura[8.28|se representan los tiempos totales de procesamiento
en segundos en el eje Y con escala logaritmica, agrupados por porcentaje de soluciones a
la profundidad establecida para el algoritmo MO-DF-BnB combinado con las diferentes
opciones para la obtencién de cota inicial. El eje X representa los diferentes niveles de
profundidad fijados para los nodos solucion.

Analisis

Como se puede apreciar claramente en las graficas de las figuras y el
tiempo de procesamiento viene dado casi exclusivamente por la busqueda de la pri-
mera solucién. El tiempo restante empleado por MO-DF-BnB para localizar todas las
soluciones 6ptimas, una vez obtenida la cota inicial, es residual, independientemente
del algoritmo empleado para obtener dicha cota inicial o de la dificultad del problema
en cuanto a profundidad o cantidad de soluciones.

De modo similar a lo ya visto para las variantes de profundizacion iterativa y
RBFS, en general el comportamiento de los algoritmos basados en DF-BnB mejora a
medida que se aumenta la cantidad de soluciones del problema. La tinica excepcién es el
algoritmo BID, el cual, al realizar una expansion del arbol basada exclusivamente en la
profundidad de los nodos, tiene que explorar el arbol de biisqueda hasta la profundidad
dada, independientemente de la cantidad de soluciones que haya disponibles.

Como cabe suponer, los algoritmos mas rapidos para conseguir la cota inicial son
aquellos con un enfoque de un objetivo, en este caso IDA* y RBFS, tal y como puede
apreciarse en las graficas de las figuras y El algoritmo I PID* presenta un
rendimiento ligeramente inferior al de los anteriormente mencionados, debido funda-
mentalmente a la necesidad de realizar los tests de dominancia vectoriales de los cuales
estan exentos los algoritmos escalares.

El algoritmo que presenta peor rendimiento para localizar esta primera soluciéon
es BID, ya que al realizar la profundizacion iterativa basandose no en costes, sino en
la profundidad del arbol, su avance se realiza de modo mas lento, incrementando por
lo tanto el niimero de reexpansiones. IDA* lineal, aunque en la préctica realiza un
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Figura 8.25: Comparativa de algoritmos multiobjetivo DF-BnB con cota inicial (BID,
IDA* lineal, IDA* con objetivo 1, RBFS). Arboles infinitos binarios. Tiempo de pro-
cesamiento (segundos) en funcién de distintos porcentajes de soluciones para diferentes

algoritmos de cédlculo de cotas iniciales.
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Figura 8.26: Comparativa de algoritmos multiobjetivo DF-BnB con cota inicial
(IDMOA*, PIDMOA*, IPID"). Arboles infinitos binarios. Tiempo de procesamiento
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procesamiento escalar sobre un objetivo ficticio, que es la combinacién lineal de las
componentes del vector de coste, ve penalizado su rendimiento como consecuencia de
estos calculos adicionales.

Las diferencias entre algoritmos son mas acusadas a medida que crece la profundi-
dad a la cual se encuentran las soluciones del problema, y por lo tanto su dificultad.

La evaluaciéon realizada nos permite comprobar que la calidad de la cota inicial no
afecta significativamente al tiempo de procesamiento. Como ya se ha comentado, para
ninguna de las combinaciones hay una gran diferencia entre el tiempo a la primera
solucién y el tiempo total de procesamiento. Por ejemplo, el hecho de que I DA* lineal
proporcione un éptimo de Pareto como cota inicial no parece influir en una localizacién
mas rapida del conjunto de soluciones buscado. Por ello se antoja como algoritmo
auxiliar idéneo aquel que localice lo antes posible una cota para MO-DF-BnB. Segin
los resultados obtenidos, esta mejor opcién seria el uso de IDA* 6 RBFS sobre uno
de los objetivos considerados en el problema, ya que estos dos algoritmos presentan un
rendimiento similar sobre los problemas resueltos. En la practica, la eleccién de uno u
otro puede venir dada por la velocidad de expansién de los nodos (Hatem et al., 2015]).

8.8. Comparativa general de algoritmos depth-first

En las secciones previas hemos realizado diversas evaluaciones para cada una de
las tres categorias de algoritmos multiobjetivo exactos depth-first identificados en este
trabajo: basados en profundizacion iterativa, basados en RBFS y basados en DF-BnB.
Como resultado de estas comparativas, los mejores candidatos de cada categoria en
la resolucién de arboles infinitos han resultado ser IPID*, IP-MO-RBFS y MO-
DF-BnB con cota inicial basada en el algoritmo escalar IDA* (o RBFS) para uno
cualquiera de los objetivos contemplados.

El uso del punto ideal se ha revelado un buen esquema para los algoritmos basados
en cotas de expansion, al mantener un umbral de expansion sencillo, formado por un
Unico vector, y al mismo tiempo almacenar informacion relativa a los caminos discon-
tinuados teniendo en cuenta todos los objetivos del problema. Por lo que respecta a
la variante DF-BnB, el rendimiento del algoritmo en grafos infinitos viene marcado
por el del algoritmo auxiliar empleado para obtener una cota inicial. Segun la evalua-
cién realizada en la seccion cuanto mas sencillo sea este algoritmo auxiliar, mayor
rendimiento presentarda MO-DF-BnB, independientemente de la calidad de dicha cota
inicial. Es por ello que en esta seccién seleccionaremos I.DA* para uno de los objetivos,
un algoritmo escalar de profundizacion iterativa, que asegura la completitud.

En el caso de arboles finitos, la tnica diferencia es la eleccion de MO-DF-BnB como
representante de la categoria DF-BnB, pues con este tipo de problemas este algoritmo
no precisa cota y ha presentado mejor rendimiento que las variantes que si calculaban
una cota inicial.

La finalidad de las pruebas aqui presentadas es determinar el algoritmo multiobje-
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tivo exacto depth-first con mejores prestaciones para el caso general.

8.8.1. Comparativa IDA*+MO-DF-BnB, IPID* e IP-MO-RBF'S so-
bre arboles infinitos

Como ya hemos comentado, en esta seccién recopilaremos los resultados de las dife-
rentes pruebas realizadas para los mejores representantes de cada una de las categorias
de algoritmos establecidas sobre un conjunto de arboles infinitos.

Experimentos

Para la evaluacién de los algoritmos IDA* +MO-DF-BnB, IPID* e IP-MO-
RBF'S se emplearon una serie de arboles infinitos aleatorios (ver seccion [8.3.2)) con la
siguiente configuracién:

» Factor de ramificacién: 2 (arboles binarios).
= Nimero de objetivos: 2.

= Profundidad a la que se encuentran las soluciones: niveles 16, 18, 20, 22 y 24 del
arbol de biisqueda.

= Rango de costes de ambos objetivos: [1,50].
= Correlacion cero entre los objetivos.
= Heuristico: h(n) = 0, Vn.

= Porcentaje de la cantidad de nodos en la profundidad fijada para las soluciones.
Estos porcentajes son 1%, 10%, 25%, 40 %, 60 %, 80 % y 100 %. Este tltimo
caso representa un arbol finito. Tal y como comentamos en la seccién estas
soluciones pueden ser tanto 6ptimos de Pareto como soluciones subdptimas.

» Por cada combinacién (profundidad soluciones, cantidad soluciones) se resolvie-
ron un total de 10 problemas aleatorios diferentes (se presentan las medias).

Estos arboles son similares a los empleados para la evaluacion de algoritmos multi-
objetivo basados en profundizacién iterativa (seccién|8.5)) y basados en RBFS (seccién

Resultados

Enla ﬁgurase pueden ver los tiempos de procesamiento (medidos en segundos)
de los algoritmos para cada una de las profundidades fijadas para los nodos solucién.
En el eje X se representa el tanto por ciento de soluciones en el nivel fijado, mientras
que en el eje Y representamos el tiempo de procesamiento en segundos, empleando
escala logaritmica para el eje del tiempo.
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Figura 8.29: Comparativa de algoritmos IDA* +MO-DF-BnB, IPID* e IP-MO-
RBFS. Arboles infinitos binarios. Tiempo de procesamiento (segundos) en funcién del
porcentaje de soluciones para distintos niveles de profundidad de las soluciones.
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En la ﬁgura se pueden ver los tiempos de procesamiento (medidos en segundos)
de los algoritmos para cada uno de los porcentajes de nodos solucion fijados. En el eje
X se representa la profundidad a la cual se encuentran las soluciones, mientras que
en el eje Y representamos el tiempo de procesamiento en segundos, empleando escala
logaritmica para el eje del tiempo.

Analisis

Como se puede apreciar en las graficas de las figuras [8:29] y [8:30] el algoritmo
que presenta claramente un mejor rendimiento de los tres es la variante secuencial
IDA* + MO-DF-BnB para la cota inicial, con una diferencia de aproximadamente un
orden de magnitud con respecto al segundo mas eficiente, I PID*, incrementandose
esta diferencia ligeramente a medida que aumentamos la profundidad del arbol.

Como ya vimos en la seccion 8.7 el tiempo de computacién asociado a IDA*
+MO-DF-BnB viene dado mayoritariamente por la bisqueda de la primera soluciéon
por parte del algoritmo escalar. Una vez obtenida esta cota, una solucién del proble-
ma que puede incluso ser suboptima, el algoritmo MO-DF-BnB realiza una busqueda
depth-first podando con el conjunto de soluciones localizadas en cada instante. Este
conjunto, ain cuando es posible que albergue también soluciones subéptimas, permite
realizar una poda dréastica del espacio de btisqueda, mejorando notablemente la eficien-
cia del algoritmo. I DA* +MO-DF-BnB tinicamente realiza tests de dominancia contra
el conjunto de soluciones actuales, tanto cuando usa este conjunto como cota superior
para determinar si discontinia la btisqueda en un nodo como para comprobar, cuando
localiza una solucién, si ésta domina a alguna de las ya existentes.

Por el contrario, los algoritmos que emplean una cota calculada como el punto ideal
de la frontera de Pareto se ven obligados a realizar més tests. Ademads de comprobar
las nuevas soluciones contra el conjunto de soluciones ya localizadas, cada nodo debe
verificar si es estrictamente mejor que la cota fijada. Ademas también influyen en el
rendimiento las reexpansiones de las distintas profundizaciones.

La diferencia que se observa en las graficas entre IPID* e IP-MO-RBF'S radica
en la cantidad de cotas que deben calcular cada uno de los algoritmos. I P-MO-RBF'S
expande en general menos nodos que I PID*, al permitir la propagacion de informacién
de expansiones previas hacia los nodos sucesores mediante la funcién Maz Vector. Sin
embargo la cota en este algoritmo debe calcularse por cada nodo procesado. Ademaés
esta cota variard para un mismo nodo entre diferentes reexpansiones del mismo, pues
el procesamiento realizado entre estas reexpansiones habra profundizado la frontera de
Pareto del arbol de btsqueda.

IPID*, por el contrario, calcula una tinica cota de expansién por iteracion, siendo
esta cota Unica para todos los nodos del arbol de busqueda generado durante dicha
iteracién. Este ahorro compensa el mayor nimero de nodos generado por I PID*.
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Figura 8.30: Comparativa de algoritmos IDA* +MO-DF-BnB, IPID* ¢ IP-MO-
RBFS. Arboles infinitos binarios. Tiempo de procesamiento (segundos) en funcién de

la profundidad de las soluciones para distintos porcentajes de soluciones.
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8.8.2. Efecto de la correlacién sobre los algoritmos
En la siguiente seccién evaluamos el comportamiento de los algoritmos I.DA* +MO-

DF-BnB, IPID* e IP-MO-RBF'S en presencia de correlaciones positivas y negativas.

Experimentos

Para la evaluacién de los algoritmos IDA* +MO-DF-BnB, IPID* e IP-MO-
RBF'S se emplearon una serie de arboles infinitos aleatorios (ver seccion [8.3.2) con la
siguiente configuracion:

» Factor de ramificacion: 2 (arboles binarios).
= Numero de objetivos: 2.

= Profundidad a la que se encuentran las soluciones: niveles 14, 16, 18, 20 y 20 del
arbol de busqueda.

» Rango de costes de ambos objetivos: [1,50].
= Correlacién entre los objetivos: -0.5, 0.5 y 1.
= Heuristico: h(n) = 0, Vn.

= Es un porcentaje de la cantidad de nodos en la profundidad fijada para las
soluciones. Estos porcentajes son 10 %, 40% y 80%. Tal y como comentamos
en la seccién [8.3] estas soluciones pueden ser tanto éptimos de Pareto como
soluciones suboptimas.

» Por cada combinacién (profundidad soluciones, cantidad soluciones) se resolvie-
ron un total de 10 problemas aleatorios diferentes (se presentan las medias).

Se realizaron pruebas adicionales con correlacién —1 con un limite temporal pro-
porcional (5x) al tiempo de procesamiento de la variante DF-BnB, pero en ningin
caso los algoritmos IPID* e IP-MO-RBF'S finalizaron la resolucién de los arboles.

Resultados

En las figuras |8.31] [8.32| y [8.33| se pueden ver (para correlaciones 1, 0,5 y —0,5

respectivamente) los tiempos de procesamiento (medidos en segundos) de los algoritmos
para cada una de las profundidades fijadas para los nodos solucién. En el eje X se
representa el tanto por ciento de soluciones en el nivel fijado, mientras que en el eje Y’
representamos el tiempo de procesamiento en segundos, empleando escala logaritmica
para el eje del tiempo.
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Figura 8.31: Comparativa de algoritmos IDA* +MO-DF-BnB, IPID* e IP-MO-
RBFS. Arboles infinitos binarios. Correlacién 1 entre los objetivos. Tiempo de proce-
samiento (segundos) en funcién del porcentaje de soluciones para distintos niveles de

profundidad de las soluciones.
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Figura 8.32: Comparativa de algoritmos IDA* +MO-DF-BnB, IPID* e IP-MO-
RBFS. Arboles infinitos binarios. Correlacién 0.5 entre los objetivos. Tiempo de pro-
cesamiento (segundos) en funcién del porcentaje de soluciones para distintos niveles

de profundidad de las soluciones.
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Figura 8.33: Comparativa de algoritmos I DA* +MO-DF-BnB, IPID* e IP-MO-
RBFS. Arboles infinitos binarios. Correlacién -0.5 entre los objetivos. Tiempo de

procesamiento (segundos) en funcién del porcentaje de soluciones para distintos niveles
de profundidad de las soluciones.
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Analisis

En el caso de correlacién 1 entre objetivos, representado en la figura [8.31] la igual-
dad entre algoritmos es practicamente absoluta, independientemente de la dificultad
del problema. Esto se debe a que esta correlaciéon genera vectores de coste con el mismo
valor para todas las componentes. De hecho, todos estos problemas tienen un tinico 6p-
timo de Pareto. Al reducirse al minimo la cantidad de vectores de coste no dominados
entre si y haber una tnica soluciéon éptima, los algoritmos IPID* e IP-MO-RBF'S
practicamente igualan el rendimiento conseguido por IDA* +MO-DF-BnB multiobje-
tivo.

Para una correlacién positiva 0’5, cuyos resultados se presentan en las graficas de la
figura[8.32] los resultados son similares a los obtenidos para correlacién 0. Al haber més
correlacion entre los objetivos, la variabilidad en las componentes de coste es menor, y
con ello se reduce la correspondiente frontera de Pareto usada por IPID* e IP-MO-
RBF'S para calcular su cota de expansién. Esto se traduce en que la diferencia de
rendimiento con respecto a IDA* +MO-DF-BnB multiobjetivo sea inferior al orden
de magnitud obtenido con correlacién 0.

Las graficas de la figura [8.33 muestran los resultados de ejecutar problemas con
correlacién negativa, —0,5, entre los objetivos. Esta correlacién negativa tiene el efecto
opuesto al visto en el caso anterior. Esta correlacién conlleva la existencia de una mayor
cantidad de vectores no dominados. Para los algoritmos que realizan mas operaciones
de tipo vectorial, como es el caso de IPID* e IP-MO-RBFS, esto se traduce en
una degradacién del rendimiento, incrementandose la diferencia con 1DA* +MO-DF-
BnB multiobjetivo a casi dos érdenes de magnitud para profundidades altas de las
soluciones.

Como ya comentamos en esta seccién, en las pruebas con correlacién —1 los al-
goritmos IPID* e IP-MO-RBFS no consiguieron solucionar ningtn problema, al
contrario que IDA* +MO-DF-BnB multiobjetivo.

8.8.3. Comparativa MO-DF-BnB, IPID* e IP-MO-RBFS sobre ar-
boles finitos

En esta seccion se incluyen los resultados de las diferentes pruebas realizadas para
los mejores representantes de cada una de las categorias de algoritmos establecidas
sobre un conjunto de arboles finitos.

Experimentos

Para la evaluacion de los algoritmos se emplearon una serie de arboles finitos alea-
torios (ver seccién [8.3.1)) con la siguiente configuracion:

» Factor de ramificacién: 2 (arboles binarios).

= Nuimero de objetivos: 2.
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Figura 8.34: Comparativa MO-DF-BnB, IPID* e IP-MO-RBF'S. Arboles finitos bi-
narios. Tiempo de procesamiento.

= Profundidad a la que se encuentran las soluciones: niveles 16, 18, 20 y 22 del
arbol de bisqueda, teniendo éste una profundidad méaxima de 24 niveles.

» Rango de costes de ambos objetivos: [1,50].
= Correlacién cero entre los objetivos.
= Heuristico: h(n) = 0,Vn.

= Porcentaje de la cantidad de nodos solucién en la profundidad fijada para los mis-
mos: 100 %. Estas soluciones pueden ser tanto 6ptimos de Pareto como soluciones
subéptimas.

» Por cada combinacién (profundidad soluciones, cantidad soluciones) se resolvie-
ron un total de 20 problemas aleatorios diferentes (se presentan las medias).

Resultados

En la figura se representa el tiempo de procesamiento (segundos) por cada uno
de los algoritmos, promediado para los 20 problemas de cada tipo generados . En el eje
X se representa la profundidad a la cual se encuentran los nodos finales del problema,
mientras que en el eje Y se representa el tiempo total de procesamiento para cada
algoritmo. Se ha empleado escala logaritmica para el eje Y.

Analisis

Los resultados obtenidos son analogos a los de las pruebas realizadas sobre arboles
infinitos. La sencillez de MO-DF-BnB, que no precisa mantener una cota de expansién
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adicional, sino que emplea como tal el propio conjunto de soluciones que va localizan-
do, ain cuando pueda incluir de modo transitorio soluciones subéptimas, hace que el
rendimiento sea notablemente superior a las otras dos opciones.

Por otro lado, y de modo similar a los experimentos de la secciéon IPID*
es mas eficiente que IP-MO-RBF'S, debido a que este ultimo precisa calcular una
nueva cota de expansién por cada nodo generado, mientras que I PID* lo hace por
cada iteracion del algoritmo.

8.9. Conclusiones generales

En este Capitulo hemos presentado una evaluacién exhaustiva de las diferentes
aproximaciones depth-first al problema de la biisqueda multiobjetivo. Las conclusio-
nes generales que podemos obtener de las diferentes comparativas realizadas entre los
algoritmos vistos son las siguientes:

= La implementacién de un algoritmo multiobjetivo basado en profundizacion ite-
rativa debe buscar un equilibrio entre la cantidad de iteraciones (y, por lo tanto,
reexpansiones de nodos) que realiza y el tamano y naturaleza (escalar o vectorial)
del umbral que establece la cota de expansion para cada iteracién.

= De los diferentes algoritmos con profundizacion iterativa incluidos en nuestra eva-
luacién, I PID* se muestra a rasgos generales como la opcién mas eficiente. Mas
concretamente, [ PID* mejora a IDMOA*, la propuesta multiobjetivo de pro-
fundizacién progresiva previamente descrita en la literatura. Mientras I DMOA*
usa un umbral escalar y procesa individualmente los objetivos, realizando una
reexpansién excesiva de nodos, PIDMOA* emplea una cota para cada iteracion
formada, sobre todo durante la buisqueda de la primera solucién, por un nume-
roso conjunto de vectores. Los tiempos de reexpansién, en el primer caso, y los
asociados a los tests de dominancia, en el segundo, hacen que estos algoritmos no
obtengan un rendimiento adecuado. LEXTDMQOA*, que emplea como cota un
unico vector, el mejor lexicografico de los costes de los caminos discontinuados,
reduce considerablemente la cantidad de tests de dominancia, pero a costa de un
avance mas lento de dicha cota y el consiguiente incremento de reexpansiones.
IPID* mantiene también un umbral con un tnico vector, el punto ideal de los
costes de los caminos discontinuados, compensando las reexpansiones que realiza
con la sencillez de los tests que efecttia contra dicho umbral y el rapido avance
del mismo.

= De los diferentes algoritmos basados en RBFS propuestos en este trabajo, IP-
MO-RBFS es el que presenta mejor rendimiento, mejorando tanto el enfoque
con umbral multivectorial, Pareto-MO-RBF'S, como la propuesta previa basa-
da en orden lexicografico, MOM A*0. La variante lineal de M OM A*0 analizada
no presenta ninguna mejora significativa del algoritmo. Al igual que sucede en
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profundizacién iterativa, el peor rendimiento de estos dos tltimos algoritmos se
debe a la gran cantidad de tests de dominancia que induce la cota multivectorial
en el primer caso, y al lento avance del umbral en el segundo. El esquema inter-
medio basado en el punto ideal, empleado por IP-MO-RBF'S, compensa ambas
situaciones.

El uso de un umbral multivectorial, caso de PIDMQOA* o Pareto-MO-RBF'S,
a pesar de reducir la cantidad de expansiones en el arbol de busqueda, penaliza
excesivamente el rendimiento, al obligar a comparar todos los nodos susceptibles
de expansion contra dicho umbral. Esta ineficiencia es directamente proporcional
a la profundidad del arbol explorado.

s

El uso de érdenes lexicograficos, empleado en algoritmos como LEXIDMOA* 6
MOM A*0, no presenta un buen rendimiento debido a que escalona la btisqueda
por objetivos.

El concepto de punto ideal presenta buenos resultados en diferentes algoritmos
depth-first tales como IPID* e IP-MO-RBF'S, debido fundamentalmente a que
plantea el uso de una cota de expansién sencilla, que reduce el niimero de tests
de expansion, y que ademas recopila informacién de calidad acerca de los nodos
pendientes de expansion.

En caso de tratar con problemas infinitos, es preciso aportar una cota inicial a
MO-DF-BnB para que pueda ser completo. El algoritmo que proporcione esa cota
es el que marca la eficiencia de la combinacién. La calidad de dicha cota inicial
ha probado no ser importante en la eficiencia de MO-DF-BnB para localizar a
posteriori la frontera de Pareto.

En caso de tratar con problemas finitos, MO-DF-BnB es el algoritmo mas efi-
ciente, no aportando ninguna ventaja el calculo previo de una cota incial de
expansion, algo de todos modos innecesario para garantizar la completitud en
este tipo de problemas.

A pesar de las mejoras introducidas, las variantes multiobjetivo basadas en pro-
fundizacién iterativa y en RBFS no pueden mejorar a IDA* + MO-DF-BnB en
los problemas analizados.

En el siguiente Capitulo presentaremos las conclusiones de este trabajo y plantea-

remos posibles nuevas lineas de investigacion.
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Conclusiones y trabajo futuro

En esta tercera parte se revisan los objetivos de esta tesis, detallando las conclusiones
obtenidas de los andlisis formales y empiricos realizados a lo largo de este trabajo.
Finalmente se sugieren posibles lineas de trabajo futuro.

» En el capitulo [J] se recopilan las conclusiones obtenidas de este trabajo de inves-
tigacién, sugiriendo posibles lineas futuras de trabajo.
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Capitulo 9

Conclusiones y trabajo futuro

Muchos problemas del mundo real precisan de la optimizacién de varios objetivos
de modo simultdneo. Dada la mayor complejidad de este tipo de problemas, el diseno y
analisis de técnicas eficientes para busqueda multiobjetivo esta cobrando gran impor-
tancia dentro del drea de la Inteligencia Artificial. De modo general, los algoritmos de
bisqueda multiobjetivo se pueden clasificar en dos grandes grupos: los exactos, que de-
vuelven el conjunto completo de soluciones 6ptimas, y los aproximados, que devuelven
soluciones generalmente de alta calidad, pero posiblemente subdoptimas.

Esta tesis estd basada en el andlisis de algoritmos exactos, concretamente de tipo
depth-first, que para la exploracion de un arbol requieren un consumo de memoria lineal
con la profundidad del mismo. Estos algoritmos mantienen en memoria inicamente la
rama del drbol de busqueda explorada, frente a los algoritmos de tipo best-first, los
cuales mantienen en memoria un arbol con todos los caminos interesantes explora-
dos hasta el momento. Este ahorro de memoria se puede traducir, sin embargo, en el
caso general, en un mayor coste temporal, debido a la necesidad de reexpansién de
subarboles de busqueda. Esta reexpansién, en el caso multiobjetivo, degrada rapida-
mente el rendimiento, dado que el tiempo de procesamiento de un nodo en este tipo
de problemas es mas alto que en la btisqueda escalar.

9.1. Contribuciones

El objetivo principal de esta tesis es la realizacién de un mapa detallado de los
algoritmos multiobjetivo depth-first exactos previos, el diseno de nuevas variantes, ge-
neralmente basadas en enfoques escalares previos, y una evaluacién exhaustiva del
conjunto completo de algoritmos sobre problemas generados aleatoriamente para iden-
tificar sus debilidades y fortalezas, y determinar la mejor opcién existente. En resumen,

las principales contribuciones de esta tesis son las siguientes:

1. Categorizacion sistematica de los algoritmos multiobjetivo exactos de
tipo depth-first.

235
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Esta categorizacién estd basada en dos criterios béasicos: por un lado la estrategia
de expansién empleada en la exploracién de un arbol, y por otro lado la naturaleza
de la cota empleada como limite de profundizacion para las ramas exploradas.

= Fstrategia de bisqueda. Se distinguen tres grandes tipos de estrategias de
busqueda depth-first: la profundizacién iterativa (que realiza sucesivas re-
expansiones del arbol explorado basadas en cotas actualizables para cada
profundizacién), la busqueda recursiva best-first (que realiza reexpansiones
de ramas en base a cotas fijadas por cada nodo procesado) y la bisqueda
secuencial 6 por fases (bien con una fase de busqueda por cada objetivo
considerado, como el en caso de IDMOA*, o bien con una primera etapa
de localizacién de una cota inicial y una segunda etapa de profundizaciéon
MO-DF-BnB con cotas de expansion fijadas por el conjunto de soluciones
encontradas).

= Naturaleza de la cota. Las estrategias de profundizacion iterativa y RBFS
utilizan cotas para controlar la profundidad de la busqueda. La idoneidad
de esta cota estd ligada a su dimensionalidad y al criterio de seleccion.
En cuanto a la dimensién, la cota puede ser un valor escalar, un vector o
un conjunto de vectores. Por lo que respecta a la seleccién, los enfoques
escalares determinan el objetivo a procesar en cada instante, siguiendo un
criterio de minimizacion del mismo. En el caso de cotas multivectoriales, se
emplea toda la frontera de Pareto, mientras que en las cotas formadas por
un unico vector, éste se selecciona con un criterio de minimizacion, bien de
todas las componentes de coste (punto ideal), bien en en base a un orden
total (lexicografico o lineal).

El empleo de diferentes enfoques para cada uno de estos criterios genera las
correspondientes variantes de biisqueda, muchas de las cuales han sido analizadas
y, en algunos casos, disenadas en este trabajo.

2. Diseno y formalizacién de nuevos algoritmos multiobjetivo exactos de
tipo depth-first. El empleo de diferentes enfoques para cada uno de los cri-
terios anteriormente mencionados genera una gran diversidad de algoritmos de
busqueda. Sin embargo, sélo una pequeiia parte ha sido descrita previamente en
la literatura, sin que existiera un anélisis sistematico ni comparativo de sus ven-
tajas e inconvenientes. Es por ello que una parte importante del trabajo aportado
por esta tesis esta relacionado con el disefio de nuevos algoritmos multiobjetivo,
centrados fundamentalmente en el empleo de cotas basadas en el concepto de
orden lezicogrifico (LEXIDMQOA* y variante de MOM A*0) y en el uso de la
frontera de Pareto (PIDMOA* y Pareto-MO-RBFS), tanto para una estra-
tegia de profundizacién iterativa como recursiva best-first. Asimismo, se aporta
como novedad destacable la aplicacién del concepto de punto ideal al calculo
de la cota, también para ambas estrategias, dando lugar a algoritmos que han
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demostrado ser los mas eficientes en sus respectivas categorias. También se ha
considerado la aplicacién de Branch & Bound complementado con el cdlculo de
una cota inicial para el caso de arboles infinitos. En el caso de los nuevos algo-
ritmos, se incluye un anélisis formal de sus principales propiedades, completitud
y admisibilidad, garantizando asi que compiten en igualdad de condiciones.

3. Evaluaciéon empirica de los algoritmos multiobjetivo exactos de tipo
depth-first. La evaluacion realizada ha permitido determinar la mejor opcién
para las diferentes categorias de estrategias de bisqueda analizadas (profundiza-
cion iterativa, recursividad best-first y Branch €& Bound). Asimismo, una poste-
rior evaluacién entre estos candidatos ha permitido determinar de modo general
el algoritmo multiobjetivo exacto depth-first mas conveniente: Branch € Bound
multiobjetivo con calculo de cota inicial basada en un algoritmo completo escalar
(por ejemplo, IDA* o RBFS). La comparativa ha estado basada fundamental-
mente en la resolucién de problemas en forma de arboles infinitos, en los cuales se
ha jugado con pardmetros tales como el rango de costes y la correlaciéon entre los
valores de los objetivos o la cantidad y profundidad de las soluciones disponibles.

El resto de este Capitulo presenta una descripcién mas detallada de las conclusiones
y establece posibles lineas de trabajo futuro.

9.2. Conclusiones

Las principales conclusiones obtenidas de la investigacién realizada se pueden re-
sumir como sigue:

1. Analisis de parametros de rendimiento en la evaluaciéon de algoritmos
multiobjetivo.

Previamente a este trabajo se ha empleado el niimero de nodos expandidos como
una medida habitual de la eficiencia de un algoritmo. En el caso escalar, esta
medida puede no ser del todo equitativa, pues algunos algoritmos mantienen
conjuntos de nodos ordenados, con la consiguiente sobrecarga en tiempo. En el
caso multiobjetivo, el tiempo de procesamiento presenta una mayor variabilidad,
dado que el coste vectorial de cada nodo tiene que ser generalmente comparado
contra la cota de expansion del algoritmo depth-first y, adicionalmente, contra el
conjunto de soluciones localizadas. Por lo tanto el esfuerzo asociado al procesa-
miento de un nodo viene determinado por la dimensién de la cota y del conjunto
de soluciones. Es por ello que la cantidad de nodos expandidos no se perfila a
priori como un buen parametro de rendimiento en nuestro caso. El tiempo de
procesamiento y, auxiliarmente, la cantidad de tests vectoriales (de dominancia
o asociados a los diferentes érdenes empleados en las cotas) son una medida
mas realista de la eficiencia de los algoritmos multiobjetivo de cualquier tipo.
Adicionalmente, otras medidas como la evolucién del tamano de los conjuntos
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umbral o de soluciones a lo largo del proceso de btisqueda permiten entender el
comportamiento de muchos de los algoritmos estudiados.

2. Analisis de variantes basadas en profundizacion iterativa.

Antes de este trabajo no existia un algoritmo que generalizase de forma directa
la profundizacion iterativa al caso multiobjetivo. La tinica aproximacién previa,
IDMOA*, realiza un enfoque secuencial, procesando de modo independiente
los diferentes objetivos con IDA*. En esta tesis se presenta PIDMOA*, una
adaptacién completa del algoritmo escalar IDA* al caso multiobjetivo, con el
uso de una cota de expansiéon formada por la frontera de Pareto del arbol de
busqueda expandido en cada iteracién. También se presenta una variante que
basa la profundizacién en un orden lexicografico (LEXIDMOA*). El uso de
este tipo de ordenes es habitual en algoritmos multiobjetivo de tipo best-first,
pero nunca habia sido explorado en una estrategia depth-first. Por ltimo se
introduce una estrategia innovadora que controla la profundizacién usando el
punto ideal de la frontera de Pareto (IPID*). Todos los algoritmos propuestos
son demostrablemente completos y admisibles bajo suposiciones razonables. El
andlisis empirico realizado fundamentalmente sobre arboles infinitos con diversos
porcentajes de soluciones a profundidades crecientes muestra que:

a) La cota basada en la frontera de Pareto es la que presenta peor rendimiento,
ya que aunque avanza rapidamente, reduciendo el niimero de reexpansiones
de nodos, su naturaleza multivectorial provoca un considerable aumento del
nimero de tests de dominancia.

b) LEXIDMOA* usa un tnico vector como cota, pero requiere un nimero
muy elevado de profundizaciones, y por lo tanto de reexpansiones de nodos,
fundamentalmente debido al empleo de orden lexicografico, que motiva el
que la cota trate en general de mejorar el coste para uno de los objetivos
cada vez.

¢) IPID* es el mejor de los algoritmos presentados, ya que reduce el nimero de
tests de dominancia, al emplear un tinico vector como cota, pero, a diferencia
de LEXTDMO A*, este vector contempla informacién relacionada con todos
los objetivos considerados, lo que propicia un avance mas rapido de la cota.

3. Anaélisis de variantes basadas en biisqueda recursiva best-first.

En este caso, ya existia un algoritmo multiobjetivo basado en RBF'S que emplea
un orden lexicografico (M OM A*0). No obstante, no se habia realizado nunca un
andlisis completo del algoritmo, ni tampoco sobre la bondad de su aproximacién
al enfoque recursivo best-first. En este trabajo se proponen sendas variantes ba-
sadas en un enfoque puramente multiobjetivo (Pareto-M O-RBF'S, con el uso de
una cota de expansién multivectorial) y en el cdlculo del Punto Ideal (I P-MO-
RBF'S, con el uso de una cota formada por un tnico vector), de modo andlogo
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al disefio realizado en los algoritmos de profundizacién iterativa. Al igual que en
el caso anterior, la evaluacién realizada prueba la mejor eficiencia de la variante
basada en Punto Ideal, debido nuevamente al empleo de una cota univectorial,
la cual reduce la cantidad de operaciones a realizar contra la misma. Los algorit-
mos son también completos y admisibles bajo supuestos razonables y el anélisis
empirico ofrece unos resultados muy similares a los obtenidos para las variantes
multiobjetivo de profundizacién iterativa:

a) Las cotas basadas en frontera de Pareto (Pareto-MO-RBF'S) y en orden
lexicografico (M OM A*0) muestran un bajo rendimiento, debido principal-
mente al gran nimero de tests de dominancia y gran cantidad de reexpan-
siones de nodos que deben realizar respectivamente.

b) La variante basada en punto ideal es la que muestra un mejor rendimiento,
al conseguir un equilibrio entre los tests de dominancia (usando una cota
de un tnico vector) y la cantidad de reexpansiones (calculando la cota con
informacién de todos los objetivos).

4. Anéalisis de Branch € Bound multiobjetivo.

Existen numerosas aplicaciones de Branch & Bound a la btisqueda multiobjetivo
de tipo aproximado. La tinica variante de tipo exacto, MO-DF-BnB, tinicamente
permite resolver, en aplicaciéon directa, problemas con un espacio de estados
finito. Su adaptacién a espacios de estados infinitos requiere localizar una cota
superior inicial mediante un algoritmo completo bajo este tipo de problemas.
Afortunadamente, para el caso multiobjetivo es relativamente facil establecer esta
cota inicial, incluso en el caso de arboles infinitos. Para ello se pueden utilizar,
por ejemplo, algoritmos completos escalares. En esta tesis se han empleado y
adaptado diferentes algoritmos depth-first, tanto escalares como multiobjetivo,
para la busqueda de esta cota. Las diferencias entre estos algoritmos radican
fundamentalmente en la calidad de la cota y el tiempo de bisqueda de la misma.
Los analisis realizados han mostrado que la calidad de la cota no es significativa.
El esfuerzo realizado por algunos algoritmos como PIDMOA*, que localizan
una cota 6ptimo de Pareto, no se ve reflejado en una mayor eficiencia. De hecho,
la evaluaciéon muestra como el peso del rendimiento recae casi en su totalidad
sobre el algoritmo inicial, siendo residual el tiempo empleado por MO-DF-BnB
para calcular los restantes 6ptimos de Pareto. El companero de viaje idéneo
para MO-DF-BnB resulta ser un algoritmo de tipo escalar (por ejemplo, 1D A*
6 RBFS) aplicado sobre uno de los objetivos considerados. En el caso de arboles
finitos, Branch € Bound sin cota inicial se ha mostrado como la opcién con mejor
rendimiento.

5. Analisis de las cotas de expansion

El uso de cotas en algoritmos de tipo depth-first es ineludible, con el fin de ase-
gurar la completitud de los mismos. La naturaleza de estas cotas tienen un gran
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impacto en el rendimiento. La apuesta por una cota escalar (IDMOA*) simplifi-
ca enormemente las operaciones de control a realizar sobre los nodos, pero en la
préactica su funcionamiento equivale a la aplicacion secuencial del algoritmo I DA*
una vez por cada objetivo considerado. Esto ocasiona demasiadas reexpansiones
de nodos, aiin cuando el procesamiento de éstos sea relativamente sencillo. Un
enfoque lexicografico procesa de modo parecido el espacio de estados, ya que se
centra en la mejora de una componente, procesando otras iinicamente en caso de
igualdad. Este comportamiento cuasi escalar empeora debido al mantenimiento
de una cota vectorial. El uso de una cota multivectorial (PIDMOA* y Pareto-
MO-RBFS), formada por los costes de los caminos que se van discontinuando,
favorece una expansién mas rapida del arbol, al contemplar diferentes caminos
y todos los objetivos simultdneamente, reduciendo con ello la cantidad de nodos
generados. Sin embargo, tal y como se ha visto en las pruebas realizadas, un
incremento en la dificultad del problema (profundidad del espacio de estados 6
correlacién negativa entre objetivos), dispara la cantidad de vectores no domi-
nados, y por consiguiente el tamano del umbral y las operaciones vectoriales a
realizar con el mismo. Un enfoque innovador, basado en Punto Ideal, mantiene
un umbral constante (un tnico vector) que contempla la calidad de todos los ob-
jetivos. El exceso de reexpansiones (frente a algoritmos como PIDMOA*) se ve
compensado por el reducido niimero de operaciones vectoriales que realiza contra
el umbral, resultando ser la mejor opcién tanto para algoritmos de profundizacion
iterativa (IPI1D*) como de busqueda recursiva best-first (IP-MO-RBF'S).

. Analisis de la estrategia de buisqueda: mejor algoritmo depth-first

La busqueda basada en profundizacién iterativa mantiene sendas cotas de ex-
pansién: una que establece el limite de profundizacién para la iteracién actual
y otra definida por el conjunto de soluciones ya encontradas, que determina la
discontinuidad de una rama de modo definitivo. Los algoritmos basados en RBF'S
mantienen estas mismas cotas, si bien en su caso la primera de ellas se calcula por
cada nodo del arbol de bisqueda, mientras que en profundizacién iterativa se fija
por iteracién o profundizaciéon. RBFS no realiza profundizaciones sucesivas, sino
contracciones y expansiones de caminos del arbol explorado, para mantener un
consumo lineal de memoria. Aunque en el caso escalar, el algoritmo RBFS pre-
senta mejor rendimiento que IDA* bajo determinadas condiciones, las pruebas
realizadas en esta tesis muestran que para el caso multiobjetivo, el comporta-
miento es diferente. El hecho de procesar cotas vectoriales por cada expansion
de un nodo penaliza las variantes RBFS.

Las variantes de profundizacién iterativa y RBFS basadas en el punto ideal
(IPID*, IP-MO-RBF'S) han mejorado todos los algoritmos con profundizacién
previos (IDMOA* y MOM A*0), asi como el resto de propuestas incluidas en
este trabajo basadas en frontera de Pareto (PIDMOA* y Pareto-MO-RBFS) y
orden lexicografico (LEXIDMOA™). Tal y como se ha comentado anteriormente,
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esta mejora de rendimiento tiene su origen en el punto de equilibrio que consi-
guen estos algoritmos entre la complejidad de la cota (naturaleza y/o cantidad
de vectores que la componen) y la informacién manejada para su actualizacién.

Sin embargo, la comparativa realizada en este trabajo muestra que la eficiencia de
las estrategias anteriores queda eclipsada por el alto rendimiento de las variantes
multiobjetivo de Branch & Bound. MO-DF-BnB emplea tinicamente una cota
superior, formada también por las soluciones que ha localizado el algoritmo en
cada momento, expandiéndose un nodo mientras no esté dominado por alguna
de dichas soluciones. Esto, aunque puede conllevar la expansién de una gran
cantidad de nodos subodptimos, permite a su vez una poda muy eficiente del
arbol de busqueda. El empleo de una cota inicial, ademas de permitir el uso en
espacios de estados finitos, mejora el rendimiento del algoritmo.

9.3. Trabajo futuro

Esta investigacion ha realizado un estudio detallado de los algoritmos multiobjetivo
exacto de tipo depth-first, completando con nuevas aportaciones las diferentes estra-
tegias de busqueda. Al mismo tiempo, han surgido nuevas cuestiones que plantean
posibles futuras lineas de trabajo, entre las cuales caben destacar las siguientes:

= El empleo en esta investigacion de un entorno de pruebas basado en arboles
aleatorios infinitos ha facilitado un estudio exhaustivo del comportamiento de
los algoritmos. Sin embargo, este campo de pruebas no permite el andlisis de un
heuristico de calidad. El heuristico empleado no aporta practicamente informa-
cioén en el caso de problemas con un rango de costes elevado para los objetivos. En
este aspecto seria interesante aplicar los algoritmos vistos a problemas reales que
dispongan de un heuristico méas informado, para confirmar si el comportamiento
y la eficiencia de estos algoritmos se mantiene o presenta alguna variacién.

= Una vez establecida la calidad de los algoritmos exactos analizados en esta te-
sis, seria interesante realizar una comparativa con otros algoritmos de caracter
aproximado, de tal modo que se pueda evaluar la relacién entre el rendimiento
y la calidad de las soluciones obtenidas en base a la dificultad de los problemas
seleccionados.

= La evaluacion realizada en esta tesis ha probado que la naturaleza vectorial de los
problemas multiobjetivo penaliza el rendimiento de cualquier tipo de algoritmos.
Una reduccién en la cantidad de vectores, y por consiguiente en la cantidad
de operaciones a realizar con los mismos, tal y como se vio en los algoritmos
basados en Punto Ideal, mejora notablemente los resultados. El desarrollo de
tipos de datos y procedimientos mejorados para la realizacién de este tipo de
operaciones vectoriales (test de dominancia, érdenes lineales y lexicogréficos, etc.)
puede favorecer el rendimiento de los diferentes algoritmos.
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