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PREFACIO

No voy a descubrir la pélvora si digo que las ecuaciones diferenciales constituyen
una parte fundamental de las Matematicas, tanto desde un punto de vista puramente
tedrico como desde un enfoque mds aplicado; por ello, es fundamental su estudio en
todas las carreras cientificas y técnicas. En este trabajo recojo de forma ordenada el
contenido un tanto desordenado que he venido impartiendo en los dltimos afios a
estudiantes de Ingenieria Quimica y Arquitectura.

Existen muy buenos libros sobre ecuaciones diferenciales en el mercado, por lo que
serfa presuntuoso afiadir uno nuevo sin aportar la mds minima novedad. La de este
consiste en la utilizacién del programa Sage para la resolucion, tanto simbolica como
numérica, de los ejemplos propuestos. Dicho programa constituye una alternativa de
software libre a paquetes como Matlab, Maple o0 Mathematica. Para mds informacién
sobre Sage y una introduccién a su manejo bdsico, cuyo conocimiento asumiré por
parte del lector, recomiendo visitar la padgina web del proyecto: www. sagemath.org. En
un futuro puede que escriba un capitulo de introduccién al manejo de Sage; mientras
tanto, en la pagina web referenciada pueden encontrarse multitud de trabajos ttiles.

Este libro esta en constante proceso de revisién, por lo que todo tipo de sugerencias
y correcciones serdn bienvenidas, o no, a: jmgallardo@uma.es.

José M. Gallardo
Profesor Titular de Matemética Aplicada
Universidad de Mélaga
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CAPITULO

1

EL CONCEPTO DE ECUACION
DIFERENCIAL

1.1. Introduccién: algunos modelos

Para ilustrar el concepto de ecuacién diferencial y su relacién con distintas ramas
de las ciencias, vamos a analizar en este apartado una serie de problemas préacticos
donde las ecuaciones diferenciales surgen de forma natural. Aprovecharemos para
introducir algunas definiciones que formalizaremos mds adelante.

1.1.1. Movimiento de un cuerpo en caida libre

Consideremos un cuerpo de masa m que se deja caer verticalmente desde una altu-
ra h, sin velocidad inicial, y bajo el tinico efecto de la gravedad. Queremos determinar
la posicion del cuerpo en cada instante de tiempo ¢, asi como el tiempo que tardara
en llegar al suelo.

La ley fisica que determina el comportamiento del sistema bajo estudio es la se-
gunda ley de Newton:

ma = SF, (1.1)

donde a representa la aceleracién y XF es la resultante de las fuerzas que acttan sobre
el cuerpo. Debemos tener en cuenta que cada fuerza es una magnitud vectorial, es
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decir, tiene direccién y sentido, por lo que a la hora de traducir la ecuacién (1.1) a una
forma mdas manejable debemos establecer un sistema de referencia adecuado. Vamos
a plantear el problema utilizando dos sistemas de referencia distintos: observaremos
que la ecuacién a resolver en cada caso sera diferente (ya que las variables significaran
cosas distintas en cada planteamiento), aunque la interpretacion fisica de la solucién
obtenida serd la misma en ambos casos.

Consideremos el sistema de referencia de la figura 1.1, donde el origen se encuen-
tra en el suelo y el sentido positivo del movimiento es hacia arriba.

m gy  X(0)="

Figura 1.1: Primer sistema de referencia: x(t) es la altura del cuerpo en el instante .

Sea x(t) la posicién del cuerpo en el instante de tiempo ¢, que coincide con la altura
a la que se encuentra el cuerpo en dicho instante. La aceleracién puede interpretarse
como la segunda derivada de la posicion: a = x”(t). La tnica fuerza que actda es la
gravedad, que tiene la forma F = —mg, siendo g la constante gravitatoria; observemos
que el signo menos indica que la fuerza de la gravedad acttia en sentido opuesto a la
direccién positiva del movimiento, es decir, hacia el suelo.

Podemos escribir pues la ecuacién (1.1) como

mx" (t) = —mg,
de donde
x"(t) = —g. (1.2)

La ecuacién (1.2) es un ejemplo de ecuacién diferencial ordinaria: en ella intervienen
una variable independiente (el tiempo t), una variable dependiente (la posicién x, que
depende del tiempo) y alguna de sus derivadas (en este caso, la segunda: diremos
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que la ecuacién es de orden dos o de segundo orden). Dicha ecuacién se ha obtenido
mediante la interpretacién de una ley fisica (la segunda ley de Newton) en un sistema
de referencia adecuado.

La ecuacién (1.2) puede resolverse mediante dos integraciones sucesivas. En efecto,
en primer lugar

¥ = —g = ¥(t) = /(—g) dt = gt +C,
donde C; es una constante arbitraria (constante de integracion); integrando de nuevo,
x(t) = /(—gt +Cp)dt = —%tz + Cit + Cy,
siendo C; otra constante arbitraria. La expresiéon
x(t) = —§t2+C1t+Cz (1.3)

se denomina solucién general de la ecuacién diferencial (1.2) y es, en este caso, una
familia biparamétrica de soluciones, ya que depende de dos valores o parametros, C;
y C2, que pueden tomar valores cualesquiera.

Para determinar cudl es la solucién correcta de nuestro problema debemos deter-
minar los valores de C; y C; en nuestro caso particular. Para ello recurrimos a las
condiciones iniciales del problema, que son condiciones puntuales que debe verificar la
solucién. En nuestro caso, la posicion inicial (en el instante t = 0) del cuerpo es h:

mientras que su velocidad (que interpretamos como la derivada x’) es nula, ya que
soltamos el cuerpo sin velocidad inicial:

x'(0) = 0.

La ecuacién diferencial junto con las condiciones iniciales se denomina problema de
valores iniciales o problema de Cauchy:

¥ = —g
x(0) =h,
x'(0) =0.

El calculo de C; y C; se efecttia sustituyendo las condiciones iniciales en la solucién
general (1.3) (se dice que imponemos las condiciones iniciales):

h:x(O):—%-02+c1-0+c2:c2;»c2:h,
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y
0=x'(0)=—g-0+C; = C; =0.

Obtenemos asi la tinica solucién del problema de valores iniciales:

x(t) = —%tz +h. (1.4)

Para calcular el tiempo que tarda el cuerpo en llegar al suelo, basta con resolver la
ecuacion x(t) = 0:

() =0= P 4n=0=t= %.
2 g

Es importante notar que para el modelado matemaético del problema no ha sido
suficiente con establecer la ecuacién diferencial correspondiente, sino que hemos te-
nido que complementarla con dos condiciones iniciales para llegar a un problema de
valores iniciales. Observemos también que la solucién general de la ecuacién diferen-
cial depende de dos pardmetros, mientras que la solucién del problema de valores
iniciales esta dada por (1.4) y es, por tanto, tinica.

Vamos a analizar ahora el mismo problema, pero usando un sistema de referencia
distinto (véase la figura 1.2). Para ello, estableceremos el origen en el punto desde el
que empieza a caer el objeto, y supondremos que la direccién positiva es la de caida.
Si x(t) es el espacio recorrido por el cuerpo en el instante ¢, la ecuacién diferencial
que modela el sistema serd

' —m g,
ya que en este caso la fuerza gravitatoria actta en el sentido positivo del movimiento
dentro del sistema de referencia elegido. Las condiciones iniciales son, en este caso,
x(0) =0y x'(0) =0.

Razonando como en el ejemplo anterior, deducimos que la solucién del problema
de valores iniciales es simplemente

x(t) = ‘%tz. (1.5)

Observemos que no hay contradiccién alguna entre las soluciones (1.4) y (1.5), ya que
en cada caso x tiene una interpretacion distinta: en (1.4) indica la altura del cuerpo y
en (1.5) el espacio recorrido.

Las deducciones fisicas obtenidas a partir del modelo deben ser independientes del
sistema de referencia elegido, una vez interpretadas adecuadamente. De esta forma,
si queremos calcular el tiempo que el cuerpo tarda en llegar al suelo, considerando
ahora el segundo sistema de referencia, bastara con resolver la ecuacién x(t) = h:

_ 82 _ _ [k
x(t)—h:>2t =h=t= .

Obtenemos asi el mismo resultado que con el primer sistema de referencia.
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m & ; ——————————————————————————————————————— - x(0)=0

Figura 1.2: Segundo sistema de referencia: x(t) es el espacio recorrido por el cuerpo en el
instante £.

1.1.2. Un problema geométrico

Una tractriz es una curva que pasa por el punto A = (a,0) del eje de abscisas, con
la propiedad de que la longitud del segmento de la recta tangente desde cualquier
punto de la curva al eje de ordenadas es constante. El nombre alemén para la tractriz
es Hundekurve (curva del perro), ya que representa el camino que seguiria un perro
obstinado cuando su duefio pasea en linea recta de norte a sur.

Vamos a determinar una ecuacién diferencial cuyas soluciones representan una
tractriz. Para ello, consideremos el tridngulo de la figura 1.3 y notemos que la pen-
diente de la recta tangente a la curva buscada en el punto (x,y) es

2 _ 2
X

(el signo menos obedece a que la pendiente es negativa). Por otra parte, y segtn la
interpretacion geométrica de la derivada, dicha pendiente es precisamente y’(x). Por
tanto, igualando las dos expresiones para la pendiente, obtenemos

, VaE =22
Yy x

Esta ecuacién diferencial necesita complementarse con un dato adicional: como la
curva pasa por el punto A = (a,0), tenemos que

y(a) = 0.
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a —Xx a

()

0 A=(a,0)

Figura 1.3: Esquema de la tractriz.

En resumen, para encontrar la ecuacién de la tractriz debemos resolver el siguiente
problema de valor inicial:

y =

x
y(a) =0.
En este caso, la ecuacion diferencial puede resolverse mediante integracion directa:
x

V=———=y=

El célculo de la primitiva se realiza mediante el cambio de variable x = asen(t). Tras
una serie de célculos enrevesados, se obtiene la siguiente expresion:

== (s (i) Ve e

donde C es una constante arbitraria. Imponiendo la condicién y(a) = 0, podemos
determinar el valor de C:
y(a)=0=C=0.

Finalmente, la ecuacién de la tractriz viene dada por

= (30 (1 VED) Vi),

En la figura 1.4 se representa la tractriz correspondiente al valor a = 2.
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125
10

7.5

-12.5F

Figura 1.4: Tractriz correpondiente al valor a = 2.

1.1.3. Desintegracion radiactiva

Consideremos una muestra radiactiva que consta de N(t) d4tomos en el instante de
tiempo t. A la vista de diversos experimentos realizados, es plausible suponer que la
velocidad de desintegracion es proporcional, en cada instante, al niimero de atomos
presente en la muestra. Si inicialmente la muestra consta de Ny d4tomos, queremos
determinar el niimero de 4tomos en cualquier instante posterior.

Podemos identificar la velocidad de desintegracién de la muestra con la derivada
de N(t), con lo que se tiene la siguiente ecuacién diferencial:

AN
= kN, (1.6)

donde k es una constante de proporcionalidad. Supondremos que las constantes que
aparecen en la escritura de un modelo son siempre positivas; el signo menos en el
segundo miembro de la ecuacién anterior indica entonces que la cantidad de sustancia
va disminuyendo, como debe suceder realmente. En efecto, al ser k y N positivas, la
derivada N’(t) es negativa, con lo que N(#) es una funcién decreciente. Por tltimo, la
condicién inicial a considerar es N(0) = Nj.

La ecuacion (1.6) es de variables separadas o separables; en el capitulo 2 veremos cémo
se resuelve. Es sencillo comprobar que la solucién del problema de valor inicial es

N(t) = Noe ™,

que es precisamente la ley de desintegracién radiactiva que determina la cantidad de
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sustancia que queda en la muestra en cada instante. Obsérvese ademas que

lim N(t) =0,

t—o00

lo que indica que la muestra radiactiva tiende a desaparecer conforme avanza el tiem-
po.

1.1.4. Un problema de mezclas

Consideremos un deposito que contiene 50 1 de agua con 75 gr de sal disueltos. En
un determinado instante comienza a entrar agua salada a razén de 2 1/min, con una
concentracién de 3 gr/1 de sal, mientras que el agua, perfectamente mezclada, sale del
dep6sito a razén de 2 1/min. Queremos determinar en qué instante la cantidad de sal
en el depdsito serd de 125 gr. En la figura 1.5 se presenta un esquema de la situacién.

i 2 /min

Figura 1.5: Esquema del problema de mezclas.

Llamemos S(t) a la cantidad de sal en el depésito en el instante . Notemos que
el volumen de agua en el depdsito es siempre de 50 litros, ya que en cada instante
entran dos litros y salen otros dos. Por tanto, la concentraciéon de sal en cada instante
serd de S(t)/50 gr/l. La velocidad de variacién de la concentracion de sal viene dada
por S'(t), que se expresa en gr/min.

Por un lado, el aporte de sal por minuto al depésito serd de

21/min x 3 gr/l = 6 gr/min,
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mientras que la tasa de pérdida de sal es de

. S(t) _S(t) ,
2 1/min x =0 gr/l = 25 gr/min.

La variacién total de la concentraciéon de sal viene dada por la diferencia entre el
aporte y la pérdida de sal. Obtenemos asi la siguiente ecuacién diferencial

La condicién inicial es S(0) = 75, ya que inicialmente hay 75 gr de sal en el depdsito.
La ecuacion diferencial es de variables separadas, aunque también es una ecuacién
lineal (ver capitulo 2). La solucién del problema de valor inicial es

S(t) = 150 — 75¢ /%,
Notese que la funcién S(f) es creciente, ya que
S'(t) =3¢ > 0.

Esto significa que la cantidad de sal en el dep6sito aumenta al avanzar el tiempo.
Para determinar cudndo la cantidad de sal en el depésito serd de 125 gr, basta con
resolver la ecuacion S(t) = 125:

S(t) =125 = 150 — 75¢*/% =125 = t = —25In(1/3) = 25In(3) ~ 27.4653 min.




10

El concepto de ecuacién diferencial




CAPITULO

2

ECUACIONES DIFERENCIALES DE
PRIMER ORDEN

2.1. Introduccion

Una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden es una expresion que relaciona una
variable independiente x con una variable dependiente y(x) y su primera derivada

y'(x):
F(x,y(x),y'(x)) =0, x € [a,b].

Por ejemplo, son ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden las siguientes:

y'(x) =0, Z—Z =Y, y+ (]/)1/3 + 25x = sen(x).

Para representar la derivada de y respecto de x usaremos indistintamente las notacio-

o dy . .
nes i, y'(x) o 7. Salvo que sea necesario por claridad, en general no expresaremos
la dependencia de la variable y respecto de x:

/
F(x,y,y') =0, x € [a,b].
Una solucién de una ecuacion diferencial de primer orden es una funcién

y:[a,b] - R
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que verifica la ecuacién en cada punto x € [a,b]. Para que esta definicién tenga sen-
tido, es preciso que la funcién y(x) sea derivable en el intervalo [a,b] y que dicha
derivada sea una funcién continua: se dice entonces que y(x) es de clase C'([a, b]).

Ejemplo 2.1. La funcién y: R — R dada por y(x) = e~ * es una solucién de la ecua-
cién diferencial iy’ = —y, ya que es derivable con continuidad en R y

X

y(x) =—e "= —y(x). O

La solucién general de una ecuacién diferencial de primer orden es una familia de
funciones y = y(x, C) dependiente de un parametro (o constante arbitraria) C que nos
proporciona todas las posibles soluciones de la ecuacién diferencial.

Ejemplo 2.2. La solucién general de la ecuacion diferencial ' = —y es
y=Ce ",

siendo C € R una constante arbitraria. En efecto, cualquier funcién de la forma ante-
rior es solucién de la ecuacion:

y'(x) = —Ce™™ = —y(x).

Mas adelante veremos que todas las posibles soluciones de la ecuacion tienen la forma
anterior. [

Resolver una ecuaciéon diferencial significa obtener todas sus soluciones, esto es,
hay que determinar su solucién general. La inmensa mayoria de ecuaciones dife-
renciales no pueden resolverse mediante métodos analiticos, es decir, no es posible
obtener una expresion exacta de la soluciéon y = y(x, C). En este tema estudiaremos
diversos tipos cldsicos de ecuaciones que si pueden resolverse de forma explicita.

Una ecuacién diferencial de primer orden esté escrita en forma normal (también se
dice que esta resuelta respecto de la derivada) si la derivada y’ aparece despejada:

v = flxy).
Toda ecuacién en forma normal también puede escribirse en forma diferencial:
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0.
En efecto:
Y = fy) = Y = fxry) = flxy)dx—dy =0,

basta pues tomar M(x,y) = f(x,y) y N(x,y) = —1.
En las secciones siguientes estudiaremos métodos de resolucién para tres tipos
fundamentales de ecuaciones diferenciales de primer orden:
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» Ecuaciones de variables separables: iy = *—.

» Ecuaciones lineales: v’ = a(x)y + b(x).

» Ecuaciones exactas: M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0 con 88_23\//1 — aa_la\c]

2.2. Ecuaciones de variables separables

Diremos que una ecuacién diferencial de primer orden es de variables separables si
puede escribirse en la forma
_ f)
y =

8(y)’
siendo f(x) y g(y) funciones de una sola variable.

Las ecuaciones de variables separables se resuelven agrupando en un miembro de
la ecuacion los términos que dependen de x, y en el otro aquellos que dependen de
y; a continuacion, se integran ambos miembros para obtener la solucién general de la
ecuacion. De este modo, podemos escribir formalmente:

dy _ f(x) _ _
= sy = Sy =f)dx = [sly)dy= [ fx)dx
Si G(y) y F(x) son primitivas de g(y) y f(x) respectivamente, obtenemos que

G(y) = H(x) + C,

donde C es la constante de integracion: recordemos que dos primitivas de una misma
funcién se diferencian en una constante. La expresién obtenida es la solucién gene-
ral de la ecuacién diferencial. Puede suceder que en dicha expresién no podamos
despejar la variable y; en tal caso se dice que la solucién esta dada en forma implicita.

Ejemplo 2.3. Consideremos la ecuacion diferencial ' = 2xy, que es de variables
separables. Para resolverla, separamos las variables e integramos:

dy _ dy _ dy _ _ 2
dx—nyi y —Zxdx:>/ v —/ZXdX$ln(y)—x +c,

siendo c una constante de integracién. Despejemos la variable y:

2 2
=" T = eV et

y

Por tltimo, renombrando la constante ¢ como una constante arbitraria C, obtenemos
la solucién general de la ecuacion:

y= Ce®.

El siguiente c6digo permite resolver la ecuacion del ejemplo usando Sage:
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sage: var(’x’)

sage: y = function(’y’, x)
sage: ec = diff (y, x) == 2xxx*y
sage: desolve(ec, y)

cxe”~ (x~2)

Ejemplo 2.4. Consideremos la ecuacién en forma diferencial
xydx + e_"2(y2 —1)dy =0.

Podemos separar las variables como sigue:
1—v?
Yy

Integrando, obtenemos la solucién general:

dy = xe¥ dx.

1—12 B 2 yz_exz
/ y dy—/xe dx = In(y) 2—2+C.

De nuevo Sage nos proporciona la solucién correcta:

sage: var(’x’)

sage: y = function(’y’, x)

sage: ec = diff(y, x) == x*exp(x~2)*xy/(1-y~2)
sage: desolve(ec, y)

-1/2xy(x)~2 + log(y(x)) == c + 1/2%xe"(x"2)

En este caso no podemos despejar la variable y, por lo que debemos conformarnos
con la solucién general en forma implicita. O

Ejemplo 2.5. Por supuesto, no todas las ecuaciones diferenciales de primer orden son
de variables separables. Como muestra, un botén:

y = x* + 2 O

A continuacién vamos a considerar el caso particular de las ecuaciones homogéneas
que, aun no siendo estrictamente de variables separables, pueden reducirse a una de
estas mediante un cambio de variable.

Diremos que una ecuacion diferencial de primer orden iy’ = f(x,y) es homogénea
si la funcién f(x,y) verifica la siguiente propiedad:

f(Ax,Ay) = f(x,y)  paracada A > 0.
En tal caso, mediante el cambio de variable

e

y
X
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podemos transformarla en una ecuacién de variables separables. Para comprobarlo,
tengamos en cuenta que y = xz y, por tanto, y’ = z + xz’; sustituyendo en la ecuacion,

resulta: :
z+x7 = f(x,xz) = z+x2 = f(L,z) = 2/ = I ’i) -,

siendo esta ultima ecuacién de variables separables.
Ejemplo 2.6. La ecuacion
y =

es homogénea. En efecto, si definimos

YtV
X

flx,y) = y+vx—y?

entonces, para cada A > 0,

Frx Ay) = 2 F \/(A)izz —(Ay)? _ Ay + A2yt oyt v;cz —V ).

Para resolver la ecuacién, hacemos el cambio z = y/x. El segundo miembro de la
ecuacién quedaria asf:

2,2 2 (x2)2 2(1 — 22
y—l—\/;c y :xz—{—\/xx (xz) :xz+\/xx(1 Z)IZ-FM.

Sustituyendo en la ecuacion diferencial, resulta

d V1—2z22
Z+xZ =7z+V1-22= gz _ v 7=
dx x
La ecuacién obtenida es de variables separables, por lo que podemos resolverla me-
diante integracion:
dz  V1—-22 :>/ dz
dx  «x V1—22
(noétese que se ha supuesto x > 0 para que In(x) tenga sentido). Por tltimo, deshace-
mos el cambio z = y/x para obtener la solucién general:

= /d% = arcsen(z) = In(x) +C = z = sen(In(x) + C)

y = xsen(In(x) + C).

El cédigo Sage para resolver la ecuacion diferencial es:

sage: var(’x’)

sage: y = function(’y’, x)

sage: ec = diff(y, x) == (y+sqrt(x~2-y~2))/x
sage: desolve(ec, y)

x == c*e”~(x*arcsin(y(x)/x)/sqrt(x~2))
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En este caso, la solucién obtenida viene dada en forma implicita:

xansen(%)/v@?

X =ce

Suponiendo que x > 0, la expresién anterior puede simplificarse:

arcsen ( z

x) = arcsen (%) =1In (%) = y = xsen(In(x) + C),

X =ce

donde C = In(c). Si queremos que Sage imponga de antemano la condicién x > 0,
podemos usar el comando assume:

sage: var(’x’)
sage: assume(x>0) # suponemos que x>0

sage: y = function(’y’, x)

sage: ec = diff(y, x) == (y+sqrt(x~2-y~2))/x
sage: desolve(ec, y)

cxx == e~ (arcsin(y(x)/x))

En el célculo de la soluciéon hemos supuesto que x > 0. ;Qué ocurre en caso
contrario? En primer lugar, notemos que el caso x = 0 no tiene cabida, ya que la
funcién que define el segundo miembro de la ecuacion diferencial no esta definida en
x = 0. Supongamos pues que x < 0; en tal caso, cambiamos de signo ambos miembros
de la ecuacion y tenemos en cuenta que —x > 0:

%—1—_Z2$—/L—/d—x:>—arcsen(z)——ln(—x)—|—C
dx  x Vi—z2 J —x a '

Cambiando de signo y renombrando la constante de integracién, obtenemos:
z =sen(In(—x) +C) = y = xsen(In(—x) + C).

Si no queremos preocuparnos del signo de x, es préctica habitual definir

/d_x = In |x|.
x

De esta manera, podemos considerar la siguiente expresién de la solucion general:
y = xsen(In |x| + C),
que es vdlida independientemente del signo de x. O

Ejemplo 2.7. La ecuacién diferencial

,_x+y—2
YT Ty
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no es homogénea:

AX+ Ay —2 ” x+y—2

fAx,Ay) = Ax—=Ay+47" x—y+4

= f(xy).

Observemos que la condiciéon de homogeneidad falla debido a los términos indepen-
dientes del numerador y el denominador de la funcién f(x,y): si dichos términos
no existieran, la ecuacioén si que seria homogénea. Esto nos da la idea de buscar un
cambio de variables que elimine dichos términos.

Geométricamente, podemos interpretar el numerador y el denominador de f(x,y)
como las rectas de ecuaciones x +y —2 =0y x — y +4 = 0, respectivamente. Dichas
rectas se cortan en el punto (—1,3) (que se obtiene resolviendo el sistema dado por
las ecuaciones de ambas rectas). Mediante el cambio de variables

t=x—(-1)=x+1, z=y-3,

trasladamos el punto (—1,3) al origen (0,0). La ecuacién resultante va a ser homogé-
nea.
En efecto, teniendo en cuenta que dx = dt y dy = dz, la ecuacion diferencial puede

escribirse como
dz t+z 1+2z/t

dt  t—z 1—z/t
Es facil comprobar que esta ecuacién es homogénea. Haciendo el cambio u = z/t,
resulta:

du 1+u du 1+ u?
b U= —— = f— = .
dt T 1—u = dt 1—u
Mediante separacion de variables, tenemos que

1—u [t 1 2
H_—uzdu—/7:>arctg(u)—§ln(1+u)-ln(t)—i—C.

Deshaciendo los cambios, obtenemos la solucién general en forma implicita:

y=3)_1 y=3Y| _
arctg<x+1) 2ln 1+(x—|—1) =In(x+1)+C. O

2.3. Ecuaciones lineales

Una ecuacién diferencial de primer orden es lineal si puede escribirse en la forma

Y = alx)y +b(x)

para ciertas funciones a(x) y b(x). Cuando b(x) = 0 la ecuacion es de variables sepa-
rables y se denomina homogénea; en caso contrario, la ecuacién se dice completa.
El proceso de resolucién de una ecuacion lineal consta de dos etapas:
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» Célculo de la solucién general yp(x,C) de la ecuaciéon homogénea asociada:
r_
y = a(x)y.
» Determinacién de una solucién particular yp(x) de la ecuacion completa.

Veamos en detalle dicho proceso. En primer lugar, resolvemos la ecuacién homo-
génea asociada, que es de variables separables:

:>/ / )dx = In(y) = A(x) +¢,

siendo A(x) una primitiva de a(x); despejando la variable y obtenemos la solucién
general de la ecuacién homogénea:

yy(x,C) = CceA)

(notese que la constante C sustituye a e en este tltimo paso).

Para determinar una solucién particular de la ecuacién completa utilizaremos el
método de variacion de la constante. Dicho método se basa en construir una solucién
yp(x) con la misma estructura que yg(x, C), donde se sustituye la constante arbitraria
C por una funcién C(x):

yp(x) = C(x)eA(x).

A continuacién, se determina C(x) imponiendo que yp(x) sea solucién de la ecuacion
completa:

yh = a(x)yp + b(x) = C'(x)e® + A'(x)C(x)eA™) = a(x)C(x)eA™ + b(x);

teniendo en cuenta que A’(x) = a(x), resulta:

C'(x) = b(x)e A = C(x) = [ bx)e A0

(nétese que este tltimo paso no hay que afiadir una constante de integracion, ya que
s6lo necesitamos una solucién particular). Finalmente, la solucién particular buscada

es
yp = (/b(x)e_A(x) dx) A,

Una vez calculadas yg(x, C) e yp(x), la soluciéon general de la ecuacion completa
es

y=y(x,C) =yu(x,C) +yp(x).

Observacién. En efecto, teniendo en cuenta que yy e yp verifican, respectivamente,
las igualdades y}; = a(x)yn e yp = a(x)yp + b(x), tenemos que

Y =yu+yp=alx)yn+a(x)yp+b(x) = a(x)(yn +yp) + b(x) = a(x)y + b(x),
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lo que significa que ¥y = yy + yp es solucién de la ecuaciéon completa; ademas, al ser
vy una familia uniparamétrica de soluciones, y también lo es. Para probar que se trata
de la solucién general, veamos que cualquier solucién 7 de la ecuacién completa es
de la forma 7y + yp, para una cierta solucién 7y de la ecuacién homogénea. Si y es
cualquier solucién de la forma vy + yp, se tiene que

/' = a(x)j+ b(x) o - - r_ -
7 — o)y + () }:»y —y =a(x)7—ax)y = F—y) = a(x) 7).

Esto muestra que 7 — v es una solucién de la ecuacién homogénea, que llamaremos
7y. Por tanto,

V—y=Ju=>0=y+7Ju= ya+ypr)+7Ju= (yu +7u)+yp

donde yy + 7y es solucién de la ecuacion homogénea (esto se comprueba facilmente).
Hemos demostrado asi que i/ es de la forma requerida. O

Recapitulando, para calcular la solucién general de una ecuacién lineal basta con
calcular la solucién general de la ecuaciéon homogénea asociada (que siempre es de
variables separables) y sumarle a ésta una solucién cualquiera de la ecuacién comple-
ta.

Ejemplo 2.8. Consideremos la ecuacién lineal

y

/—_
y =7 +nx),

donde a(x) = 1/x y b(x) = In(x). Primero, calculamos la solucién general de la
ecuacién homogénea asociada:

dy _y dy _ [dx _ _
ﬁ—;:/?— 7:>ln(y)—ln(x)-i—c:yH(x,C)—Cx.
A continuacién, buscamos una solucién particular de la forma

yp = C(x)x,

donde ahora C(x) representa una funcién a determinar; para ello, sustituimos yp en
la ecuacién completa:

vo =2 +in(x) = C'(x)x +;@fj:;<;%+ In(x)
= C'(x) = lnix) = C(x) = %lnz(x).
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Sustituyendo en yp = C(x)x se determina una solucién particular de la ecuacién
completa:

yp = gan(x).

Finalmente, la solucién general de la ecuaciéon completa sera

y=Cx+ glnz(x).

Sage calcula de forma directa la solucién general de la ecuacion:

sage: var(’x’)

sage: y = function(’y’, x)

sage: ec = diff(y, x) == y/x + log(x)
sage: desolve(ec, y)

1/2%(log(x)~2 + 2%c)*x

Ejemplo 2.9. Resolvamos la ecuacién lineal

v =y +cos(x),

en la que a(x) =1y b(x) = cos(x). En primer lugar estudiamos la ecuacién homogé-
nea asociada:

dy _ dy _ _ _
ﬁ—yi/?—/dxzﬂn(y)—x%—ciy—(:e.

A continuacién, buscamos una solucién particular de la forma

X

yp = C(x)e*.
Como y}, = C'(x)e* + C(x)e, sustituyendo en la ecuacién completa obtenemos
yp = yp + cos(x) = C'(x)e* + Clxye™ = Clxye™ + cos(x) = C'(x) = e * cos(x).
Integrando por partes, resulta

Cx) = sen(x) ;cos(x) -

Por tanto, una solucién particular es

yp = C(x)e* = sen(x) ;COS(X) % sen(x) ;cos(x)

Finalmente, la solucién general de la ecuacion sera

sen(x) — cos(x).
2

Aqui estd el codigo Sage para resolver la ecuacion:

y=Ce" +
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sage: var(’x’)

sage: y = function(’y’, x)

sage: ec = diff(y, x) == y + cos(x)
sage: desolve(ec, y)

1/2*x((sin(x) - cos(x))*xe~(-x) + 2xc)*e"x

Si queremos una expresion mds simplificada del resultado, podemos utilizar el co-
mando expand en la tltima linea del cédigo:

sage: expand(desolve(ec, y))
cxe"x + 1/2*xsin(x) - 1/2*cos(x)

Ejemplo 2.10. Consideremos la ecuacién diferencial de aspecto rocambolesco

d_y - 1
dx  x(2+ cos(y)) + e2tsen(y)’

que no se ajusta a ninguno de los tipos estudiados hasta ahora. Sin embargo, si inver-
timos ambos miembros, obtenemos

Z_; = (2 + cos(y))x + eXtsen(v)

que puede verse como una ecuacién lineal si consideramos a x como variable de-

pendiente, a y como variable independiente, y definimos a(y) = 2+ cos(y) y b(y) =
e2y+sen(y),

La solucién general de la ecuacién homogénea asociada,

d
dL; = (2+cos(y))xn,
se obtiene mediante separacion de variables:

Xy = C62y+sen(y)'

Buscamos entonces una solucién particular de la forma
Xp = c(y)e2y+sen(y)_

Como
dxp _
dy

sustituyendo en la ecuacién completa resulta

(C'(y) + (24 cos(y))C(y)) e Tsenlv),

(C'(y) + (2 + cos(y))C(y)) e¥Fseny) = (2 4 cos(y))C(y)e2TsenW) 4 2yFsen(y),

de donde
C/(y)eZy—i—sen(y) _ eZy+sen(y) — C,(y) —1= C(y) = .
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Por tanto, una solucién particular es

Xp (]/) _ yeZy—O-sen(y).

La solucién general de la ecuacién sera entonces
x = (y + C)EZersen(y),

que podemos interpretar como la soluciéon general en forma implicita de la ecuaciéon
original. ]

Vamos a concluir esta seccién con el estudio de una clase importante de ecuaciones
no lineales que pueden transformarse en lineales mediante un cambio de variables:
las ecuaciones de Bernoulli. Una ecuacion de Bernoulli es de la forma

y = a(x)y +b(x)y",

donde & € R. Observemos que hay dos casos triviales, que corresponden a los valores
xa=0ya=1

x=0=1vy =a(x)y+0b(x) (lineal),
x=1=y =a(x)y+b(x)y = (a(x) + b(x))y (variables separadas).

En el resto de casos (salvo, por supuesto, que b(x) = 0), la ecuacién de Bernoulli no
es lineal.

Supondremos en lo que sigue que & # 0 y & # 1. Si multiplicamos ambos miem-
bros de la ecuacién por y~ %, resulta

y "y =a(x)y' "+ b(x).

Teniendo en cuenta que (yl_“)'

anterior obtenemos

= (1 — &)y *y', multiplicando por 1 — «a la ecuacién
yy p p

(y'™")' = (1 - a)a(x)y' ™ + (1 - a)b(x).

1=2 se obtiene la siguiente ecuacion lineal:

Si definimos z = y
7' =d(x)z + b(x),

donde d(x) = (1 —a)a(x) y b(x) = (1 — a)b(x).
En resumen, podemos transformar la ecuacién de Bernoulli en una ecuacién de
tipo lineal mediante el cambio de variable dependiente dado por

supuesto o # 0y a # 1.
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Ejemplo 2.11. Consideremos la ecuacion diferencial

y

Wty =xtP =y = —;+x3y3,

que es de Bernoulli con « = 3. Hagamos el cambio

Multiplicando la ecuacién por —2y 3, resulta
2 2
—2y 3y = ;y‘z —2 =7 = i 2x3.

La ecuacién lineal resultante puede resolverse mediante el método de variacién de la
constante. La solucién general es

z=Cx*—x%
Finalmente, deshacemos el cambio z = y~2:
y_Z:sz—x4:>y2:—1 .
Cx? — x4

Sage es capaz de resolver directamente una ecuacién de Bernoulli:

sage: var(’x’)

sage: y = function(’y’, x)

sage: ec = x*xdiff(y, x) + y == x"4*y~3
sage: desolve(ec, y)

1/(sqrt (-x~2 + c)*x)

2.4. Ecuaciones exactas
Una ecuacioén en forma diferencial
M(x,y)dx+ N(x,y)dy =0

es exacta si se verifica la condiciéon

oM _aw
dy  ox’

En tal caso, la solucién general de la ecuacién viene dada por la expresion

E(x,y) =C,
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donde E(x,y) es una solucién del sistema

oE
3 = Mxy),
oE
@ = N(x,y).

Se dice que la funcién E(x,y) es un potencial asociado al campo vectorial M(x,y)7+
N(x,y)T.

Observacién. La terminologia usada en esta secciéon proviene de la Fisica (véase la

seccion 2.7.2). En efecto, el campo vectorial F(x,y) = M(x,y)7+ N(x,y)7 es conserva-

tivo si se verifica que %]]\/4 = %—I;C], lo que coincide con la condicién de exactitud. Todo

campo conservativo deriva de un potencial, esto es, existe una funcién potencial E(x,y)
tal que F puede expresarse como el gradiente de E:

F oE oE
F(x,y) = VE(oy) = Mxy) + N(xy)f = 21+ 2
X oy
Igualando componentes, se deducen las ecuaciones para determinar el potencial:
oE oE
g—M(X,]/)/ @—N(x,y), n

Observacién. Supongamos que y(x) verifica que E(x, y(x)) = C. Derivando respecto
a x, y aplicando la regla de la cadena, se obtiene:

FEE() = 0= S0 () + 5y 3 =

Usando las igualdades ‘3—5 =My 3—5 = N, resulta:

M(x,y(x)) + N, y(0) 2 = 0 = M(x,y(x)) dx + N(x,y(x)) dy = 0.

Esto prueba que y(x) es solucién de la ecuacién diferencial. Bajo ciertas hip6tesis de
regularidad, puede demostrarse la existencia de una funcién potencial E(x,y). O

Ejemplo 2.12. Resolvamos la ecuacién diferencial
2xydx 4 (x* —1)dy = 0.
En este caso, M(x,y) = 2xy y N(x,y) = x> — 1. Derivando, obtenemos

oM 9 B ON 9, ., .
W_@Qxy)—Zx y =—(x*—1)=2x,
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lo que demuestra que la ecuacién es exacta.
Para calcular un potencial, hemos de resolver el sistema

a—i = 2xy = M(x,y),

Integrando respecto de x en la primera ecuacién, resulta:

E(x,y) :/g—]jdx: /nydx:y/Zxdx:x2y+g(y).

Observemos que al integrar la funciéon de dos variables E(x, y) respecto de la variable
x, la «constante» de integracién que aparece no es realmente una constante, sino una
funcion de la variable y; en efecto, para cualquier funcién g(y) se verifica que

32 XY +8y)) = 52 (x%y) + 5-8(y) = 2xy +0 = 2xy.
A continuacién, derivamos la expresion obtenida para E(x,y) respecto de la varia-
ble y:
JE 0

F = @(xzy—l—g(]/)) =x*+¢'(v),

y sustituimos en la segunda ecuacién del sistema:

gy ="F-1=¢Wy)=-1=3gy) = /(—1)dy = —v.

Por tanto, una funcién potencial viene dada por

E(x,y) =x*y—y=(x*—-1)y.

La solucién general de la ecuacién diferencial serd entonces

E(x,y):C:>(x2—l)y:C:>y:

x2—1

En el desarrollo anterior, para calcular el potencial E(x,y) hemos partido de la
primera ecuacién. Vamos a ver qué sucede si comenzamos integrando en la segunda
ecuacion:

E(x,y) = g—idy = /(xz—l)dy = (xz—l)/dy = (x> — D)y + h(x).

Derivando respecto de x y sustituyendo en la primera ecuacién, resulta:

22+ (x) =2 = I'(x) = 0= h(x) =¢,
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donde ¢ puede ser cualquier constante; tomemos ¢ = 0, y asi h(x) = 0. El potencial es
entonces E(x,y) = (x> — 1)y y la solucién general (x> — 1)y = C. Obtenemos pues el
mismo resultado que en la primera parte del ejemplo, como era de esperar.

Podemos resolver la ecuacion usando Sage si la escribimos en forma normal:

sage: var(’x’)

sage: y = function(’y’, x)

sage: ec = diff(y, x) == -2*xx*y/(x"2-1)
sage: desolve(ec, y)

c/(x"2 - 1)

Ejemplo 2.13. Sea la ecuacién diferencial

(sen(xy) + xy cos(xy)) dx + x* cos(xy) dy = 0.

Llamemos M(x,y) = sen(xy) + xy cos(xy) y N(x,y) = x> cos(xy)dy, y notemos que
oM »
—— = xcos(xy) — x“ysen(xy) + x cos(x
3y (xy) — x"y sen(xy) (xy) oM _on
IN dy  ox’

— = 2xcos(xy) + x*y sen(xy)

lo que prueba que la ecuacién es exacta.
Para calcular el potencial E(x,y) consideramos el sistema de ecuaciones

g—i = sen(xy) + xy cos(xy) = M(x,y),
3—5 = x%cos(xy) = N(x,v).
En este caso es maés sencillo integrar primero la segunda ecuacion:

E(x,y) = 3—5 dy = /x2 cos(xy) dy = xz/cos(xy) dy = xsen(xy) + g(x).

Derivando respecto de x, resulta:

oE
F™ = sen(xy) + xy COS(Xy) —I—g'(x)-

Ahora sustituimos la expresién anterior en la primera ecuacion:

sentxy] + xycos{xy) + g'(x) = sentxy] + xycos{xy) = &'(x) = 0= g(x) =,

siendo ¢ una constante arbitraria. Tomando ¢ = 0, obtenemos g(x) = 0. Asi pues, un
potencial es

E(x,y) = xsen(xy),
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y la solucién general de la ecuacién diferencial, en forma implicita, viene dada por
xsen(xy) = C.

También Sage es capaz de resolver esta ecuacion, si previamente la hemos escrito
en forma normal:

sage: var(’x’)

sage: y = function(’y’, x)

sage: ec = diff(y, x) == -(sin(x*xy)+x*xy*xcos(x*xy))/(x"2*xcos(x*y))
sage: desolve(ec, y)

x*sin(x*y(x)) == c

En caso de que Sage no pueda obtener una solucién de forma directa, cabe la po-
sibilidad de realizar todo el proceso de resolucion. Vamos a ilustrarlo con la ecuaciéon
del ejemplo.

En primer lugar, definimos las funciones M(x,y) y N(x,y), y comprobamos la
condicién de exactitud:

sage: var(’x, y’)

sage: # definimos M y N

sage: M = sin(x*y)+x*y*cos (x*y)
sage: N = x~2*xcos(x*y)

sage: # comprobamos la exactitud
sage: diff(M, y)-diff(N, x)

0

A continuacién resolvemos la ecuacion g—g = M(x,y) mediante integracion:

sage: # hacemos la integral de M respecto de x
sage: # para calcular el potencial E

sage: E = integral(M, x); expand(E)
x*sin (x*y)

Como Sage ha calculado sélo la primitiva més simple, afladimos una funcién depen-
diente de la variable y:

sage: # sumamos una "constante" dependiente de y
sage: g = function(’g’, y)

sage: EE = E + g; expand(EE)

x*sin(x*xy) + g(y)

A continuacién, derivamos la expresion obtenida respecto de y e igualamos a N(x, y):
sage: # derivamos respecto de y e igualamos a N

sage: ec = diff(EE, y) == N; expand(ec)
x~2*xcos (xxy) + D[0](g)(y) == x~2%cos (x*y)

I

Calculamos g(y) despejando e integrando:

sage: # despejamos g’ (y)

sage: dg = solve(ec, diff(g,y)); dg
[D[0] (g) (y) == 0]

sage: # integramos g’(y) respecto de y
sage: g = integrate(dgl[0]l.rhs(), y); g
0
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(nétese que dg representa una ecuacion; para considerar su segundo miembro, que es
el valor obtenido para g(y), usamos la notacién dg[0] .ths ()1). Por tltimo, definimos
el potencial E(x, y):

sage: # definimos el potencial
sage: E = E + g; expand(E)
x*sin (x*y)

2.5. Factores integrantes
Consideremos una ecuacién diferencial de la forma
M(x,y)dx + N(x,y)dy = 0.

En el caso en que la ecuacién sea exacta, en el apartado anterior hemos estudiado
cémo determinar su solucién general mediante el uso de una funcién potencial.

¢Qué podemos hacer en caso de que la ecuacién no sea exacta? Observemos que
al multiplicar la ecuacién por una funcién r(x,y) no idénticamente nula, se obtiene
una ecuacioén equivalente:

r(x,y)M(x,y)dx +r(x,y)N(x,y)dy =0,
que podemos escribir como
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0,

donde M(x,y) = r(x,y)M(x,y) y N(x,y) = r(x,y)N(x,y). Si conseguimos determi-
nar r(x,y) para que se verifique

oM 9N

oy ox
la nueva ecuacion serd exacta y podremos resolverla. Una funcién r(x,y) con dicha
propiedad se denomina factor integrante.

Podemos dar una explicacién un poco mds técnica de la notacién. El valor dg representa una lista
o conjunto de ecuaciones que, en este ejemplo, consta de un tnico elemento, ya que sélo estamos
considerando una ecuacién. Los elementos de una lista se enumeran comenzando con el indice 0, por
eso dg[0] hace referencia al primer elemento de la lista. En lenguaje informético, dg[0] es un objeto,
esto es, una estructura con determinados contenidos y aplicaciones (o métodos) asociadas a ella. Para
acceder a los contenidos de un objeto se usa un punto (.) detras del nombre del objeto. De esta forma,
dgl0] .rhs denota un método que devuelve el miembro de la derecha (rhs: right hand side, en inglés)
de la ecuacién representada por dgl0]; los paréntesis vacios hacen que se ejecute dicho método sin
ningtin argumento extra. En general, si queremos ver los métodos asociados a un objeto en Sage, basta
con escribir el nombre del objeto seguido de un punto y pulsar la tecla de tabulacién.
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Ejemplo 2.14. Consideremos la ecuacién
(x +y?)dx —2xydy = 0.
Definamos M(x,y) = x + y*> y N(x,y) = —2xy, y notemos que

aM_a 2 B _i_ _a_N
W—@(ery)—Zy;é 2y—ax( 2xy) = o

lo que indica que la ecuacién no es exacta.

(’) Z

es un factor integrante. En efecto, si definimos

x + 12 ~ 2
Y, N(xy) =r(xy)N(xy) = -2,

M(x,y) = r(x,y) M(x,y) = 2 X

se verifica que

OM _ 9 (x+y?\ _2 _ 0 ( 2\ _ N
dy oay\ x2 ) a2 ox\ x/) ox’
Por tanto, la ecuacion diferencial
~ ~ x + 2 2xy x + y? 2y
M(x,y)dx + N(x,y)dy =0 = 2 dx—?dy:O:> 2 dx—ydyzo

es exacta, y podemos resolverla mediante el método descrito en la seccién anterior.
Una funcién potencial es E(x,y) = In(x) — y?/x, por lo que la solucién general serd

2

In(x) — y; =C = y? = x(In(x) — C). O
Estd claro que la cuestiéon fundamental en este contexto es: ;como podemos deter-
minar un factor integrante? La respuesta es que no hay ningtn método general que
nos permita calcular factores integrantes: sélo podemos dar una respuesta parcial al
problema. Notemos que el intento de calcular el factor integrante r(x, y) directamente

a partir de la ecuacién de exactitud

oM OoN 9

0

nos lleva a la ecuacién en derivadas parciales

or oM or ON
M@—FVW = Na‘f‘?’g,
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cuya resolucién sélo podremos realizarla en casos muy sencillos.

El método usual para buscar un factor integrante es mediante prueba y error. Por
supuesto, no se trata de probar todas las funciones posibles para ver si alguna de ellas
es un factor integrante (tarea, por otro lado, imposible), sino que debemos restringir
nuestra biisqueda a determinados tipos de funciones. Mds concretamente, se intentara
buscar el factor integrante de la forma r(x,y) = ¢(¢(x,y)), donde ¢ es una funcién de
una variable y ¢(x,y) expresa una relacién algebraica simple entre las variables x e y.
La eleccion de ¢(x,y) se hace mediante prueba y error, mientras que ¢ se determina
imponiendo la condicién de exactitud a la ecuaciéon modificada. Tipicos candidatos a
factor integrante son:

La idea subyacente a este procedimiento se basa en simplificar dentro de lo posible
las derivadas parciales del factor integrante.

Cuando el factor integrante buscado depende tan sé6lo de una de las variables,
puede darse una férmula explicita para calcularlo. Por ejemplo, si r(x,y) = ¢(x) se
tiene que

— & a_
3y ¢'(x), 3y 0.
Imponiendo la condicién de exactitud, resulta que

o M ar 9N oM _ IN
M@‘FTW—Na‘i‘rg:>¢(X)W_N(P(x)+()b(x)ax’

de donde obtenemos la ecuacién de variables separadas

¢'(x) = g(x)p(x),

L (oM N
SN dy ox )’

Para que este proceso tenga sentido, el miembro de la derecha de la expresioén anterior
debe ser una funcién que sélo dependa de la variable x. Resolviendo la ecuacién,

siendo
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obtenemos la expresion del factor integrante:
4)(x) = efg(x)dx.

Por supuesto, el calculo explicito de ¢(x) s6lo podra llevarse a cabo si sabemos calcu-
lar una primitiva de la funcién g(x).

Si el factor integrante s6lo depende de la variable y, razonando de modo analogo
llegamos a la siguiente expresion:

(P(y) — efh(y)d]/’

1 /foM ON
=3 (5 5

Ejemplo 2.15. Consideremos la ecuacién del ejemplo anterior:

donde

(x4 y?) dx — 2xydy = 0,

y veamos cémo se obtiene el factor integrante r(x,y) = x~2.

Comencemos probando con un factor integrante de la forma r(x,y) = ¢(x), esto
es, la funcion r(x,y) dependera tinicamente de la variable x. Entonces el candidato a
factor integrante serd de la forma

4)(x) — efg(x)dx,

donde 1 foM ON 1 2
=5 (5~ 5 ) ~ 2 — W) =%

- —2xy
Por tanto, el factor integrante buscado sera
P(x) = e—f%dx _ o 2In(x) _ eln(xfz) — 52 u

En el siguiente ejemplo se presenta un caso en que el primer candidato a factor
integrante no es valido.

Ejemplo 2.16. Sea la ecuacion diferencial
(2xy? — 3y%) dx + (7 — 3xy*) dy = 0,

que no es exacta (como puede comprobarse facilmente).
Busquemos un factor integrante de la forma r(x,y) = ¢(x). En tal caso,

—la_M_a_N_; a2y a2 2y B
g(x)_N(ay ax>_7—3xy2 ((4xy 9y~) — (=3y )>_—7—3xy2(2x 3y).
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Esta expresién no tiene sentido, ya que el segundo miembro depende explicitamente
también de la variable y. En consecuencia, no es posible utilizar un factor integrante
que s6lo dependa de x.

Si probamos con un factor del tipo r(x,y) = ¢(y), obtenemos

1 (oM ON\ _ 2y 2
0 =55 (g o) =@ =

La expresion obtenida s6lo depende de la variable y, por lo que podemos considerar
el factor integrante

() — &M _ 0
Resolvamos ahora la ecuacion diferencial
(2xy2 — 3y3)y_2 dx + (7 — 3xy2)y_2 dy =0= (2x — 3y)dx + (7y_2 —3x)dy =0,

que es exacta. Un potencial es, en este caso, E(x,y) = x> — 3xy — 7y~!, y la solucién
general de la ecuacién diferencial es, por tanto,

x? —3xy—7y 1 =C. [

Finalizamos esta seccién con un ejemplo donde se juega con un factor integrante
algo mas complicado que los vistos en los ejemplos anteriores.

Ejemplo 2.17. Consideremos la ecuacién diferencial no exacta
(3y* — x) dx + (2y° — 6xy) dy = 0.

La prueba con los candidatos usuales a factor integrante no da buen resultado. En este
caso, el factor integrante a buscar es de la forma r(x,y) = ¢(x + y?). Consideremos
pues la ecuacién modificada

(3y? — x)r(x,y) dx + (2y° — 6xy)r(x,y) dy = 0.
Teniendo en cuenta que

or _

or Y] 2 / 2
ox ~PEHY), G =Py,
la condicidon de exactitud nos da

2y(3y* — x)¢’ (x + y?) + 6y (x + y*) = (2y° — 6xy)¢’ (x +y*) — 6yp(x + y*),
de donde

dy(x+7)¢ (x +v*) = —12yp(x + v*) = (x +y)¢' (x + ¥*) = =3¢(x + ¥°).
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Como vemos, la dltima expresiéon obtenida es una ecuacién diferencial en x + yz. Si
llamamos z = x + yz, tenemos

29'(2) = ~3¢(2) = [ %‘P = % < In(g) = —3In(2) = In(= ) = p(z) = 2>
Por tanto, el factor integrante buscado es
r(xy) =9 +y°) = (x+y)
La ecuacion exacta equivalente a considerar es, por tanto,
(By? — x)(x +y*) P dx + (2y° — 6xy)(x +y?) 2 dy = 0.

Una funcién potencial es E(x,y) = (x — y?)(x + y?) 2, asf que la solucién general de

la ecuacién diferencial serd

x —y?

_ 0
(x+y?)?

2.6. Problemas de valor inicial

Hemos visto que la solucién general de una ecuacién diferencial de primer orden,
que supondremos escrita en forma normal:

y = f(xy),

depende de una constante arbitraria C, esto es, y = y(x, C). En particular, la ecuacién
diferencial posee un ntimero infinito de soluciones, aunque todas ellas se diferencian
tnicamente en el valor de la constante C.

Supongamos que estamos interesados en elegir, de entre todas las posibles solu-
ciones, aquella que en el punto 4 toma un cierto valor yp. En tal caso, estamos ante un
problema de valor inicial o problema de Cauchy:

{y’ =f(x,y), x€lab],
y(a) = yo.

La condiciéon y(a) = yo se denomina condicién inicial. Bajo hipétesis adecuadas de
regularidad sobre la funcién f(x,y), puede demostrarse que el problema de valor ini-
cial posee una iinica solucion. El valor correspondiente de la constante C se determina
imponiendo la condicién inicial en la solucién general; dicho de otro modo, hay que
resolver la ecuacion y(a,C) = yp.
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Ejemplo 2.18. Consideremos el problema de valor inicial

y = 2xy,
{y(O) =1
La solucién general de la ecuacion iy’ = 2xy es, segin vimos en el ejemplo 2.3,
y(x,C)=y= Ce*.
Imponiendo la condicién inicial, resulta:
y(0)=1=C" =1=C=1.

Por tanto, la #inica solucién del problema de valor inicial es
2
y=e".
El siguiente c6digo resuelve el problema de valor inicial en Sage:

sage: var(’x’)
sage: y = function(’y’, x)
sage: ec = diff (y, x) == 2xxx*y
sage: sol = desolve(ec, y, ics=[0, 1]) # ics=[a, y(a)]

sage: sol
e~ (x"2)

Es posible representar graficamente esta soluciéon de forma muy simple. Si, por ejem-
plo, queremos dibujarla en el intervalo [0, 1], hacemos:

sage: plot(sol, [0, 1])
para obtener el resultado de la figura 2.1. O

No todo problema de valor inicial tiene solucién, como muestra el siguiente ejem-
plo.

Ejemplo 2.19. Consideremos la ecuacion de variables separables ' = —x/y y calcu-
lemos su solucién general:

dy  «x _ _ y X 2.2
i g:ydy——xdx:/ydy——/xdx:i——?-i—c:x +y- = 2c.

Esta solucién en forma implicita puede reescribirse como
2.2
x“+y =C,

donde C = 2c representa una constante arbitraria. Despejando la variable y, se obtie-
nen dos ramas de soluciones (figura 2.2):

y=vVC—x2 y=—vC—x2

El correspondiente c6digo Sage para resolver la ecuacion es:
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2.5F

15

1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.1: Solucién del ejemplo 2.18 en el intervalo [0, 1].

» X

y=—1-x"

Figura 2.2: Las dos ramas de solucién para C = 1, definidasen [ = (—1,1).

sage: var(’x’)

sage: y = function(’y’, x)

sage: ec = diff(y, x) == -x/y

sage: desolve(ec, y)

-1/2xy(x)~2 == 1/2%x"2 + c

Como vemos, la solucién viene dada en forma implicita. Si queremos despejar la
solucién y, primero guardamos el resultado anterior en una variable, que llamaremos
sol:

sage: sol = desolve(ec, y); sol

-1/2xy(x)~2 == 1/2%x"2 + c

A continuacién, usamos el comando solve para despejar y:
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sage: solve(sol, y)
[y(x) == -sqrt(-x~2 - 2xc), y(x) == sqrt(-x"2 - 2x*c)]

Tomemos la condicién inicial y(0) = 1, que implica C = 1. Debido a la situacién
del punto (0,1) debemos tomar la primera rama, por lo que la solucién del problema
de valor inicial corresponde a la semicircunferencia superior: y = v/1 — x2. Dicha
solucion es regular en el intervalo I = (—1,1). En este caso, el problema posee una
tnica solucion.

Razonando de manera andloga, la solucién del problema de valor inicial con condi-
cién inicial y(0) = —1 seria y = —v/'1 — x2, que es regular en el intervalo I = (—1,1).
También en este caso la solucién del problema es tnica.

Consideremos ahora la condicién inicial y(1) = 0, que también implica C = 1. En
este caso podriamos tomar cualquiera de las dos ramas, ya que ambas pasan por el
punto (1,0). Sin embargo, ninguna de ellas es solucién, ya que falla la derivabilidad
en x = 1. En efecto, la derivada de y es

X

V1—ax2

que solo esta definida si x € (—1,1). En consecuencia, el problema de valor inicial
correspondiente no tiene solucién. O

y'(x) ==+

Aun en el caso de que un problema de valor inicial tenga solucién, ésta no tiene
por qué ser tnica.

Ejemplo 2.20. Sea el problema de valor inicial

{V’ = (x+1)y*”?,

es solucién del problema. Por otra parte, notemos que la funcién idénticamente nula
y(x) = 0 también es soluciéon. Tenemos pues dos soluciones distintas del mismo
problema de valor inicial.

En este caso, Sage s6lo determina la solucién no nula:

sage: var(’x’)

sage: y = function(’y’,x)

sage: ec = diff(y,x) == (x+1)x*xy~(2/3)
sage: desolve(ec, y, ics=[1,0])
3xy(x)~(1/3) == 1/2%x"2 + x - 3/2



2.6 Problemas de valor inicial 37

Finalizamos esta seccién con un resultado fundamental de la teoria de ecuaciones
diferenciales que nos permite dilucidar la existencia y unicidad de solucién local de
un problema de valor inicial.

Teorema (de existencia y unicidad). Si la funcién f(x,y) es continua en un entorno del
punto (xo, Yo ), entonces el problema de valor inicial

{y’ = f(x,y),
y(x0) = yo,

tiene alguna solucion local. Si ademds existe % y es continua en un entorno de (xo,Yyo),
entonces la solucion del problema es iinica.

Ejemplo 2.21. Consideremos de nuevo la ecuacién diferencial del ejemplo 2.19. En

este caso, la funcién f(x,y) es
x

flxy) = —]7/

que no es continua (de hecho, ni siquiera estd definida) cuando y = 0.

Tomemos como condicién inicial y(0) = 1. Como la funcién f(x,y) es continua
en el punto (xp,1y0) = (0,1), el teorema asegura que el problema de Cauchy corres-
pondiente posee alguna solucion. Por otra parte, la derivada de f(x,y) respecto de la
variable y es

of X
g(x,y) i
que también es continua en (0,1). En consecuencia, y segun el teorema, la solucién
del problema de Cauchy es tinica. De hecho, vimos que dicha solucién era

y=v1—-x2 xe(-11).

Obsérvese que la solucién es local, ya que esta definida solamente en el intervalo
(—1,1).

Consideremos ahora la condicién inicial y(1) = 0 y observemos que la funcién
f(x,y) no es continua en el punto (1,0). Sin embargo, no podemos afirmar que el
problema carezca de solucién, ya que el teorema s6lo proporciona una condicién su-
ticiente, pero no necesaria, para la existencia de solucién. Para determinar si hay o no
solucién tendriamos que proceder como en el ejemplo 2.19, analizando directamente
el problema de Cauchy. En este caso el problema no tenia solucién. O

Ejemplo 2.22. Consideremos el problema de Cauchy del ejemplo 2.20. En este caso,
la funcién

flxy) = (x+ 1)y
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es continua en todo punto, por lo que el problema posee solucién. Sin embargo, no-
temos que

of

I (x,y) =2 /s 234l
5y ) = 3y =

3V
no es continua en (1,0). No podemos por tanto aplicar el teorema para asegurar la
unicidad de solucién, sino que habrifa que analizar el problema como se hizo en el

ejemplo 2.19. De hecho, vimos que el problema de Cauchy poseia dos soluciones
distintas. O

2.7. Aplicaciones

2.7.1. Espejos parabdlicos

Nos planteamos el problema de determinar la forma que debe tener un espejo
para que los rayos reflejados por éste se concentren en un punto. Para simplificar el
problema, haremos las siguientes suposiciones:

1. El sistema esta contenido en el plano x-y.

2. Los rayos se concentran en el origen de coordenadas.

3. Los rayos incidentes son paralelos al eje v.

4. La forma del espejo viene dada por una curva del tipo y(x).

En la figura 2.3 se representa un esquema del planteamiento geométrico del problema.

En el caso de un espejo plano, un rayo que incide con angulo « se refleja con el
mismo dngulo. Cuando el espejo es curvo se cumple una ley de reflexion andloga,
considerando el dngulo que forma el rayo con la recta tangente a la curva que define
el espejo en el punto donde incide el rayo. Esta ley fisica es la que vamos a utilizar
para obtener una ecuacién diferencial asociada al problema.

Consideremos pues la figura 2.4, donde un rayo paralelo al eje y se refleja en el
punto (x,y) del espejo; a representa el dngulo de incidencia del rayo, que coincide
con el angulo del rayo reflejado; 6 es el dngulo que forma el rayo reflejado con el eje
x; B es el dngulo que forma la recta tangente a la curva en el punto (x,y) con el eje x.

A partir del tridngulo formado por el origen, el punto (x,y) y el corte de la recta
tangente a la curva con el eje y (sombreado en la figura 2.4), podemos determinar la
relaciéon que existe entre a y 6:

oc—i—oc—|—<9+g> :71:>9:E—21x.
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y
A
\\ //
=
\

Figura 2.3: Planteamiento del problema de los espejos parabdlicos.

»
>

Figura 2.4: Esquema del problema del espejo.

Considerando de nuevo el mismo tridngulo, y teniendo en cuenta la definicién geo-
métrica de la tangente de un dngulo, podemos escribir

Por tanto,

% =tg (g — sz) = cotg(2u).
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2 -1/4

—z? +1/4

Figura 2.5: Espejos parabdlicos y = x> —1/4,y = —x> +1/4.

Por otra parte, la derivada i’ (x) se interpreta geométricamente como la pendiente
de la recta tangente a la curva buscada en el punto (x,y), que es precisamente la
tangente del angulo B:

v =1tg(p).
Vemos en la figura 2.4 que
IX+,B:§:>,B:§—0¢,
y por tanto
vy =tg <g - zx) = cotg(a).
Podemos determinar la relacion existente entre cotg(a) y cotg(2«):

cos(2a)  cos®(a) —sen?(a)  cotg?(a) — 1
sen(2¢)  2sen(a)cos(a)  2cotg(a)

cotg(2a) =

Combinando los resultados anteriores, obtenemos la siguiente ecuacion diferen-
cial: ,
W) -1_y
2y’ X
Al despejar iy’ aparecen dos formas normales para la ecuacion:
Ve el R e Vi e U

()P -2y —x=0=y =", Y =T
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Es inmediato comprobar que las dos ecuaciones obtenidas son homogéneas, asi que
podemos resolverlas mediante el cambio z = y/x. En ambos casos, la solucién de la

ecuacion es la misma: .
—Cx?2 - —

Y 4c’
donde, como es usual, C representa una constante arbitraria. En el caso en que C
sea positiva la solucién es una pardbola convexa, mientras que si C es negativa la
parabola es concava. En la figura 2.5 se representan los espejos que se obtienen para

C==£1. U

2.7.2. Campos de fuerza conservativos

En este apartado vamos a motivar el estudio de las ecuaciones exactas, asi como
de su método de resolucién, mediante el andlisis de un problema de Fisica: el cdlculo
de las curvas equipotenciales de un campo de fuerzas conservativo.

Supongamos que en el plano x-y actia un campo de fuerzas vectorial de la forma

F(x,y) = P(x,y)7+ Q(x,y)] = (P(x,v),Q(x,y)),

donde 7y 7 son los vectores de coordenadas unitarios (7 = (1,0), 7= (0,1)), y P(x,y)
y Q(x,y) son funciones suficientemente regulares. Queremos desplazar una particula
por el plano de forma que el campo de fuerzas no ejerza ningtn trabajo sobre ella
en todos los puntos de la trayectoria. Las trayectorias que verifican esta propiedad se
conocen con el nombre de curvas equipotenciales.

Sea y(x) la curva equipotencial buscada y sea w el trabajo realizado por la fuerza
F. Si llamamos & al vector de desplazamiento de la particula (vector tangente a la
trayectoria), el trabajo w puede expresarse como un producto escalar de F por ¢:

w=E-&=||F| ||é] cos(E,?).

Aqui cos(F, ?) representa el &ngulo formado por los vectores F y & mientras que || - |
es el moédulo del vector correspondiente. La condicién de que el trabajo sea nulo,
w = 0, es equivalente a que cos(F,&) = 0 o, lo que es lo mismo, a que los vectores F y
¢ sean ortogonales: F | Z. A su vez, esta condicién equivale a que el producto de las
pendientes determinadas por ambos vectores sea —1.

En un punto arbitrario (x,y(x)) de la curva equipotencial, la fuerza ejercida por el
campo viene dada por el vector

F(x,y(x)) = P(x,y(x))T+ Q(x, y(x))],
cuya pendiente (supuesto P(x,y(x)) # 0), es

Qlx,y(x))
P(x,y(x))
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)
l

(x,y)

Figura 2.6: Curva equipotencial, vector desplazamiento y vector fuerza.

Por otra parte, la pendiente del vector de desplazamiento € es simplemente y'(x). Por
tanto, la condicién F L € se escribe entonces como

Py
V)= =50 )

sobre cada punto (x,y(x)) de la trayectoria. Escribiendo simplemente y en lugar de
y(x), la ecuacién anterior puede expresarse como

dy _ P(xy)
dx Q(x,y)

0, en forma diferencial,
P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0.

Se dice que un campo de fuerzas F es conservativo si deriva de un potencial, es
decir, si existe una funcion escalar E(x,y) tal que

VE=-F
donde ?E es el vector gradiente de E,

?E __OE, OE,

Esta condiciéon puede expresarse también en términos de las componentes:

oF oF
o = Ploy), 50 =-0Qxy).
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Si el campo F es conservativo, las curvas equipotenciales son precisamente las
curvas y(x) definidas de forma implicita por la ecuacién

E(x,y(x)) =C,

con C constante. En efecto, derivando implicitamente respecto de x en la ecuacién
anterior, se tiene que

_ 4 _9E ') 2E _ /
0 = e y(x) = 520 y(0) +/ (05 (5 v(3)) = Pl y() + Qi () (x),
de donde deducimos que y(x) verifica la ecuacion

P(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0.

Ejemplo 2.23. Consideremos el campo de fuerzas gravitatorio

F(x,y) = (0, —mg),

donde m representa la masa de una particula que se mueve en un plano y g es la
constante gravitatoria. Las curvas equipotenciales son las soluciones de la ecuacién
diferencial

dy 0

= - = 0’

dx —mg
que son precisamente y(x) = C, con C constante. En este caso, las curvas equipoten-
ciales son rectas horizontales.

Vamos a llegar al mismo resultado mediante el uso de una funcién potencial. Para

ello, consideremos la funcion de energia potencial E(x,y) = mgy que, efectivamente,

es un potencial:
?E =074+ mg7=F.

Por tanto, las curvas equipotenciales son de la forma

E(x,y(x)) = C=mgy(x) =C=y(x) = — =C,

C
mg
donde en el dltimo paso hemos renombrado la constante arbitraria C. O

Una cuestion crucial es la siguiente: ;como determinar si un campo es conservati-
vo? Notemos que si el campo F es conservativo entonces

oP 9%E ?E 9Q 9P 9Q

@__ayax:_axay_x;s@_ﬁ'

Puede demostrarse (aunque eso esta fuera del alcance de este curso) que, bajo de-
terminadas condiciones de regularidad sobre P(x,y) y Q(x,y) (que siempre se veri-
ficardn en los casos que trataremos), el reciproco es asimismo cierto. En conclusién,
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podemos afirmar que el campo F es conservativo si y solo si se verifica la igualdad
anterior:

oP  0Q
dy  ox’
En el caso en que F sea conservativo, para calcular una funcién potencial E debemos
resolver el siguiente sistema de ecuaciones en derivadas parciales:

F = P7+ Qf es conservativo <=

oE
i —P(x,y),
JE
@ - _Q(x/]/)/

lo cual, en general, no serd posible salvo en casos muy sencillos.

Observacién. El signo negativo en la definicién de funcién potencial obedece, como
hemos visto, a consideraciones de tipo puramente fisico. Desde un punto de vista ma-
temadtico, dicho signo es irrelevante: por eso en la definiciéon de exactitud que hicimos
en la seccion 2.4 tomamos M = —Py N = —Q. ]

En el siguiente ejemplo se ilustra el cdlculo de una funcién potencial.
Ejemplo 2.24. El campo de fuerzas
F(x,y) = —x7—yf

es conservativo, ya que

oP 9 d 0Q
S = a0 =0=2 (=52
Para calcular una funcién potencial, planteamos el sistema
oE
= —Pluy) = (1) =x,
JE

Ei —Q(x,y) = —(-y) =v.

Tomemos una de las dos ecuaciones, por ejemplo la primera, e integremos respecto
de x:

oF x?
E(x,y) :/gdx:/xdxzf—kg(y).

Observemos que, al estar integrando la funcién de dos variables E(x, y) respecto de la
variable x, la “constante” de integracién que aparece no es realmente una constante,
sino una funcién de la variable y. En efecto, para cualquier funcién g(y) se verifica

9 x—2+() —x:>a—E—x
ox \2 "8W )= ox
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Para determinar g(y) recurrimos a la segunda ecuacién. Por una parte, derivando en
la expresién obtenida para E(x, y) respecto de y, obtenemos

x2
%=%<7ﬂw0=ﬂw

\
=

Figura 2.7: Curvas equipotenciales y campo de fuerzas del ejemplo 2.24.

Sustituyendo ahora en la segunda ecuacién, resulta

2
MWZyiﬁwz/ww=%~

Como buscamos un valor particular de g(y), no afiadimos constante de integracién
en el cdlculo anterior. Finalmente, el potencial buscado es

2 2
E(x,y) = > + yj

Las curvas equipotenciales son entonces las circunferencias de la forma
2, .2
x“+y-=C,

siendo C una constante arbitraria. En la figura 2.7 se representan las curvas equipo-
tenciales y el campo vectorial F. O
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2.7.3. Calentamiento de edificios

Vamos a estudiar un modelo que describe la evolucién de la temperatura en el
interior de un edificio. Para ello, denotemos por T(t) dicha temperatura en el instante
de tiempo t. Supondremos que las variaciones de temperatura dependen de tres fac-
tores: la temperatura exterior, el calor generado en el interior del edificio y el efecto
del sistema de calefaccién o de aire acondicionado. De forma mds especifica:

» El calor producido por las personas, luces, maquinaria, etc. en el interior del
edificio causan un incremento de la temperatura que denotaremos por H(t),
siendo esta funcién no negativa.

» Las variaciones de temperatura producidas por el sistema de calefaccién/refri-
geracion se representan mediante una funcién U(t), que sera positiva para la
calefaccién y negativa para el aire acondicionado.

» Por ultimo, hay que considerar el efecto de la temperatura exterior T, () sobre
el edificio. Factores experimentales muestran que este efecto puede modelizarse
usando la ley del enfriamiento de Newton, que establece que el ritmo de cambio de
la temperatura T(t) es proporcional a la diferencia entre la temperatura exterior
Te(t) y la interior T(t).

Expresando en términos matemadticos los puntos anteriores, podemos considerar
la siguiente ecuacién diferencial de primer orden:

aTr

= k(Te(t) = T(D) + H(b) + U(D).

El ritmo de cambio de la temperatura T(t) se expresa mediante su derivada respecto
del tiempo, %. La constante de proporcionalidad k se supone positiva y depende de
las propiedades fisicas del edificio: ntimero de puertas y ventanas, tipo de aislamiento,
etc.

Observacién. Respecto a las unidades de medida, supondremos que la temperatura
viene dada en grados Celsius (°C) y el tiempo en horas (h); en consecuencia, la va-
riacién de temperatura ‘3—{ se mide en °C/h. La constante k tiene como unidad h~!.
En general, las funciones H(t) y U(t) se expresan en términos de energia por unidad
de tiempo, kcal/h. Si embargo, multiplicando ambas cantidades por la capacidad ca-
lorifica del edificio (cuyas unidades son °C/kcal), podemos suponer que tanto H(t)

como U(t) vienen dadas en °C/h. O

Observacién. Supongamos que H(t) =0y U(t) = 0, por lo que la ecuacion se reduce
a

ar
o =KLt = ()
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(esta es la expresion de la ley de Newton). Cuando la temperatura exterior es mayor
que la interior, T,(t) — T(t) > 0, se tiene que T'(t) > 0, lo que significa que T(t) es
una funcién creciente: la temperatura del edificio se incrementa. Si, por el contrario,
la temperatura exterior es menor que la interior, T,(t) — T(t) < 0, entonces T'(t) < 0,
por lo que la temperatura del edificio disminuye. O

Observacién. El valor K = 1/k se denomina constante de tiempo del edificio, y repre-
senta el tiempo que se necesita para que la temperatura del edificio cambia de forma
sustancial. Un valor tipico podria estar entre dos y cuatro horas, aunque puede ser
mucho menor si se abren las ventanas o se utilizan ventiladores; por el contrario, la
constante de tiempo puede ser mucho mayor si el edificio esta bien aislado. O

Si reescribimos la ecuacion de la siguiente forma:
aT
dt

queda claro que es de tipo lineal, por lo que podemos resolverla usando el método

de variacién de la constante. En primer lugar, determinamos la solucién general de la
ecuacion homogénea asociada:

Z—f = —kT = dTT = —/kdt = In(T) = —kt +c = Ty(t,C) = Ce ™™,

donde hemos sustituido e por una constante arbitraria C. A continuacién, buscamos
una solucién particular de la forma Tp(t) = C(t)e~*; sustituyendo en la ecuacién,
resulta:

C'(t)e ™™ — kC(He™ = —kC(He ™ + kT, (t) + H(t) + U(t) =

C'(t) = e (kT,(t) + H(t) + U(t)) = C(t) = /ekf(kTe(t) + H(t) + U(t)) dt,

— —KT(t) + kTe(t) + H(t) + U(t),

de donde
Tp(t) = e ¥ / e (KT (1) + H(t) + U(t)) dt.

Por ultimo, la solucién general de la ecuacién completa serd
T(t,C)=T(t) =e X </ekf(kTe(t) + H(t) + U(t)) dt + C).

Para completar el modelo, es necesario conocer la temperatura inicial del edificio,
esto es, hay que considerar una condicién inicial de la forma

T(0) = Ty,

donde Tj es la temperatura del edificio en el instante inicial { = 0. Imponiendo esta
condicién inicial en la solucién general, es posible determinar el valor de la constante
de integracion C.
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30

—Temp. interna
—Temp. externa

28

26

24

22

Figura 2.8: Temperatura interior: T(t). Temperatura exterior: T,(t).

Ejemplo 2.25. Consideremos un edificio en el que el ritmo de calor adicional H(t) =
15 “C/h es constante y no se usa calefaccion ni aire acondicionado: U(t) = 0. Supon-
gamos que la temperatura exterior varfa segtin la funcién

T,(t) = 23 —7cos (5t),

esto es, se supone que la temperatura exterior cambia de forma sinusoidal en un pe-
riodo de 24 horas, con su minimo en t = 0 (medianoche) y su maximo en t = 12
(mediodia). Supongamos asimismo que k = 7% h™!, por lo que la constante de tem-
peratura del edificio, 1/k, es aproximadamente de cuatro horas. La situacién descrita
podria corresponder a la primavera, cuando no usamos ni la calefaccién ni el aire
acondicionado y las variaciones de temperatura son suaves.

En este caso, la temperatura interior del edificio viene dada por la siguiente fun-
cion:

T(t) = e ( / e (KT, (F) + Ho) dt + c)

_kt( 7k/e cos (£5t) dt+(23k—|—Ho)/ektdt+C>.

Integrando por partes el primer sumando y sustituyendo los valores de k y Hy, obte-
nemos:
T(t) = % — 7 (cos (&t) +sen (&t)) + Ce™ 12",
Supongamos ahora que la temperatura inicial (esto es, a medianoche) en el interior
del edificio es de 20 °C. Imponiendo esta condicién sobre T(t), podemos calcular el
valor de la constante de integraciéon C:

T0)=20=>%-74+C=20=C=
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La solucién del problema de valor inicial es, finalmente,

It

T(t) =2 — 7 (cos (&t) +sen (5t)) + je 12",

S

En la figura 2.8 se muestran las evoluciones de las temperaturas interior y exterior del
edificio durante un periodo de 24 horas.

Damos a continuacién un cédigo Sage para resolver el problema y representar
graficamente tanto la soluciéon T (#) como la evolucion de la temperatura exterior T,(t).

sage: var(’t?’)

sage: k = pi/12

sage: Te = 23-T*xcos(pi*t/12)

sage: H = pi/48

sage: U = 0

sage: T function(’T?, t)

sage: ec = diff (T, t) == k*x(Te-T) + H + U

sage: sol = desolve(ec, T, ics=[0, 20])

sage: expand(sol)

1/4%e~(-1/12*%pi*t) - 7/2*sin(1/12*pi*t) - 7/2*cos(1/12*pixt) + 93/4

sage: # Dibujamos

sage: figl = plot(sol, t, O, 24, color=’blue’,
legend_label=’Temp. interna’) # figura para T

sage: fig2 = plot(Te, t, 0, 24, color=’red’,
legend_label=’Temp. externa’) # figura para Te

sage: fig = figl + fig2 # unimos ambas figuras

sage: show(fig) # mostramos el resultado

El pardmetro legend_label dentro de la instruccién plot se ha utilizado para etique-
tar las graficas. El resultado obtenido puede verse en la figura 2.8.

Supongamos que queremos determinar la temperatura maxima que se alcanza en
el interior del edificio durante un periodo de 24 horas. Para ello, podemos usar el
siguiente comando:

sage: sol.find_maximum_on_interval (0, 24)

(28.204675639897779, 14.996195034422906)

El primer ntimero corresponde al valor maximo de la temperatura y el segundo al
instante en que éste se alcanza. De forma andloga, para determinar la temperatura
minima, hacemos

sage: sol.find_minimum_on_interval (0, 24)

(18.412953900017136, 3.086010596200699)

Como vemos, los resultados son consistentes con la representacion gréfica de la solu-
cion. [
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CAPITULO

3

ECUACIONES DIFERENCIALES DE
ORDEN SUPERIOR

3.1. Introduccion

Una ecuacion diferencial ordinaria de orden n es una ecuacién que relaciona una va-
riable independiente x con una variable dependiente y = y(x) y sus derivadas hasta
el orden n. Su forma general es la siguiente:

F(x,v,y,y",...,y") =0, xeab].

La ecuacién esté escrita en forma normal si la derivada de orden n aparece despejada:

y(n) = f(x/y/y//---/y(n_l))/ X e [a’b]'

Una solucién de la ecuacién diferencial es una funcién y: [a,b] — R que satisface
la ecuaciéon en cada punto x € [a,b]. Dicha funcién ha de ser reqular, en el sentido
de ser derivable tantas veces como indique el orden de la ecuacién, siendo continuas
todas las derivadas; en tal caso se dice que y(x) es una funcion de clase C"([g, b]).

Ejemplo 3.1. La funcién y: R — R definida como y(x) = sen(2x) es solucién de la
ecuacion diferencial de orden dos (o segundo orden)

Y = —4y.
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En primer lugar, notemos que la funcién y(x) es de clase dos, ya que tanto y'(x) =
2cos(2x) como y”(x) = —4sen(2x) son funciones continuas. Ademas, se verifica la
ecuacién para cada punto x € R:

y"(x) = —4sen(2x) = —4y(x).

Es inmediato hacer la comprobacién anterior usando Sage:

sage: var(’x’)

sage: y = sin(2x%x)
sage: diff(y, x, 2) + 4xy
0

]

La solucién general de una ecuacién diferencial de orden n es una familia de fun-
ciones que determinan todas las posibles soluciones de la ecuacién. Dicha solucién
general depende de n parametros o constantes arbitrarias: y = y(x,Cy,Cy, ..., Cp).

Ejemplo 3.2. La solucién general de la ecuacion diferencial 4"/ = —4y es
y = Cysen(2x) + C; cos(2x),

siendo C; y C; constantes arbitrarias. Es facil comprobar que todas las funciones de
esta forma verifican la ecuacion diferencial; mds adelante veremos que estas son todas
las posibles soluciones.

Veamos como usar Sage para hacer la comprobacion:

sage: var(’x, C1, C2?)

sage: y = Clx*sin(2*x) + C2*cos (2*x)
sage: diff(y, x, 2) + 4%y

0

También podemos resolver la ecuacién directamente:

sage: var(’x’)

sage: y = function(’y’,
sage: ec = diff(y, x, 2)
sage: desolve(ec, y)
kl1*sin (2*x) + k2xcos (2*x)

x)

O

Dada una ecuacién diferencial de orden n (que supondremos escrita en forma nor-
mal), podemos complementarla con n condiciones iniciales que establecen los valores
que deben tomar la solucién y sus derivadas en un cierto punto. Estamos entonces
ante lo que se denomina un problema de valores iniciales o problema de Cauchy. Su forma
es la siguiente:

a) = yo,

(y(n) :f(x,y,y/,...,y(nil)), X € [a/b]/
"(a) =y,

Yy
Yy

y(n_l) (@) = Yu-1,
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donde yo,y1,...,yn—1 son datos del problema. Nétese que un problema de valores
iniciales posee, en general, solucién tnica. Para determinarla, primero se obtiene la
solucion general de la ecuacién, que dependerd de n constantes arbitrarias, y luego se
determina el valor de las constantes utilizando las condiciones iniciales.

Ejemplo 3.3. Consideremos el problema de valores iniciales

y" = -4y,
y(0) =1,
y(0)=0
Como vimos en el ejemplo anterior, la solucién general de la ecuacion y’ = —4y es

y = Cysen(2x) + C; cos(2x).

Determinemos C; y C; usando las condiciones iniciales. Por un lado, usando la pri-
mera condicién inicial tenemos que

y(0)=1= Cysen0+ Crcos0=1=C, = 1.

Como y'(x) = 2Cy cos(2x) — 2Cy sen(2x), de la segunda condiciéon deducimos que

y/(O) =0= 2C11;65“0'—1 2C2M2 0=Cy=0.

Por tanto, la tinica solucién del problema del problema de valores iniciales es
y = cos(2x).

El cédigo Sage correspondiente es el siguiente:

sage: var(’x’)

sage: y = function(’y’, x)

sage: ec = diff(y, x, 2) == -4xy

sage: desolve(ec, y, ics=[0, 1, 0]) # ics=[a, yO, yO0’]
cos (2*x)

]

En este capitulo centraremos nuestro estudio en ecuaciones de segundo orden,
cuya forma general es

Flx,y,y,y") =0,
y su forma normal es
y' = fxyy).
Como hemos comentado anteriormente, la solucién general de la ecuacién dependera
de dos constantes arbitrarias:

y =y(x,Cq,Cy).
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Un problema de valores iniciales adopta la forma

y' = f(xyy), x¢€lab]

<
=~ o~
AN
~—
I
<
€

y'(a) =y,

donde v, y(, € R son datos del problema.

3.2. Ecuaciones reducibles a primer orden

En esta seccién estudiaremos dos tipos de ecuaciones de segundo orden que, me-
diante un cambio adecuado de variables, pueden transformarse en ecuaciones de
primer orden. Estas clases de ecuaciones son aquellas en las que no aparece, de forma
explicita, la variable dependiente o la variable independiente.

3.2.1. Ecuaciones en las que no aparece la variable dependiente

Consideremos una ecuacion de de la forma

y' =F(xy),

que no depende explicitamente de la variable dependiente y. Mediante el cambio de
variable dependiente z = y’ podemos transformarla en una ecuacién de primer orden:

Z = F(x,z),

teniendo en cuenta que y’ = 7.

Ejemplo 3.4. Consideremos la ecuacién

"n_

y' = -2y,

en la que no aparece de forma explicita la variable dependiente y. Hagamos el cambio
z = ' para obtener una ecuacién de primer orden:

7 = —2z.

Podemos resolver esta ecuacion mediante separacion de variables:

% = —Z/dx =1In(z) = 2x+C=z=Cee %,

donde C; = ¢¢. Ahora deshacemos el cambio z = i’ mediante integracién directa:

C
Y=z2=Ce ¥ =y=0C /ezxdx = —716723( +Cy,
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donde C; es una constante de integracién. Renombrando la constante C;, obtenemos
tinalmente la solucién general de la ecuacién de segundo orden:

y(x) = Cie > + Co. O
Ejemplo 3.5. Sea la ecuacién diferencial de segundo orden
' =y + ().
Haciendo el cambio z = i/, obtenemos la ecuacién
xz =z +2°,

que es de primer orden. Separando variables, obtenemos

dz  [dx L. 2 _
/Z+Z3_/7:>1n() SIn(z2+1) = In(x) +C,

donde C es una constante de integracion. Para poder deshacer el cambio z = ' es
necesario despejar z en la expresion anterior. Para ello, tengamos en cuenta que

2
ln(z)—%ln(zz—l—l) —VZ-InVZ2+1=Iny|

241

n 2 =In(x)+C= i =e“x = z = Cix?
2+1 241 241

donde C; = ¢?“. Despejando z, resulta

Por tanto,

C1x

w/l—C%xz.

Ahora podemos deshacer el cambio z = y/, mediante integracion directa, para obtener
la solucién general de la ecuacién diferencial original:

e

 Gx

y/ AT /1 C2x2 / /1 C2x2 Cll - C%xz T

Renombrando la constante C; (teniendo cuidado con los signos) podemos escribir
finalmente la solucién buscada:

y:i\/Cl—x2+C2. [
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Ejemplo 3.6. La curva que forma una cuerda inextensible que cuelga libremente entre
dos puntos fijos se denomina catenaria (del latin catena, cadena). Dicha curva puede
obtenerse como solucién del problema de valores iniciales

1
y' = Syt )2,
y(0) =a,
y'(0) =0,
que resulta al considerar las fuerzas que acttian sobre la cuerda (no entraremos en
detalles).

Figura 3.1: Catenaria.

En la ecuacién diferencial no aparece explicitamente la variable x, por lo que po-
demos hacer el cambio z = y’. De esta forma, obtenemos la siguiente ecuaciéon de

primer orden:
1
7 = ; V1422,

Separando variables, resulta’

dz dx X X
/—/H——ZZ - /7 =>arcsenh(z) - E"‘Cl = z = senh <E+C1>

1Se definen la funciones seno hiperbélico y coseno hiperbdlico como

X — X X f e ¥
A 7 h = 7
> cosh(x) 5

respectivamente. El arcoseno y el arcocoseno hiperbélicos son sus respectivas funciones inversas.

senh(x) =
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Deshaciendo el cambio z = y/, queda

Yy = /senh (g—kCl)dx = acosh (g—FCl) + Cs.

Por dltimo, imponiendo las condiciones iniciales obtenemos C; = C, = 0. Por tanto,
la catenaria estd definida por
X
=acosh | — ).

En la figura 3.1 se representa la solucién correspondiente al valor a = 2. O

3.2.2. Ecuaciones en las que no aparece la variable independiente

Una ecuacién que no depende explicitamente de la variable independiente x adop-
ta la forma

v =Fwy).
En este caso el cambio es mds complicado: pasaremos de las variables (x,y) a las
variables (y,z), donde z = . Dicho de otra forma, la antigua variable dependiente y

pasa a ser la nueva variable independiente, mientras que z = ¥’ es la nueva variable
dependiente. Usando la regla de la cadena, podemos escribir

d dz dzdy dz
N . / - _ =77 _ T~
YT i ) dx  dydx Zdy'

Por tanto,
dz
/! — .F ; / S .F ; .
v =Fy) =25, = Fy.2)
Hemos obtenido asi una ecuacién de primer orden en las variables (v, z).

Ejemplo 3.7. Consideremos la ecuaciéon

vy + (') =0,

en la que no aparece de forma explicita la variable independiente x. Mediante el
cambio explicado anteriormente, la ecuacién queda ast:

dz

yzdy%—zz:Oiy —Z.

@:

Separando variables, resulta

- BT
z y Yy
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Deshaciendo el cambio z = i/, obtenemos una nueva ecuacion diferencial de primer
orden y variables separadas:

d C 2
%:y’:z:j:>/ydy:C1/dx:>yE:C1x+C2-
Renombrando las constantes, obtenemos la solucién general de la ecuacién de segun-
do orden en forma implicita:

y? = Cix + Cy. O

3.3. [Ecuaciones lineales de segundo orden

Salvo en algunos casos particulares, como los estudiados en los apartados ante-
riores, el andlisis de un ecuacion diferencial general requiere el uso de herramientas
matemadticas avanzadas que estdn mds alld del alcance de este trabajo. Nos centrare-
mos por ello en un tipo particular de ecuaciones de segundo orden, las de tipo lineal,
que aparecen con relativa frecuencia en las aplicaciones.

Una ecuacion diferencial de segundo orden es lineal si puede escribirse de la si-
guiente forma:

Y+ )y +q(x)y = r(x),
donde p(x), g(x) y r(x) son funciones conocidas de la variable x.
Dentro de las ecuaciones lineales de segundo orden, distinguimos varios tipos:
» Sir(x) =0, la ecuacion se denomina homogénea: y" + p(x)y’ + q(x)y = 0.

» Sir(x) #0, se dice que la ecuacion es completa.

= Si los coeficientes p(x) y g(x) son constantes, la ecuacién es de coeficientes cons-
tantes: y' + py’' + qy = r(x), donde p, g € R. Obsérvese que el término indepen-
diente r(x) no tiene por qué ser constante.

La solucién general de una ecuacién diferencial lineal de segundo orden depende
de dos constantes arbitrarias:

y=vy(x,Cq,Cy).
De modo anélogo a las ecuaciones lineales de primer orden, dicha solucién general

tiene la siguiente estructura:

y(x,C1,C2) = yu(x,C1, C2) +yp(x),

donde yp(x,C1, Cy) es la solucion general de la ecuacion homogénea asociada e yp(x)
es una solucién particular de la ecuacién completa.
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Vamos a analizar a continuacion la estructura de las soluciones de una ecuacion li-
neal homogénea. Supongamos que y; e y» son dos soluciones distintas de la ecuacién,
esto es,

Yi+ Py +axy =0, y2 +p()y2+4(x)y2 =0,
Es inmediato comprobar que, si C; y C, son constantes arbitrarias, la funcién y =

C1y1 + Cayz es también solucion de la ecuaciéon homogénea. En efecto, teniendo en
cuenta que y' = C1y] + Coyh ey’ = Cryf + Coyy, resulta:

v+ p(x)y +q(x)y = (Ciy] + Coy") + p(x)(Cryy + Cayy) + q(x) (Ciy1 + Cay2)
= Ci(y] + p(x)yy +q(x)y1) + Calyy + p(X)y2 +q(x)y2) = C1 -0+ C2 -0 =0.

Surge de inmediato una pregunta natural: ;es y = Cyy; + Coyz la solucion general de
la ecuaciéon homogénea? En el siguiente ejemplo veremos que, en general, la respuesta
es negativa.

Ejemplo 3.8. Es inmediato comprobar que las funciones y;1(x) = sen(x) e ya(x) =
2sen(x) son soluciones de la ecuacién y” = —y. Sin embargo, la expresion

y = C1y1 + Coyp = Cysen(x) +2Cysen(x) = (C; +2C;) sen(x) = Csen(x),

no puede ser la solucién general de la ecuacién diferencial. Para verlo, basta con notar
que el problema de valores iniciales

y' =y,
y(0)=1,
y'(0) =0,

no puede resolverse usando sélo la funcién y = Csen(x). En efecto, como
y(0) = Csen0 =0,
la primera condicién inicial nunca puede verificarse. O

Veamos entonces qué relacion deben verificar las funciones {y1,y»}, soluciones
particulares de la ecuaciéon homogénea, para que la combinacion lineal y = Cyy; +
Coy2 sea la solucion general de la ecuaciéon homogénea. Dado un problema de valores
iniciales arbitrario,

'+ px)y +a(x)y =0,
y(x0) = yo,
y'(x0) = Yo,
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busquemos su solucién en la forma y = Cyy; + Cay2. Imponiendo las condiciones
iniciales, obtenemos un sistema de dos ecuaciones con dos incégnitas, C; y Ca:

{Cﬂh(xo) + C1y2(x0) = o,
C1y1(x0) + Ciys(x0) = Yg-

Para que el problema de valores iniciales tenga solucién tnica, las constantes C1y C;
deben poder determinarse de manera tnica, es decir, el sistema lineal anterior debe
ser compatible determinado. Esto equivale a decir que el determinante de la matriz
de coeficientes no es nulo:

y1(xo) y2(xo) 20
y1(x0)  y3(x0)

En resumen, el problema de valores iniciales tendrd solucién tnica de la forma y =
Ciy1 + Coys si y solo si se verifica la condicion anterior. Como los datos xg, o e yj,
eran arbitrarios, podemos afirmar que y = Ciy; + Cay2 es la solucién general de la
ecuacién homogénea si y sélo si

y1(x) ya(x)
yi(x) y5(x)

El determinante W(y1,y2) se denomina wronskiano de {y1,y2}. Si se verifica la con-
dicién anterior sobre la no anulacién del wronskiano, diremos que las soluciones
{y1,y2} constituyen un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea.
En caso de que {y1, 2} sea un sistema fundamental, se verifica que la solucién general
de la ecuaciéon homogénea viene dada por y = Cyy1 + Coyo.

W(y1,y2)(x) = £0, VxeR.

Ejemplo 3.9. Volviendo al ejemplo anterior, las funciones y1(x) = sen(x) e y2(x) =
2sen(x) no constituyen un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién homo-

génea iy’ = —y, ya que

sen(x) 2sen(x)
cos(x) 2cos(x)

= 2sen(x)cos(x) — 2sen(x)cos(x) =0, Vx€R,

Por tanto, segun vimos, ¥ = C1y1 + Coy2 no puede ser la solucién general de y” = —y.

En cambio, las funciones y;(x) = sen(x) e y2(x) = cos(x) si que constituyen un
sistema fundamental de soluciones de la ecuacion y”’ = —y, ya que cada una de ellas
es solucién y

W(y1, y2)(x) =

_ |sen(x) cos(x) | B 5 5 _
W(y1,y2)(x) = cos(x) —sen(x)| = (sen®(x) +cos*(x)) = —=1#0, VxeR.
En consecuencia, la solucion general de la ecuaciéon y’ = —y es

y = Cysen(x) + Cp cos(x). O
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Resumiendo, hemos demostrado que la estructura de la solucién general de la
ecuacién homogénea es

vr(x,C1,Ca) = Cryi1(x) + Caya(x),

donde y; e y; son soluciones particulares de la ecuacién homogénea coque verifican
la siguiente propiedad:

W (y1,y2)(x) £0, Vx€eR.

Asimismo, para determinar la solucién general de una ecuacién lineal completa es
necesario calcular:

» dos soluciones particulares de la ecuacién homogénea asociada, que sean lineal-
mente independientes : y1(x), y2(x);

» una solucién particular de la ecuacién completa: yp(x).
La solucién general de la ecuacién completa serd entonces
y=Ciyi(x) + Coya(x) +yp(x), GG eR.

La verdadera dificultad a la hora de aplicar los pasos anteriores estd en la deter-
minacién de las soluciones particulares, que sélo podra realizarse en determinados
casos. Uno de los mas importantes es el de las ecuaciones lineales con coeficientes
constantes, que tienen la forma

vV +py +qy=r(x),

donde p y g son constantes reales y r(x) es una funcién arbitraria. En la seccion 3.4
veremos cOmo construir la solucién general de la ecuaciéon homogénea asociada. Para
determinar una solucién particular, estudiaremos dos métodos:

» el método de variacion de las constantes (seccién 3.5), que puede aplicarse para
cualquier funcién r(x), aunque los calculos a realizar pueden ser complicados;

n el método de coeficientes indeterminados (seccién 3.6), que proporciona una solucién
particular de forma casi automadtica, pero s6lo puede aplicarse cuando el término
independiente r(x) adopta una forma particular.
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3.4. Ecuaciones lineales homogéneas con coeficientes cons-
tantes

En esta secciéon vamos a analizar la forma de la solucién general de una ecuacién
lineal homogénea con coeficientes constantes:

v +py +qy =0,

donde p, g € R.
Se define el polinomio caracteristico de la ecuacién como

P(A) =A%+ pr+yg,
y la ecuacion caracteristica asociada como P(A) = 0, esto es:
A2+ pA+q=0.

Al ser el polinomio caracteristico de segundo grado, hay tres posibilidades en lo que
respecta a la naturaleza de sus raices. Concretamente, P(A) puede tener:

I. Dos raices reales distintas: A; # Aj.

II. Una raiz real doble: A = A = A,.

III. Raices complejas conjugadas: A = a £ bi, donde i es la unidad imaginaria y
b #0.

En cada caso, la solucién general de la ecuacién homogénea puede calcularse de forma
directa. Analicemos a continuacioén cada uno de los casos.

I. Raices reales distintas: A1 # A,. Un sistema fundamental de soluciones viene dado
por las funciones

yi(x) =M%, pa(x) =e

En efecto, para i = 1,2 se verifica

)\zx

v+ pYi +ayi = AZeN 4 phie 4 qelt = (AF + pA; + q)et = P(A;)et =0,
ya que P(A;) = 0 por ser A; raiz del polinomio caracteristico; esto prueba que cada y;
es solucién de la ecuaciéon homogénea. Ademas, teniendo en cuenta que A # Ay,

eAlx e/\zx

AeM*  ApeMex| T Ay — Ag)eMHAax Lo, vy e R.

W(y1,y2) =

En consecuencia, la solucién general de la ecuacion homogénea es

y= C1eM* 4 Cpe2™,
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Ejemplo 3.10. Consideremos la ecuacién homogénea
y' =5y +6y=0.
Su polinomio caracteristico es P(A) = A? — 5) + 6. Calculemos sus raices:

54V 46 _5+1 {/\1:3,
. _

PA)=0=A2-51+6=0=> A=
2 Ay = 2.

Al ser las raices reales y distintas, la solucién general de la ecuacion es
y= C1€3x + C2€2x.

Sage nos da el siguiente resultado:

sage: var(’x’)

sage: y = function(’y’, x)

sage: ec = diff(y, x, 2) - bxdiff(y, x) + 6xy == 0
sage: desolve(ec, y)

kli*e~ (3*x) + k2#*e~(2%x)

II. Raiz real doble: A. Las funciones

Ax

yi(x) = e, ya(x) = xel

constituyen un sistema fundamental de soluciones. Es inmediato comprobar que am-
bas funciones son soluciones de la ecuacién; ademaés,

eAx xeAx 2Ax Ax 2Ax
W(y1,y2) = A (14 Ax)es = (14 Ax)e”™ — Axe™ = #£0, VxeR.

Por tanto, la solucién general de la ecuaciéon homogénea es
y = CieM + Coxe™ = (Cp + Cox) ™.
Ejemplo 3.11. Resolvamos la ecuacién
y' =2y +y=0.

El polinomio caracteristico es P(A) = A% — 2A + 1, que tiene una raiz real doble: A = 1.
Por tanto, la solucién general de la ecuacion es

y=(C;+Cax)e”.

He aqui el c6digo Sage correspondiente:
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sage: var(’x’)

sage: y = function(’y’, x)

sage: ec = diff(y, x, 2) - 2*xdiff(y, x) + y == 0
sage: desolve(ec, y)

(k2*x + kl)*xe~x

]

III. Raices complejas conjugadas: a £ bi, b # 0. En este caso, un sistema fundamental
de soluciones lo constituyen las funciones

y1(x) = e cos(bx), ya(x) = e sen(bx).

Es inmediato verificar que ambas funciones son soluciones de la ecuacién. Como
ademas

e™ cos(bx) e™ sen(bx)
e™(acos(bx) — bsen(bx)) e™*(asen(bx)+ bcos(bx))
1
= be*™*(sen®(b cos’(bx)) = be®™ #£0, Vx€R,

W(y1,y2) =

deducimos que la solucién general de la ecuacion viene dada por
y = e™(Cq cos(bx) + Cp sen(bx)).
Ejemplo 3.12. Consideremos la ecuacién
v +2y + 5y =0.

La ecuaci6n caracteristica asociada es A2 +2A +5 = 0, cuyas raices son —1 =+ 2i. Por
tanto, la solucién general de la ecuacion serd

y =e *(Cycos(2x) + Cysen(2x)).

El c6digo Sage para resolver la ecuacion es:

sage: var(’x’)

sage: y = function(’y’, x)

sage: ec = diff(y, x, 2) + 2xdiff(y, x) + Bbxy == 0
sage: desolve(ec, y)

(ki1*sin (2*x) + k2*cos(2*x))*xe~(-x)

]

Hemos visto que es posible determinar, en cualquier caso, la solucién general de la
ecuacion lineal homogénea en el caso de coeficientes constantes. En las dos siguientes
secciones estudiaremos métodos para calcular una solucién particular de la ecuaciéon
completa.
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3.5. Método de variacion de las constantes
Consideremos la ecuacién lineal con coeficientes constantes dada por

v +py +qy =r(x),

donde p, g € Ry r(x) es una funcién conocida, cuya solucion general tiene la siguien-
te estructura:

y=vy(x,C,C) = yu(x,C1, Co) +yp(x).

La solucion general de la ecuacion homogénea asociada, y(x, C1, Cy), puede determi-
narse en funcién de las raices del polinomio caracteristico asociado, como vimos en la
seccién anterior. A continuacion vamos a ver como construir una solucién particular,
yp(x), usando para ello el método de variacion de las constantes.

Sabemos que la solucién general de la ecuacién homogénea asociada es de la forma

vr(x,C1,Ca) = Cryi1(x) + Caya(x),

donde {y1,y2} es un sistema fundamental de soluciones y C1, C; € R. La idea del
método de variacién de las constantes consiste en construir una solucién particular
de la ecuacién completa que tenga la forma

yp(x) = Ci(x)y1(x) + Co(x)y2(x),

siendo Ci(x) y Ca(x) funciones a determinar. Néotese que la misma idea se aplico
cuando estudiamos las ecuaciones lineales de primer orden.

Las funciones C;(x) y Ca(x) se calculan sustituyendo yp en la ecuacion completa.
Comencemos calculando la primera derivada de yp:

yp(x) = CL(x)yi (%) + Ca(x)ya(x) + Cr(x)ya (x) + Co(x)y2(x)-
En este punto, haremos la siguiente suposicion:
C1(0)y1(x) + Cy(¥)ya(x) = 0,

que serd fundamental en los cdlculos posteriores. Podemos escribir entonces

yp(x) = Ci(x)y1(x) + Ca(x)ya(x).

Derivando de nuevo, obtenemos

yp(x) = Cr(x)y) (x) + Ca(x)yz (x) + Cr(x)yi (%) + Co(x)ya(x).

Sustituyendo ahora yp en la ecuaciéon y agrupando convenientemente los términos,
resulta:

C1(x) (v (x) + py1 (x) + qy1(x))+Ca(x) (y3 (x) + pya(x) + gy2(x))
+ C1(x)yh (%) + Co(x)yp(x) = r(x).
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Teniendo en cuenta que y; e y» son soluciones de la ecuaciéon homogénea, la expresion
anterior queda de la siguiente forma:

CL ()1 (x) + G (x)ya(x) = r(x).

Resumiendo, hemos llegado al sistema de ecuaciones

{Ci(X)yl(X) + G (¥)y2(x)
C(0)y1 (x) + C(x)yy(x) = r(x),

cuyas incégnitas son Cj(x) y C)(x). Este sistema es compatible determinado, ya que
el determinante de la matriz de coeficientes coincide con el wronskiano W(y1,y2), que
no se anula en ningtn punto x € R por ser {y1,y>} un sistema fundamental de solu-
ciones. En consecuencia, el sistema admite una tinica solucién que puede calcularse
mediante la regla de Cramer:

I
=

I
~

(O) yz(xg y1Ex; (0)
oy 1) ()] i ()r(x) fy = 1) T ()r(x)
00 o] Wi T 0w wm] W'
Vi(x) ¥a(x) V(%) ¥a(x)
Por dltimo, integramos las expresiones obtenidas en el paso anterior:
_ [ —X)r() _ [ ()r(x)
Ci(x) = de, Co(x) = /mdx.

Una vez calculadas Ci(x) y Ca(x), podemos construir la solucién particular yp.

Observacién. La posibilidad de aplicar el método de variacién de las constantes de-
pendera de la dificultad que tenga el clculo de las integrales anteriores. O

Ejemplo 3.13. Consideremos la ecuacién diferencial
Yy — 4y =e¢".

En primer lugar, notemos que la ecuacién caracteristica es A> —4 = 0, que tiene a Ay =
2y Ay = —2 como raices. Por tanto, la solucién general de la ecuacién homogénea
asociada, ¥y — 4y = 0, serd

yu(x,Cp, C) = Cre** + Cre %,

siendo C; y C; constantes arbitrarias.
A continuacién, y siguiendo el método de variacion de las constantes, construimos
una solucién particular de la ecuacion completa de la forma

yp(x) = C1(x)y1(x) + Ca(x)y2(x),
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donde y1(x) = €** e yo(x) = e 2*. Las funciones {y;,y>} forman un sistema funda-
mental de soluciones de la ecuacién homogénea, cuyo wronskiano es

62x —2x

e —_—
262x __26—2x —

W(y1,y2) =

Las funciones Ci(x) y Co(x) se determinan calculando las siguientes integrales:

_ [ Zp()r(x) _/—6_2x€x _1/ gy = _lpx
Ci(x) = Wy y) dx = 1 dx =z [ e 7dx=—ze 7,

_ [(n()r(x) _/é%‘_ui/% _ 1
Cz(x)—/w(yllyz)dx— 1 dx = —7 [ eXdx = —q5e”".

La solucién particular buscada es, por tanto,

_ 1, —x/2x 1 3x,—2x __ _1,x
yp(x) = —ge e — e = —ze’.

Finalmente, la solucién general de la ecuaciéon completa sera
_ 2x —2x 1,x
y(x) = Cre™ + Coe™ " — 3¢,

Veamos como resolver el ejemplo con Sage:

sage: var(’x’)

sage: y = function(’y’, x)

sage: ec = diff(y, x, 2) - 4*xy == exp(x)
sage: desolve(ec, y)

kixe~(2*xx) + k2*e~(-2*x) - 1/3*e"x

Ejemplo 3.14. Resolvamos la ecuacién

1
y'+y=

~ sen(x)’

La ecuacion caracteristica es A2 4+1 = 0, cuyas raices son A = =+i. De este modo, la
solucion de la ecuacion homogénea asociada sera

yu(x,Cq,Cp) = Cysen(x) + Cpcos(x),

donde C;, C; € R. El wronskiano del sistema fundamental formado por y;(x) =
sen(x) e yo(x) = cos(x) es

1

sen(x)  cos(x) | _ —(sen? cos”(x)) = —1.

Wy y2) = cos(x) —sen(x)
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Buscamos ahora una solucién particular de la ecuacién completa de la forma

yp(x) = C1(x) sen(x) + Ca(x) cos(x),
donde

Gl = [ Jeers) . yz v= [ o ’; In(sen(x)),

/]/1 y1,yz /( 1)dx =

yp(x) = In(sen(x)) sen(x) — x cos(x).

En consecuencia,

Por tltimo, la solucién general de la ecuaciéon completa viene dada por
y(x) = Cysen(x) 4+ Cy cos(x) + In(sen(x)) sen(x) — x cos(x).

(Seré capaz Sage de obtener la solucién de la ecuacién en este caso? Claro que si:

sage: var(’x’)

sage: y = function(’y’, x)

sage: ec = diff(y, x, 2) + y == 1/sin(x)

sage: desolve(ec, y)

kixsin(x) + k2*cos(x) - x*cos(x) + log(sin(x))*sin(x)

Ejemplo 3.15. Consideremos la ecuacién
y" +y = sec(x) tg(x).
La ecuaciéon homogénea asociada es la misma que en el ejemplo anterior:
yg(x) = Cysen(x) + Cycos(x),

al igual que el wronskiano: W(y,y2)(x) = —1.
Por otra parte, teniendo en cuenta que sec(x) = 1/ cos(x), resulta que

Ci(x) = / sen(x)dx = —In(cos(x)),

cos(x)
Colx) = — [tg2(x)dx = [ (1= (1+ tg2(x))dx = x — tg(x).
Por tanto, una solucién particular de la ecuacién completa serd
yp(x) = —In(cos(x))sen(x) + (x — tg(x)) cos(x).
Finalmente, la solucion general de la ecuacion iy’ +y = sec(x) tg(x) es

y(x) = Cysen(x) + Cp cos(x) — In(cos(x)) sen(x) + (x — tg(x)) cos(x). O
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3.6. Método de coeficientes indeterminados

Consideremos la ecuacién lineal de coeficientes constantes

v +py +aqy =r(x).

El método de coeficientes indeterminados se aplica cuando el término independiente
r(x) adopta una de las siguientes formas:

L r(x)=Ae"™, a,AER;

II. r(x) = Acos(bx) or(x) = Asen(bx), b, A € R;
II. r(x) = Ae™ cos(bx) o r(x) = Ae"*sen(bx), a,b, A € R;
IV. r(x) es un polinomio;

V. r(x) es una suma formada por términos que estdn en alguno de los casos ante-
riores.

El método de coeficientes indeterminados también puede aplicarse con términos
independientes mas complicados, como pueden ser productos de polinomios, expo-
nenciales y senos o cosenos. Por simplicidad, no trataremos aqui estos casos.

A continuacién analizaremos cémo construir una solucién particular de la ecua-
cién segun el caso en que nos encontremos. Denotaremos por P(A) al polinomio
caracteristico asociado a la ecuacion:

P(A) = A2+ pA +q.

L. r(x) = Ae™. En tal caso se busca una solucién particular de la forma
yp(x) = Mxe™.

La constante M se determina sustituyendo la expresién anterior en la ecuacién (de
ahi el nombre de coeficientes indeterminados). El exponente m es la multiplicidad? de
a como raiz de P(A), esto es, el namero de veces que a es raiz de P(A). Observemos
que los posibles valores de m son 0 (si a no es raiz de P(A)), 1 (si a es raiz simple) y 2
(si a es raiz doble).

2 Es conveniente recordar que una raiz Ay € C de un polinomio P(A) tiene multiplicidad m > 1 si
P()) puede factorizarse como P(A) = (A — Ap)™Q(A), con Q(Ag) # 0. Si m = 1, diremos que la raiz es
simple. Si Ag no es raiz de P(A), diremos que su multiplicidad es 0. Por otra parte, si a + bi es raiz de
un polinomio P(A) con coeficientes reales, también lo es su conjugada a — bi; de esta forma, el namero
de raices complejas siempre es par.
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Ejemplo 3.16. Resolvamos la ecuacién

]/” —y= e4x.

Las raices del polinomio caracteristico P(A) = A2 —1 son A = =1, por lo que la
solucién general de la ecuacion homogénea sera

yp(x) = Cie® + Cpe™ ™.

En este caso a = 4 no es raiz de P(A), por lo que m = 0. Busquemos entonces una

solucion particular de la forma
yp(x) = Me's.

Como y}(x) = 16Me**, sustituyendo en la ecuacion resulta
yh(x) —yp(x) = e = 16Me*™ — Me™ = ¢* = 15M = 1= M = .

La solucién particular buscada es pues

oA
yp(x) = 15
Por tltimo, la solucién general sera
y(x) = Cie* + Coe ¥ + 614—;. O
Ejemplo 3.17. Resolvamos la ecuacién
v oy =e

Aligual que en el ejemplo anterior, las raices del polinomio caracteristico son A = +1,
X

por lo que yp(x) = Cie* + Coe™ ™.
Ahora a = 1 es raiz simple del polinomio caracteristico (m = 1), por lo que la
solucién particular habra que buscarla en la forma

yp(x) = Mxe®.
Sustituyendo en la ecuacién, obtenemos
yp—yp=e"= MQ2+x)e" —Mxe* =e* =2M=1= M= 3,

de donde
X

yp(x) = Eex.

La solucion general de la ecuacion es pues

y(x) = Cie* + Coe* + gex. O
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Ejemplo 3.18. Consideremos la ecuacién

v +2 +y=e

Su ecuacion caracteristica es A2 +2A +1 = 0, que tiene una raiz real doble: A = —1.
La solucion general de la ecuacién homogénea es pues yp(x) = (C; + Cax)e ™ *.
Por ser A = —1 raiz doble, tenemos que m = 2. Esto significa que debemos buscar

una solucién particular de la forma
yp(x) = Mx%e ™™,

En este caso, yh(x) = M(2x — x2)e™* e yh(x) = M(2 — 4x + x?)e™7; al sustituir en la
ecuacion, simplemente queda

2Me " =e¢*=2M=1= M= 1.

En conclusion,

2
yp(x) = %e‘x.
Por ultimo, la solucién general de v + 2y’ +y = e~ * serd
2
y(x) = (C1+ Cox)e ¥ + Ee_x. O

IL. 7(x) = Acos(bx) o r(x) = Asen(bx). En ambos casos se puede determinar una so-
lucién particular de la forma

yp(x) = x™ (M cos(bx) + Mj sen(bx)),

siendo m la multiplicidad de bi como raiz de P(A). Al ser bi un ntimero complejo,
su multiplicidad s6lo puede ser m = 0 (si no es raiz) o m = 1 (si es raiz; la otra raiz
es necesariamente —bi). Las constantes M; y M, se calculan sustituyendo yp en la
ecuacion diferencial.

Ejemplo 3.19. Resolvamos la ecuacién
v’ +2y +y = cos(2x).

La ecuacién caracteristica A> +2A +1 = 0 tienea A = —1 como raiz doble. La solucién
de la ecuacién homogénea asociada es entonces yp(x) = (C; + Cox)e™*.

Por otra parte, como bi = 2i no es raiz del polinomio caracteristico (m = 0),
debemos buscar una solucién particular de la forma

yp(x) = M cos(2x) + M sen(2x).
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Sustituyendo en la ecuacién diferencial, tenemos
(4My — 3M;) cos(2x) — (4Mj + 3M;) sen(2x) = cos(2x).
Ahora igualamos los coeficientes que acompafan a cos(2x) y sen(2x):

4Mp, —3M; =1
A4M1 +3My =0

};lez—%, M, = 5.
De esta forma, la solucién particular buscada es
yp(x) = — 5 cos(2x) + 5= sen(2x).
Por altimo, la solucién general de la ecuacion es
y(x) = (C; + Cox)e ™ — 5% cos(2x) + o sen(2x). O
Ejemplo 3.20. Consideremos la ecuacién
y' +y = cos(x).

La solucién de la ecuacién homogénea es yp(x) = Cqcos(x) + Cysen(x), ya que las
raices del polinomio caracteristico son A = =i.

En este caso bi = i si es raiz del polinomio caracteristico, por lo que m = 1.
Debemos pues determinar una solucién particular de la forma

yp(x) = x(Mj cos(x) + My sen(x)).
Derivando yp y sustituyendo en la ecuacién completa, obtenemos
2M; cos(x) — 2Mj sen(x) = cos(x).
Igualando coeficientes, resulta
2Mp=1= M, =,

de donde M; = 0. Por tanto,
X
yp(x) = Esen(x).

La solucién general de la ecuacion y” + y = cos(x) es pues
y(x) = Cycos(x) + Cysen(x) + gsen(x). O

Observacién. La misma técnica puede aplicarse cuando el término 7(x) es una com-
binacién lineal de cos(bx) y sen(bx). En cambio, no es aplicable para combinaciones
lineales de cos(bx) y sen(dx), con b # d. O
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Ejemplo 3.21. Para el término independiente r(x) = cos(3x) + 5sen(3x) podemos
buscar una solucién particular de la forma propuesta en el caso II. Sin embargo,
este tipo de solucién no seria vélido para un término independiente como r(x) =
cos(3x) + 5sen(2x), que estaria dentro del caso V. O

III. r(x) = Ae™ cos(bx) o r(x) = Ae™ sen(bx). En los dos casos se considera una so-
lucién particular de la forma

yp(x) = x"e™ (M cos(bx) + My sen(bx)).

El exponente m es la multiplicidad de a + bi como raiz del polinomio caracteristico
(admite los valores m = 0 si no es raiz, y m = 1 si lo es), y las constantes M; y M, se
determinan sustituyendo yp en la ecuacion.

Ejemplo 3.22. Consideremos la ecuacién
v+ +y = e* cos(7x).

Como las raices del polinomio caracteristico son A = —1 + @i, la solucién de la
ecuacion homogénea asociada es

yu(x) = e X/2 <C1 cos (%gx) + Cysen (‘/Tgx» .

Como a + bi = 24 7i no es raiz del polinomio caracteristico, debemos buscar la
solucién particular de la siguiente forma (m = 0):

yp(x) = e** (M cos(7x) + My sen(7x)).
Sustituyendo esta expresion en la ecuacién completa, obtenemos
(—42M; + 35M,)e** cos(7x) 4 (—35M; — 42Mp)e** sen(7x) = e** cos(7x).
Igualando coeficientes, resulta

—42M; + 35M, = 1 L s
—35M1 —42M, =0 } =M =5 M=

Hemos determinado asi la siguiente solucién particular:

35sen(7x) — 42 cos(7x)
_ 22X
yplx) = 352 1 422

Por tltimo, la solucién general de la ecuacion serd

_ 35sen(7x) — 42 cos(7x
y(x) = e */? <C1 cos (@x) + Cysen (@x)) + e (352 i ( ) N
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Observacién. Los casos I a III podrian englobarse en un tinico caso:
r(x) = e (Acos(bx) + Bsen(bx)), a,b,A,B€R.
La solucién particular yp habria que buscarla en la forma
yp(x) = x™e"(M; cos(bx) + M sen(bx)),
donde M; y M; son constantes a determinar y m es la multiplicidad de a + bi como

raiz del polinomio caracteristico. O

IV. r(x) es un polinomio de grado d. Se busca una solucién particular de la forma

yp(x) = x"Qq(x),

donde Q;(x) es un polinomio de grado d, que se determina sustituyendo yp en la
ecuacién, y m es la multiplicidad de 0 como raiz del polinomio caracteristico (las
posibilidades son m = 0, 1, 2)

Ejemplo 3.23. Resolvamos la ecuacién diferencial
y' — 2y + 5y = 25x% + 12.

Las raices del polinomio carateristico son A = 1+ 2i, asi que la solucién de la ecuacién
homogénea seré yy(x) = e*(Cy cos(2x) + Cy sen(2x)).
Teniendo en cuenta que el término independiente es un polinomio de grado d = 2
y que 0 no es raiz del polinomio caracteristico (m = 0), buscaremos una solucién
particular de la forma
yp(x) = Ax*> + Bx +C,

esto es, un polinomio de segundo grado cuyos coeficientes debemos determinar por
sustitucién. Calculamos yp(x) = 2Ax + B, yj(x) = 2A y sustituimos en la ecuacién
completa:

5Ax* + (—4A +5B)x +2A — 2B 4 5C = 25x% + 12.

Igualamos los coeficientes de los términos del mismo orden:

5A =25
—4A+5B=0 p = A=5 B=4C=2
2A—-2B+5C =12

Por tanto,
yp(x) = 5x% 4 4x + 2.

La solucién general de la ecuacion y” — 2y’ + 5y = 25x% + 12 es, por tanto,

y(x) = €*(Cy cos(2x) + Cysen(2x)) + 5x% + 4x + 2. O
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Ejemplo 3.24. Resolvamos la ecuacién
v’ — 2y = 6x* 4+ 7x +5.

Las raices del polinomio caracteristico son A; = 0y Ay = 2. La solucién de la ecuacién
homogénea serd entonces

1
i (x) = C1® + Cre® = C; + Cre?.

El término independiente es un polinomio de grado 4 = 2. Como en este caso
A1 = 0 es raiz del polinomio caracteristico (m = 1), debemos considerar

yp(x) = x(Ax> + Bx + C) = Ax® + Bx* + Cx.
Sustituyendo en la ecuacion diferencial, resulta
—6Ax? 4+ (6A — 4B)x + 2B — 2C = 6x% + 7x + 5.

Igualando coeficientes, obtenemos

—6A =6
6A-4B=7 o =>A=-1B=-9 C=-7%
2B—-2C =5
de donde .
yp(x) = —Z(élx2 +13x + 23).
Para terminar, escribimos la solucién general de la ecuacién:
y(x) = Cp + Coe® — §(4x2 +13x +23). O
Observacién. En el caso en que el valor 0 sea raiz doble del polinomio caracteristico
(m = 2), la ecuacién a resolver adopta la forma y”’ = r(x), que puede resolverse
mediante integracion directa. O

V. r(x) es una suma de términos que estan en los casos anteriores. Supongamos que
r(x) es de la forma

r(x) =ri(x) +r2(x) + - +715(x),
donde cada r;(x),i=1,...s, estd en uno de los casos I-IV. Podemos calcular entonces
una solucién particular y;(x) para cada una de las ecuaciones

V' tay=rix), i=1,...s
Pues bien, una solucién particular de la ecuacién
v +py +qy =r(x)

es la suma de las soluciones particulares anteriormente obtenidas:

y(x) =y1(x) +y2(x) + - +ys(x).
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Ejemplo 3.25. Consideremos la ecuacion diferencial
y" — 3y’ + 2y = 2¢* + cos(3x) — 6x.

Las raices del polinomio caracteristico son Ay = 1y A, = 2, por lo que yy(x) =
Cie* + Czezx.

El término independiente r(x) = 2¢* + cos(3x) — 6x no estd en ninguno de los
casos anteriores, pero podemos escribir

r(x) =ri(x) +ra(x) +r3(x),
donde
ri(x) =2e*, ry(x) =cos(3x), r3(x)= —6x.

Notemos que r1(x) estd en el caso I, r2(x) en el caso Il y r3(x) en el caso IV. Podemos
aplicar entonces el método de coeficientes indeterminados considerando cada uno de

estos sumandos por separado.
Para r1(x) = 2¢* debemos considerar una solucién particular de la forma

y1(x) = Mxe",
ya que a = 1 es raiz del polinomio caracteristico. Sustituyendo en la ecuacion y” —
3y’ + 2y = 2¢*, obtenemos: —Me* = 2¢¥ = M = —2. Asi pues,
y1(x) = —2xe".
La solucién particular correspondiente a r,(x) = cos(3x) es de la forma
y2(x) = My cos(3x) + M sen(3x),
ya que bi = 3i no es raiz del polinomio caracteristico. Sustituyendo en la ecuacién
y" — 3y’ + 2y = cos(3x), resulta
(=7M; —9M;y) cos(3x) 4+ (9IM1 —7My) sen(3x) = cos(3x) = M; = —%, M, = —19%.
Por tanto,
y2(x) = —35(7 cos(3x) + 9sen(3x)).
Por ultimo, la solucién particular correspondiente a r3(x) = —6x es de la forma
y3(x) = Ax+ B,

ya que 0 no es raiz del polinomio caracteristico. Sustituyendo en la ecuaciéon y” —
3y’ + 2y = —6x, obtenemos: 2Ax + 2B —3A = —6x, de donde A = -3y B = —%. Por
tanto,
y3(x) = —3x — 3.
La solucion general de la ecuacion y” — 3y’ + 2y = 2¢* + cos(3x) — 6x se construye
sumando a la solucién general de la homogénea yp las tres soluciones particulares
obtenidas:

y(x) = Cie* + Cpe** — 2xe* — 35(7 cos(3x) + 9sen(3x)) — 3x — 3. u
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3.7. Problemas de valores iniciales y de contorno

Un problema de valores iniciales o de Cauchy para una ecuacién lineal de segundo
orden adopta la siguiente forma:

y' Py +q(x)y =r(x), x€ab],

y(a) = o,

y'(@) =,
siendo yp, ¥1 € R datos del problema. En un problema de valores iniciales se especi-
fica cudnto han de valer la solucién y su primera derivada en el extremo inferior del
intervalo donde se va a resolver el problema. En general, dicho problema poseera so-

lucién tinica, que se determina imponiendo las condiciones iniciales sobre la solucién
general de la ecuacion.

Ejemplo 3.26. Consideremos el problema de valores iniciales

y// _ 6y/ _I_ 9y — O,
y(0) =1,
y'(0) =0.
La ecuacién diferencial es de coeficientes constantes y homogénea. Su ecuacién ca-

racteristica es A2 — 61 +9 = 0, que tiene una raiz doble A = 3; en consecuencia, la
solucion general estd dada por:

y = (C; + Cox)e®,
Imponiendo las condiciones iniciales, podemos determinar las constantes C; y Cy:
y(0)=1= (C1+C-0)¥'=1=C; =1,
y'(0) =0 = (3C; + Cp +3C, - 0)e30 :0:>3%(}|-C2:0:> C, = 3.
Por tanto, la tinica solucién del problema de valores iniciales es
y = (1—3x)e>.

Usemos Sage para resolver el problema y dibujar la solucién en el intervalo [0, 1]:

sage: var(’x’)

sage: y = function(’y’, x)

sage: ec = diff(y, x, 2) - 6*xdiff(y, x) + 9%y == 0

sage: sol = desolve(ec, y, ics=[0, 1, 0]) # ics=[a, yO, yi1]
sage: sol

-(3%*x - 1)*e~(3%xx)

sage: plot(sol, 0, 1)
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Figura 3.2: Solucién del ejemplo 3.26 en el intervalo [0, 1].

El resultado obtenido puede verse en la figura 3.2. O

Un problema de contorno o de valores en la frontera para una ecuacioén lineal de segun-
do orden tiene la siguiente forma:

y' +px)y +q(x)y=r(x), x€lab]
y(a) = a,
y(b) = B,

siendo &, B € R datos del problema. Las condiciones y(a) = « e y(b) = p se denomi-
nan condiciones de contorno. Notemos que en un problema de contorno se definen los
valores que ha de tomar la solucién de la ecuacién diferencial en ambos extremos del
intervalo donde se quiere resolver.

Ejemplo 3.27. Resolvamos el problema de contorno

y'+1y=0, x€0,n],

La ecuacion caracteristica de la ecuacion diferencial es A2 + 411 = 0, que tiene raices
A = +1i; la solucién general tiene entonces la siguiente expresion:

y = Cy cos (g) + Gy sen <§> .
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Para determinar las constantes C; y C, imponemos las condiciones de contorno:

y(O)zl:Clgesﬁ'—\tczsefrﬁ'glﬁclzl,
0 1
y(m) = —1 = CicosF + CosenF = —1 = C = —1.

Por tanto, la solucién del problema de contorno es

e (3) -sn 3)

El resultado puede obtenerse con el siguiente codigo Sage:

sage: var(’x’)

sage: y = function(’y’, x)

sage: ec = diff(y, x, 2) + (1/4)*xy == 0

sage: desolve(ec, y, ics=[0, 1, pi, -1]) # ics=[a, alfa, b, beta]
-sin(1/2*x) + cos (1/2%*x)

O

Observacién. En el ejemplo anterior, el problema de contorno tenia una tnica solu-
ciéon. En el siguiente, veremos que también es posible que un problema de contorno
tenga infinitas soluciones o ninguna en absoluto. O

Ejemplo 3.28. Consideremos el problema de contorno

y'+y=0, xe€l0,n],
y(0) = a,
y(m) =B,

con &, B € R. Su solucién general viene dada por
y = Cycos(x) + Cysen(x).

Al imponer las condiciones de contorno, resulta:

{y(O) =ua=C =u,
y(m) =p=C1=—p.

Entonces, si « + B # 0 el problema no tiene solucién. En cambio, si suponemos a + =
0 existen infinitas soluciones al problema, ya que C; podria tomar cualquier valor. [

3.8. Ecuaciones lineales de orden superior

El estudio de las ecuaciones diferenciales de orden mayor que dos sigue pautas
similares al andlisis realizado para ecuaciones de segundo orden. Al igual que en este
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caso, restringiremos nuestro estudio a las ecuaciones lineales, es decir, a ecuaciones
de la forma

v au ()Y a2y () + an (0 +ag(x)y = (),

donde n >3ya, 1(x),...,a0(x) y r(x) son funciones arbitrarias. La solucién general
de una ecuacioén lineal es de la forma

Yy=Yutyp
donde yy es la solucién general de la ecuacion homogénea asociada:
Yy ta, 1 (0)y" Y+t aa(0)y” +a(x)y +ag(x)y =0,

mientras que yp es una solucién particular de la ecuacién completa. La solucién ge-
neral dependerd de n constantes arbitrarias. Para plantear un problema de valores
iniciales, son necesarias n condiciones iniciales:

y(xo0) = vo,
¥ (x0) = y1,
¥ (x0) = y2,

y(nil) (x0) = Yn—1-

\

La solucién de un problema de valores iniciales es tnica: el valor de las constantes
que aparecen en la solucién general se determina de forma unica a partir de las
condiciones iniciales.

Diremos que un conjunto {y, ...,y } de soluciones de la ecuaciéon homogénea es
un sistema fundamental si su wronskiano no se anula en ningtn punto:

yi(x)  ya(x) Yn(x)
yi(x)  ya(x) Y (%)

W(y1,...,yn) = yi(x) y3(x) Yn(x) #0, VxeR
ygn'—n yé”._l) y’(qn'—n

Dado un sistema fundamental {y,...,yx}, la solucién general de la ecuacién lineal

homogénea es de la forma

yu(x) = Ciy1(x) + Cya(x) + - - + Cuyn(x),

siendo Cy, ..., C, constantes reales arbitrarias.
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Nos centraremos a partir de ahora en las ecuaciones lineales de coeficientes cons-
tantes, es decir,

y™ ta, y" Y o ay Fayy +agy = r(x),
siendo a,_1,...,ap constantes reales. El polinomio caracteristico asociado es
P(/\) = A" + an—l/\n_l + -+ 512)\2 + ﬂl)\ + ap.

A menos que n < 4, no se dispone de féormulas explicitas para el cdlculo de las raices
de P(A). En general, se puede intentar aplicar algtin método algebraico para el célculo
de raices como, por ejemplo, el método de Ruffini.

Para determinar la solucién general de la ecuacion homogénea

y(n) + a?’l*ly(”_l) _'_ R azy// _|_ al]/ + aoy — O’

a cada raiz del polinomio caracteristico le asociaremos una o varias soluciones parti-
culares, atendiendo a la naturaleza de dicha raiz:

I. Si A es una raiz real simple, entonces una solucién es e**.
II. Si A es un raiz real de multiplicidad m > 2, podemos considerar m soluciones
distintas:

M xe, k2, 1M

III. Si A = a =+ bi son raices complejas simples, entonces e’ cos(bx) y ™ sen(bx) son
las soluciones asociadas.

IV. Si A = a & bi son raices complejas de multiplicidad m > 2, tenemos 2m solucio-
nes:

e™ cos(bx), xe™ cos(bx), x*e™ cos(bx),..., x" 1™

2

cos(bx),

m—leax

e sen(bx), xe" sen(bx), x“e"*sen(bx),..., x sen(bx).

Puede probarse que las n soluciones particulares {y,...,y,} asi obtenidas forman
un sistema fundamental de soluciones. Por tanto, la solucién general de la ecuacién
homogénea sera

yu(x) = Ciya(x) + Caya(x) + - - + Cuyn ().

Ejemplo 3.29. Resolvamos la ecuacién homogénea

y(© + 8y +16y" = 0.
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El polinomio caracteristico asociado es P(1) = A% 4 8A* +16A2. Calculemos sus raices:

A = 0 (raiz real doble),

A°+8AY 4 16A% = 0= A2 (AT +8A2 +16) =0= (",
At 4812+ 16 = 0.

Para resolver la ecuacién A* 4+ 8A? + 16 = 0 hacemos el cambio u = A%
A 4802 +16 =0 = u> +8u+16 =0 = u = —4 (doble).

Por tanto, A = &, /j = ++/—4 = +2i, siendo estas raices complejas dobles.

A la raiz doble A = 0 le corresponden las soluciones " = 1y xe®® = x, mien-
tras que a las raices dobles 4-2i les asociamos las soluciones e’ cos(2x) = cos(2x),
x cos(2x), sen(2x) y xsen(2x). En consecuencia, la solucion general de la ecuacién
serd

8y(x) = C1 + Cox 4 C3cos(2x) + Cyx cos(2x) 4+ Cs sen(2x) + Cox sen(2x).

En este caso, Sage no es capaz de resolver de forma directa la ecuacién:

sage: var(’x’)

sage: y = function(’y’, x)

sage: ec = diff(y, x, 6) + 8*diff(y, x, 4) + 16%diff(y, x, 2) == 0
sage: desolve(ec, y)

Traceback (most recent call last):

NotImplementedError: Maxima was unable to solve this O0DE.

De hecho, el comando desolve s6lo puede resolver ecuaciones de primer y segun-
do orden. Mas adelante, cuando estudiemos sistemas de ecuaciones, veremos como
solventar este problema. O

Ejemplo 3.30. Vamos a resolver el siguiente problema de valores iniciales:

y" —6y" +11y — 6y =0,

y(0) =1,
¥'(0) =0,
y"(0) =0.

El polinomio caracteristico asociado a la ecuacién es P(A) = A3 — 6A% + 11A — 6. Sus
raices pueden obtenerse facilmente usando el método de Ruffini: Ay =1, A, =2y
As = 3. Las soluciones asociadas a cada raiz son: ¢*, e** y e3*. Por tanto, la solucién
general de la ecuacion es

y(x) = Cie* + Coe®® + C3e3*.
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Impongamos ahora las condiciones iniciales:

y0)=1 = C+C+CG=1
Y(0)=0 = C;+2C+3C3=0 p =C;=0,C=3,C3=-2.
¥y (0)=0 = C+4C,+9C3=0

En consecuencia, la solucion del problema de valores iniciales es
y(x) = 3e* — 2%, O
Consideremos ahora la ecuacion lineal de coeficientes constantes no homogénea
y "t a, y" Y 4+t agy” + my +agy = r(x),

cuya solucién general se construye como suma de la solucién general yy de la ecua-
cién homogénea asociada y de una solucién particular yp de la ecuacién completa.
Para determinar una solucién particular aplicaremos el método de variacion de las
constantes.

Si{y1,...,yn} es un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea,
buscamos un conjunto de funciones {Cy(x),...,Cy(x)} que sea solucion del siguiente
sistema:

.

y1(x)Ci(x) +y2(x)Ch(x) + - - +ya(x
Y1 (0)Cl(x) +y5(x)Cy(x) + - +yp(x
Y1 (0)CL(x) +y5 (x)Co(x) + - + 3 (x)Cpy(x) =0,

-1 -1 -1
VG @)+ @G )+ TG = (),
para cada x € IR. Se trata de un sistema lineal de n ecuaciones y n incégnitas (a sa-
ber, Ci(x),...,C;,(x)) que es compatible determinado, ya que el determinante de la
matriz de coeficientes coincide con el wronskiano del sistema fundamental, que no se
anula en ningtn punto. En consecuencia, podemos resolverlo (mediante la regla de
Cramer, por ejemplo) para determinar Cj(x),...,C;(x). A continuacién se calculan
Ci(x),...,Cu(x) mediante integracién, y por altimo se construye la solucién particu-
lar:
yp(x) = C1(x)y1(x) + Co(x)y2(x) + - + Cu(x)yn(x).

Ejemplo 3.31. Consideremos la ecuacién diferencial
v —6y" + 11y — 6y = xe "

El polinomio caracteristico es P(A) = A3 —6A% + 11A — 6, cuyas raices son 1, 2 y 3. De
este modo, la solucién general de la ecuaciéon homogénea es

yp(x) = Cie® + Coe® + Cze®™.
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En particular, un sistema fundamental de soluciones de la ecuacién homogénea esta
formado por las funciones y1(x) = e, y(x) = e** e y3(x) = %~
Consideremos ahora el sistema

que queda como

e*Cl(x) + e**Ch(x) + 3*Ch(x) =0

~

e*Cl(x) +2e*C)(x) + 3e3Ci(x) =0,
e*Cl(x) + 4e*C)(x) + 9e3Cl(x) = xe ™™
Podemos simplificar las ecuaciones:
Ci(x) +e*Ch(x) +e*C5(x) =0,
Cy(x) +2e*Ch(x) +3e**C4(x) = 0
Cy(x) + 4e*Ch(x) + 9e**Cj(x) = xe™2*.
El determinante de la matriz de coeficientes es
1 e* 2
1 2% 3e%| =2e7"
1 4e® 9%
Aplicando la regla de Cramer, obtenemos
0 e* e
1
Ci(x) = 2 53% 0 2% 3¢ = ge*b‘,
7 lxe 4ex 9
1 1 0 e%¥
Co(x) =541 0 3% =—xe,
26711 xe2x ge2x
1 1 e 0 X
Cy(x) =55 (1 22 0 |[=Ze™
2670 ger xe| 2

Integrando, resulta
Ci(x) = %/xe_zxdx = —le ™ (x+1),
Co(x) = — /xe3xdx =le 3 (x+ 1),

Cs(x) = %/xe_‘lxdx = —te ™ (x+1).
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Por dltimo, construimos la solucién particular:
yp(x) = C1(x)y1(x) + Ca(x)y2(x) + C3(x)ys(x) = = (55% + z55)-
Finalmente, la solucién general de la ecuacion v’ + 6y” + 11y' + 6y = xe™* sera
y(x) = Cre ™ + Coe® + C3e™ — e ¥ (4 x + 55). O

El método de coeficientes indeterminados se aplica cuando el término indepen-
diente r(x) es de una de las formas ya estudiadas en la seccién 3.6. Basicamente, estas
formas pueden reducirse a tres:

L r(x) = e™(Acos(bx) + Bsen(bx)), con a,b, A, B € R. En tal caso puede encontrarse
una solucién particular de la forma

yp(x) = x™e"(M; cos(bx) + M; sen(bx)),

donde m es la multiplicidad de a + bi como raiz del polinomio caracteristico. Las
constantes M; y M se determinan sustituyendo yp en la ecuacion diferencial.

Ejemplo 3.32. Consideremos la ecuacién
y" — 6y’ + 9y = e“sen(x).

Las raices del polinomio caracteristico P(A) = A% — 6A + 9, obtenidas mediante el

método de Ruffini, son -3y 5 34 ‘[1 Por tanto, la solucién general de la ecuacion
homogénea asociada es

yu(x) = Cie” 3’C—i—C2e3"/2cos(\f )+ Cs esx/zsen(‘?x).

En este caso a +- bi = 1+ i no es raiz del polinomio caracteristico, por lo que la solucién
particular serd de la forma

yp(x) = e*(Mj cos(x) + My sen(x)).
Sustituyendo en la ecuacion, deducimos que M; = % y My = l7 En consecuencia, la

solucién general de la ecuacion es

y(x) = Cie” 3x+C263x/2coS(f )+ Cs 63X/Zsen(% )+ —= !

17 e*(4cos(x) +sen(x)). O

IL. 7(x) es un polinomio de grado d. Se considera una solucién particular de la forma

yp(x) = x"Qa(x),

donde m es la multiplicidad de 0 como raiz del polinomio caracteristico, mientras que
Q4(x) es un polinomio de grado d que se determina sustituyendo yp en la ecuacion.
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Ejemplo 3.33. Resolvamos la ecuacién

y’”—y”+y’—y=x2—X-
Aplicando el método de Ruffini al polinomio caracteristico P(A) = A3 — A2+ A —1,
obtenemos que sus raices son 1y +i. De esta forma, la solucién general de la ecuaciéon
homogénea es

yg(x) = Cie* + Cycos(x) + Czsen(x).

El grado del polinomio r(x) = x> — x es d = 2; como 0 no es raiz de P(A), la solucién

particular debe ser un polinomio de grado dos:
yp(x) = Ax*> + Bx + C.

Sustituyendo yp en la ecuacién, obtenemos los valores A = B = -1y C = 1. Por
tanto, la solucién general de la ecuacion sera

x) = C1e* + Cpcos(x) 4+ Casen(x) — x> — x + 1. O
y

II. r(x) es suma de términos que estdn en los dos casos anteriores. La solucion parti-
cular se construye sumando las soluciones particulares que se obtienen considerando
cada uno de los sumandos por separado, segtin hemos establecido en los casos I 'y II.

3.9. Aplicaciones

3.9.1. Vibraciones mecanicas

Vamos a estudiar la ecuacién diferencial que rige el desplazamiento de un medio
deformable, como puede ser un muelle, un mastil, un edificio, etc.

Representemos por x(t) al desplazamiento del medio respecto de la posicion de
equilibrio, en el instante de tiempo f, y sea m su masa. El origen de coordenadas se
establece en la posicién de equilibrio y se supone que el movimiento hacia la derecha
corresponde a valores positivos del desplazamiento.

Supondremos que sobre el medio acttan tres tipos de fuerzas:

» Fuerza eldstica o de recuperacion: es restauradora y su médulo es proporcional
al desplazamiento. Podemos expresarla como —kx, donde k es la constante de
recuperacion del material y el signo negativo indica que la fuerza se opone al
movimiento.

» Fuerza de amortiguacion, debida al rozamiento: posee un médulo proporcional a
la velocidad del medio y se opone al movimiento. Su expresion es —cx’, donde
c es la constante de amortiguamiento.
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» Fuerzas que no son intrinsecas al sistema, sino que obedecen a causas externas
(por ejemplo, la accién de un terremoto). Nos referiremos a ellas como fuerzas
externas y las denotaremos por g(f).

La segunda ley de Newton nos dice que el producto de la masa por la aceleracion
es igual a la resultante de fuerzas que acttian sobre el sistema. Teniendo en cuenta
que x"(t) representa la aceleracion del medio, obtenemos entonces:

k t
mx" = —kx —cx' +¢(t) = 1" + Sy S = 3(t) )
m m m
Sera conveniente escribir la ecuacién en la forma
X" +2Bx 4+ a®x' = F(t),
donde & = %, B =5y F(t) = g(Wt). Se trata pues de una ecuacién diferencial de

segundo orden, lineal y de coeficientes constantes. En caso de que no acttien fuerzas
exteriores, F(t) = 0, la ecuacién es ademas homogénea.
Para completar el sistema, debemos considerar condiciones iniciales de la forma

que indican la posicién y velocidad del medio en el instante inicial ¢ = 0. El proble-
ma de valores iniciales correspondiente posee una tnica solucién, que nos permite
calcular el desplazamiento del medio respecto de la posicién de equilibrio en cada
instante.

Ejemplo 3.34. Calculemos el desplazamiento respecto de la posicién de equilibrio de
un mastil con masa igual a 1 kg, constante de amortiguamiento igual a 4 N-s/m y
constante de recuperacion igual a 5 N/m, suponiendo que en el instante inicial recibe
una réfaga de viento soplando hacia la izquierda, cuya velocidad es de 5 m/s.

El problema de valores iniciales a considerar es el siguiente:

x" +4x" +5x =0,

x(0) =0,
x'(0) = —5.
El polinomio caracteristico de la ecuacién, P(A) = A2+ 4\ +5, tiene raices A = —2 +;

por tanto, la solucién general de la ecuacién serd

x(t) = e 2 (Cy cos(t) + Casen(t)).
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Figura 3.3: Oscilacién de un maéstil.

Imponiendo las condiciones iniciales, resulta:

x(0)=0=C; =0,
x'(0) = —5 = cz—zg/foz —5=C, = —b.
Por tanto, la solucién buscada es
x(t) = —5sen(t)e %,

que representa una curva sinusoidal cuyas amplitudes tienden a cero. La grafica de la

solucién se representa en la figura 3.3, donde puede observarse como las oscilaciones

se amortiguan con el paso del tiempo y el méstil tiende hacia su posiciéon de equilibrio.
La figura 3.3 se ha obtenido con el siguiente c6digo Sage:

sage: var(’t’)

sage: x = function(’x’, t)
sage: ec = diff(x, t, 2) + 4*xdiff(x, t) + bxx ==
sage: sol = desolve(ec, x, ics=[0, 0, -5]); sol

-6xe”~ (-2*t)*sin(t)
sage: plot(sol, 0, 5)

]

A continuacién analizaremos los multiples casos que pueden presentarse en au-
sencia de fuerzas externas: F(t) = 0. Notemos que, en cualquier caso, « >0y § > 0.

Caso 1. No acttia ninguna fuerza: « = = 0. En este caso podemos integrar la ecua-
cién directamente:

x"'=0= x(t) = Cit + Cy.
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Sustituyendo las condiciones iniciales, obtenemos C; = vy y C2 = xp, de donde
x(t) = vot +x9, t=0.

En términos fisicos, se trata de un movimiento uniforme. Si no hay velocidad inicial,
el movil permanece en reposo en el punto xo.

Caso 2. S6lo acttia la fuerza eléstica: « > 0, f = 0. La ecuacién correspondiente es ho-
mogénea:

X" + a?x = 0.

La ecuacién caracteristica es A2 + a2 = 0, cuyas raices son +ai. Por tanto, la solucién
general serd
x(t) = Cy cos(at) + Cy sen(at).

Usando las condiciones iniciales, podemos determinar el valor de las constantes: C; =
xp Y C2 = vg/a. En conclusién, la solucién del problema de Cauchy es

x(t) = xpcos(at) + % sen(at), t>0,

que corresponde a un movimiento peridédico. La trayectoria del mévil para xo = 1,
vp = 0y a = 7 se representa en la figura 3.4.

1.25

VYUV

Figura 3.4: Gréfica de x(t) enel caso 2, conxop =1, 00 =1y a = 7.
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Las oscilaciones son producidas por el muelle y contintian indefinidamente, ya que
no hay otras fuerzas que las contrarresten.
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Caso 3. S6lo acttia la fuerza de rozamiento: § > 0, « = 0. De nuevo tenemos una ecua-
cién homogénea:

x" +2Bx" = 0.
Las raices de la ecuacion caracteristica A> +2BA = 0 son Ay = 0y A, = —2B. Por
tanto, la solucién general sera
x(t) = Cre® 4 Cre™ 2Pt = C; 4 Cre™ 2P,
90

. .. C. . (4
A partir de las condiciones iniciales, obtenemos C; = x + ﬁ yC = ~5g° Por tanto,

la solucién buscada es

(Y _
x(t) = xg + ﬁu —e 2, t>0.

Observemos que

, g 0
MR () =%+ 2g

lo que significa que el moévil se ird acercando a la posicién xy + ;’—g (que estara a la
derecha o a la izquierda de x, segtin si vy > 0 0 vy < 0). En la figura 3.5 se representa
la trayectoria del mévil para xg =0, v9 =1y B = 1. Notemos que si vy = 0, el mévil
permanece en el mismo lugar en cada instante ya que, al no tener velocidad inicial,
no hay nada que lo obligue a cambiar de posicion.

0.8

0.6

0.4

0.2

Figura 3.5: Gréfica de x(t) enel caso 3, conxg =0, 00 =1y = 1.

Caso 4. Hay fuerzas elastica y de rozamiento: « > 0, B > 0. La ecuacion a estudiar es
de nuevo de coeficientes constantes y homogénea:

X" +2Bx" 4 a’x = 0.
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Las raices de la ecuacién caracteristica A> + 2B\ + a®> = 0 son de la forma

A=—B+,/p—a?

por lo que la naturaleza de las soluciones dependera del signo de % — a?. Por simpli-
cidad, supondremos que la velocidad inicial es nula: vy = 0 (esta suposicién no resta
generalidad a las deducciones que haremos). Hay tres casos para analizar:

Caso 4A. Movimiento eléstico sobreamortiguado: « < . Al ser [32 — a?® > 0, obtene-

mos raices reales distintas: A; = — + \/p? —a? y A, = —B — /p? — &?. La solucion
del problema de Cauchy es

_ %o Mty Aot S
x(t) Y (Age Ae?),  t2>0.

Analicemos el comportamiento de la solucién cuando ¢ tiende a infinito. Es claro
que Ay < 0; como B > 4/pB? — «a?, resulta que también A < 0. En consecuencia las
exponenciales eMt y e’! tienden a cero, y por tanto

lim x(t) = 0.

t—o0
Dicho de otra forma, el mévil tiende a la posicién de equilibrio. Surge una cuestiéon
natural: ;pasa el mévil alguna vez por la posicién de equilibrio, en un tiempo T finito?
Para responder a esta pregunta, basta con ver si la ecuacién x(T) = 0 tiene alguna
solucién real T > 0:

1 A
— AT MT = 1 _1 .
x(l)—0<:>)xle = Aye = A Azn PR

Notemos que A1/A; > 0, por ser ambas raices negativas; esto hace que In(A1/A;)
tenga sentido. Sin embargo, A; < A1 < 0= A1/A; <1=1In(A1/A;3) < 0. Como A —
Ay = 24/B? — a? > 0, deducimos que T < 0, lo cual no es un resultado aceptable. En
consecuencia, la ecuacién x(T) = 0 no posee ninguna soluciéon positiva. En términos
fisicos, el mévil tiende a la posicién de equilibrio pero sin pasar nunca por ésta. En la
figura 3.6 se representa la trayectoria del movil.

Caso 4B. Movimiento eldstico criticamente amortiguado: « = . Ahora tenemos una
raiz real doble: A = —f. La solucién del problema de Cauchy es, en este caso,

x(t) = xo(1+ Bt)e P, t>0.

Al ser —p < 0, resulta que
lim x(t) =0,

t—o0
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Figura 3.6: Grafica de x(t) enel caso 4A, conxp =1, a =1y B =2.

por lo que el movil tiende a la posicién de equilibrio conforme el tiempo avanza.
Nunca pasard por la posiciéon de equilibrio, ya que la ecuacién x(T) = 0 no posee
solucién positiva:

1
x(T):0<:>1+ﬁT:0<:>T:—B<0.

Caso 4C. Movimiento eldstico subamortiguado: & > B. En este caso % — a? < 0, por

lo que las raices del polinomio caracteristico son de la forma A = — +i/a? — B2 La
solucion del problema de Cauchy es entonces:

x(t) = \/D;—Ofﬁze_ﬁt(\/az — B2 cos(ty/a% — B2) + Bsen(ty/a? — B?)), t=0.
Usando que | cos(y/aZ — B2)| < 1y |sen(y/a2 — B?)| < 1, tenemos que
x| -
0 < [x(t)] < W—%ﬁze PE(\ o2 — B2+ ).

Como e~ P — 0 cuando t — oo, deducimos que tlim |x(£)| = 0, de donde
o0

lim x(t) = 0.

t—o0

Veamos si el mévil pasa por la posicién de equilibrio en algtn tiempo finito T > 0:

(=0 wirye = SV TR
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Es posible elegir Ty > 0, con Toy/a?> — p2 € (1t/2,371/2), de modo que se verifique
tg(To\/a? — B?) = —\/a? — B?/B. Entonces todas las soluciones positivas de la ecua-
cién x(T) = 0 son
krm
T,=To+——-, k=0,1,2,...
w2 — B2

En este caso, la ecuacién x(T) = 0 admite infinitas soluciones positivas. La inter-
pretacion fisica es sencilla: conforme avanza el tiempo, el moévil tiende a la posicion
de equilibrio pero oscilando alrededor de ésta; al aumentar el tiempo disminuye la
amplitud de dichas oscilaciones. En la figura 3.7 se representa la solucién x(t) corres-

pondiente a xo = 1, « =2y f = 1; notemos que, en este caso, |x(f)| < %ge_t.

Figura 3.7: Gréfica de x(t) en el caso 4C. Las lineas discontinuas son las funciones j:HT\fe*t.

Vamos a concluir esta seccion con el andlisis de un caso en el que se aplica al
movil una fuerza externa periddica de la forma F(t) = cos(wt), w > 0, partiendo
del reposo. Por simplicidad, supondremos que no hay rozamiento. Consideramos
entonces el problema de Cauchy

x" + a?x = cos(wt),
x(0) =0,
x'(0) =0.

Las raices del polinomio caracteristico son A = Fai, por lo que debemos distinguir
dos casos:



94

Ecuaciones diferenciales de orden superior

1.25

0.75
0.5
0.25

-0.25

-0.75

-1.25

-0.5

= N w S

AL NS

40k

w=12 w=a=+2

Figura 3.8: Problema con fuerza periédica externa: soluciones obtenidas para distintos valores
del pardmetro w. El fenémeno de resonancia puede apreciarse en la dltima figura.

» x # w. En tal caso wi no es raiz del polinomio caracteristico, por lo que la

solucion del problema de Cauchy es de la forma

x(t) = ﬁ(cos(wt) —cos(at)), t=0.

Se trata de un movimiento periédico alrededor de la posicion de equilibrio.

» & = w. Al ser wi = ai raiz del polinomio caracteristico, la solucién del problema

de Cauchy viene dada por

t
x(t) = —sen(at), t=>0.
20
En este caso la amplitud de las oscilaciones aumenta conforme avanza el tiempo:
este fendmeno se conoce como resonancia. En términos fisicos, el mévil oscilaria
indefinidamente alrededor de la posicién de equilibrio, pero alejaindose cada vez
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mads de ésta en cada oscilacién. Al ser la longitud del muelle finita, llegard un
momento en que el sistema cambie su naturaleza (por ejemplo, el muelle podria
romperse), cambiando de esta forma la ecuacién del movimiento.

En el conjunto de figuras 3.8 puede apreciarse cémo varia la solucién del problema
conforme el pardmetro w se acerca a « = /2. El fenémeno de resonancia puede
apreciarse en la tltima figura.

3.9.2. Deflexién y pandeo de vigas

Consideremos una viga de longitud L situada en posicién horizontal y cuyos ex-
tremos estén fijos. La deformacién que sufre dicha viga puede modelizarse mediante
el siguiente problema de contorno:

y'(x) = —%X(L —x), x€][0,L],
y(0) =0,
y(L) =0,

donde y(x) representa el desplazamiento o deflexién de la viga respecto de la hori-
zontal en el punto x € [0,L], E es el médulo de elasticidad de Young, I denota el
momento de inercia y w es el peso por unidad de longitud de la viga. Las condiciones
de contorno establecen que los extremos de la viga permanecen fijos.

/_/ L /

Figura 3.9: Deflexion de una viga empotrada: esquema.

En este caso la ecuaciéon diferencial puede resolverse mediante una doble integra-
cién. Si llamamos & = — 577, resulta que

y'(x) =ax(L—x) =y (x) = /[XX(L —x)dx =y'(x) =a(Lx* — }x°) + C,
siendo C; una constante de integracién. De nuevo integramos para obtener:

y(x) _ / [DC(%L.XZ o %x?’) + Cl}dx = y(x) = OC(%LJC?’ — %xél) + Clx + CZ/
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donde C; es otra constante de integracion. Las constantes C; y C, pueden determi-
narse imponiendo las condiciones de contorno:

y(0) =0=C, =0,
0
y(L) =0= Lal*+ CIL+ 5 =0= C; = —Sal’.

Por tanto, la tinica solucién del problema de contorno viene dada por
w
X) =
YY) = 24y
En particular, podemos determinar la deflexion maxima que, por simetria, se da en el
punto xmax = L/2:

(x4 —2Lx3 + L3x).

Ejemplo 3.35. Consideremos una barra de longitud L = 2 m con médulo de Young
E = 2-10"" N/m?, momento de inercia I = 7.85-107? m* y w = 95.54 N/m; estos
datos corresponden a una barra de acero con seccién transversal circular de 2 cm de
didmetro. En tal caso, la deflexion méxima de la barra es:

5-95.54 - 24

- ~ 0.0127 m.
Ymax = 384 (21011 - (7.85 - 10-9) o

w (L* 2L4_|_L4 _ 5wL?
24E1 ~ 384EI’
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Figura 3.10: Deflexién de una viga.

En la figura 3.10 se representa la correspondiente curva de deflexion. Téngase en
cuenta que dicha curva corresponde a la grafica de la funcién —y(x), ya que y(x)
representa el desplazamiento de la viga respecto de la horizontal.

He aqui el c6digo Sage para generar la figura 3.10:
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sage: var(’x’)
sage: # datos del problema

sage: L = 2

sage: E = 2ell

sage: I = 7.85e-9

sage: w = 95.54

sage: y = function(’y’, x)

sage: sol = desolve(diff(y, x, 2) == -w/(2*xExI)*x*(L-x), vy,

ics=[0, 0, L, 0]); sol
372/146713*x"4 - 1488/146713%x"3 + 2976/146713%x
sage: plot(-sol, 0, L)

También podemos calcular ymax de la siguiente forma:

sage: sol.find_maximum_on_interval (0, L)
(0.012677813145392703, 0.99999999999999989)

El primer valor es ymax y el segundo la correspondiente abscisa Xmax. O

En general, la teoria de elasticidad determina que, para deflexiones relativamente
pequenias de una viga horizontal uniforme, la curva de deflexiéon y(x) viene determi-
nada por la ecuacién diferencial

Ely®(x) =w, xe][0,L],

donde E es el médulo de Young del material, I es el momento de inercia, w es el peso
de la viga y L es su longitud. La solucién de esta ecuacién diferencial puede obtenerse
por integracién directa. En efecto, si integramos una vez obtenemos

EIy® (x) = wx + Cy;
integrando de nuevo, resulta:
Ely"(x) = Jwx* + C1x + Cy;
una nueva integacién nos lleva a:
Ely (x) = twx® + 1C1x* + Cox + C3;
y la dltima integracién nos da:
Ely(x) = 21—4wx4 + %Clxe’ + %szz + C3x + Cy.

Para determinar las constantes arbitrarias C;, C;, C3 y C4, debemos imponer condi-
ciones de contorno adecuadas en los extremos x = 0 y x = L de la viga.

Dependiendo del tipo de soporte, en cada extremo de la viga puede considerarse
una de las siguientes condiciones:

» Sostenida simplemente: y =y = 0.
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» Empotrada o fija en el extremo: y =y’ = 0.
= Extremo libre: v = y©®) = 0.

Ejemplo 3.36. Por ejemplo, si consideramos una viga en voladizo, con el extremo
x = 0 fijo y el extremo x = L libre, tendriamos las siguientes condiciones de contorno:

y(0) =0, ¥(0)=0, y'(L)=0, y®(L)=0.

Imponiendo estas condiciones en la solucién general, se obtiene la siguiente curva de

deflexion:
w

YY) = o4
(Cudl sera la deflexion maxima en este caso? Para determinar dicho valor, iguala-
mos la derivada de y(x) a cero:

(x* — 4Lx® 4 6L%x2).

/ o w2 2y _
y(x)—0:>6EIx(x 3Lx+3L°) =0

x=0,
=
{x2 — 3Lx + 3L% = 0 (no tiene raices reales).

Es decir, la derivada sélo se anula en x = 0, que es el extremo fijo. Esto nos indica que
la funcién y(x) es estrictamente creciente, por lo que la deflexion médxima se producira
en el extremo x = L y sera:

_ W oy
Ymax —y(L) = 8EIL . ]

A continuacién vamos a estudiar el problema del pandeo de una viga. Para ello,
consideremos una viga situada en vertical y fijada por sus extremos, a la que se aplica
una carga P en uno de ellos. En tal caso, la forma de la viga y(x) puede obtenerse
como solucién del problema de contorno

V') = gy, xe DL,
y(0) =0,
y(L) =0,

Llamando a = %, la ecuacién diferencial puede escribirse como
/!
Yy +ay =0.

Al ser & > 0, las raices de la ecuacién caracteristica A2 +a = 0 son complejas: A =
++/—a = +iy/a. En tal caso, la solucién general tendra la forma

y(x) = Cy cos(v/ax) + Cosen(v/ax).
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Figura 3.11: Pandeo de una viga: esquema.

Imponiendo las condiciones de contorno, obtenemos:
y(0)=0=C; =0,
0
y(L)=0= %‘cos(\/EL) + Cysen(y/aL) =0 = Cysen(y/aL) = 0.

Si C; = 0, obtenemos la solucion trivial: y(x) = 0. Esto significa que la viga no
se deforma, cosa que sucede cuando la carga P aplicada es pequefia. Para obtener
una solucién no trivial del problema hemos de suponer C, # 0, lo que implica que
sen(y/aL) = 0. Es decir, los tinicos valores de « para los que hay soluciones no triviales
del problema de contorno son aquellos que verifican la condicién

n2m2

sen(vaLl) =0« vaL=nm, n e N & a = n e NN.

Lz’
De este modo, la viga no se deforma a menos que

P n?r?

EI L2’
donde 7 es un natural arbitrario. Sin embargo, como estamos interesados en el valor
minimo para el que se produce el pandeo, tomaremos n = 1.

. . . . 2
Observacién. A la primera carga que provoca la deformacion de la viga, P = ”L—fl, se
la conoce con el nombre de primera carga critica o carga de pandeo de Euler. O

El problema de contorno posee pues infinitas soluciones, de la forma

y(x) :Csen<%x>, 0#CeRR.
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En este caso, la amplitud C de pandeo permanece indeterminada.
Intentemos resolver el problema de contorno directamente en Sage:

sage: var(’x, L, P, E, I’)
sage: assume(P>0, E>0, I>0)

sage: y = function(’y’, x)

sage: ec = diff(y, x, 2) == -P/(E*I)x*y

sage: desolve(ec, [y, x], ics=[0, O, L, 0])

0

Como vemos, sOlo se ha determinado la solucién trivial. Si sustituimos % por %,

obtenemos la solucién correspondiente a la carga de pandeo de Euler:

sage: ec = diff(y, x, 2) == -(pi/L) 2%y
sage: desolve(ec, [y, x], ics=[0, 0, L, 01)
ri*sin(pix*x/L)




CAPITULO

4

SISTEMAS DE ECUACIONES
DIFERENCIALES

4.1. Introduccion

Un sistema de ecuaciones diferenciales de orden n estd formado por n ecuaciones dife-
renciales de primer orden en forma normal, esto es,

yll :f1<x/]/1,---;yn)/
ylz :fZ(x/yll---lyn)/

y;’l = fn(x/yL- . -,]/n),

donde x € [g, b] es la variable independiente e y1, ..., y,, son las variables dependien-
tes.

Una solucion del sistema estd formada por n funciones y;(x),...,y,(x), derivables
con continuidad, que satisfacen todas las ecuaciones en cada punto x € [a,b].

Ejemplo 4.1. Es inmediato comprobar que una solucién del sistema

esta formada por las funciones y; (x) = cos(x) e y2(x) = sen(x). O
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La solucién general del sistema consta de n funciones dependientes de n constantes
arbitrarias, que proporcionan todas las posibles soluciones del sistema:

y].(x/ C]_/ C2/ . -/Cn)/
]/2(95, Cl/ CZ/ e /Cn);

yn(x,CLCZ,- . -/Cn)-

Ejemplo 4.2. La solucién general del sistema

{3/1 =~V
Y2 =y,
estd formada por las funciones

y1(x,C1,C2) = Cycos(x) + Casen(x),
y2(x,C1,Cy) = Cysen(x) — Cycos(x).

Mas adelante veremos como obtener este resultado.
El comando de Sage desolve_system sirve para calcular la solucién de un sistema:

sage: var(’x’)

sage: yl1 = function(’yl’, x)
sage: y2 = function(’y2’, x)
sage: ecl = diff(yl, x) == -y2

sage: ec2 = diff(y2, x) == yi

sage: desolve_system([ecl, ec2], [yl, y21)
[yl1(x) == -sin(x)*y2(0) + cos(x)*y1(0),
y2(x) == sin(x)*y1(0) + cos(x)*y2(0)]

En este caso, y1(0) representa la constante arbitraria C;, mientras que y2(0) equivale
a —Cy. El porqué de esta notaciéon quedara claro en el siguiente ejemplo. O

Un problema de valores iniciales para un sistema de ecuaciones diferenciales se cons-
truye afiadiendo n condiciones iniciales de la forma

yi1(xo0) = 11,
y2(x0) = 12,
Yn(x0) = ¥n,

con iy, i2,...,¥n € R.
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Ejemplo 4.3. El problema de valores iniciales definido por el sistema

yi =~V

Y2 = V1,
y las condiciones iniciales

y1(0) =1,

y2(0) =0,

tiene una dnica solucién formada por las funciones y1(x) = cos(x) e y2(x) = sen(x).
En efecto, a partir de la solucién general del sistema (ejemplo 4.2), podemos deter-
minar de forma tnica los valores de las constantes C; y C; imponiendo las condiciones
iniciales:
y1(0) = 1 = Creos07F Cosin02 1 = C; =1,
12(0) = 0 = Cysem0™ Cocos0= 0 = C, = 0.

De esta forma, la solucién del problema de valores iniciales sera:

y1(x) = Cycos(x) + Cysen(x) = cos(x),
y2(x) = Cysen(x) — Cp cos(x) = sen(x).

Las condiciones iniciales se especifican en Sage mediante el pardmetro ics:

sage: var(’x’)

sage: yl1 = function(’yl’, x)

sage: y2 = function(’y2’, x)

sage: ecl = diff(yl, x) == -y2

sage: ec2 = diff(y2, x) == yi

sage: desolve_system([ecl, ec2], [yl, y2], ics=[0, 1, 0])
[y1(x) == cos(x), y2(x) == sin(x)]

Si queremos representar graficamente las componentes de la solucién en el inter-
valo [0,271], afiadimos las siguientes lineas de c6digo:

sage: [solx, soly] = desolve_system([ecl, ec2], [yl, y2], ics=[0, 1, 0])
sage: solx solx.rhs ()

sage: soly soly.rhs ()

sage: figl plot(solx, 0, 2*pi, color=’blue’, legend_label=’cos(x)’)
sage: fig?2 plot(soly, O, 2*pi, color=’green’, legend_label=’sen(x)’)
sage: show(figl + fig2)

El resultado obtenido puede verse en la figura 4.1. O

Observacién. En el ejemplo anterior se han representado de forma independiente las
graficas de las componentes de la solucién y;(x) e y»(x). También es posible interpre-
tar dichas funciones como las componentes de una curva plana, que recibe el nombre
de drbita o trayectoria. Concretamente, (cos(x),sen(x)) seria una parametrizaciéon de
la 6rbita asociada al punto (1,0) determinado por las condiciones iniciales.
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0.5F

-05F+

-1

Figura 4.1: Solucion del ejemplo 4.3 en el intervalo [0, 27].

Un tipo importante de sistemas lo constituyen los sistemas lineales homogéneos con
coeficientes constantes, que son de la forma

vy =any1+any2+ - +anyy,
vy = amyr +anys + - -+ axy,

Y = amy1 + amya + - -+ annll,

con 4;; € R. Este tipo de sistemas puede escribirse en forma matricial:

Y = AY,
donde
1 U apn a4
N e P L) P
y.n y:’l Ap1 A2 - Onn

El estudio de sistemas no lineales esta fuera del alcance del presente trabajo, ya que
necesita del uso de herramientas avanzadas de Anélisis Matematico. Por ello, restrin-
giremos nuestro estudio a sistemas de ecuaciones lineales de coeficientes constantes.
Ademas, por simplicidad, nos centraremos en sistemas de orden dos.

En el caso particular de sistemas de dos ecuaciones (n = 2) es usual denotar la
variable independiente por t (en lugar de x) y las variables dependientes por x e y (en
lugar de y; e y2). Asimismo, para sistemas con tres ecuaciones (n = 3) se suelen usar
las variables x, v y z en lugar de y1, y» e y3. A partir de ahora seguiremos este criterio.
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Vamos a considerar pues un sistema lineal de la forma

x' = ax + by,
Yy =cx+dy,

donde x = x(t), y = y(t) y los coeficientes 4, b, c y d son nameros reales. A veces sera
conveniente escribir el sistema en forma matricial:

X' = AX,

- (). xo-(8) ¥ 2-(:3)

El siguiente resultado permite asegurar la existencia y unicidad de solucién para
un problema de valores iniciales.

donde

Teorema (de existencia y unicidad). Fijados tog, xo, yo € R, existe una iinica solucién
(x(t),y(t)) del sistema

x' = ax + by,
Yy =cx+dy,

tal que x(tp) = xo, y(to) = yo. Dicha solucién estd definida para toda t € R.

La estructura de la solucién general de un sistema lineal viene dada en el siguiente
resultado.

Teorema. Si (x1(t),y1(t)) y (x2(t),y2(t)) son soluciones particulares del sistema tales que

xl(t

W(t) = it

) xz(t)'
0, VtekR,
) w(n]”
entonces la solucion general del sistema es de la forma
x(t) = Clxl(t) + CzXz(t),
y(t) = Ciya(8) + Caya(t),
donde Cy y C, son constantes arbitrarias.

Observacién. De modo andlogo al caso de ecuaciones de segundo orden, diremos que
las funciones (x1(f),y1(t)) y (x2(t), y2(t)) forman un sistema fundamental de soluciones
y W(t) es su wronskiano.

En las siguientes secciones estudiaremos dos formas diferentes de determinar la
solucion general de un sistema lineal. Ambas técnicas pueden generalizarse de forma
natural al caso de un sistema lineal de orden n.
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4,2. Método de sustitucion

En esta seccién vamos a establecer una equivalencia entre un sistema lineal y una
ecuacion diferencial lineal de segundo orden. Esta relacién proporciona un método
de resolucién denominado método de sustitucion.

Consideremos el sistema

x' = ax + by,
Yy =cx+dy,

y supongamos que el coeficiente b es distinto de cero (si b = 0 podemos resolver direc-
tamente la primera ecuacion: x’ = ax; a continuacién sustituimos x(t) en la segunda
ecuacion, que seria de tipo lineal, y la resolvemos para obtener y(t)). Derivando en la
primera ecuacién, resulta

x" =ax' + by = ax’ + b(cx +dy),

donde hemos sustituido i’ usando la segunda ecuacién. De la primera ecuacion des-
pejamos
x' —ax

¥y=-"

Sustituyendo en la igualdad anterior, obtenemos

x" = ax' + b(cx - %(x’ — ax)) = (a+d)x" + (bc — ad)x.

Asi pues, tenemos la siguiente ecuacion de segundo orden:
x" —tr(A)x" + det(A)x = 0.
Reciprocamente, dada la ecuacién homogénea
X"+ px' +qx =0,

definimos y = x’. Entonces

/

y =x"=—px' —qx = —py —qx.

Obtenemos asi el siguiente sistema:

{x, _ y,
y' = —qx — py.

Hemos demostrado asi la equivalencia anteriormente comentada.
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En el caso de un problema de valores iniciales, también hay una equivalencia entre
las condiciones iniciales. Si tenemos las condiciones iniciales

{x(to) = X,
y(to) = Yo,

para el sistema, estas se escriben como

{x(fo) = Xo,

x'(tg) = axo + byo,

para la ecuacién de segundo orden. Reciprocamente, si las condiciones iniciales para
la ecuacién de segundo orden son de la forma

{x(to) = Xo,

x'(ty) = x{,

entonces las condiciones para el sistema son

{x(to) = X,

y(to) = xq-
Ejemplo 4.4. Consideremos el sistema lineal

x'=x+y,

y'=2x-y,

junto con las condiciones iniciales

Derivamos en la primera ecuacién
x// — x/ _|_y/’
y sustituimos y’ usando la segunda ecuacion:
X =2 +2x—y.
A continuacién, despejamos y de la primera ecuacién

/
y=x —x,
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y sustituimos en la expresién anterior:
X" =x"4+2x— (¥ —x)=3x=x"-3x=0.
Respecto a las condiciones iniciales, notemos que
x'(0) = x(0) +y(0) =1+ (1) = 0.

Hemos obtenido asi el problema de valores iniciales

x"—3x =0,
x(0) =1,
x'(0) =0,

que es equivalente al problema de valores iniciales para el sistema original.
La solucién del problema de valores iniciales para el sistema usando Sage es:

sage: var(’t?’)

sage: x = function(’x’, t)
sage: y = function(’y’, t)
sage: ecl = diff(x, t) == x + y
sage: ec2 = diff(y, t) == 2*x -

sage: desolve_system([ecl, ec2], [x, yl, ics=[0, 1, -11)
[x(t) == cosh(sqrt(3)*t),
y(t) == sqrt(3)*sinh(sqrt(3)*t) - cosh(sqrt (3)*t)]

mientras que para la ecuacién de segundo orden es:

sage: var(’t?’)

sage: x = function(’x’, t)

sage: ec = diff(x, t, 2) - 3*x ==
sage: desolve(ec, x, ics=[0, 1, 0])
1/2*%e~(-sqrt (3)*t) + 1/2*e~(sqrt(3)*t)

¢Se obtiene la misma solucién para x(t) en ambos casos? Si, si tenemos en cuenta la
definicion del seno hiperbolico (véase el capitulo 3). Por dltimo, para determinar y(f)
usamos la igualdad y = x’ — x:

sage: sol = desolve(ec, x, ics=[0, 1, 0])

sage: diff (sol, t) - sol

-1/2*%sqrt (3)*e~(-sqrt (3)*t) + 1/2*xsqrt(3)*e~(sqrt(3)*t)

- 1/2%e~(-sqrt (3)*t) - 1/2*e~(sqrt(3)*t)

Aplicando la definiciones del seno y el coseno hiperbdlicos, podemos comparar los
resultados obtenidos para y/(t). O

La equivalencia establecida nos proporciona un método para la resolucién de sis-
temas lineales. Dado un sistema lineal, lo escribimos como ecuacién homogénea de
segundo orden:

x"" —tr(A)x" + det(A)x = 0.
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El polinomio caracteristico de esta ecuacién es
P(A) = A2 —tr(A)A +det(A),

cuyas raices son

_ tr(A) £ /tr(A)? —4det(A)

= 5 _

Una vez conocidas las raices, podemos escribir directamente la solucién general x(t)
de la ecuacion diferencial, que dependerd de dos constantes arbitrarias. Por tltimo,
deshacemos el cambio realizado

A

x' —ax

y="—"

para obtener la solucién y(t). Observemos que la solucién del sistema dependera
también de dos constantes arbitrarias.

Ejemplo 4.5. Resolvamos el problema de Cauchy del ejemplo anterior. Habiamos pa-

sado del sistema
xX'=x+y,
y'=2x—y,

X" —3x =0.

a la ecuacion de segundo orden

La ecuacién caracteristica asociada es A2 —3 = 0, cuyas raices son A = i\/g. Por
tanto, la solucién general de la ecuacion serad

x(t) = CreV3t 4 Cpe V31,
Usemos las condiciones iniciales para calcular las constantes C; y C:

x0)=1=>C+C =1
x’((())) _ O:; \1/§+C12— V3Cy =0 } =C=C = 3.
La solucion x(t) es, por tanto,
x(t) = 1(eV3t 4 e V3,
Para determinar y(¢) usamos la primera ecuacion:
y(t) = x'(t) — x(t) = @(e‘/gt — e*\/gt) — %(eﬁt + e*\/gt).
Obtenemos asi la solucion y(t):

y(t) = Y31eV3t _ V3l —V3E



110 Sistemas de ecuaciones diferenciales

Recapitulando, las funciones
x(t) = §(eV3 e,
y(t) = SpteV?t — eV,
conforman la solucién del problema de Cauchy. O

Observacién. Notemos que en el caso b = 0 la primera ecuacion se reduce a x’ = ax,
que puede resolverse directamente. Una vez calculada x(t), se sustituye en la segunda
ecuacion y se resuelve ésta para determinar y(f). [

Ejemplo 4.6. Calculemos la solucién general del sistema

x' = 2x,
r_
Yy =x—y.
Como en la primera ecuacién tan sélo aparece la variable x, podemos resolverla di-
rectamente. Separando variables, resulta

dx
X' =2x = /— = /Zdt = x(t) = Cye*.
x
Ahora sustituimos x(t) en la segunda ecuacion, para obtener asi una ecuacioén lineal:
/ 2t
y = Cie” —v.
La solucién de la ecuaciéon homogénea asociada es

yH(i') = Cze_t.

Mediante el método de variacién de la constante, se llega a que una solucion particular
es

C
yp(t) = =Le?.

3
Por tanto, la soluciéon general de la ecuaciéon serd
C
y(t) = = + Cre

Resumiendo, las funciones

forman la solucién general del sistema. O
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Observacién. La técnica del método de sustitucion puede aplicarse también para la
resolucion de sistemas no homogéneos, de la forma

x'=ax+by+r(t),
Yy =cx+dy+r(t).

En tal caso, al construir la ecuacién de segundo orden habra que aplicar el método
de variacién de las constantes o el de coeficientes indeterminados para hallar una
solucién particular de la misma. O

Observacién. Puede establecerse una equivalencia entre un sistema de orden n y una
ecuacion diferencial de orden 1, siguiendo un procedimiento anélogo al explicado an-
teriormente. Asimismo, existe una equivalencia entre un problema de valores iniciales
para una ecuacién de orden n y para un sistema del mismo orden. O

4.3. Meétodo de autovalores

Recordemos que un sistema lineal de la forma

x' = ax + by,
Yy =cx+dy,

puede escribirse en forma matricial como

X' = AX,

o= () x0=(i) v 4=(3)

Diremos que un valor A € C es un autovalor de la matriz A si existe un vector no
nulo v € R? tal que

donde

Av = Av.

Un vector v con esta propiedad es un autovector asociado al autovalor A.

Observaciéon. Un autovector nunca es tinico. De hecho, si v es un autovector de A
entonces av también lo es, para cualquier « € R, & # 0. O

La relacion Av = Av puede escribirse también como

(A—ADv =0,
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siendo I la matriz identidad. Se obtiene asi un sistema lineal homogéneo cuyas in-
cégnitas son las componentes del vector v. Dicho sistema tendrd solucién no nula
Unicamente si es compatible indeterminado, es decir, si

det(A — AI) = 0.

Esta es la denominada ecuacion caracteristica de la matriz A, cuyas soluciones A pro-
porcionan los autovalores de A.

Observacién. Es facil ver que los autovalores de la matriz A coinciden con las raices
del polinomio caracteristico P(A) definido como

P(A) = A2 —tr(A)A +det(A),
donde tr(A) y det(A) son, respectivamente, la traza y el determinante de la matriz A:

tr(A) =a+d, det(A) = ad — bc. O

11
=2 )

calculemos sus autovalores resolviendo la ecuacién caracteristica asociada:

‘1—)\ 1

Ejemplo 4.7. Dada la matriz

= 2— —= =
5 _1_A‘_o:m 3=0=A==+V3.

n
Para calcular un autovector v =

p

) asociado a A, hemos de resolver el sistema
asociado:

reamems (5L G) 0= LG

Despejando B en la primera ecuacién y sustituyendo en la segunda, obtenemos la
siguiente relacion:
(A2 =3)a = 0.

Cuando A = ++/3, esta ecuacién admite cualquier valor de & como solucién (como
era de esperar). Tomando por ejemplo & = 1, resulta que B = ++/3 — 1. Por tanto,
autovectores asociados a los autovalores A = \/5 y Ay = —\/5 son, respectivamente,

(A (Ao

Para calcular los autovalores de una matriz A en Sage, primero definimos dicha
matriz usando el comando matrix y luego accedemos a su método eigenvalues:



4.3 Método de autovalores 113

sage: A = matrix([[1, 11, [2, -111)
sage: A.eigenvalues ()
[-1.7320508075688787, 1.7320508075688787]

(nétese que V3 = 1.732050807568878 . . . ). Para determinar los autovectores asociados,
escribimos:

sage: A.eigenvectors_right ()
[(-1.7320508075688787, [(1, -2.7320508075688787)], 1),
(1.7320508075688787, [(1, 0.7320508075688787)]1, 1)]

El resultado es una lista con dos elementos, escritos entre paréntesis y separados
por una coma. En cada uno de estos elementos, el primer valor es un autovalor, el
segundo es un autovector asociado, y el tercero representa la multiplicidad algebraica
del autovalor. O

Observemos que la ecuacion caracteristica es una ecuacién polinomial de segundo
grado, por lo que pueden presentarse tres posibilidades:

I. Autovalores reales distintos.
II. Autovalor real doble.
III. Autovalores complejos conjugados.

A continuacién describiremos la forma de la solucion general del sistema en cada uno
de los casos.

I. Autovalores reales distintos: A1 # A,. La solucién general del sistema es

x(t) = a1 CreMt + apCrel,
y(t) = B1CreMt + BrCoel,

siendo C; y C, constantes arbitrarias y (a;,;)! un autovector asociado a A;, para
i=1,2.

Analicemos de donde surge la expresién anterior. Para i = 1,2, asociemos al auto-
valor A; funciones de la forma

xi(t) = e,
yi(t) = Bie'.

A continuacién, veamos qué condiciones deben verificar los coeficientes «; y B; para
que dichas funciones formen una solucién del sistema:

xXi(t) = ax;(t) + by;(t) = a;Aett = aneMit + bBett,
y;(t) = cxi(t) + dyl(t) = ,Bi)tie)‘it = CDéieAit + dﬁieAit.
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Simplificando y agrupando, obtenemos

(a—Ajaj+bp;i =0 (a —Ai b > (M) (0>
= = :
C(xi+(d—/\i),8i:O ¢ d_/\i ﬁi 0
Es decir, el vector (a;,B;)! debe ser un autovector de la matriz de coeficientes A,

asociado al autovalor A;.
Por otra parte, notemos que

x1(t) xz(t)‘ a0

va(t) ya(t) B1 B2

ya que dos autovectores asociados a autovalores distintos son linealmente indepen-
dientes (esto es facil de demostrar).

En resumen, si A; y A, son autovalores distintos de A, podemos construir la solu-
cién general del sistema como

Aqt Aot
_ x1€ Qo€ = (Ap+A)t
W(t) - ,Ble)\lt ‘BZe)\zt - 6( 1)

#0,

x(t) = a1 CreMt + apCre,
y(t) = B1CreMt + BrCoe,

siendo C; y C; constantes arbitrarias.

Ejemplo 4.8. Consideremos el sistema

¥=x+y,
y = 4x -2y,

()

Resolvamos la ecuacién caracteristica para determinar los autovalores de A:

cuya matriz de coeficientes es

A =2,

AM4A—-6=0=
Ay = —3.

Para calcular un autovector asociado a un autovalor A, resolvemos la siguiente ecua-
cion:
<1—A 1 )(1)4)_(0)2> (1-A)a+pB=0,
4 —2-7)\pB 0 4o — (2+a)B = 0.
Despejando 8 en la primera ecuacion y sustituyendo en la segunda, obtenemos:

(A2 4+ A —6)a = 0.
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Para A = 2 0 A = —3 el primer factor es nulo, por lo que podemos tomar un valor
arbitrario no nulo de &, por ejemplo, « = 1; el valor correspondiente de 8 se determina
a partir de la primera ecuacion. De esta forma, se obtienen los siguientes autovectores:

=) ()

Veamos qué resultado produce Sage:

sage: A = matrix([[1, 11, [4, -211)
sage: A.eigenvectors_right ()

(2, 01, I, 1), (-3, [(1, -], 1]

Finalmente, las funciones

x(t) = Cie?t + Cre™ 3,
y(t) = Cre* —4Cre™,

forman la solucién general del sistema.
Directamente, en Sage:

sage: var(’t?’)

sage: x = function(’x’, t)

sage: y = function(’y’, t)

sage: ecl = diff(x, t) == x + y

sage: ec2 = diff(y, t) == 4*x - 2%y

sage: desolve_system([ecl, ec2], [x, yl)

[x(t) == 1/5%x(x(0) - y(0))*xe~(-3*t) + 1/5*%(4*x(0) + y(0))*e~(2*t),
y(t) == -4/5%x(x(0) - y(0))*e~(-3xt) + 1/5%x(4xx(0) + y(0))*e~(2x%t)]

Observemos, de nuevo, que las constantes arbitrarias C; y C, vienen dadas en funcién
de los valores iniciales x(0) e y(0). O

En los dos casos restantes se puede razonar de manera similar. A continuacién
damos la forma de la solucién general del sistema en cada uno de ellos.

II. Autovalor real doble: A. La solucién general del sistema es, en este caso,

x(t) = szleM + Cz(M1 -+ Mzt)e/\t,
y(t) = BCreM + Co(Ny + Npt)e™,

siendo C; y C, constantes arbitrarias, («, f) un autovector asociado a A, y My, My, Ny
y N, valores a determinar por sustitucion en el sistema.

Ejemplo 4.9. Consideremos el sistema

x" = 3x — 4y,
V' =x-y,
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y calculemos sus autovalores a partir de la ecuacion caracteristica:
A2 —204+1=0=A=1 (raiz doble).

Determinemos un autovector asociado a A = 1:

C3 D)= 0-C D0 -0) -,

Ambas ecuaciones son equivalentes: & = 2f3; podemos pues tomara =2y = 1.
Usando Sage, obtenemos:

sage: A = matrix([[3, -4]1, [1, -111)
sage: A.eigenvectors_right ()

[C1, [(1, 1/2)1, 2)]

Es decir, se tiene un autovalor A = 1 con multiplicidad dos y autovector asociado
(1,1/2)!, que es proporcional al obtenido anteriormente.
La solucién general del sistema serd de la forma

x(t) = 2C1€t + Cz(Ml + Mzt)et,
y(t) = Cre! + Co(Ny + Nat)e'.

Los coeficientes M1, My, N1 y N; se determinan a partir de las ecuaciones del sistema.
Sustituyendo en la primera ecuacién y agrupando convenientemente, resulta

(Mq 4+ My) + Mat = (3M7 — 4N7) + (BMy — 4N )t.
Igualando los coeficientes del mismo orden, obtenemos

Mq + My =3Mq1 — 4Ny = 2M1 — My = 4Ny,
My =3M> — 4N, = My = 2N,.

De igual forma, a partir de la segunda ecuacién tenemos

2Ny 4+ Np = My,
Ni + Ny + Not = My — Ny + (Mp — Np)t = T2 !
My = 2Ns.

Observemos que las cuatro relaciones obtenidas pueden reducirse a dos:
{21\11 +No = My,
M, = 2Nj.
Tomando, por ejemplo, M; =1y N, = 1, deducimos que M, =2y N; = 0.
Finalmente, las funciones
{x(t) = 2Cyet + Cy(1 + 2t)e!,
y(t) = Cre' + Cate,

definen la solucién general del sistema.
Veamos qué opina Sage:
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sage: var(’t?’)

sage: x = function(’x’, t)

sage: y = function(’y’, t)

sage: ecl = diff(x, t) == 3*%x - 4x*y

sage: ec2 = diff(y, t) == x - y

sage: desolve_system([ecl, ec2], [x, yl)

[x(t) == 2xt*xe~t*x(0) - 4xt*xe~t*xy(0) + e t*xx(0),
y(t) == txe~t*x(0) - 2*t*xe~t*xy(0) + e~ t*xy(0)]

Teniendo en cuenta que C; = y(0) y C; = x(0) +2y(0), vemos que la solucién obte-
nida es la misma. O

III. Autovalores complejos: A = a &= bi, b > 0. La solucién general del sistema tiene la
siguiente forma:

{x(t) = e (Cy (g cos(bt) — ap sen(bt)) + Co(aq sen(bt) + o cos(bt))),
y(t) = e" (C1(B1 cos(bt) — Basen(bt)) + Co(B1 sen(bt) + B cos(bt))),

siendo C; y C, constantes arbitrarias y (a1 + azi, B1 + B2i) un autovector complejo
asociado a A = a + bi.

Ejemplo 4.10. Consideremos el sistema

x'=x-2y,

y' =4x + 5y,
cuyos autovalores son de la forma A = 3 & 2i. Para buscar un autovector asociado a
3 + 2i, consideramos la ecuacién matricial

(0 s ) (18- )

que, en componentes, es equivalente al sistema

{(“2 —a1—B1) — (g +ag+p2)i =0,
(201 + B1+ B2) + (202 — B1 + B2)i = 0.

Igualando las partes reales e imaginarias a cero, obtenemos las ecuaciones

ay —ap — 1 =0,
0614—0(2—1—[32:0,
200+ p1+ P2 =0,
200 — p1+ P2 =0,
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que pueden reducirse a dos:

a1 +ax+ B2 =0,
2&1+ﬁ1+,32:0.

Tomando a; =1y B = 1, deducimos que ap =2y B = —3.
En Sage se obtiene el siguiente resultado:

sage: A = matrix([[1, -2]1, [4, 5]11)
sage: A.eigenvectors_right ()
(3 - 2x1, [(1, -1 + 1xI)], 1), (3 + 2*I, [(1, -1 - 1xI)], 1)]

En resumen, las funciones

{x(t) = 3 (Cy(cos(2t) — 2sen(2t)) + Co(sen(2t) + 2 cos(2t))),
y(t) = e (Cy(cos(2t) + 3sen(2t)) 4+ Co(sen(2t) — 3cos(2t))),

son las componentes de la solucion general del sistema.
Calculemos la solucién usando Sage directamente:

sage: var(’t?’)

sage: x = function(’x’, t)

sage: y = function(’y’, t)

sage: ecl = diff(x, t) == x - 2%y
sage: ec2 = diff(y, t) == 4*xx + bx*y

sage: desolve_system([ecl, ec2], [x, yl)
[x(t) -((x(0) + y(0))*sin(2xt) - cos(2xt)*x(0))*e~(3*t),
y(t) ((2%x(0) + y(0))*xsin(2xt) + cos(2*t)*y(0))*e~(3*t)]

Podemos recuperar la solucién obtenida anteriormente haciendo los cambios x(0) =
C1 4+ 2C,, y(O) = C; —3C. ]

Observacién. Tanto el método de variaciéon de las constantes como el de coeficientes
indeterminados pueden adaptarse para resolver sistemas lineales no homogéneos. [

Observacién. El método de autovalores presentado en esta seccion puede extenderse
de forma natural para resolver sistemas lineales de orden arbitrario. O

4.4. Teoria geométrica: el diagrama de fases

Como sabemos, una solucién particular de un sistema lineal de orden dos consta
de dos funciones, x(t) e y(t). Nos planteamos en esta seccién el problema de repre-
sentar graficamente dicha solucién de la manera més adecuada posible. Este camino
nos llevard a una interpretacion de corte geométrico de la estructura de las soluciones
del sistema.

Una primera idea consiste en representar por separado las gréficas de las funciones
x(t) e y(t). Sin embargo, con este tipo de representaciéon no podemos reflejar de forma
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clara la relacién existente entre ambas variables. También podriamos plantearnos el
considerar en el espacio IR® la curva formada por los puntos de la forma (¢, x(t),y(t)).
En este caso la dificultad estriba en la propia realizacién de la representacién gréfica:
en general no es sencillo dibujar curvas en el espacio.

Consideremos un punto arbitrario (xg,yo) € R? y sea (x(t),y(t)) la tinica solucién
del sistema que verifica las condiciones iniciales x(0) = xp, y(0) = yo. La curva en
IR? formada por los puntos (x(t),y(t)) es la érbita o trayectoria del sistema asociada al
punto (xo, yo). Es habitual referirse, en este contexto, a la variable t como el tiempo. De
este modo, la 6rbita de un punto nos dice como varfa su posiciéon en R? conforme el
tiempo cambia. El sentido de avance de la 6rbita suele indicarse con una flecha sobre
la curva.

Mediante las 6rbitas podemos representar la relaciéon cualitativa existente entre
las componentes de la solucién. Para ello, expresaremos la relacién entre las varia-
bles x e y, de forma explicita o implicita, mediante la eliminacién del parametro ¢.
Obtendremos asi una curva en el plano x-y sobre la cual estara situada la 6rbita co-
rrespondiente. [lustremos este proceso mediante un par de ejemplos.

Ejemplo 4.11. La solucién del sistema

x' =x,
y = 2x,

con condiciones iniciales x(0) = 1, y(0) = 2, viene dada por las funciones

x(t) = e,
y(t) = 2¢'.
Dicho de otra forma, la 6rbita que pasa por el punto (1,2) es la curva definida por

(ef,2e).
En este caso es facil eliminar el pardmetro t. Teniendo en cuenta que e’ = x, resulta

y =2 =2x =y =2x.

La expresi6n obtenida nos dice que los puntos de la 6rbita (¢!, 2¢") estéan sobre la curva
y = 2x, pero no que la 6rbita sea toda la curva. Notemos que x = ¢! > 0 ey = 2¢! > 0,
por lo que la 6rbita queda confinada en el primer cuadrante. Ademads,

lim(x(£), y(t)) = (c0,0),

lo que indica que la érbita tiende a infinito, en ambas variables, conforme el tiempo
avanza. Asimismo,

lim (x(t),y(t)) = (0,0),

t——o0



120 Sistemas de ecuaciones diferenciales

401 y(t)

20 x(t) T (1,2)
2 1 1 2 3 05 1 15
Funciones x(t) = ¢!, y(t) = 2¢'. Orbita del punto (1,2).

Figura 4.2: Distintas formas de representar la solucién del ejemplo 4.11.

lo que significa que la 6rbita tiende al origen cuando el tiempo retrocede (suele decirse
que la orbita sale del origen). En la figura 4.2 se representan las funciones x(f) e y(t),
asi como la érbita correspondiente al punto (1,2).

En Sage podemos resolver el sistema y calcular los limites de la solucién de la
siguiente forma:

sage: t = var(’t?’)

sage: x = function(’x’, t)

sage: y = function(’y’, t)

sage: ecl = diff(x, t) == x

sage: ec2 = diff(y, t) == 2x*x

sage: sol = desolve_system([ecl, ec2], [x, yl], ics=[0, 1, 2]); sol
[x(t) == e~t, y(t) == 2%e~t]

sage: soll = sol[0].rhs()

sage: sol2 = sol[1].rhs()

sage: limit(soll, t=oo0), limit(sol2, t=o00)

(+Infinity, +Infinity)

sage: limit(soll, t=-o00), limit(sol2, t=-o00)

(0, 0)

Para dibujar la 6rbita correspondiente, digamos para t € (—10,1), podemos usar el
comando parametric_plot:

sage: fig = parametric_plot((soll, sol2), (t, -10, 1))

sage: show(fig)

El resultado obtenido puede verse en la figura 4.2. O

Ejemplo 4.12. Consideremos el sistema

x'=—y,
y'=x,

con condiciones iniciales x(0) = 1, y(0) = 0. Su solucién estd definida por las funcio-
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nes
x(t) = cos(t),
y(t) = sen(t).
De este modo, la curva definida por (cos(t),sen(t)) es la 6rbita que pasa por el punto
(1,0).
Para eliminar el pardmetro ¢, notemos que

x? +y? = cos?(t) +sen’(t) =1,

lo que indica que la 6rbita correspondiente esta sobre la circunferencia de centro el
origen y radio unidad. De hecho, al variar ¢ en el intervalo [0,277), recorremos todos
los puntos de la circunferencia. En consecuencia, la 6rbita del punto (1,0) es toda la
circunferencia
x? + y2 =1

En este caso la 6rbita es periddica, con periodo 27, ya que la solucién (x(t),y(t)) toma
el mismo valor en un punto t que en los puntos de la forma t + 2k, para k € Z.

En la figura 4.3 se representan los resultados obtenidos. O

1.25F

l z(t) s
0.75—
AL AN '
0.25H 1

T s o o2 o5 o

-0.25F
-0.5
-0.75

Ak

Funciones x(t) = cos(t), y(t) = sen(t). Orbita del punto (1,0).

(1,0)

Figura 4.3: Distintas formas de representar la solucién del ejemplo 4.12.

No es dificil demostrar que dos 6rbitas distintas nunca pueden cortarse, debido al
teorema de existencia y unicidad de soluciones. De esta forma, el espacio R?, denomi-
nado espacio de fases, puede particionarse mediante érbitas: por cada punto pasa una
Unica orbita y dos de éstas nunca se cortan. Dichas orbitas estdn orientadas segtn el
sentido de avance del tiempo. El espacio de fases junto con la estructura dada por el
conjunto de todas las érbitas orientadas se denomina diagrama de fases del sistema.
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Observacién. La teoria cualitativa o geométrica de ecuaciones diferenciales (que forma
asimismo parte de la teoria de Sistemas Dindmicos) permite estudiar el comporta-
miento de las soluciones de un sistema de ecuaciones diferenciales sin necesidad de
obtenerlas explicitamente. La herramienta bdasica de dicha teoria es el diagrama de
fases, a través del cual podemos responder a cuestiones sobre el comportamiento de
las soluciones a largo plazo, la estabilidad de las 6rbitas, la existencia de 6rbitas pe-
riédicas, etc. La teoria cualitativa para sistemas no lineales hace uso de herramientas
matemadticas avanzadas que estdn fuera del alcance de este trabajo. O

Una clase especial de 6rbitas son los puntos criticos o de equilibrio, que corresponden
a soluciones constantes del sistema, esto es, soluciones que verifican x’(t) = /() = 0
para cualquier valor de t. Su representacién gréfica se reduce a un punto en R?.

Ejemplo 4.13. Calculemos los puntos criticos del sistema

¥=x-y,
Yy =x+y.
Para ello, basta con igualar las derivadas a cero y resolver el sistema resultante:
—y=0
Y =x=0,y=0.
x+y=0

Por tanto, (0,0) es el tnico punto critico del sistema. Su 6rbita se reduce al punto
(0,0), ya que la solucion que parte del origen seria x(t) =0, y(t) = 0. O

x'=x+y,
y'=x+y,
posee infinitos puntos criticos. En efecto, igualando las derivadas a cero nos queda la

condicién x 4+ y = 0. Cualquier punto (xo,yo) que verifique xo + yo = 0 es un punto
critico. Tenemos pues toda una recta de puntos criticos: y = —x. O

Ejemplo 4.14. El sistema

Ejemplo 4.15. Consideremos una particula de masa unidad que se desplaza sobre
una recta, y denotemos por x su posicién respecto de un sistema de referencia fijado.
Supongamos que sobre la particula actda una fuerza que es funcién de la posiciéon y
la velocidad: f(x,x’). La segunda ley de Newton nos permite escribir la ecuaciéon del
movimiento: x” = f(x,x’). Llamando y = x” a la velocidad de la particula, podemos
escribir la ecuacién diferencial como un sistema:

o
y' = f(xy).

Los puntos criticos tienen la forma (x(,0), donde x( debe ser solucién de la ecuacién
f(x0,0) = 0. En tales puntos, tanto la velocidad x’ como la aceleracién y' = x” son
nulas, por lo que la particula permanece en estado de equilibrio. O
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Es claro que, dado un sistema lineal

x' = ax+ by,
Yy =cx+dy,

el origen (0,0) siempre es un punto critico del mismo. Para que sea el tinico punto
critico, el sistema

ax +by =0,
cx+dy =0,
debe tener solucién tnica, lo cual es cierto si y sélo si
a b
det(A) = d‘:ad—bc;&O.

Es decir, el origen es el anico punto critico del sistema si y sélo si det(A) # 0. A partir
de ahora supondremos que se verifica esta condicién.

Para representar el diagrama de fases de un sistema tenemos que calcular su solu-
cién general y representar en el plano de fases un ntimero adecuado de 6rbitas. Para
sistemas lineales que verifican det(A) # 0, el diagrama de fases s6lo admite cuatro
configuraciones bdsicas, en las cuales el origen es el tinico punto critico presente. Las
posibles configuraciones son:

» Nodo. Todas las 6rbitas entran en el origen (nodo estable) o salen de éste (nodo
inestable). Véase la figura 4.4.

» Foco. Ahora las 6rbitas tienden o parten del origen (foco estable o inestable, res-
pectivamente), pero dando infinitas vueltas alrededor del mismo. Gréficamente,
las orbitas tienen forma de espirales, que pueden girar en el sentido de las agujas
del reloj o al contrario. Véase la figura 4.5.

» Punto de silla. En este caso hay dos 6rbitas que tienden al origen (formando con
éste la denominada variedad estable), otras dos que salen del origen (formando la
variedad inestable) y el resto de Orbitas tienden de forma asintética a las anterio-
res. Véase la figura 4.6.

= Centro. El diagrama de fases consta de curvas cerradas concéntricas alrededor
del origen. Véase la figura 4.6.

Observacién. La idea intuitiva del concepto de estabilidad es muy sencilla. Un punto
critico es estable si las 6rbitas de los puntos cercanos al punto critico permanecen
cerca de éste conforme el tiempo avanza. Ademas, si dichas 6rbitas convergen cuando
t — oo al punto critico, se dice que éste es asintéticamente estable. De hecho, los nodos



124 Sistemas de ecuaciones diferenciales

Nodo estable Nodo inestable

Figura 4.4: Diagrama de fases alrededor del origen (0,0): nodos.

P <
» <

@
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¥-
\_ ——/
Foco estable Foco inestable

Figura 4.5: Diagrama de fases alrededor del origen (0,0): focos.

y focos estables son asintéticamente estables, mientras que un centro es estable pero
no asintéticamente estable. Cuando falla la condicién de estabilidad, se dice que el
punto critico es inestable; por ejemplo, un punto de silla. O

A continuacién veremos, mediante diversos ejemplos, como aparecen los distintos
tipos de diagramas de fases.
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> <
» <

N

Punto de silla Centro

Figura 4.6: Diagrama de fases alrededor del origen (0,0): punto de silla y centro.
Ejemplo 4.16. Dibujemos el diagrama de fases del sistema
x'=x,
Yy = —x+2y.

1 0

En primer lugar, notemos que

por lo que (0,0) es el anico punto critico.
La solucién general del sistema es de la forma

x(t) = Cief,
y(t) = Cre' + Coe*,

siendo C; y C; constantes arbitrarias. El punto critico (0,0) se obtiene para los valores
C1 = 0y Gy = 0. A continuacién analizaremos cémo son las demads 6rbitas, en funcién

de los valores de las constantes C; y Cs.

Supongamos C; = 0y Cp # 0; en tal caso, x = 0 e y = Cpe?. Si C; > 0 se tiene
que y > 0; ademds, y — oo cuando t — oo, mientras que y — 0 si t — —oco. La 6rbita
correspondiente consiste en el semieje y positivo, orientado en el sentido creciente
de y. De forma andloga, la 6rbita correspondiente a C; < 0 consiste en el semieje y
negativo, orientado en el sentido decreciente de y. Graficamente, en ambos casos la

6rbita “sale” del origen.
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SiCy #0y C, =0, tenemos x = Crel e y = Cpe!, por lo que y = x; esto indica
que las Orbitas correspondientes estardn sobre la recta y = x. Para C; > 0 se tiene
que x = y > 0, por lo que la 6rbita estard en el primer cuadrante. Se verifica que
X =1y — 00 sit — oo, mientras que x = y — 0 cuando t — —oo. La 6rbita obtenida es
la semirrecta y = x contenida en el primer cuadrante, orientada en sentido creciente
(hacia el noreste). Para C; < 0 se obtiene la semirrecta y = x en el cuarto cuadrante,
orientada en sentido decreciente (hacia el suroeste).

Supongamos ahora que C; # 0y C; # 0. Teniendo en cuenta que x = Cye/,
podemos escribir

y = Cre’ + Coe®' = Cre' + C—i(Clet)Z =x+ C—§x2.
& G
Por tanto, las 6rbitas estardn sobre pardbolas de la forma y = x + Cx?, con C # 0
constante. Cada una de estas parabolas pasa por (0,0), y es claro que x - 0ey — 0
cuando t — —oo, por lo que todas las 6rbitas salen del origen. Cada parabola consta
pues de tres 6Orbitas: el punto critico (0,0) y los dos trozos de parédbola restantes, que
salen del origen.

La configuracién del diagrama de fases obtenida corresponde a un nodo inestable,

que se representa en la figura 4.7. O

N
I

-
T

'
_
T

Figura 4.7: Nodo inestable del ejemplo 4.16.

Ejemplo 4.17. Consideremos el sistema

x'=—-x—y,
y'=x-y.



4.4 Teoria geométrica: el diagrama de fases 127

El origen es el tinico punto critico, ya que

-1

'11

P
La solucién general del sistema es

{x(t) = ¢ !(Cy cos(t) + Cysen(t)),
y(t) = e !(Cysen(t) — Cycos(t)).

La soluciéon correspondiente a C; = 0 y C; # 0 viene dada por la curva de com-
ponentes x(t) = Coe 'sen(t) e y(t) = —Cpe ' cos(t), cuya representacion gréfica es
una espiral que da infinitas vueltas alrededor del origen!. Por otra parte, x(t) e y(t)
tienden a 0 cuando t — oo, por lo que las Orbitas entran en el origen. Los restantes
casos se tratan de manera anéaloga.

Hemos visto que todas las 6rbitas son espirales que entran en el origen, por lo que
el diagrama de fases correspondiente es un foco estable: véase la figura 4.8. O

Figura 4.8: Foco estable del ejemplo 4.17.

!Podemos dar una idea intuitiva del porqué. Para ello, elevemos x(t) e y(t) al cuadrado y sumemos:
x(t)? 4+ y(t)? = Cae ! (cos?(t) + sen®(t)) = Cae 2.

Para cada valor de t, el punto (x(f),y(t)) estd sobre la circunferencia de centro el origen y radio
|Cale™t. Al ir variando el dngulo de giro t el radio va decreciendo, por lo que los puntos (x(t),y(t))
van describiendo una espiral que tiende al origen. El nimero de vueltas que da la espiral es infinito,
ya que el dngulo t recorre todos los intervalos de la forma [k, 27t + k|, k € Z.
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Ejemplo 4.18. Un ejemplo de punto de silla nos lo proporciona el diagrama de fases
del siguiente sistema:

{x’ =2x+y,
y' =-v.
Se verifica que
2 1
0o —1|= 270

por lo que el origen es el tnico punto critico. La solucién general del sistema es

x(t) = Cre~t + Coe?,
y(t) = —3Cre L.

Para C; = 0, tenemos que x = Cyre?t e y = 0. Determinamos asi la variedad
inestable, que estd formada por el semieje x positivo (orientado hacia la derecha; co-
rresponde a C; > 0) y el semieje x negativo (orientado hacia la izquierda; corresponde
a Cp < 0), separados por el punto critico (0,0).

Al considerar C; # 0y C; = 0, resulta que x = Cie~! e y = —3Cie™ !, de donde
y = —3x. El origen divide a esta recta en dos 6rbitas que tienden al punto critico. La
recta y = —3x forma la variedad estable.

Supongamos ahora C; # 0y Cy # 0. De y = —3Cje! podemos despejar ¢! =

Yy

———, por tanto,
3¢, P

2 2
x = Cie "+ Cpe —C1< _3C1>+C2< —y) = 3-|— 7

En consecuencia, las 6rbitas corresponden a las ramas de las curvas definidas por la
ecuacion

Su sentido viene determinado por el sentido de las érbitas que forman las variedades
estable e inestable.
En la figura 4.9 se representa el esquema de fases correspondiente. O

Ejemplo 4.19. Consideremos el sistema

x' = —4y,
y = x.

En primer lugar, comprobemos que el origen es el tinico punto critico:

0 —4
e
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Figura 4.9: Punto de silla del ejemplo 4.18.

La solucién general del sistema es

x(t) = Cy1 cos(2t) + Cp sen(2t),
y(t) = %(Cl sen(2t) — Cp cos(2t)).

Notemos que
X2 + 4y? = (C3 + C3)(cos?(2t) 4+ sen?(2t)) = C2 + C3 = C2,
lo que significa que cada 6rbita distinta del origen estd sobre una elipse de ecuacién
x* +4y* = C?,

para una cierta constante arbitraria C # 0. Como ninguna elipse contiene al punto
critico, resulta que cada elipse es una 6rbita completa. Este tipo de 6rbita se denomina
cerrada o periddica.

Veamos a continuacién como determinar el sentido de giro de las 6rbitas. Supon-
gamos que x > 0 e y > 0 (esto es, estamos en el primer cuadrante); a partir de las
ecuaciones, deducimos que ' = —4y < 0 e y’ = x > 0, lo que significa que x decrece
mientras que y crece. Por tanto, las 6rbitas deben girar en el sentido contrario a las
agujas del reloj.

El diagrama de fases resultante es un centro, que se representa en la figura 4.10. [

La estructura del diagrama de fases de un sistema lineal que verifica det(A) # 0
queda perfectamente determinada a partir de las raices del polinomio caracteristico
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»

Figura 4.10: Centro del ejemplo 4.19.

asociado,
P(A) = A2 —tr(A)A + det(A).

Los posibles casos son los siguientes:

L. Raices reales del mismo signo: A1, Ay € R, A;A; > 0. El diagrama de fases resultante
es:

» Un nodo estable si las raices son negativas: A1, Ay < 0.

» Un nodo inestable si las raices son positivas: A1, A, > 0.

II. Raices reales con signos opuestos: A1,A; € R, AjA; < 0. El diagrama de fases es un
punto de silla.

III. Raices complejas no imaginarias puras: A = a & bi, a # 0. Obtenemos:

» Un foco estable si la parte real es negativa: a < 0.

» Un foco inestable si la parte real es positiva: a > 0.

IV. Raices complejas imaginarias puras: A = +bi, b # 0. El diagrama de fases corres-
pondiente es un centro.
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Ejemplo 4.20. Retomemos los ejemplos estudiados anteriormente para determinar la
configuracion del diagrama de fases de forma directa.

x'=x,
y'=—x+2,

tiene como polinomio caracteristico P(A) = A2 — 3A + 2, cuyas raices son A; = 1
y Ay = 2. Al ser reales y del mismo signo, el diagrama de fases es un nodo; al
ser positivas, el nodo es inestable.

n El sistema

» El polinomio caracteristico del sistema

x'=—-x—y,
y'=x-y,
es P(A) = A% 4+ 2\ + 2. Sus raices son A = —1 +1i, por lo que el diagrama de

fases es un foco. Como la parte real de las raices es negativa, el foco es estable.

» El sistema

{x’ =2x+y,

V=

tiene a P(A) = A2 — A — 2 como polinomio caracteristico. El diagrama de fases
correspondiente es un punto de silla, ya que las raices Ay = =1y A = 2 son

reales y de distinto signo.

» Por tdltimo, el polinomio caracteristico del sistema

x'=—y,

V=2
es P(A) = A% + 1. Sus raices son imaginarias puras: A = =i, por lo que el
diagrama de fases es un centro.

Los resultados son consistentes con los obtenidos en los ejemplos 4.16—4.19. O

Notemos que las raices del polinomio caracteristico nos proporcionan informacién
cualitativa sobre el diagrama de fases, es decir, nos dice cudl es la estructura general
del diagrama pero sin precisar la forma exacta de sus 6rbitas. Para obtener esto tulti-
mo, tendrfamos que resolver el sistema y dibujar las 6rbitas a partir de su expresién
explicita, tal y como hicimos en los ejemplos 4.16—4.19.

Consideramos a continuacién un ejemplo en el que se analiza el diagrama de fases
de un sistema que no verifica la condicién det(A) # 0.
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Ejemplo 4.21. Consideremos el sistema lineal

x' =x,
y = x.

En este caso, la matriz de coeficientes tiene determinante nulo. Los puntos criticos son
de la forma (0,yp), con yp € RR; esto es, el eje y estd compuesto de puntos criticos.

R

1
0.5 1

Figura 4.11: Diagrama de fases del ejemplo 4.21.

Para determinar la solucién general, resolvemos la primera ecuacién de forma
directa:
/
X' =x = x(t) = Cié,

y a continuacién integramos en la segunda:

Y =x=y(t) = /x(t)dt = /Cletdt = Cie' + Cy.
Por tanto, resulta que la solucién general del sistema es

x(t) = Cyef,
y(t) = Clet + Cz.

Observemos que para C; = 0 se obtiene la recta de puntos criticos x = 0. Para
Cy # O es claro que y = x 4 Cy, por lo que las 6rbitas correspondientes seran rectas de
pendiente 1. Notemos que, independientemente del signo de Cy, las 6rbitas se alejan
del eje x cuando t — co. La estructura del diagrama de fases puede apreciarse en la
tigura 4.11. O
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4.5. Aplicaciones

4.5.1. Calentamiento de edificios

En la seccién 2.7.3 estudiamos un modelo de calentamiento de edificios en el que
se suponia que la temperatura estaba uniformemente distribuida en el interior del
edificio. Dicho modelo es apropiado para estudiar el caso de un edificio con un tnico
compartimento.

En esta seccién vamos a considerar un modo algo mds preciso de representar aquel
modelo, a saber:

T'(t) = _T) — Te(t) +C(H(t) + U(t, T(t))), te[0t],

K
T(0) = Ty,

donde T(t) (en °C) denota la temperatura en el interior del edificio y T,(t) es la tem-
peratura en el exterior; la constante positiva K (en horas, h) es la constante de tiempo
de transferencia de calor, que depende de la calidad del aislamiento; C (en °C/kcal)
es la capacidad calorifica del edificio, que depende de su tamario; H(t) (en kcal/h)
representa el calor generado por personas, luces, etc., en el interior del edificio; y
U(t, T(t)) (en kcal/h) denota los efectos del sistema de calefaccién o de aire acondi-
cionado, que dependen tanto del tiempo t como de la temperatura en cada instante
T(t); por ultimo, t* es el tiempo final y Ty denota la temperatura inicial del edificio.

Vamos a considerar ahora un edificio con varios compartimentos, cada uno de los
cuales puede tener una temperatura diferente a la del resto. Por simplicidad, ana-
lizaremos un modelo con dos compartimentos (figura 4.12), aunque la idea puede
extenderse para un nimero arbitrario de ellos.

Denotemos por T;(t), H;(t) y U;(t, T(t)) la temperatura, fuentes de calor y fuentes
de calefaccion/refrigeracion, respectivamente, del compartimento i = 1,2. Sean C; y
C; las constantes de capacidad calorifica de los compartimentos. K; es la constante de
tiempo de transferencia de calor correspondiente a las paredes que limitan el com-
partimento i-ésimo con el exterior. Asimismo, es necesario introducir las constantes
de tiempo de transferencia de calor entre ambos compartimentos, Kj, y Kj1; dichos
valores deben verificar la relacion C1Ki, = CK»1.

El sistema de ecuaciones diferenciales a considerar es el siguiente:

1) = — T (1) + 6 Ta(6) - () - Ta(e)
13(0) = — 2T 6 (1a(0) 4t Tale)) - - (Tatt) ~ Ta(o)

junto con las condiciones iniciales

T1(0) = Ty,
T5(0) = Toy,
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Figura 4.12: Edificio con dos compartimentos.

siendo T; la temperatura inicial en el compartimento i = 1, 2.

Observacién. El término extra que aparece en la primera ecuacion, —Kiu(Tl(t) —
T»(t)), proviene de la ley del enfriamiento de Newton, y representa la pérdida (si
T1(t) > T»(t)) o ganancia (si T1(t) < T»(t)) de calor en el primer compartimento a
través de la pared que lo separa del segundo compartimento. Un término andlogo
aparece en la segunda ecuacion. O

Ejemplo 4.22. Consideremos un edificio dividido en dos zonas, A y B. La zona A,
cuya capacidad calorifica es de 5.5 - 10~% °C/kcal, se calienta mediante una estufa que
proporciona 2 - 10* kcal/h. La constante de tiempo para la transferencia de calor entre
la zona A y el exterior es de 4 horas, entre la zona B y el exterior es de 5 horas, y entre
las dos zonas es de 2 horas. Si la temperatura exterior es de 0 °C, vamos a determinar
la temperatura minima que se alcanza en la zona B al cabo de 4 horas, suponiendo
que las temperatura inicial en la zona A es de 10 °C y en la zona B de 12 °C.

Segun el enunciado del problema, se tiene que T, = 0, K; =4, K; =5, Ky = Ky =
2yC;=55- 1074 G, puede calcularse a partir de la relaciéon C1Kjp = C2K31, aunque
no serd necesario. Por otra parte, tenemos que H; = H, = 0, ya que no consideramos
el calor generado por personas o maquinaria en el interior del edificio. Por dltimo,
U; = 0 ya que no hay calefacciéon en la zona B, y

CiU; = <5.5 1074 CT> : (2-104 JTaziI> —11°C/h

para la zona A. El sistema de ecuaciones diferenciales queda pues de la siguiente
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T =

T, =
T = —3T1 + 3T> + 11,
Ty =3T — 4T

Podemos resolver el sistema mediante el método de sustitucidon. Derivamos en la
segunda ecuacion:

forma:

Ty —3(Th — Tr) + 11,
T,— (T, —T),

U‘II>—‘ »l>|)—‘

o bien

/
T =511 - Tzf
y sustituimos T usando la primera ecuacion:
T =3(- 30+ 3T+ 11) — 4T,

Despejando T; de la segunda ecuacién y sustituyendo en la expresion anterior, se
obtiene:
_1u
29+/401 _ —29-1/401
10 - Iras

Las raices del polinomio caracteristico son Ay = ===y Ay =
aplicar el método de variacion de las constantes, llegamos a que la solucién general
de la ecuacion de segundo orden es

R
T C Aqt C Axt
(t) = Cie™" 4 Coe™ + —)\1 R
donde R = Ll es el término independiente. Por tltimo, a partir de la segunda ecuacién
podemos calcular Ty:

7R
T (t) = C1(2A1 + L)eM! + Co(2A5 + Z)eM 4 ——.
1( ) 1( 1 5) 2( 2 5) 5)\1A2
Las condiciones iniciales del problema son T;(0) = 10 y T»(0) = 12, lo que da
lugar a los valores

1 R 1 R
C = A=A (___12A2+A1> C, = N — (———12)\1+/\2>

En la figura 4.13 se representa la evolucién de las temperaturas en las zonas A y B
durante cuatro horas. Como puede observarse, la temperatura en la zona A aumenta
de forma continua hasta alcanzar una temperatura maxima de T;(4) ~ 22.8 °C. En
cambio, la temperatura en la zona B comienza disminuyendo y luego tiende a aumen-
tar hasta alcanzar una temperatura maxima de T,(4) ~ 14.7 °C. Si queremos calcular
la temperatura minima en la zona B, podemos usar la derivada de T:

A Gy

1
Ti(H) =0 = AMCieMt + 1Cret =0 =t = —— In | —2222 ) ~0.76.
2(t) 1G1e7 A Aot AM— Ay MGy
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Figura 4.13: Temperaturas en las zonas A y B.

En dicho instante se alcanza la temperatura minima: T,(0.76) ~ 10.92 °C.
Vamos a resolver el problema usando Sage. En primer lugar, obtenemos la solucién
del sistema y la dibujamos:

sage: t = var(’t?)

sage: Tl = function(’T1’, t)

sage: T2 = function(’T2’, t)

sage: ecl = diff(T1,t) + 3/4*T1 - 1/2%T2 - 11 == 0

sage: ec2 = diff(T2,t) - 1/2*T1 + (1/5+1/2)*T2 == 0

sage: [soll, sol2] = desolve_system([ecl, ec2], [T1, T2],
ics=[0, 10, 12])

sage: soll = soll.rhs()

sage: sol2 = sol2.rhs()

sage: figl = plot(soll, 0, 4, color = ’blue’, legend_label=’T1’)

sage: fig2 = plot(sol2, 0, 4, color = ’green’, legend_label=’T2’)

sage: show(figl + fig2)

El resultado puede verse en la figura 4.13. A continuacién, calculamos la temperatura

maxima en la zona A y el instante en que se alcanza:

sage: soll.find_maximum_on_interval (0, 4)
(22.846076301719574, 3.9999998801867243)

asi como la temperatura minima en la zona B y su instante correspondiente:

sage: soll.find _maximum_on_interval (0, 4)
(10.92326505335898, 0.76403288092266153)

4,5.2. Mas sobre vibraciones mecanicas

En la seccién 3.9.1 estudiamos el comportamiento de un mévil de masa m; sujeto
por un muelle de constante eldstica k; a una pared. Supongamos ahora que a dicho
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movil se le une otro mévil de masa m, mediante un muelle de constante k. Llamemos
x1(t) y x2(t), respectivamente, a los desplazamientos de los méviles respecto de sus
posiciones de equilibrio, 01 y 0. En la figura 4.14 se esquematiza el planteamiento del
problema. Supondremos que sobre el sistema no acttia ninguna otra fuerza.

<> <>
- 0, x,) 0, x, +

Figura 4.14: Vibraciones mecénicas: planteamiento del sistema.

La fuerza que ejerce un muelle sobre un mévil es proporcional a la elongacién del
muelle y opuesta al movimiento (ley de Hooke). Asi pues, las fuerzas ejercidas por los
muelles sobre el moévil de masa m; son de la forma —kjxq y ka(x2 — x71). Asimismo,
sobre el muelle de masa m; se ejerce una fuerza de la forma —kp(xy — x7).

A partir de la segunda ley de Newton podemos deducir las ecuaciones del movi-
miento:

mlxi’ = —k1x1 + kz(JCz — xl),
moxy = —kp(x2 — x1),

que pueden escribirse de la siguiente forma:

mlx’l’ = —(kl + kz)xl + koxo,
mzxé/ = kle — kzXz.

Para plantear un problema de Cauchy, es necesario fijar las posiciones y velocidades
iniciales de ambos moviles:

_ /
x1(0) =%, x7(0) =91, x2(0) =%, x(0) =vy.
Las ecuaciones del movimiento forman un sistema de dos ecuaciones de segundo
orden. Para pasar a una séla ecuacion diferencial, comenzamos derivando dos veces
la primera ecuacién

m1x§4) = —(kl —+ kz)xﬁ’ + kzx,zl,
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y sustituimos xJ usando la segunda ecuacion:

2 2
4 k k
mlxg ) — —(k1 + kz)xal + —mzle — —mzzx;z.

A continuacién, despejamos x; de la primera ecuaciéon

ki +k
Xy = @xi/ pat 2x1, (4.1)
ka ko
y sustituimos en la expresiéon anterior:
2 2
(4) _ Lk ky (m1_y | kitke
mix; = — (k1 +ko)x} + m—2x1 - m—2<k_2x’_|_ 1)
Por ultimo, pasamos todos los términos al primer miembro y simplificamos:
kom kik
m1x§4) + (k1+k2+—2 1)xi’+—1 2%, = 0.
my my

Esta ecuacion de cuarto orden determina el movimiento del mévil de masa m1. Una
vez calculada la solucién x;, usamos la relaciéon (4.1) para determinar el comporta-
miento del mévil de masa m».

1.5

1 5 (t)

Figura 4.15: Graficas de x1(t) y x2(t).

Consideremos un caso particular: supongamos que los valores de las constantes
sonmy =2, my =1, k; = 4yky = 2, sin preocuparnos del sistema de unidades
utilizado. En tal caso, la ecuacion de cuarto orden seria

22" +10x] + 81 = 0= 2" +5x{ + 431 = 0.
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La correspondiente ecuacion caracteristica es
A +502 +4=0.

aciendo el cambio u = obtenemos una ecuacién polinomial de segundo orden,
H do el b A2 obt 1 1d d d
que podemos resolver facilmente:

WH5su+4=0=pu=—-1, yp=—4
Deshaciendo el cambio, resulta
p=-1=>A==4i, p=-4=A==22i
Por tanto, la solucién general para x; es
x1(t) = Cycos(t) + Cosen(t) + Czcos(2t) + Cysen(2t).
Usando (4.1), determinamos la solucién general para x;:
x2(t) = 2Cy cos(t) + 2Cy sen(t) — Czcos(2t) — Cysen(2t).

Supongamos ahora que tenemos las siguientes condiciones iniciales:

Es decir, el primer mévil se desplaza una unidad hacia la izquierda y el segundo una
unidad hacia la derecha respecto de sus posiciones de equilibrio; ademéds, al primer
movil se le imprime una velocidad inicial positiva de médulo uno, mientras que el
segundo se suelta sin velocidad inicial. La imposicién de las condiciones iniciales
conduce a

Ci+C=-1
C+2C =1 1 1
2C1—C3:1 $C1:0,C2=§,C3:—1,C4:§.
Cr—C4=0

Por tanto, se obtienen las soluciones
x1(t) = S sen(t) —cos(2t) + 2 sen(2t), xp(t) = 5sen(t) + cos(2t) — % sen(2t),

que se representan en la figura 4.15.
La solucién obtenida representa un movimiento periédico de ambos méviles alre-
dedor de sus respectivas posiciones de equilibrio.
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4.5.3. El péndulo amortiguado

Consideremos un péndulo de longitud L y masa m, y llamemos x(t) al &ngulo que
forma el péndulo con la vertical en el instante t (véase la figura 4.16); supondremos
que el origen se halla en la posicion de equilibrio del péndulo. La ecuacién del mo-
vimiento puede deducirse a partir de la segunda ley de Newton, y tiene la siguiente
expresion:

x" + %sen(x) =0,

siendo g la constante gravitatoria. Introduzcamos una fuerza de amortiguacién o ro-
zamiento proporcional a la velocidad del péndulo. En tal caso, la ecuacién del movi-
miento es

1 a / 8
- (<3 0,
X'+ —x + L sen(x)
siendo a > 0 la constante de rozamiento. Introduciendo la variable Yy = x/ (velocidad),

la ecuacién anterior puede escribirse como un sistema no lineal:

/

x' =y,

Figura 4.16: Sistema de referencia del problema del péndulo.

Es bien sabido que
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lo que significa que, para valores de x cercanos a 0, sen(x) puede aproximarse por x.
Podemos entonces considerar la siguiente aproximacion del sistema no lineal:

x'=y,
/ g a
= —2x— —.
Yy Y Y
Se trata de un sistema lineal que representa el movimiento del péndulo para pequefas
oscilaciones alrededor del punto de equilibrio.
El determinante de la matriz de coeficientes del sistema es

0 1 |_8
—g/L —a/m| L 70

por lo que el origen es el tnico punto critico. Para determinar la configuraciéon del
diagrama de fases, consideremos la ecuacion caracteristica

PLREL JER- )
m L

a 1 [a2 ¢
Y -t
A 2m ~ 2V m? 4:L

Hemos de distinguir pues tres casos:

2
a - :
. > 4% En tal caso las raices son reales, distintas y negativas, por lo que se

cuyas raices son

2
glljtiene un nodo estable.
T S ) . :
"= 42 . Se tiene una raiz real doble negativa, por lo que el diagrama de fases
es un nodo estable.
a8 , . .
i < 4z. Ahora las raices son complejas con parte real negativa, por lo que

tenemos un foco estable.

En cualquiera de los casos, el origen es un punto critico estable. Este hecho puede
interpretarse del siguiente modo: si el péndulo se encuentra inicialmente en equilibrio
y se perturba ligeramente su posiciéon o su velocidad, el movimiento resultante se
extinguira con el paso del tiempo.

En el caso en que no haya rozamiento (2 = 0), las raices del polinomio caracteris-

tico son de la forma
1y e 8
)L—:I:Z 4L—:|:z\/z.

Al ser imaginarias puras, la configuracién del diagrama de fases corresponde a un
centro. Su interpretacion en términos fisicos corresponde a un movimiento oscilatorio
perpetuo alrededor de la posicién de equilibrio.
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CAPITULO

5

METODOS NUMERICOS PARA
PROBLEMAS DE VALOR INICIAL

5.1. Introduccion

En los capitulos anteriores hemos estudiado diversas técnicas para la resolucién
analitica de ecuaciones diferenciales ordinarias. Dichas técnicas son sélo aplicables a
determinados tipos de ecuaciones: homogéneas, lineales, exactas, etc. Sin embargo, la
mayoria de ecuaciones que aparecen en problemas cientificos y técnicos no pueden
resolverse de forma exacta. Ademds, en determinados casos puede ocurrir que la
complejidad de la solucién exacta sea tal, que aun pudiéndose calcular de forma
explicita no seamos capaces de interpretarla adecuadamente.

En los casos en que no sea posible resolver de forma exacta una ecuacion diferen-
cial, podemos plantearnos la obtencién de una aproximacién suficientemente buena
de la solucién. Esta solucion, denominada solucién numeérica, se determina mediante
un método o algoritmo numérico que se ejecutard con la ayuda de un ordenador. Este
es el camino habitual que se sigue en las aplicaciones cientificas y técnicas, donde
surgen ecuaciones no lineales de dificil o imposible resolucién analitica.

En este capitulo vamos a presentar una serie de técnicas para la obtencién de
soluciones numéricas de problemas de valor inicial (los problemas de contorno se
tratardn en el capitulo 6) que pueden aplicarse tanto a ecuaciones escalares como
a sistemas de ecuaciones. Dichas técnicas forman parte de una de las ramas de las
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Matematicas conocida como Anélisis Numérico.
Nos centraremos en el estudio de un problema de valor inicial de primer orden:

{y'<x> = f(x,y(x)), x€lab],
y(a) = yo.

Supondremos que la funcién f(x,y) verifica las condiciones del teorema de existencia
y unicidad (véase la seccién 2.6), por lo que el problema de valor inicial posee una
tnica solucion.

Consideremos una discretizacién o mallado del intervalo [a, b], esto es, una particiéon
del mismo de la forma

a=x0<x1<xp<--<xn_1<xy=b.

Por simplicidad, supondremos que el mallado es uniforme: la longitud de cada subin-
tervalo [xx, xx11], k=0,...,N —1, es igual a un cierto valor & > 0 fijo. De esta forma,
se verifica la siguiente relacion:

Xkp1 =Xk +h, k=0,...,N—1

El valor h se denomina paso de malla y los puntos x; son los nodos del mallado. Nétese
que la relacion entre el paso de malla /1 y el nlimero de subintervalos N es la siguiente:

Observacién. El paso de malla juega un papel fundamental en el andlisis de los mé-
todos numéricos que vamos a presentar. Intuitivamente, mientras menor sea el paso
de malla (esto es, mientras méas puntos tenga el mallado) mejor serd la aproximacion
de la solucion. O

Observacién. En la préctica se fija el nimero de subintervalos N, que debe ser un
numero entero, y después se define el paso de malla usando la relacién h = bﬁ“. No-
temos que si damos directamente el paso de malla /1 y definimos N = bh;”, podriamos
obtener un valor no entero. O

Un método numérico para la resolucion del problema de valor inicial es un algoritmo
que permite obtener, para cada nodo x; del mallado, una aproximacién y; del valor
de la solucién exacta en el nodo, y(xy):

yk%y(xk)/ kZO,,N

El conjunto de puntos
{yllyZI < ;]/N}
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1.1

1.05

14

0.95-
0.9
0.85-
0.8
0 05 1 L5 2
Figura 5.1: Comparacién entre la solucion exacta del problema y' = %, y(0) = 1, y el

resultado obtenido con el método de Euler con paso de malla & = 0.1.

se denomina solucién numérica. N6étese que el primer valor de la solucién numérica es
siempre exacto, yo = y(a), por tratarse de la condicién inicial del problema.
El error local cometido en cada nodo se define como

er = |y(xx) —yk|, k=0,1,...,N.

Si queremos considerar un error global, que involucre a toda la solucién numérica,
podemos definir

e= max e, = max ) — 1l
k=01, N k:0,1,...,N|y( k) — Y|

Notemos que el error e depende del paso de malla /; si queremos hacer resaltar esta
dependencia, escribiremos e(h) en lugar de e. Una propiedad deseable de cualquier
método numérico es que el error tienda a cero cuando el paso de malla decrezca, esto
es:

lime(h) = 0.

h—0
Cuando esto sucede, diremos que el método es convergente. Intuitivamente signifi-
ca que al aumentar progresivamente el nimero de puntos de la particion (esto es,
al hacer el paso de malla cada vez mds pequefio), las correspondientes soluciones
numéricas van reconstruyendo la solucién exacta del problema.

5.2. El método de Euler

El método de Euler se fundamenta en una sencilla idea geométrica: aproximar el
valor de la solucién en cada nodo por el valor que proporciona la recta tangente a la
solucion trazada desde el nodo anterior.
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Comenzamos construyendo la recta tangente a la solucion exacta y(x) del proble-

ma de valor inicial
{y’(x) = f(xy(x)), x€ab],
y(a) = yo,
en el punto (xo, Yo):
y = Yo+ Y (x0)(x — x0)-
Evaluemos ahora dicha recta en el nodo x; = xp + h y llamemos y; al resultado
obtenido:
y1="Yo+Y (x0)(x1—x0) = y1 = yo + hy'(x0).
Teniendo que cuenta que y(x) es solucién de la ecuacion diferencial, podemos susti-
tuir el valor y'(xg) por f(xo,y(x0)):

y1 = Yo + hf(xo0,y(x0)).

Por ultimo, haciendo uso de la condicién inicial y teniendo en cuenta que xp = a4,
deducimos que

v1 = Yo+ hf(xo0,y0)-

Esta es la primera iteracién o paso del método de Euler. En la figura 5.2 se representa
la idea geométrica del método.

Figura 5.2: Interpretacién geométrica del método de Euler.

Observacion. Notemos que el valor y; puede determinarse, ya que xo, yo v f(x,v)
son datos del problema, y & es conocido. O
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El valor y; es la aproximacion que proporciona el método de Euler al valor exacto
de la solucién en x;:

y1 = y(x1),
siendo el error cometido
er = |y(x1) —y1l.

Una vez construido el punto (x1,y;), consideramos el problema de valor inicial
{y'<x> = floy(x), x€[xnb]
y(x1) =y,

y repetimos el proceso anterior para obtener una aproximacién y, en el nodo x, =
x1 + h. Dicha aproximacién tendré la forma

v2=y1+hf(x1,y1).

Observaciéon. Notese que la solucién de este nuevo problema de valor inicial no tiene
por qué ser la misma solucién del problema original, ya que la condicién inicial es dis-
tinta. Sin embargo, si la funcion f(x,y) es suficientemente regular, puede demostrarse

que las soluciones a ambos problemas son suficientemente aproximadas. O
b'=b—+A(a'—a) Tpfius walores fucceffiui
: \ o loe e s ; 244 3 %
YA s A / x a a a a a oo o0 ,
‘b_/,f"",'b +A/(a/‘.’~".'-a ) v | b; s b : v , LY A S /,}’ 5y
b’”:b”—-}—-A”(ya’”-—a"/) V |A; A/ A" ; A5 AW 5 LN 5V

Figura 5.3: Publicacién original del método de Euler. E342, Inst. Calc. Integralis 1768, §650.

El proceso anterior se repite hasta llegar al tltimo nodo xx = b, obteniéndose asi
una serie de valores aproximados

v, y2, - YN}

que forman la solucién numérica. Dicha solucién dependera del paso de malla h
elegido.
Estamos ya en condiciones de definir la forma general del método de Euler:

yk+1:yk+hf(xk,yk), k=0,1,...,N —1,

donde los valores iniciales x( e 1o vienen dados por la condicién inicial del problema.
Cada valor y; proporciona una aproximacién del valor exacto de la solucién en el

nodo xy:
e ~y(x), k=0,1,...,N,
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siendo el error cometido

er = ly(xx) —wxl, k=0,1,...,N,

Observacion. Ademas del error ¢, anteriormente definido, denominado error de dis-
cretizacion, en la préactica también hay que tener en cuenta los errores de redondeo que
provienen de la representacién de los nimeros reales en el ordenador con una canti-
dad finita de cifras decimales. O

Ejemplo 5.1. Consideremos el problema de valor inicial

Yy =3(*-y), x€01],
y(0) =1,

cuya solucién exacta, obtenida mediante separaciéon de variables, es
y(x) = x* —4x 4+ 8 — 7e */2,

El método de Euler tiene en este caso la siguiente forma:

h
Yi+1 :yk+§(x%—yk), k=0,1,...,N—1,

donde h =1/N.

En la tabla 5.1 se muestran, con una precisién de seis cifras decimales, los valores
obtenidos con el método de Euler para N = 10 (paso de malla & = 0.1), asi como los
valores exactos de la solucién y los errores cometidos. En este caso, el error global es
igual a e = 0.025697.

En la figura 5.4 se representan la solucién exacta del problema y la solucién numérica
obtenida.

Existe una implementaciéon del método de Euler en Sage, cuyo uso se ilustra en el
siguiente cédigo:

sage: var(’x, y’)

sage: fun(x, y) = (x°2-y)/2 # segundo miembro de la ecuacio’n
sage: a = 0. # extremo inferior

sage: b = 1. # extremo superior

sage: y0O = 1. # valor inicial

sage: N = 10 # nu’mero de particiones

sage: h = (b-a)/N # paso de malla
sage: eulers_method(fun, a, yO, h, b)

X y h*f (x,y)
0.000000000000000 1.00000000000000 -0.0500000000000000
0.100000000000000 0.950000000000000 -0.0470000000000000
0.200000000000000 0.903000000000000 -0.0431500000000000
0.300000000000000 0.859850000000000 -0.0384925000000000
0.400000000000000 0.821357500000000 -0.0330678750000000
0.500000000000000 0.788289625000000 -0.0269144812500000
0.600000000000000 0.761375143750000 -0.0200687571875000
0.700000000000000 0.741306386562500 -0.0125653193281250
0.800000000000000 0.728741067234375 -0.00443705336171875
0.900000000000000 0.724304013872656 0.00428479930636718
1.00000000000000 0.728588813179023 0.0135705593410488
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(k] w [y | e«

0 | 0.0 | 1.000000 | 1.000000 | 0.000000
1 | 0.1 ] 0.950000 | 0.951394 | 0.001394
2 |1 0.2 1] 0.903000 | 0.906138 | 0.003138
3 |1 0.3 ] 0.859850 | 0.865044 | 0.005194
4 104 | 0.821357 | 0.828885 | 0.007527
5 105 0.788290 | 0.798395 | 0.010105
6 | 0.6 0.761375 | 0.774272 | 0.012897
7 | 0.7 0.741306 | 0.757183 | 0.015877
8 10.81]0.728741 | 0.747760 | 0.019019
9 109 0.724304 | 0.746603 | 0.022299
10 | 1.0 | 0.728589 | 0.754285 | 0.025697

Tabla 5.1: Método de Euler: solucién del ejemplo 5.1 con paso i = 0.1.

Vamos a representar en una misma grafica el resultado obtenido y la solucién exacta.
Para ello, hagamos lo siguiente:

sage: sol = eulers_method(fun, a, yO, h, b, method=’None’)
sage: sol

[[0.000000000000000, 1.00000000000000] ,
[0.100000000000000, 0.950000000000000] ,
[0.200000000000000, 0.903000000000000] ,
[0.300000000000000, 0.859850000000000] ,
[0.400000000000000, 0.821357500000000] ,
[0.500000000000000, 0.788289625000000] ,
[0.600000000000000, 0.761375143750000] ,
[0.700000000000000, 0.741306386562500] ,
[0.800000000000000, 0.728741067234375],
[0.900000000000000, 0.724304013872656] ,

[1.00000000000000, 0.728588813179023],
[1.10000000000000, 0.742159372520072]]

Como vemos, se ha calculado un punto de mds. Podemos eliminarlo ast:

sage: sol.pop(-1) # quitamos el elemento final de la lista

A continuacién dibujamos los puntos obtenidos unidos por segmentos y la solucién
exacta del problema:

sage; # dibujamos los puntos obtenidos
sage: figl = list_plot(sol, color=’blue’, legend_label=’Euler’)

sage: # y los unimos con segmentos

sage: figl += line(sol)

sage: #

sage: # Ca’lculo de la solucio’n exacta

sage: y = function(’y’, x)

sage: ec = diff(y, x) == fun(x, y)

sage: sol_exacta = desolve(ec, y, ics=[0, y0]); expand(sol_exacta)

Xx~2 - 4%xx - Txe~(-1/2*x) + 8
sage: #
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sage: fig2 = plot(sol_exacta, a, b, color=’red’, legend_label=’exacta’,
gridlines=’True’)
sage: show(figl + fig2)

El resultado puede contemplarse en la figura 5.4. Por tltimo, si queremos determinar
el error global cometido, ejecutamos las siguientes instrucciones:

sage: error = [abs(sol_exacta(x)-y) for (x, y) in sol]
sage: print (’Error = Yr’ % max(error))
Error = 0.0256965688325422

Alternativamente, en el siguiente c6digo! se realiza una implementacién del mé-
todo de Euler y se aplica para resolver el problema anterior:

sage: # Me’todo de Euler

sage: def euler(fun, a, b, N, y0):
h = (b-a)/N # paso de malla
x = [a] # primer nodo
y = [y0] # valor inicial

for k in range(N):
x.append (x[k]+h)
y.append (y [k]+h*fun(x[k], y[k]))

return zip(x, y)

sage: #

sage: ### Programa principal ###

sage: #

sage: var(’x, y’)

sage: fun(x, y) = (x°2-y)/2 # segundo miembro de la ecuacio’n
sage: a = 0. # extremo inferior

sage: b = 1. # extremo superior

sage: y0O = 1. # valor imicial

sage: N = 10 # nu’mero de particiones

sage: sol = euler(fun, a, b, N, yO) # me’todo de Euler
sage: #

sage: # solucio’n exacta

sage: y = function(’y’, x)

sage: ec = diff(y, x) == fun(x, y)

sage: sol_exacta = desolve(ec, y, ics=[0, y0])

sage: #

sage: # errores

sage: error = [abs(sol_exacta(x)-y) for (x, y) in soll]
sage: print (’Error = Yr’ % max(error))

sage: #

sage: # gra’ficas

sage: figl = list_plot(sol, color=’blue’, legend_label=’Euler’,
size=’20")

sage: figl += line(sol, color=’blue’)

sage: fig2 = plot(sol_exacta, a, b, color=’red’, legend_label=’exacta’,
gridlines=’True’)

sage: show(figl + fig2)

Error = 0.0256965688325422

Si queremos ver los errores cometidos en cada nodo, basta con escribir error en la
linea de comandos:

!Es interesante sefialar que Sage estd basado en el lenguaje de programacién Python. En particular,
la definicién del método de Euler utiliza la sintaxis propia de dicho lenguaje.
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sage: error

[0.000000000000000, 0.00139402849500125, 0.00313807374828301,
0.00519416502459535, 0.00752722845412812, 0.0101048935001661,
0.0128973114779739, 0.0158769854065062, 0.0190186105161513,
0.0222989247749311, 0.0256965688325422]

Asimismo, para ver los valores de los nodos y de las soluciones aproximadas, basta
con escribir sol. O

14
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Figura 5.4: Soluciones numérica y exacta del ejemplo 5.1.

El siguiente teorema proporciona un resultado bésico relativo al método de Euler.

Teorema. Supdngase que la funcion f(x,y) es de clase C! en [a,b] x R, y consideremos el
problema de valor inicial

v(t) = f(xy(x), x€lab]
y(@) = yo.
Existe entonces una constante C > 0, independiente del paso de malla h, tal que
e(h) < Ch,

donde e(h) es el error global cometido al aproximar la iinica solucién del problema de valor
inicial mediante el método de Euler con paso de malla h. Como consecuencia, el método de
Euler es convergente, en el siguiente sentido:

lime(h) = 0.
finy e

Observacion. En la practica, la desigualdad e(h) < Ch se interpreta como

e(h) ~ Ch,
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es decir, el error cometido con paso de malla /i se comporta como Ch. Al respecto, existe
una notacién que ayuda a recordar esta interpretacién: cuando existe C > 0 tal que
e(h) < Ch se dice que

(se lee e(h) es o grande de h). O

Cuando un método numérico verifica una condicién del tipo e(h) ~ Ch, se dice
que el método tiene orden uno. Para comprender la idea intuitiva que hay detrds de
este concepto, supongamos que se aplica el método de Euler con pasos de malla h; y
h,, siendo hy = hy1/2. En tal caso, se tiene:

€(h1)
5

E(hl) ~ Chl E(hl) - Ch1 . h - -

e(hz) - C_hz N hz
Es decir, al dividir por dos el paso de malla el error también se divide aproximada-
mente por dos. En general, al dividir el paso de malla por un cierto valor M el error
obtenido también se dividird aproximadamente por M.

Observaciéon. En general, un método numérico tiene orden p si existe una constante
C > 0 tal que
e(h) ~ Ch?.

Razonando como antes, podemos deducir que

e() _ChY _ (m\F __, _ e(h)
e(hy) ~ chb  \ Iy =2 = elhn)~

Tomando logaritmos y despejando p, se obtiene una férmula para determinar el orden

del método: |
- n(e(h1)/e(h2))’ con fiy — ﬁ B
In2 2

En el siguiente ejemplo se comprueba empiricamente que el método de Euler tiene
orden uno.

Ejemplo 5.2. Consideremos el problema del ejemplo 5.1. Habiamos visto que el error
global obtenido con paso de malla & = 0.1 (N = 10) era

e(0.1) = 0.025697.

Doblemos ahora el nimero de subintervalos (N = 20) o, lo que es lo mismo, divida-
mos entre dos el paso de malla (h = 0.05). Al aplicar el método de Euler se obtiene
un error global igual a

e(0.05) = 0.012830.
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Observemos que

e(0.1)
e(0.05)

e(0.1)
>

= 2.002792 ~ 2 = ¢(0.05) ~

es decir, al dividir entre dos el paso de malla el error cometido se divide aproxima-
damente entre dos. Por otra parte, al aplicar la férmula para aproximar el orden se
obtiene:

__ In(0.025697/0.012830)
P In2
Al realizar el experimento un cierto nimero de veces se obtienen los resultados de

la tabla 5.2, donde en la pentltima columna se escriben los cocientes entre dos errores
consecutivos, y en la tltima las correspondientes aproximaciones del orden.

~ 1.002079 ~ 1.

| N | h | e(h) | cocientes | orden |
10 | 0.100000 | 0.025697 — —

20 | 0.050000 | 0.012830 | 2.002792 | 1.002012
40 | 0.025000 | 0.006410 | 2.001471 | 1.001061
80 | 0.012500 | 0.003204 | 2.000753 | 1.000543
160 | 0.006250 | 0.001602 | 2.000381 | 1.000275

Tabla 5.2: Estudio del orden del método de Euler.

Como puede verse, estas aproximaciones tienden a 1, que es el orden del método de
Euler. O]

Una consecuencia inmediata de la condicion e(h) < Ch, como afirma la segunda
parte del teorema, es que el método de Euler es convergente. En efecto:

0<lime(h) <limCh=Climh=0= lime(h) = 0.
h—0 h—0 h—0 h—0

La idea intuitiva es que, conforme el paso de malla tiende a cero, la solucién numérica
converge hacia la solucién analitica. Este hecho se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.3. Consideremos de nuevo el problema del ejemplo 5.1. En la tabla 5.3 se
muestran los errores obtenidos con una serie de pasos de malla que tienden a cero.
Como puede observarse, dichos errores se van aproximando a cero.

Asimismo, en la figura 5.5 se representan la solucioén exacta y las soluciones apro-
ximadas con pasos de malla 10~! y 10~2 (el resto de las soluciones son indistinguibles
de la solucién exacta en la figura). Observamos que mientras menor es el paso de
malla, méas se aproxima la solucién numérica a la solucién exacta. O
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(N h [ e |
10 [ 1071 | 2.5697 - 102
102 | 1072 | 2.5630- 103
10° | 1073 | 2.5623 - 10~ %
10% [ 107% | 2.5626 -10°
10° | 107° | 2.5622-10°°
10° | 107° | 2.5623- 107

Tabla 5.3: Convergencia del método de Euler.
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Figura 5.5: Soluciones numéricas y exacta del ejemplo 5.3.

5.3. Métodos de orden superior

Comenzaremos esta seccién dando una interpretacion fisica del método de Euler.
Para ello, consideremos una particula cuya posiciéon en el instante x denotaremos
por y(x). Supongamos que la velocidad de la particula puede expresarse como una
funcién f(x,y), dependiente del tiempo x y la posicién y. En tal caso, y(x) es solucién
de la ecuacién diferencial

y' = f(xy).

La primera iteraciéon del método de Euler se puede escribir como

y1 = yo + (x1 — x0) f(x0,¥0),

donde x1 — xp = h es el paso de malla. El punto yo representa la posicion inicial de
la particula e y; su posicién final. El término f(xo,yo) puede interpretarse como la
velocidad inicial de la particula, mientras que x; — x¢ es el tiempo transcurrido. El
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producto (x7 — xo) f (%0, yo) representa por tanto el espacio recorrido por la particula
entre los instantes x( y x1, si se supone que ésta viaja siempre a velocidad f(xg, yo).
Estamos pues aproximando la posicion final de la particula como la posicién inicial
mas el espacio recorrido al viajar a una velocidad constante igual a la velocidad inicial.
Esta es la interpretacion cinética del método de Euler.

En lugar de considerar la velocidad inicial f(xg,y0) como estimacién de la velo-
cidad en el intervalo [xg, x;], podriamos considerar una aproximacién distinta. Por
ejemplo, podriamos pensar en utilizar la media de las velocidades inicial y final, la
velocidad en el punto medio, o incluso un promedio general de velocidades. Al consi-
derar cada una de estas posibilidades se obtienen diferentes métodos numéricos, que
presentaremos a continuacion.

5.3.1. Método de Heun o de Euler mejorado

Consideremos la media entre las velocidades inicial f(xo,yo) y final f(x1,y1) de
la particula. Podemos entonces escribir la aproximacién y; de la posicién final de la
siguiente forma:

f(xo,}/O) ;f(xllyl) = Y1 = Yo + g(f(xo,yo) +f(x1/y1))'

y1 =Yo+ (x1 — xp)

Notemos que el término f(x1,y1) depende explicitamente de y;, que es desconocido
a priori. Para solventar este problema, podemos aproximar el valor de y; en f(x1,¥1)
mediante una iteracion del método de Euler, que denotaremos por p;:

p1 = Yo+ hf(xo,y0) = f(x1,¥1) = f(x1,p1)-

Obtenemos de esta forma:

y1=yYyo+ g(f(xo/yo) + f(x1,p1)),

que es la primera iteraciéon del método de Heun.
La expresion general del método de Heun o de Euler mejorado es la siguiente:

Pr+1 = Y+ hf (X, i),
h
Yir1 = Yk + E(f(xkryk) + f(Xk41,Pr41)), k=0,1,...,N—1.

Notemos que el punto x;,1 = xx + h es conocido en cada paso.

Observaciéon. El método de Heun es un ejemplo de método predictor-corrector. El valor
Pr+1 Se interpreta como una prediccion para el valor buscado y(xg.1), que luego se
corrige para obtener el valor final v, 1.
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Puede probarse que el método de Heun es de orden dos: existe una constante
C > 0, independiente del paso de malla #, tal que

e(h) < Ch?,

(o dicho de otro modo, e(h) = O(h?)) siendo e(h) el error global obtenido al aproxi-
mar la solucién mediante el método de Heun con paso de malla #. Como consecuen-
cia, el método de Heun es convergente.

Al ser el método de Heun de orden dos, al dividir el paso de malla entre dos
el error cometido se dividird aproximadamente entre 22 = 4. Por tanto, el método
de Heun proporciona un resultado mds preciso que el método de Euler, si en am-
bos usamos el mismo paso de malla. Estos hechos quedardn patentes en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 5.4. Retomemos el problema del ejemplo 5.1. Al aplicar el método de Heun
para resolverlo con paso de malla i = 0,1, se obtienen los resultados de la tabla 5.4.
Si comparamos estos resultados con los de la tabla 5.1, vemos que la precisiéon del
método de Heun es superior a la del método de Euler.

Lkt | x| oyl | ek |
0 | 0.0 | 1.000000 | 1.000000 | 0.000000

1 | 0.1 |0.951500 | 0.951394 | 1.0597 - 10~*
2 | 0.2 [0.906352 | 0.906138 | 2.1380-10—*
3 | 0.3 | 0.865367 | 0.865044 | 3.2306 - 10 *
4 [ 04 |0.829318 | 0.828885 | 4.3334-10*%
5 | 0.5 [0.798939 | 0.798395 | 5.4429 - 104
6 | 0.6 | 0.774928 | 0.774272 | 6.5559 - 10—
7 | 0.7 |0.757950 | 0.757183 | 7.6693 - 104
8 | 0.8 | 0.748638 | 0.747760 | 8.7805-10*
9 | 0.9 |0.747591 | 0.746603 | 9.8870-10—*
10 | 10.0 | 0.755384 | 0.754285 | 1.0987 - 10—3

Tabla 5.4: Método de Heun: solucién del ejemplo 5.1 con paso h = 0.1.

En la figura 5.6 se comparan grdficamente los resultados obtenidos con los méto-
dos de Euler y Heun.

Los resultados obtenidos al dividir sucesivamente entre dos el paso de malla se
muestran en la tabla 5.5 . Como puede comprobarse, el cociente entre errores sucesivos
tiende a 22 = 4 y las aproximaciones del orden convergen hacia 2.

El método de Heun no viene implementado en Sage, por lo que es necesario pro-
gramarlo directamente. El siguiente c6digo Sage, que incluye una implementacién del
método de Heun, se ha utilizado para generar parte de la figura 5.6:
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Figura 5.6: Ejemplo 5.4: resultados obtenidos con los métodos de Euler y Heun.

0.6 0.8

’ N \ h \ e(h) \ cocientes \ orden ‘
10 | 0.100000 | 1.0987 - 103 — —
20 | 0.050000 | 2.7270 - 10~* | 4.028877 | 2.010378
40 | 0.025000 | 6.7926 - 107> | 4.014620 | 2.005263
80 | 0.012500 | 1.6950 - 10> | 4.007353 | 2.002650
160 | 0.006250 | 4.2337-107° | 4.003687 | 2.001329

Tabla 5.5: Estudio del orden del método de Heun.

sage: # Me’todo de Heun
sage: def heun(fun, a, b, N, y0):

h = (b-a)/N # paso de malla
x = [a] # primer nodo
y = [y0] # valor inicial

for k in range(N):
x.append (x[k]+h)
aux = fun(x[k], yl[k])

p = y[lk]l+h*aux # prediccio’n

y.append (y[k]+(h/2)*(aux+fun(x[k]+h, p))) # correccio’n

return zip(x, y)
sage: #
sage: ### Programa principal ###
sage: #
sage: var(’x, y’)

sage: fun(x, y) = (x"2-y)/2 # segundo miembro de la ecuacio’n

sage: a 0. # extremo inferior

sage: b 1. # extremo superior

sage: y0O = 1. # valor inicial

sage: N = 10 # nu’mero de particiones
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sage: sol = heun(fun, a, b, N, yO) # me’todo de Heun

sage: #

sage: # solucio’n exacta

sage: y = function(’y’, x)

sage: ec = diff(y, x) == fun(x, y)

sage: sol_exacta = desolve(ec, y, ics=[0, yO0])

sage: #

sage: # errores

sage: error = [abs(sol_exacta(x)-y) for (x, y) in soll]
sage: print (’Error = Yr’ % max(error))

sage: #

sage: # gra’ficas

sage: figl = list_plot(sol, color=’blue’, legend_label=’Heun’,
size=2207)

sage: figl += line(sol, color=’blue’)

sage: fig2 = plot(sol_exacta, a, b, color=’red’, legend_label=’exacta’,
gridlines=’True’)

sage: show(figl + fig2)

Error = 0.00109866300079819

5.3.2. Método del punto medio

Sea y(x1,7) el valor de la solucién en el punto medio x71,, = xp + % del intervalo
[x0, 1], ¥ sea 1 /> una aproximacion del mismo. Si consideramos la velocidad en dicho
punto, f(x1,2,Y1,2), la posicién final y; puede escribirse como

y1 =yo+ (x1 —x0)f(x1/2,Y1/2) = v1 = Yo+ hf(xo+ 5, y1/2)-

Para aproximar el valor y;,, consideramos una iteracién del método de Euler con
paso de malla 1 /2:

h
Y72 = %o + 5 f (%0, Yo)-
Obtenemos asi la primera iteracién del método del punto medio:
y1 = Yo+ hf(xo+ 3,50+ 3£ (x0,90)).

La expresion general del método del punto medio es la siguiente:

h h
xk+1 :xk+h/

El método del punto medio tiene orden dos, por lo que en general serd comparable al
método de Heun.

Ejemplo 5.5. Al realizar el experimento del ejemplo 5.1, se obtienen los resultados
de la tabla 5.6. Para este problema, los resultados obtenidos con el método del punto
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ko | e | oy | ex

0 | 0.0 | 1.000000 | 1.000000 | 0.000000
1| 0.1 | 0.951375 | 0.951394 | 1.9028 x 10~
2 | 02 | 0.906108 | 0.906138 | 3.0105 x 107
3 | 03 | 0.865010 | 0.865044 | 3.3960 x 10 7
4 | 04 | 0.828853 | 0.828885 | 3.1271 x 10 7
5| 05 | 0798372 | 0.798395 | 2.2667 x 107
6 | 0.6 | 0.774264 | 0.774272 | 87313 x 10 ©
7 | 07 | 0757193 | 0.757183 | 9.9954 x 10 ©
8 | 0.8 | 0747797 | 0.747760 | 33013 x 10"
9 | 0.9 | 0.746663 | 0.746603 | 5.9858 x 107
10 | 10.0 | 0.754375 | 0.754285 | 9.0104 x 10 5

Tabla 5.6: Método del punto medio: solucién del ejemplo 5.1 con paso h = 0.1.

| N | h | e(h) | cocientes
10 | 0.100000 | 9.0104 x 10~ —

20 | 0.050000 | 2.3686 x 10— | 3.804051
40 | 0.025000 | 6.0610 x 10~° | 3.907965
80 | 0.012500 | 1.5324 x 10~° | 3.955388
160 | 0.006250 | 3.8520 x 10~7 | 3.978037
320 | 0.003125 | 9.6563 x 10~8 | 3.989102

Tabla 5.7: Estudio del orden del método del punto medio.

medio son mds precisos que los obtenidos con el método de Heun, aunque ambos
métodos tengan orden dos.

Por otra parte, al dividir sucesivamente el paso de malla por dos se obtienen los
resultados de la tabla 5.7, que muestran que el método tiene orden dos.

Los resultados anteriores han sido obtenidos con el siguiente c6digo Sage:

sage: # Me’todo del punto medio
sage: def punto_medio(fun, a, b, N, y0):

h = (b-a)/N # paso de malla
x = [a] # primer nodo
y = [y0] # valor imnicial

for k in range(N):
x.append (x[k]+h)
aux = ylk]+(h/2)*fun(x[k], y[k]) # Euler con paso h/2
y.append (y [k]+h*fun(x[k]+h/2, aux))

return zip(x, y)
sage: #
sage: ### Programa principal ###
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sage: #

sage: var(’x, y’)

sage: fun(x, y) = (x°2-y)/2 # segundo miembro de la ecuacio’n

sage: a = 0. # extremo inferior

sage: b = 1. # extremo superior

sage: y0O = 1. # valor inicial

sage: N = 10 # nu’mero de particiones

sage: sol = punto_medio(fun, a, b, N, yO) # me’todo del punto medio

sage: #

sage: # solucio’n exacta

sage: y = function(’y’, x)

sage: ec = diff(y, x) == fun(x, y)

sage: sol_exacta = desolve(ec, y, ics=[0, yO01])

sage: #

sage: # errores

sage: error = [abs(sol_exacta(x)-y) for (x, y) in sol]

sage: print (’Error = Yr’ % max(error))

sage: #

sage: # gra’ficas

sage: figl = list_plot(sol, color=’blue’, legend_label=’punto medio’,
size=720")

sage: figl += line(sol, color=’blue’)

sage: fig2 = plot(sol_exacta, a, b, color=’red’, legend_label=’exacta’,
gridlines=’True’)

sage: show(figl + fig2)

Error = 0.0000901036871040484

5.3.3. Método de Runge-Kutta de cuarto orden

El método de Runge-Kutta de cuarto orden (de forma abreviada, RK4) tiene la siguien-
te expresion:

yk+1:yk+g(K1—l—2K2+2K3+K4), k=0,1,...,N—1,
donde
Ky = f(xx, k),
Ky = f(xx+ 5, yk + 5Kq),
3:f(xk+2/ K+ KZ)/
K4 = f(xk + h,yk + th)

En este caso se ha considerado un promedio de cuatro velocidades diferentes: una en
el nodo inicial x;, dos correcciones en el nodo intermedio xj + g, y otra en el nodo
final x; + h.

El método de Runge-Kutta tiene orden cuatro, es decir, existe una constante C > 0,
independiente del paso de malla , tal que

e(h) < Ch?,
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donde e(h) es el error global que se produce al aproximar la solucién del problema
mediante el método de Runge-Kutta con paso de malla % (dicho de otra forma, e(h) =
O(h*)). De este modo, al dividir el paso de malla entre dos el error se divide entre
2* = 16.

Observacion. Existe una clase general de métodos Runge-Kutta de orden arbitrario,
de los cuales el aqui estudiado no es méas que un caso particular. O

Ejemplo 5.6. Al aplicar el método de Runge-Kutta con paso de malla h = 0.1 al
problema del ejemplo 5.1, se obtienen los resultados de la tabla 5.8. Es claro que el
método de Runge-Kutta produce resultados mucho mds precisos que los métodos de
Euler o de Heun para el mismo paso de malla.

Lk ot | x| oyl | ek |

0 | 0.0 | 1.000000 | 1.000000 0.000000

1| 0.1 [0.951394 | 0.951394 | 7.9633 - 10~
2 | 0.2 |0.906138 | 0.906138 | 1.6420-10~8
3 | 0.3 | 0.865044 | 0.865044 | 2.5303 - 108
4 | 0.4 |0.828885 | 0.828885 | 3.4550 - 108
5 | 0.5 | 0.798395 | 0.798395 | 4.4106 - 108
6 | 0.6 | 0.774273 | 0.774272 | 5.3917-10%
7 | 0.7 | 0.757183 | 0.757183 | 6.3936-10°
8 | 0.8 | 0.747760 | 0.747760 | 7.4120- 108
9 | 0.9 |0.746603 | 0.746603 | 8.4429 - 108
10 | 10.0 | 0.754285 | 0.754285 | 9.4825-10~8

Tabla 5.8: Método de Runge-Kutta: solucién del ejemplo 5.1 con paso h = 0.1.

I N| hn ] e(h) | cocientes | orden
10 [ 0.100000 | 9.4825-108 — —

20 | 0.050000 | 5.9132-10~7 | 16.036346 | 4.003274
40 | 0.025000 | 3.6911 - 1010 | 16.020039 | 4.001806
80 | 0.012500 | 2.3053 - 10~ | 16.011356 | 4.001024
160 | 0.006250 | 1.4405- 1012 | 16.003314 | 4.000299

Tabla 5.9: Estudio del orden del método de Runge-Kutta.

Asimismo, al realizar el experimento de divisiones sucesivas del paso de malla, se
obtienen los resultados de la tabla 5.9. Dichos resultados muestran que el método de
Runge-Kutta tiene orden cuatro.
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En Sage existe una implementaciéon del método RK4, cuyo uso puede verse en el
siguiente codigo:

sage: var(’x, y?)
y) =

sage: fun(x, (x~2-y)/2 # segundo miembro de la ecuacio’n

sage: a = 0. # extremo inferior
sage: b = 1. # extremo superior
sage: y0O = 1. # valor inicial
sage: N = 10 # particiones

sage: h = (b-a)/N # paso de malla

sage: desolve_rk4 (fun, y, ics=[a, yO0], end_points=[a, b], step=h)
[[0.000000000000000, 1.00000000000000],

[0.1, 0.951394036458] ,

[0.2, 0.906138090168],

[0.3, 0.865044190327] ,

[0.4, 0.828884763004] ,

[0.5, 0.798394562606] ,

[0.6, 0.774272509145] ,

[0.7, 0.757183435905] ,

[0.8, 0.7477597518711] ,

[0.9, 0.746603023076] ,

[1.0, 0.7542854768371]]

Si queremos dibujar el resultado, asi como la solucién exacta, basta con hacer:

sage: sol = desolve_rk4(fun, y, ics=[a, yO0], end_points=[a, b], step=h)

sage: figl = list_plot(sol, color=’green’, legend_label=’RK4°’,
size=’20")

sage: figl += line(sol, color=’green’)

sage: # exacta

sage: y = function(’y’, x)

sage: ec = diff(y, x) == fun(x, y)

sage: sol_exacta = desolve(ec, y, ics=[0, yO0])

sage: #

sage: fig2 = plot(sol_exacta, a, b, color=’red’, legend_label=’exacta’,

gridlines=’True’)
sage: show(figl + fig2)

La gréfica resultante es similar a la de la figura 5.7, donde también se ha dibujado

el resultado obtenido con el método de Euler para comparar. Para calcular el error
cometido, ejecutamos:

sage: error = [abs(sol_exacta(x)-y) for (x, y) in sol]
sage: print (’Error = Yr’ % max(error))
Error = 9.48253844335e-08

De forma alternativa, el siguiente cédigo proporciona una implementacién directa
del método RK4:

sage: # Me’todo RK4 (Runge-Kutta de cuarto orden)
sage: def rk4(fun, a, b, N, y0):

h = (b-a)/N # paso de malla

x = [a] # primer nodo

y [y0] # valor inicial

for k in range(N):
x.append (x[k]+h)
K1 = fun(x[k], yl[kl)
K2 = fun(x[k]l+h/2, y[k]l+(h/2)*K1)
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K3 = fun(x[k]l+h/2, y[k]l+(h/2)*K2)
K4 = fun(x[k]+h, y[k]+h*K3)
y.append (y[k]+(h/6)*x(K1+2*xK2+2*xK3+K4))

return zip(x, y)

sage: #

sage: ### Programa principal ###

sage: #

sage: var(’x, y’)

sage: fun(x, y) = (x°2-y)/2 # segundo miembro de la ecuacio’n
sage: a = 0. # extremo inferior

sage: b = 1. # extremo superior

sage: y0O = 1. # valor inicial

sage: N = 10 # nu’mero de particiones

sage: sol = rk4(fun, a, b, N, yO) # me’todo RK4
sage: #

sage: # solucio’n exacta

sage: y = function(’y’, x)

sage: ec = diff(y, x) == fun(x, y)

sage: sol_exacta = desolve(ec, y, ics=[0, yO01])

sage: #

sage: # errores

sage: error = [abs(sol_exacta(x)-y) for (x, y) in sol]
sage: print(’Error = Y%r’ Y max(error))

sage: #

sage: # gra’ficas

sage: figl = list_plot(sol, color=’blue’, legend_label=’RK4’, size=’20’)

sage: figl += line(sol, color=’blue’)

sage: fig2 = plot(sol_exacta, a, b, color=’red’, legend_label=’exacta’,
gridlines=’True’)

sage: show(figl + fig2)

Error = 9.48253855437287e-8
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Figura 5.7: Ejemplo 5.6: resultados obtenidos con los métodos de Euler y RK4.
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Ejemplo 5.7. Consideremos el problema de valor inicial

{y/ = —y+cos(x), xe€]0,4rn],
vo) =1,

cuya solucién exacta es

y(x) = sen(x) + C(2)S(X) +e ¥

Al resolver el problema mediante los métodos presentados en esta seccion se ob-
tienen los resultados de la tabla 5.10. Como puede observarse, el método de Euler es
el que proporciona peores resultados, mientras que el método de Runge-Kutta es el
mas preciso.

’ N \ Euler \ Heun \ Runge-Kutta ‘

25 [1.4781-1071]4.3932-1072| 3.9247-10*
50 |6.9090-10"2 | 9.6635-107° | 2.1724-10~°
100 | 3.3713-1072 | 2.2901 -1073 | 1.2866-10°
250 | 1.3254-10"2 | 3.5386-10~% | 3.1808-10%
500 | 6.5896-1073 | 8.7449-10° | 1.9651-10°
1000 | 3.2856-1073 | 2.1738-107° | 1.2211-10"10
2500 | 1.3120-107° | 3.4662-10° | 3.1230- 1012

Tabla 5.10: Errores obtenidos al resolver el problema del ejemplo 5.7.

En las figuras 5.8 y 5.9 se han representado las soluciones numéricas obtenidas
con N = 25y N = 50 particiones, respectivamente. O

5.4. Algunas consideraciones

Existe una forma alternativa de deducir los métodos numéricos presentados en
la seccién anterior, mds formal desde el punto de vista matematico. Si integramos la
ecuacioén diferencial ¥’ = f(x,y) entre dos nodos consecutivos, obtenemos:

et1 Xp41 Yk+1
[ @ar= [ ey dx =5 o) — vt = [ fy)dx

k Xk Xk

tras aplicar la regla de Barrow en el primer miembro. Por tanto, tenemos que

y(xk1) = y(x) + [ £l y(x)) dx.
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Figura 5.8: Ejemplo 5.7: soluciones obtenidas con N = 25.

—exacta
-Euler
«eHeun
#eRK4

-0.5;

Figura 5.9: Ejemplo 5.7: soluciones obtenidas con N = 50.

A continuacién aproximamos y(x) e y(Xxy1) POr Yk € Yx.1, respectivamente. La inte-
gral se aproxima mediante una férmula de cuadratura o de integraciéon numérica:

X1

() de .

Yir1 = Yk + {férmula de cuadratura para
Xk

Al aplicar distintas férmulas de cuadraturas, se obtienen distintos métodos numéri-
cos. Por ejemplo, al aproximar la integral mediante la férmula del rectingulo,

[ Flny() dx = hf (e,

k
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se obtiene el método de Euler:

Yir1 = Y+ hf (X, yi)-

Esta técnica permite construir métodos numéricos mas generales que los estudiados
en esta seccion.

Todos los métodos numéricos estudiados pueden aplicarse para la resoluciéon de
sistemas de ecuaciones diferenciales. Para ello, basta con aplicar el método elegido
a cada una de las componentes del sistema. Por ejemplo, el método de Euler para
resolver el problema de valores iniciales dado por

X(t) = f(t,x(t),y(t), telab]
y'(t) = g(t,x(t),y(t)),

x(a) = xo,

y(a)

/

(a) = yo,

adoptaria la siguiente forma:

Xkp1 = X+ hf (b, Xi, i),
Yk+1 = Yk +hg(fk,xk,yk), k=0,1,..., N—1.

De manera andloga se escribirian los métodos de Heun y Runge-Kutta.
Por ultimo, consideremos un problema de valores iniciales para una ecuacién di-
ferencial de segundo orden:

x'(t) = f(t,x(t),y(t)),
x(a) = xo,
x'(a) = x;.

Su resolucién numérica pasa por transformarlo en un problema de valores iniciales
y aplicar alguno de los métodos numéricos estudiados a dicho problema. Llamando
y(t) = x'(t) e yo = x{, obtenemos:

En este caso, la soluciéon numérica del sistema consta de dos sucesiones de valores
aproximados: {x;}Y ;, que aproxima a la solucién x(t), e {yx}}_,, que aproxima a la
derivada de la solucion y(t) = x/(t).
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5.5. Aplicaciones

5.5.1. Deflexion de vigas en voladizo

La ecuacién diferencial que determina el desplazamiento de una viga puede de-
terminarse a partir de la relacion existente entre el momento flector M(x) (que depende
de la distribucion de carga que soporta la viga), el radio de curvatura x(x) de la curva
y(x) que define la forma de la viga, el médulo de elasticidad E (que depende del
material) y el momento de inercia I (que depende de la geometria de la viga). Dicha
relacion es la siguiente:

K(x)
M(x) = <7
Teniendo en cuenta que el radio de curvatura depende de las dos primeras derivadas
de y(x), puede deducirse la siguiente ecuacion no lineal:

M(x
v/ =0y w12 xep,
donde L es la longitud de la viga.
Cuando la flexion de la viga es pequefia, se tiene que y'(x) ~ 0. Por tanto, asu-
miendo esta hipétesis de pequefias deformaciones, obtenemos:

Y (x) = % xe[0,L].

Si consideramos el caso de una viga en voladizo, debemos imponer las siguientes
condiciones iniciales:
y(0) =0,  y(0)=0.

La condicién y(0) = 0 indica que el extremo izquierdo de la viga estd situado en
el origen de coordenadas, mientras que la condicién y’'(0) = 0 nos dice que dicho
extremo permanece fijo. De esta forma hemos expresado y(x) como solucién de un
problema de valores iniciales. Para resolverlo numéricamente sera necesario escribirlo
en forma de sistema, tal y como comentamos al final de la seccién 5.3.

La ecuacioén diferencial obtenida depende de la forma del momento flector, que a
su vez depende de la distribucién de la carga que soporta la viga. Vamos a tener en
cuenta dos casos:

» Carga uniformemente distribuida P (figura 5.10):

M(x) = /XL _Tp(t _x)dt = —£(L _ X2,

» Carga puntual P en el extremo de la viga en voladizo (figura 5.11):

M(x) = —P(L — x).
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< L

2

v

Figura 5.10: Deflexién de una viga en voladizo con carga uniformemente distribuida: esque-

ma.

Figura 5.11: Deflexion de una viga en voladizo con carga puntual en un extremo: esquema.

Consideremos una viga de longitud L = 2 m y tomemos los valores E = 2 - 10!
N/m?y I = 7.85-10~% m* (véase el ejemplo 3.35). En las figuras 5.12 y 5.13 se repre-
sentan los resultados obtenidos al aplicar el método RK4 con N = 20 particiones y
P = 150. En la figura 5.12 se ha supuesto que la carga estd uniformemente distribuida
a lo largo de la viga, mientras que la figura 5.13 representa el caso de una carga pun-
tual situada en el extremo derecho de la viga. Como puede observarse, en este tltimo
caso la hipétesis de pequefias deformaciones es menos plausible.

Damos a continuacion el cédigo Sage que se ha utilizado para resolver los proble-
mas considerados:

sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:

H

HFHEFEHHAHRAFHFHFEEHH

Deflexio’n de vigas en voladizo

Ecuacio’n: y?’=(M(x)/(EI))*(1+y?’)~(3/2) en [0, LJ].
Condiciones iniciales: y(0)=0, y’(0)=0.

En forma de sistema:
il > y2
y2° (M(x)/(EI))*x(1+y2)~(3/2)

Condiciones iniciales: y1(0)=0, y2(0)=0.

Me’todo: RK4 para sistemas
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Figura 5.12: Viga en voladizo: carga uniformemente distribuida.
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Figura 5.13: Viga en voladizo: carga puntual en el extremo de la viga.

sage: #

sage: # datos del problema

sage: L = 2. # longitud de la viga
sage: Q 0. # carga axial

sage: E = 2.ell # modulo de elasticidad
sage: I = 7.85e-9 # momento de inercia
sage: P = 150. # carga

sage: #

sage: # condiciones iniciales

sage: yl1l0 = 0.

sage: y20 = O.

sage: #

sage: # segundo miembro de la ecuacio’n no lineal
sage: op = 0 # opciones:
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# 0: carga uniformemente distribuida
# 1: carga puntual en el extremo de la viga

sage: if (op == 0):
# carga uniformemente distribuida
R(x) = -(P/(2.*xL))*(L-x)"2/(E*I)

CHNSICH

# carga puntual en el extremo de la viga
R(x) = -P*(L-x)/(E*I)

sage: #

sage: ### Me’todo RK4 para sistemas ###

sage: #

sage: N = 20 # nu’mero de particiones

sage: h = L/N # paso de malla

sage: #

sage: var(’x, yl1, y2?)

sage: # solucio’n del caso no lineal

sage: sol_NL = desolve_system_rk4 ([y2, R(x)*(1.+y2)~1.5], [y1, y2],
ics=[0, y10, y20], ivar=x, step=h, end_points=2)

sage: #

sage: # solucio’n del caso limneal

sage: sol_L = desolve_system_rk4([y2, R(x)], [yl, y2],
ics=[0, y10, y20], ivar=x, step=h, end_points=2)

sage: #

sage: # dibujamos las soluciones

sage: soll = [[i, j] for (i, j, k) in sol_NL] # solucio’n no lineal

sage: sol2 = [[i, j] for (i, j, k) in sol_L] # solucio’n lineal

sage: figl list_plot(soll, legend_label=’no lineal’, size=’20’,
gridlines=’True’)

sage: figl += line(soll)

sage: fig2 = list_plot(sol2, color=’red’, legend_label=’lineal’)

sage: fig2 += line(sol2, color=’red’)

sage: show(figl + fig2)

5.5.2. El péndulo perturbado

En la seccion 4.5.3 habiamos considerado el sistema no lineal

/

x' =y,

r__8 _a
y =~ sen(x) - Ty,

que modeliza el comportamiento de un péndulo de longitud L y masa m, sometido
a la fuerza gravitatoria y a una fuerza de rozamiento, cuyas constantes respectivas
son ¢ y a. La variable x representa el d&ngulo que forma el péndulo con la vertical,
mientras que y es la correspondiente velocidad angular.

A continuacion, resolveremos numéricamente el sistema en el intervalo [0, 10], con-
siderando las condiciones iniciales
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y los datos m = 1, L = 1y ¢ = 9.81; supondremos ademas que no hay rozamiento,
es decir, a = 0. En la figura 5.14 se representa la componente x de la solucién obte-
nida con los métodos de Euler, Heun, punto medio y Runge-Kutta, usando N = 300
particiones. Como puede observarse, el método de Euler falla estrepitosamente al
aproximar dicha solucién con el niimero de particiones elegido, mientras que los de-
méas métodos dan resultados muy similares. La solucién obtenida es periddica, lo que
indica que el péndulo oscila indefinidamente en torno a la posicién de equilibrio.

Observacién. En el caso estudiado, para obtener resultados aceptables con el méto-
do de Euler harian falta del orden de N = 10000 particiones. La falta de precision
observada es debida a que el método es tan s6lo de orden uno.

— Euler
|| — Heun
—— punto medio
—— Runge-Kutta

T
0 2 4 6 8 10

Figura 5.14: Péndulo no amortiguado: soluciones obtenidas con N = 300 particiones.

A continuacién consideraremos tan sélo el método de Runge-Kutta para realizar
los experimentos, ya que es el més preciso de todos los que hemos estudiado. Si intro-
ducimos rozamiento en el sistema, con constante a = 1.2, se obtienen los resultados
de la figura 5.15, donde hemos representado tanto el &ngulo como la velocidad. Puede
observarse que por efecto de la fuerza de rozamiento las oscilaciones iniciales se van
amortiguando, tendiendo de este modo el péndulo hacia la posicién de equilibrio.

Por dltimo, supongamos que sobre el péndulo actia una fuerza periddica externa
de la forma g(t) = cos(2t). Para estudiar el efecto de esta fuerza externa, considera-
remos los valores m =1, L =1, g = 9.81 y a = 0.1; las condiciones iniciales serdn de

la forma
{x(O) 0,
y(0) =5.
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Figura 5.15: Péndulo amortiguado: solucién obtenida con N = 300 particiones.

En tal caso, la solucién del problema obtenida con N = 1000 particiones se representa
en la figura 5.16.

10

—— éangulo
—— velocidad
5 T O P S O R R .............................................
o
s ............................................
10 .................... ...................... ...................... e
. ;
150 20 40 60 80 100

Figura 5.16: Péndulo perturbado: solucién obtenida con N = 1000 particiones.

De hecho, el problema perturbado con una fuerza externa es terriblemente sensiti-
vo a la elecciéon de las condiciones iniciales. En la figura 5.17 se representa la variacién
del dngulo para distintos valores cercanos de la velocidad inicial. Como puede obser-



173

5.5 Aplicaciones

varse, aunque el comportamiento del sistema estd determinado por un sistema de
ecuaciones diferenciales, es dificil predecir el comportamiento de la solucién a largo

plazo.

15

Nt 5
_F\/o v‘\p V\/ W\
ol
[
8

[
s :

100

-150

Figura 5.17: Péndulo perturbado: componente x de las

velocidades iniciales.

£ (0) =5.00
20 40 60 80

soluciones obtenidas con distintas
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CAPITULO

6

METODOS NUMERICOS PARA
PROBLEMAS DE CONTORNO

6.1. Introducciéon

En este tema nos centraremos en el desarrollo de métodos numéricos para la reso-
lucién de problemas de contorno, de la forma

yv'=f(xyy), x¢€lab],

y(a) = a,
y(b) = B.

En los métodos estudiados en el tema anterior para problemas de valor inicial, la
solucion numérica se construia de forma recursiva: a partir del valor aproximado y; en
el nodo xy, se calcula el valor aproximado v, 1 en el siguiente nodo x1; este proceso
se repite hasta llegar al final del intervalo donde queremos resolver la ecuacién. El
enfoque para problemas de contorno es distinto: la solucién numérica va a venir dada
como solucién de un sistema de ecuaciones, cuyo tamafio dependera del ntiimero de
nodos de la particién.

Presentaremos dos métodos fundamentales para el estudio de problemas de con-
torno: el método de diferencias finitas y el método de elementos finitos. E1 método de dife-
rencias finitas se basa en aproximar las derivadas que aparecen en la ecuacién dife-
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rencial mediante férmulas adecuadas en cada nodo. El método de elementos finitos
se construye a partir de la denominada formulacién variacional del problema de con-
torno, y ofrece mayor adaptabilidad que el método de diferencias finitas a la hora de
estudiar fenémenos complejos. En la actualidad, el método de elementos finitos es
ampliamente utilizado para resolver problemas cientificos y técnicos: cdlculo de es-
tructuras, aerodindmica de vehiculos, interacciones fluido-estructura, procesamiento
de imagenes médicas, optimizacion de formas, etc.

6.2. Método de diferencias finitas

Uno de los métodos basicos para la resolucion numérica de problemas de contorno
es el conocido como método de diferencias finitas, que estudiaremos en esta seccién. Por
simplicidad, nos centraremos en el estudio numérico de un problema lineal de la
forma

v p()y gy =r(x), x€lab],
y(a) = a,
y(b) = B.

Comencemos construyendo una particion del intervalo [a, b] de la siguiente forma:
a=x0<x1<--<xN_1<XN=D,

con x; = a +jh paraj = 0,1,...,N, siendo h = b% el paso de malla. Los puntos
X1,...,XN—1 son los nodos interiores de la particiéon. Evaluando la ecuacién diferencial
en cada nodo interior, se obtiene:

y'(x) +py (x) +ay(x) =rj, j=1,...,N-1,
donde, por simplicidad, hemos definido p; = p(x;), q; = q(xj) y r; = r(xj).
Las derivadas de y(x) en cada nodo x; pueden aproximarse mediante las siguien-
tes formulas:

y(xjp1) —y(xj-1) y(xjp1) — 2y(xj) +y(xj-1)
y'(xj) ~ Jt 5 ] , y//(xj) ~ ]t h2] ] ,

que son las diferencias finitas que dan nombre al método (figura 6.1).

Observacién. Veamos de donde surgen las féormulas anteriores. En primer lugar, no-
temos que y'(x;) no es mas que la pendiente de la recta tangente a la curva solucién
en el punto (xj,y(x;)). Podemos aproximar dicha pendiente de varias formas:

= Como la pendiente 1 de la recta que pasa por (x;,y(xj)) y (xj11,¥(xj41)):

oy V) —y () y(xe) —y(yg)
Y (x]) ~ P— = i =my.
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(x, y(x)) m, o ( y(x)

1 j+1

Figura 6.1: Aproximaciones de la derivada de y(x) en el punto x;.

» Como la pendiente m_ de la recta que pasa por (x;,y(x;)) y (xj—1,¥(xj-1)):

g o YO —¥(-1) _ y(g) —y(y)
y(x) ~ Xj— %1 = h -

= Como la pendiente 1. de la recta que pasa por (xj,1,¥(xj+1)) ¥ (xj-1,¥(xj-1)):

y(ie) —y(x-1) _ y(een) —y(x1) _
X]'_H — x]'_l 2h -

y' (%)) ~
Claramente, m,. es la media de los valores m y m_.

Las aproximaciones m y m_ se denominan descentradas, mientras que m. es una
aproximacion centrada. Puede probarse que, en general, la aproximacién centrada es
mads precisa que cualquiera de las dos descentradas.

Por otra parte, la segunda derivada en x; se aproxima de la siguiente forma:

v (x)t =y (x)”
v (x) = - ,

donde v/ (x]-)i son aproximaciones laterales de la primera derivada en x;. Tomando
my =y (x)* ym_ ~y'(xj)”, obtenemos:
y(xje)—y(x;)  y(x)—y(xj1)

e e s —— y(xi1) = 2y(x)) +y(xj1)
/ h h h? ’

que es la férmula buscada. O
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Sustituyendo las expresiones para las derivadas en las ecuaciones anteriores y
cambiando los valores exactos y(x;) por valores aproximados y;, resulta:
Yji+1 — 2y t¥j1
2
Notese que los valores en los extremos del intervalo son conocidos, gracias a las
condiciones de contorno:

yo=y(x0) =y(a) =a,  yn=ylxn)=y(b) =4
En resumen, hemos construido un sistema lineal de N — 1 ecuaciones con N — 1 in-

cognitas, a saber, {y1,y2,...,yn-1}. Reagrupando, el sistema puede escribirse de la
siguiente forma:

h h .
(zpf - 1> yji1+ (2= g)y; + (_EPJ‘ - 1) Y1 = -, j=12.. N-1,
Yo=4a,
yn = p.
La solucién del sistema nos proporciona un conjunto de aproximaciones a los valores
de la solucion exacta en cada uno de los nodos interiores: y; ~ y(x;).

Notemos que todas las ecuaciones anteriores poseen la misma estructura, a excep-
cién de la primera y la dltima. En efecto, para j = 1 se tiene que

h o h
(Epl — 1) %4— (2 — hqu)yl + (_Epl — 1) Y2 = —h21’1,

Yj+1 —Yj-1 ;

de donde . I
(2 — hqu)yl + (_Epl — 1) Yo = —h21’1 + (1 — Epl) ,
mientras que para j = N — 1 se deduce, de forma anéloga:
h h
<§PN—1 - 1) yn-2+ (2= FPqn_1)yn-1 = —Frn-1+ B (1 + EPN—l) :

Podemos escribir el sistema lineal en forma matricial:

AY = B,
donde ,
—h?r +a <1 — —p1>
Y1 2
Y2 —h21’2
Y - ' 7 B - ) 7
y] —h21’j
YN-1 ' h
_her_l + IB (1 + EPN_l)
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y
» h

Z—hql —Epl—l 0 0 0

h ” h

Epz—l 2—hq2 —Epz—l 0 0
0

A= h 2
= Ep]—l 2 — hg; —2;7]—1
h h
0 sPn-2—1 2—hqN_, —5PN-2—1
h

0 0 EPN*l_l 2 —h2qn_1

Como vemos, la matriz A tiene estructura tridiagonal. Este tipo de matrices tiene innu-
merables ventajas desde un punto de vista numérico a la hora de resolver el sistema
lineal.

Observacién. La resolucion numérica de sistemas lineales constituye una rama fun-
damental del Andlisis Numérico, con importantes aplicaciones précticas. Las técnicas
empleadas se salen del &mbito de este curso, por lo que no entraremos en mas deta-
lles. ]

Observacién. Cuando se consideran condiciones de contorno de tipo Neumann, es
decir, y'(a) = a e y'(b) = B, es necesario anadir las ecuaciones correspondientes a
j =0y j= N,y usar discretizaciones adecuadas para las derivadas en las condiciones
de contorno. O

Ejemplo 6.1. Consideremos el problema de contorno

y'—y=x>+1, x€]0,1],
y(0) =0,
y(1) =0,

cuya solucién exacta es

—X

4e —3 . 4e—3¢?

_ a2
y(x) =-3—x e 21 ¢

Dividamos el intervalo [0, 1] en cuatro subintervalos; de este modo, N = 4, el paso
de malla es h = 411 y los nodos de la particién son xgp = 0, x1 = zly Xy = %, X3 = % y

x4 = 1. Evaluando la ecuaciéon diferencial en los nodos interiores, resulta:

y'(x) —ylx) =x7+1, j=1,2,3.



180 Métodos numéricos para problemas de contorno

A continuacién, aproximamos mediante diferencias finitas:

Yir1 —2Yj+yi1
12

yi=x+1, j=123,

Teniendo en cuenta las condiciones de contorno yo = y(xp) = 0 e ys = y(xq) = 0,
podemos escribir las ecuaciones anteriores del siguiente modo:

p

0
Y2 —2y1 + Yo 2
—y1=x7+1
e (24 W)y1 — g2 = R+ 1)
— 2y, +
Y3 ]i/zz yl_y2:x§+1 = =1+ Q2+h)y2 —y3 = —h*(x5+1)
0 2+ 2+ 1)y = —h* (% +1
b 24 v . v2+ ( )ys (x5 +1)
\ hz 3—X3+

que en forma matricial se expresan como

24+ K —1 0 1 x2+1
-1 24K -1 | =-h|x+1
0 -1 2+Hh/) \ys 3 +1

La solucién de dicho sistema, una vez sustituidos los valores de I y de los nodos, es:
y1 ~ —0.102151, 1y, =~ —0.144281, y3 = —0.117303.

En la figura 6.2 se representan la solucién exacta y los valores aproximados obtenidos.
Dicha figura se ha realizado con el siguiente c6digo Sage:

sage: #

sage: ### Me’todo de diferencias finitas ###
sage: #

sage: # Ecuacio’n: y’’+p(x)y’+q(x)y=r(x), a<xz<b.
sage: # Condiciones de contorno de tipo Dirichlet:
sage: # y(a)=alpha, y(b)=beta.

sage: #

sage: # Datos del problema

sage: #

sage: a = 0. # extremo inferior del intervalo
sage: b = 1. # extremo superior del intervalo
sage: #

sage: N = 4 # nu’mero de particiones

sage: #

sage: p(x) = 0. # coeficiente de y’

sage: q(x) = -1. # coeficiente de y

sage: r(x) = x"2+1. # te’rmino independiente
sage: #

sage: alpha = 0. # c. contorno izquierda
sage: beta = 0. # c. contorno derecha

sage: #

sage: ### Implementacio’n del me’todo ###
sage: #
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sage: h = (b-a)/N # paso de malla
sage: #
sage: X = vector([a+j*xh for j in range(N+1)]) # mallado
sage: Y = vector ([0. for j in range(N+1)]) # solucio’n
sage: #

#

sage: condiciones de contormno

sage: Y[0] = alpha

sage: Y[N] = beta

sage: #

sage: # te’rmino independiente

sage: B = vector ([(-h~2)*r(X[j+1]) for j in range(N-1)])

sage: B[0] += alphax*x(1-0.5xhxp(X[1]))

sage: B[N-2] += beta*x(1+0.5*xh*xp(X[N-1]))

sage: #

sage: # matriz del sistema

sage: A = matrix(RR, N-1, N-1)

sage: #

sage: for j in range(l, N-1):
Alj-1, j-11 = 2.-q(X[jl)*h~2 # diagonal
Alj-1, jl = -1.-0.5*xh*p(X[j]) # superdiagonal
Alj, j-11 = -1.+40.5%xh*p(X[j]) # subdiagonal

sage: A[N-2, N-2] = 2.-q(X[N-1])*h~2 # u’ltimo elemento de la diagonal

sage: #

sage: # solucio’n del sistema lineal

sage: sol = A.inverse()*B # y=A~(-1)%*B

sage: #

sage: # actualizacio’n del vector y

sage: for j in range(0, N-1):
Y[j+1] = soll[j]

sage: #
sage: HHHHHHHAAAAFAHHHBHAHAHFHFHBHBHARS
sage: #

sage: # dibujamos los puntos

sage: sol = zip(X, Y)

sage: figl = list_plot(sol, color=’blue’, legend_label=’aprox.’)
sage: # y los unimos con segmentos

sage: figl += line(sol)

sage: #

sage: ### Comparacio’n con la solucio’n exacta ###

sage: y = function(’y’, x)

sage: ec = diff(y, x, 2) + p(x)*diff(y, x) + q(x)*xy == r(x)
sage: sol = desolve(ec, y, ics=[a, alpha, b, betal)

sage: #

sage: fig2 = plot(sol, a, b, color=’red’, legend_label=’exacta’)
sage: show(figl + fig2)

Como disponemos de la solucién exacta, es posible determinar el error ¢; =
ly(x;) — y;| cometido en cada uno de los nodos:

e1 ~ 0.001366, e ~ 0.001853, e3 ~ 0.001443.

Por tanto, el error global serd e = max(eq, €3, e3) ~ 0.001853.
Con Sage, hariamos lo siguiente:
sage: # Ca’lculo de los errores en los nodos interiores

sage: err = [abs(Y[jl-s0l(X[j]l)) for j in range(l, N)]; err
[0.00136648039024440, 0.00185314651061488, 0.00144315391661615]
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Figura 6.2: Ejemplo 6.1: solucion exacta y valores aproximados.

y después

sage: # Error global
sage: max(err)
0.00185314651061488

para determinar el error global. O

6.3. Aproximacién variacional

En esta seccién vamos a introducir las ideas bdsicas relativas a la formulacion varia-
cional de un problema de contorno. Como veremos, esta formulacion sera la base que
nos permitird definir el método de elementos finitos.

Consideremos un problema de contorno lineal de la forma

—u"(x) +q(x)u(x) = f(x), x€[0,1],
u(0) =0, (1)
u(l) =0,

donde g(x) y f(x) son funciones continuas en [0,1]. En este contexto es habitual
denotar por u a la variable dependiente en lugar de y.

Observacién. Si las condiciones de contorno son del tipo u(0) = &, u(1) = B, basta
con hacer el cambio w(x) = u(x) —a(l — x) — px para pasar a un problema equi-
valente con condiciones de contorno w(0) = 0, w(1) = 0. Asimismo, el cambio
w(x) = u(a+ (b —a)x) permite considerar el problema en un intervalo arbitrario
[a,b]. Por otra parte, el afiadir un término de la forma p(x)u’(x) a la ecuacién no
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introduce dificultades matematicas adicionales en la deduccién del método de ele-
mentos finitos, por lo que no lo consideraremos en aras de la simplicidad. O

Observacion. Las condiciones de contorno del tipo u(0) = &, u(1) = B se denominan
condiciones de tipo Dirichlet: en ellas se impone el valor que ha de tener la solucién en
los extremos del dominio [0,1]. Otro tipo habitual de condiciones de contorno son
las condiciones de tipo Neumann, en las que se especifican los valores de la derivada
de la solucién en los extremos: u/(0) = «, u/(1) = B. Ambos tipos de condiciones
de contorno pueden combinarse, dando lugar a condiciones de tipo mixto; por ejemplo,
u(0) =w, u'(1) = B.

Aunque en esta seccion sélo estudiaremos el método de elementos finitos para
problemas de tipo Dirichlet, dicho método puede adaptarse para resolver problemas
de tipo Neumann o de tipo mixto. O

Sea u € C%([0,1]) solucién del problema (1): diremos que u es una solucién fuerte.
Multipliquemos la ecuacién diferencial por una funcién arbitraria v € C!([0,1]) e
integremos en el intervalo [0, 1]:

—/ dx+/ dx—/f

Supongamos ademas que v(0) = v(1) = 0 e integremos por partes la primera integral:

— /01 u”(x)v(x)dx = /01 u'(x)0' (x) dx — [u’(x)v(x)}(l) = /01 u'(x)v'(x) dx.

De esta forma, obtenemos la ecuacion variacional asociada al problema (1):

/ dx+/ dx—/f

para cada funcién v € C!(]0,1]) tal que v(0) = v(1) = 0.

Es importante notar que basta con suponer u € C!([0,1]) para que la ecuacién
anterior tenga sentido; de hecho es suficiente con que las funciones u y v sean de
clase C! a trozos y verifiquen las condiciones de contorno. Estos hechos motivan la
introduccién del espacio V formado por todas las funciones v de clase C! a trozos
en [0, 1] que verifican las condiciones de contorno v(0) = v(1) = 0. Notemos que, en
particular, la solucién u del problema (1) pertenece a V.

La formulacién variacional o formulacién débil del problema (1) consiste en hallar
u € V tal que

/ dx+/ dx_/f dx, YoeVv. (2

En tal caso, diremos que u € V es una solucion débil o variacional; notemos que las con-
diciones de contorno u(0) = u(1) = 0 se verifican de forma automatica al pertenecer
u al espacio V.
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La principal dificultad que nos encontramos al intentar resolver la ecuacién varia-
cional (2) esta en el hecho de que el espacio vectorial V es un espacio de dimensién
infinita; esto hace que no sea factible una implementacién directa en el ordenador. El
método de aproximacion variacional o método de Galerkin se basa en considerar un subes-
pacio V;, de V de dimensién finita, y a continuacién aproximar la soluciéon u de (2)
por la solucién uy, € Vj, de la siguiente ecuacién variacional discreta:

/ dx+/ x)up(x)op(x dx—/f x)op(x)dx, VYo, €V, (3)

Diremos que V}, es el espacio de funciones test. La notacion Vj, hace referencia a que el
espacio va a depender del paso de malla elegido: mientras menor sea éste, mejor sera
la aproximacién de la solucién.

Supongamos que {¢j,..., .} es una base del espacio V},, donde n es su dimen-
sién. En tal caso, cualquier elemento v, € V), puede escribirse como combinacién
lineal de los elementos de dicha base:

n
= ZU{(P,‘(X), U1,...,0n € R.

Sustituyendo en (3), resulta:

[ (Lot )t [ atom(o) (E o) )ax = [0 Lo s

de donde

n 1 . ; n 1 e n 1 ,
;vl/o up, (%) @i (x) x+i§vl/0 q(x)up(x)@i(x) x—;vl/o f(x)pi(x) dx,
y por tanto

n 1 1

y o [ tiitods+ [ aumoatds) = Vo [ fonds

Al ser los coeficientes {vy,...,v,} arbitrarios, deducimos que la ecuacion (3) es equi-
valente a

1
/Ouh( )pi(x dX+/ x)up, (x) @i (x dx—/f x)g;i(x i=1,...,n

es decir, basta con que la ecuacién (3) se verifique para los elementos ¢; de la base.
Escribamos ahora la solucién buscada uy, en la base {1, ..., ¢n}:

n
x) =Y ujpi(x), ..., u, €R.
=1
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Sustituyendo en la ecuacion anterior y razonando como antes, obtenemos:

Zu]/ q)z (P] dx+zu]/ 4’1 (P] dx—/f (Pl i=1,...,n,

0, lo que es lo mismo,

:21 uj(/o1 (Pg(x)(P}(X) dx+/01q(x)(pi(x)(p]~(x) dx) = /Olf(x)¢i(x) dx, i

Si denotamos

v = [ g+ [ a@e@exdn fi= [ fxeidx

podemos escribir la expresion anterior de la siguiente forma:

I
—_
~
~
=

n
Zai]-ujzf,-, 1= 1,...,1’1.
j=1

Hemos obtenido asi un sistema lineal de n ecuaciones y n incognitas (a saber, los
coeficientes u; de la solucion u). En forma matricial, dicho sistema se escribe

AU =F,
donde
ayp app e A U f
A a?l ﬂ?z ' a%n Cu- u'z o fz
apl An2 -+ Apn Up fn

La solucion del sistema nos permitird construir la solucién del problema discreto (3).
La matriz A se denomina matriz de rigidez y F es el vector de cargas!, aunque en teoria
no tengan significado fisico alguno.

Observacién. La solucion U = (uq, .. .,un)T del sistema lineal permite construir la
solucién numérica de la forma

up(x) = u11(x) + ua@a(x) + -+ + tnPn(x).

En este caso, dicha solucién numérica es una funcién y no un conjunto de valores
aproximados, como sucedia en el método de diferencias finitas. Podemos por tanto
usar uy(x) para aproximar la solucién del problema de contorno en cualquier punto
del intervalo [0, 1]. O

!La terminologfa proviene de la Mecénica de Sélidos, que es el drea donde se desarrollé el método
de elementos finitos en la década de los cincuenta del pasado siglo, concretamente en la industria
aeronautica.
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En resumen, hemos visto cémo la solucién del problema variacional (2) puede
aproximarse mediante la solucién de un problema discreto (3), cuyo célculo se reduce
a la resolucion de un sistema lineal. En la siguiente seccién veremos cémo elegir los
elementos ¢; de la base de forma adecuada para que el sistema pueda resolverse de
la forma mas eficiente posible.

6.4. Método de elementos finitos

El método de elementos finitos se basa en aproximar, mediante el método de Galer-
kin, la solucién variacional del problema (1) haciendo una eleccién adecuada de los
elementos del espacio de discretizaciéon Vj,. Dicha eleccion se realiza intentando que
la matriz del sistema resultante tenga una estructura lo mas sencilla posible.

Observaciéon. En las aplicaciones practicas, las matrices que resultan de realizar el
proceso de discretizacion detallado en la seccién anterior pueden tener miles, o in-
cluso millones de elementos. La resolucién de sistemas de tales tamafios requieren el
uso de ordenadores de gran potencia, asi como la aplicaciéon de técnicas matematicas
adecuadas. O

Figura 6.3: Grafica de la funcion de base ¢;(x).

Consideremos una discretizacion del intervalo [0, 1],
O=x <1< ---<xny1<xny=1,

con paso de malla i = % Paracadai=1,...,N — 1, consideremos la funcién de base
¢i(x) definida como

X —Xi1 .
Tl sixji_1 <X<UX,

. — ) X111 —X .
@i(x) = % six; < x < Xxip,

0 en otro caso,
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cuya gréfica se representa en la figura 6.3. Cada ¢;(x) es una funcién de clase C! a
trozos, cuya derivada es

1 )
E S1xq < Xx <X,
/ _ 1
(Pi(x) = ~7 six; < x < Xjyq,
0 en otro caso.

Notese que las funciones ¢;(x) y ¢}(x) se anulan fuera del intervalo (x;_1, Xj+1).

Puede demostrarse que la familia de funciones {¢j,..., ¢n_1} constituyen una
base del subespacio vectorial V;, formado por las funciones continuas y lineales a
trozos en [0, 1] que se anulan en los extremos x = 0y x = 1; en particular, la dimensién
de V,esn =N —1.

Observaciéon. Para condiciones de contorno de tipo Neumann es necesario afiadir
dos funciones de base adicionales, ¢o(x) y ¢n(x), para imponer las condiciones de
contorno en cada uno de los extremos del intervalo. Asimismo, el espacio de funciones
test V}, debe modificarse de manera adecuada. ]

A continuacion vamos a calcular los coeficientes a;; de la matriz A, asi como los
términos independientes f;. Por simplicidad, a partir de ahora supondremos que las

funciones g(x) y f(x) son constantes: q(x) =g, f(x) = f.

Observacién. Cuando las funciones g(x) y f(x) no son constantes, es necesario utili-
zar férmulas de cuadratura para aproximar numéricamente las integrales que apare-
cen en la definicién de los coeficientes a;; y f;. O

Fijado un subindice arbitrario i, notemos que ¢;(x)@;j(x) = 0sij #i—1,i,i+1,
ya que en tal caso los conjuntos donde ¢;(x) y ¢;(x) no se anulan no tienen puntos
en comun (véase la figura 6.4); lo mismo sucede para el producto de las derivadas.
Por otro lado, resulta que

[ owewan = [ (g

2
— Xi—1 Yitl (X1 — _%
_/ ( >dx+/ ( ] )dx—3,

teniendo en cuenta que x;_1 = x; —h y x;41 = x; + h. De forma similar, se obtienen
las igualdades

1 (% oxj—x X—Xxj_q, _h
/0§01< )q)l ()dx—/x h ' h dx—g/

i—1
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(a) (b) (©

Figura 6.4: (a) ¢;p;—1 # 0 en [x;_1, x;]; (b) ¢ipip1 # 0 en [x;, x;11]; (0) pipj =0sijAi—1,j #i
oj#i+1

1 Yiel X — Xj Xjy1 — X h
/0 @i(x)@it1(x) dx = /xi 7 - IHh dx = &

Razonando de manera andloga, se deducen las siguientes expresiones:

! 2 1 1 1 1
| eeidr=1 [ oleiamdr=—5, [ gix)gha(x)dx = —.

Finalmente, deducimos las férmulas para los coeficientes 4;;:

;

2
Qi — 1 1 L. .
ij —E—{—gqh sij=i—1loj=i+1,
0 en otro caso.

\

Por otra parte, notemos que
1 Yiox—xjq Yitl Xjq — X h h
(dr= [ E g [T R g 22
[ oar= [T EE ey [ IR Ry = S
lo que implica que todos los coeficientes f; tienen la siguiente forma:
fi=fh, i=1,...,N—1

A partir de los resultados obtenidos, podemos escribir el sistema lineal que define
el método de elementos finitos como sigue:

i

2+42qh? -1+ lqn? 0 0 e 0 u W f
1+ g2 2+ 3gn 1+ L 0 o 0 i nf
0 14+ 1gn2 2422 —141gw2 . 0 113 nf
1+ ig2 2422 14 1gn | | uno nf

0 . 0 —1+1gh* 2+3gh* ) \un-1 nf
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La matriz A es simétrica y tridiagonal, lo que la hace especialmente adecuada a la
hora de resolver numéricamente el sistema lineal.

Ejemplo 6.2. Consideremos el problema de contorno

—u”(x)+u(x) =2, x€l0,1],
u(0) =0,
u(l) =0,

que tiene como solucién exacta la funcién

u(x) = — (¥ +el7%) +2.

1+e

Para construir la formulacién variacional del problema, multiplicamos la ecuacién
dife-rencial por una funcién arbitraria v(x), que sea de clase C! a trozos en [0,1] y
verifique v(0) = v(1) = 0, y a continuacién integramos en [0, 1]:

—/ dx-l—/ dx—/OlZv(x)dx.

Integrando por partes el primer sumando,

1 " R, 1 1 / /
—/0 u” (x)o(x)dx = [u (x)v(x)]o%—/O u'(x)v'(x) dx,

y teniendo en cuanta que v(0) = v(1) = 0, resulta:

_ /01 u” (x)v(x)dx = /01 u'(x)0'(x) dx.

De esta forma, deducimos la siguiente igualdad:

/ dx+/ x)dx = /1 20(x) dx.

Definamos V' como el espacio vectorial formado por todas las funciones v(x) de
clase C! a trozos en [0,1] y que verifican v(0) = v(1) = 0. La formulacién variacional
del problema es entonces la siguiente: hallar u € V tal que

1
/ dx+/ dx—/ 2v(x)dx, VoveV.

El siguiente paso consiste en discretizar la ecuacién variacional. Para ello, consi-

deremos una particion del intervalo [0,1] con N = 4; de esta forma, el paso de malla

esh = 411 y los nodos vienen dados por xop = 0, x; = zly Xy = %, X3 = % y x4 = 1. Las
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(IJ 1I/ 4 1 /7 3 / 4 1
Figura 6.5: Funciones de base para h = 1

i

correspondientes funciones de base {¢1(x), ¢2(x), p3(x)} se representan en la figura
6.5.

Sea V}, el subespacio vectorial de V formado por todas las funciones vy (x) de la
forma

op(x) = v191(x) + v292(x) + v393(x),
siendo v1,v2,v3 € R valores arbitrarios. El espacio Vj, estd formado por todas las

funciones poligonales que se anulan en x = 0 y x = 1, y cuyos posibles puntos de no
derivabilidad se localizan en los nodos internos x; = }L, Xy = % y X3 = %.

La formulacién variacional discreta del problema es la siguiente: determinar u;, €
Vy, tal que

/01 up, (x)v),(x) dx + /01 up(x)op(x) dx = /01 20,(x)dx, You, €V

Tomemos un elemento arbitrario vy, (x) = v1¢1(x) + v2¢2(x) + v3¢3(x) en V}, y susti-
tuydmoslo en la ecuacién variacional:

/o1 uy (%) (0191 (%) + 0295 (x) + 0395(x)) dx+
/01 up (%) (0191 (%) + 0202(x) + v3¢3(x)) dx

= /01 2(0191(x) + v292(x) + v3@3(x)) dx.
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Reagrupando los términos, resulta:

vl</ol u;(x)(pg(x)dw/ol uh(x)gol(x)dx)Jr

vz(/ol uil(x)go’z(x)dx—k/ol uh(x)(pz(x)dx)-l-

vg,(/ol i (x) @y () dx + /01 (1) g3 (x) dx)

— 0, /()12¢1(x)dx—|—vz/012(p2(x) dx+03/012g03(x) dx.

Tomemos ahora v; =1, v; = v3 = 0; en tal caso, de la igualdad anterior se deduce:

/01 up (x) i (x) dx + /01 up(x) @1 (x) dx = /01 2¢1 (x) dx.

Para v; = v3 = 0 y v = 1 se obtiene la ecuaciéon

/01 (%) (x) dx + /01 up(x) g2 (x) dx = /01 2¢5(x) dx,

mientras que

/01 up (%) @5 (x) dx + /01 up(x)ps(x) dx = /01 2¢3(x) dx

resulta al elegir v1 = v, =0y v3 = 1.
Como la solucién buscada uy, es un elemento de Vj,, podemos escribirla en la forma

up(x) = ur@r(x) + uz2@a(x) + uzps(x),

donde {u1, uy, u3} son incégnitas a determinar. Sustituyendo la expresion de uy, en la
primera de las tres ecuaciones anteriores, se obtiene:

/01(111(P/1(x) + b (x) + uz 5 (x)) @} (x) dx+
/Ol(ulfPl(x) + up@a(x) + uzps(x))p1(x) dx

1
= / 2¢1(x) dx,
0
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de donde

1
ul( 1 (x) g1 (x dH/ 1 (x qv1()d)+

(/ @5 (x) dx+/ @1(x)p2(x) dx)+
( dx+/ ¢1(x 403()61)

_/ 2¢1(x
Si definimos
1 / / 1 1
aij:/o i (x)pj(x) dx+/0 @i(x)pj(x) dx, fi:/o 2¢;i(x) dx,

la expresién anterior puede escribirse como:

E

\

11Uy + dpuy + a3u3 = fi.
De manera totalmente andloga, pueden deducirse las ecuaciones
gy + axi + ax3uz = fo

y
azuy + azup + azuz = f3.

Los coeficientes a;; y f; se determinan explicitamente:

49 o 95 o |
a11 = Ap =33 = 57, A1 = A1 = a3 = a3 = —g, M3 =a31 =0, fi=fr=fz3=3

En resumen, las incognitas {u1,up, 13} se obtienen como solucién de un sistema
lineal de tres ecuaciones, que en forma matricial se escribe como

9 95 1
27 —o9 U U 8
95 49 95 _ |1
~9% 24 9% wil=1s
95 49 1

0 —-% = us 8

Obviamente, dicho sistema corresponde al caso generalcong =1y f = 2.
La solucién del sistema viene dada por

up ~ 0171462, up; ~ 0.227438, wu3 ~ 0.171462.

El error e; = |u(x;) — u;| cometido en cada nodo interior puede determinarse en este
caso, ya que conocemos la solucién exacta:

e1 ~ 0.000815, e ~ 0.001076, e3 ~ 0.000815.

El error global cometido es pues e = méx(e1, e, e3) ~ 0.001076.
Los resultados obtenidos se representan en la figura 6.6, que ha sido generada con
el siguiente codigo Sage:
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sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:
sage:

—exacta
0.2} ~=aprox.
0.15}
0.1}
0.05
" 1 " " L 1 L L n 1 n L " 1 " L "
0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 6.6: Ejemplo 6.2: solucion exacta y valores aproximados.

## Me’todo de elementos finitos ###
Ecuacio’n: -u’’+qu=£f(x), a<x<b.
Condiciones de contorno de tipo Dirichlet:
u(a)=0, u(b)=0.

Datos del problema

0. # extremo inferior del intervalo
1. # extremo superior del intervalo

4 # nu’mero de particiones

1. # coeficiente de u
= 2. # te’rmino independiente

HHO = HOO H HHHHEHFHHEHH
~
o]
A3

alpha = 0. # c. contorno izquierda
beta = 0. # c. contorno derecha

#

### Implementacio’n del me’todo ###

(b-a)/N # paso de malla

vector ([a+j*h for j in range(N+1)]) # mallado
vector ([0. for i in range(N+1)]) # solucio’n

HOX TP &

# condiciones de contorno
U[0] = alpha
U[N] = beta
#
# te’rmino independiente
F = vector ([0. for i in range(N-1)])
for i in range(l, N):
aux = integral (f(x)*(x-X[i-1]1)/h, x, X[i-11, X[il])
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aux += integral (f(x)*(X[i+1]-x)/h, x, X[i], X[i+1])
F[i-1] = hx*aux

sage: #

sage: # matriz del sistema
sage: A = matrix(RR, N-1, N-1)
sage: #

sage: for i in range(l, N-1):

Ali-1, i-1] = 2.+(2/3)*q*h~2 # diagonal
Afi-1, il = -1.+(1/6)*qg*h~2 # superdiagonal
Afi, i-1] -1.+(1/6)*g*xh~2 # subdiagonal
sage: A[N-2, N-2] = 2.+(2/3)*q*h~2 # u’ltimo elemento de la diagonal
sage: #
sage: # solucio’n del sistema lineal
sage: sol = A.inverse ()*xF # U=A"(-1)x*F
sage: #
sage: # actualizamos el vector U
sage: for i in range(N-1):
U[i+1] = soll[i]

sage: #
sage: HHHHHHHHAHAHAHFHBHAHAHFHSHBRBRAHS
sage: #

sage: # dibujamos los puntos

sage: sol = zip(X, U)

sage: figl = list_plot(sol, color=’blue’, legend_label=’aprox.’)
sage: # y los unimos con segmentos

sage: figl += line(sol)

sage: #

sage: # Comparacio’n con la solucio’n exacta

sage: u = function(’u’, x)

sage: ec = -diff (u, x, 2) + gq*u == f(x)

sage: sol = desolve(ec, u, ics=[a, alpha, b, betal)
sage: #

sage: fig2 = plot(sol, a, b, color=’red’, legend_label=’exacta’)
sage: show(figl + fig2)

Por altimo, calculamos los errores cometidos en cada nodo:

sage: # Ca’lculo de los errores en los nodos interiores
sage: err = [abs(U[jl-s0l(X[j]l)) for j in range(l, N)]; err
[0.000815468791417362, 0.00107565359683126, 0.000815467679347037]

asi como el error global:

sage: # Error global
sage: max (err)
0.00107565359683126
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6.5. Algunos comentarios

Los métodos numéricos estudiados en las secciones precedentes pueden aplicarse
para la resolucién de problemas de contorno no lineales, de la forma

y'=f(x,yy), x€lab],
y(a)
y(D)

&,
B

o con otros tipos de condiciones de contorno. En tal caso, la solucién numérica se
determina a partir de la solucién de un sistema de ecuaciones no lineales, que debe
resolverse mediante técnicas matemaéticas apropiadas. El estudio de tales cuestiones
queda fuera del alcance de este curso, por lo que no insistiremos maés en ellas.

Los problemas que surgen en las aplicaciones practicas suelen modelizarse me-
diante ecuaciones en derivadas parciales, tanto estacionarias como de evolucion (depen-
dientes del tiempo), en dominios bi- o tridimensionales. Tanto el método de diferen-
cias finitas como el de elementos finitos pueden extenderse para resolver problemas
de esta indole, siendo el método de elementos finitos el més extendido debido a su
mayor flexibilidad y capacidad de adaptacién a problemas en dominios complejos.
Tanto el estudio teérico de ecuaciones en derivadas parciales como su resolucién nu-
mérica por el método de elementos finitos requieren de técnicas matematicas avanza-
das, por lo que no entraremos en més detalles.

Existen varios paquetes informdticos profesionales para aplicar el método de ele-
mentos finitos, especialmente en las dreas de Célculo de Estructuras y Mecanica de
Fluidos. Queremos mencionar aqui la existencia del programa gratuito de cédigo
abierto FreeFem++, que puede descargarse desde la pdgina web www.freefem.org/
ff++/. Este programa permite resolver diversos tipos de ecuaciones en derivadas par-
ciales, con distintas clases de condiciones de contorno, en dos y tres dimensiones. En
la figura 6.7 se muestra un ejemplo de deflexién de una viga tridimensional realizado
con FreeFem++.

6.6. Aplicaciones

6.6.1. Deflexién de vigas empotradas

Vamos a estudiar la deformacién sufrida por una viga empotrada, con cargas axia-
les y transversales. Bajo la hipétesis de pequenias deformaciones (esto es, y'(x) = 0),
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Figura 6.7: Deflexion, debido a su propio peso, de una viga tridimensional empotrada en un
extremo.

la deformacioén sufrida por la viga es solucién del siguiente problema de contorno:

y"(x) — %y(x) = % x € o,L],
y(0) =0,
y(L) =0,

siendo Q la carga axial, E el médulo de elasticidad, I el momento de inercia, M(x)
el momento flector y L la longitud de la viga. Si suponemos que la carga P esta
uniformemente distribuida, el momento flector viene dado en este caso por

M(x) = gx(L —x)
p
I A
Qe— —Q
7 ' 7

Figura 6.8: Deflexion de una viga empotrada con cargas axiales y transversales: esquema.
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En la figura 6.9 se representan los resultados obtenidos con el método de diferen-
cias finitas al considerar diferentes cargas axiales. Los valores de los pardmetros son
L=2m,E=2-10""' N/m? [ =7.85-10"? m* y P = 150; para Q se han tomado los
valores 100, 500 y 1000. Los célculos han sido realizados usando N = 20 particiones.

0.5 1 1.5

-0.005

-0.01f

-0.015

.-.Q: 100
Q=500
.+.Q=1000

-0.02

Figura 6.9: Viga empotrada con diferentes cargas axiales.

A continuacién se muestra un c6digo Sage para resolver el problema considerado:

sage: # Deflexio’n de vigas con cargas axiales y transversales

Sage: H oo o m o oo -
sage: #

sage: # Ecuacio’n: y’’- Q/(EI)y=M(x)/(EI) en [0, LIJ.
sage: # Condiciones de contorno: y(0)=0, y(L)=0.
sage: #

sage: # Me’todo: diferencias finitas

sage: #

sage: # Datos del problema

sage: #

sage: L = 2. # longitud de la viga

sage: Q = 100. # carga axial

sage: E = 2.ell # modulo de elasticidad

sage: I = 7.85e-9 # momento de inercia

sage: P = 150. # carga transversal

sage: #

sage: a 0. # extremo inferior del intervalo

sage: b = L # extremo superior del intervalo

sage: #

sage: N = 20 # nu’mero de particiones

sage: #

sage: p(x) = 0. # coeficiente de y°’

sage: q(x) = -Q/(ExI) # coeficiente de y

sage: r(x) = 0.5%P*xx*(L-x)/(E*I) # te’rmino independiente
sage: #

sage: alpha = 0. # c. contorno izquierda

sage: beta = 0. # c. contorno derecha
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sage: #

sage: ### Implementacio’n del me’todo ###

sage: #

sage: h = (b-a)/N # paso de malla

sage: #

sage: X vector ([a+j*h for j in range(N+1)]) # mallado
sage: Y = vector ([0. for j in range(N+1)]) # solucio’n
sage: #

sage: # condiciones de contormno
sage: Y[0] = alpha
sage: Y[N] = beta
sage:
sage: # te’rmino independiente
sage: B = vector ([(-h~2)*r(X[j+1]) for j in range(N-1)1])
sage: B[0] += alpha*(1-0.5xhxp(X[1]))
sage: B[N-2] += beta*(1+0.5*xh*p(X[N-1]))
sage: #
sage: # matriz del sistema
sage: A = matrix(RR, N-1, N-1)
sage: #
sage: for j in range(l, N-1):
Alj-1, j-11 = 2.-q(X[jl)*h~2 # diagonal

£~

Alj-1, jl = -1.-0.5*xh*p(X[j]) # superdiagonal
A[j, j-11 = -1.+0.5*h*p(X[j]l) # subdiagonal
sage: A[N-2, N-2] = 2.-q(X[N-1])*h~2 # u’ltimo elemento de la diagonal

sage: #
sage: # solucio’n del sistema lineal
sage: sol = A.inverse()*B # y=A~(-1)%*B
sage: #
sage: # actualizacio’n del vector y
sage: for j in range(0, N-1):

Y[j+1] = soll[j]

sage: #
sage: HHHHHHHAAHHHAHHHBHAAHHHAHHHRBHARS
sage: #

sage: # dibujamos los puntos
sage: sol = zip(X, Y)

sage: fig = list_plot(sol)

sage: # los unimos con segmentos
sage: fig += line(sol)

sage: # y mostramos el resultado
sage: show(fig)

Para aplicar el método de elementos finitos, reescribimos la ecuacion diferencial
de la siguiente forma:
—u"(x) + qu(x) = f(x),

donde u =y, q = % y f(x) = —Ngf). Como era de esperar, al aplicar el método de

elementos finitos se obtienen resultados totalmente andlogos a los de la figura 6.9. El
c6digo Sage correspondiente es el siguiente:

sage: # Deflexio’n de vigas con cargas axiales y transversales
sage: #

sage: #

sage: # Ecuacio’n: -u’’+ Q/(EI)u=-M(x)/(EI) en [0, LIJ.
sage: # Condiciones de contorno: u(0)=0, u(L)=0.

sage: #

sage: # Me’todo: elementos finitos
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sage: #

sage: # Datos del problema

sage: #

sage: L 2. # longitud de la viga

sage: Q = 100. # carga axial

sage: E = 2.ell # modulo de elasticidad

sage: I = 7.85e-9 # momento de inercia

sage: P = 150. # carga transversal

sage: #

sage: a 0. # extremo inferior del intervalo

sage: b = L # extremo superior del intervalo

sage: #

sage: N = 20 # nu’mero de particiones

sage: #

sage: q = Q/(E*I) # coeficiente de u

sage: r(x) = -0.5*%P*x*x(L-x)/(E*I) # te’rmino independiente
sage: #

sage: alpha = 0. # c. contorno izquierda

sage: beta = 0. # c. contorno derecha

sage: #

sage: ### Implementacio’n del me’todo ###

sage: #

sage: h = (b-a)/N # paso de malla

sage: #

sage: X vector ([a+j*h for j in range(N+1)]) # mallado
sage: U = vector ([0. for i in range(N+1)]) # solucio’n
sage: #

sage: # condiciones de contormno

sage: U[0] = alpha

sage: beta

sage: #

sage: # te’rmino independiente

sage: F = vector ([0. for i in range(N-1)])

sage: for i in range(l, N):
aux = integral (f(x)*(x-X[i-1]1)/h, x, X[i-11, X[i])
aux += integral (f(x)*(X[i+1]-x)/h, x, X[i], X[i+1])
F[i-1] = hxaux

e
—
=
[}
]

sage: #

sage: # matriz del sistema

sage: A = matrix(RR, N-1, N-1)

sage: #

sage: for i in range(l, N-1):
Afi-1, i-1] = 2.+(2/3)*q*h~2 # diagonal
Afi-1, il = -1.+(1/6)*qg*h~2 # superdiagonal
Afi, i-1] = -1.+(1/6)*q*h"2 # subdiagonal

sage: A[N-2, N-2] = 2.+(2/3)*qg*h~2 # u’ltimo elemento de la diagonal
sage: #
sage: # solucio’n del sistema lineal
sage: sol = A.inverse ()*F # U=A"(-1)x*F
sage: #
sage: # actualizamos el vector U
sage: for i in range(N-1):
U[i+1] = soll[i]

sage: #
sage: HHHHHHHAAHAARFHHHBHAHARBHHHHHAHARH
sage: #

sage: # dibujamos los puntos
sage: points = zip(X, U)
sage: fig = list_plot(points)
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sage: # los unimos con segmentos
sage: fig += line(points)

sage: # y mostramos el resultado
sage: show(fig)

Noétese que el término independiente no es constante en este caso, por lo que se han
calculado numéricamente las integrales correspondientes.
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