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Seleccion de Variables en Maquinas de Vectores So-
porte.

Resumen

En los dltimos anos, ha cobrado especial importancia la prediccion de resultados ba-
sdndose en la informacién proporcionada por datos, siendo uno de sus mayores exponentes
el aprendizaje supervisado. Dos aspectos esenciales del aprendizaje supervisado son las
técnicas empleadas para realizar predicciones y la seleccion de caracteristicas. En este
trabajo, se desarrollara una de las técnicas de aprendizaje supervisado més usadas y que
mejor resultados proporciona para la clasificacion binaria: las Maquinas de Vectores So-
porte (o SVM, por sus siglas en inglés de Support Vector Machines). Para el problema
de la seleccion de variables, se describiran tres tipos de técnicas conocidas como: filters,
wrappers 'y embedded. Por otro lado, durante el desarrollo del trabajo nos centraremos tan-
to en los aspectos tedricos como practicos. Finalizaremos con las conclusiones y futuras
propuestas de mejora.

Palabras clave:

APRENDIZAJE AUTOMATICO, APRENDIZAJE SUPERVISADO, CLASIFICACION BINA-
RIA, SVM, SELECCION DE VARIABLES.
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Feature selection for support vector machine.

Abstract

In recent years, the prediction of results based on information provided by data has
become particularly important, being one of the main exponents the supervised learning.
Two essential aspects of supervised learning are the techniques used to make predictions
and the selection of features. In this paper, we will develop one of the most widely used and
best performing supervised learning techniques for binary classification: Support Vector
Machines (SVM). For the problem of variable selection, three types of techniques will
be described, known as: filters, wrappers and embedded. On the other hand, during the
development of the work we will focus on both theoretical and practical aspects. We will
end with conclusions and future proposals for improvement.

key words:

MACHINE LEARNING, SUPERVISED LEARNING, BINARY CLASSIFICATION, SVM, FEA-
TURE SELECTION.
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Introduccion

El aprendizaje automético o mas conocido por su nombre en inglés machine learning
es el proceso mediante el cual se utiliza la informacién proporcionada por los datos para
construir modelos matematicos en los que se identifican ciertos patrones. Posteriormen-
te, estos patrones seran usados para hacer predicciones sobre elementos no vistos con
anterioridad.

El aprendizaje automatico utiliza distintas técnicas que podemos dividir en dos grandes
grupos: aprendizaje supervisado y aprendizaje no supervisado.

Por un lado, el aprendizaje supervisado asume que se conoce un conjunto de datos
observados llamado conjunto de entrenamiento o training set. Este conjunto esta formado
por los pares (z;,9;), i = 1,...,n. Por un lado, cada vector z; € R? esta formado por p
componentes, z;i, ..., T; que toman valores de las llamadas variables explicativas, o en
inglés features. Es decir, x; = (x4, . .., 2)Vi. Notese que, en el caso en el que nos estemos
refiriendo a cada variable en general, la denotaremos por f;, 7 = 1,...,p, formando
el conjunto de las variables explicativas, P = {fi,..., f,}. Por otro lado, y;, denota al
valor de la variable respuesta de la observaciéon ¢, ¢ = 1,...,n. De nuevo, cuando, en
general, hablemos de variable respuesta, nos referiremos a y. Mas adelante, hablaremos
sobre el tipo de valores que puede tomar la variable respuesta. El objetivo principal del
aprendizaje supervisado consiste en encontrar un modelo de prediccion que relacione las
variables explicativas con la variable respuesta. De esta forma, dado un nuevo dato del
que solo conocemos su vector explicativo, podemos hacer una estimacion del valor de la
variable respuesta, usando el modelo de prediccién previamente construido.

Por otro lado, en el aprendizaje no supervisado asumimos conocido un conjunto de
entrenamiento que solamente estd formado por los vectores explicativos. En este caso,
la variable respuesta no existe. El objetivo del aprendizaje no supervisado es construir
un modelo que permita encontrar patrones, y describe asociaciones entre las features.
Dos ejemplos clasicos muy simples de aprendizaje no supervisado son el agrupamiento
(conocido en inglés como clustering) y la reduccion de la dimensionalidad (dimensionality
reduction).

Durante todo este trabajo nos centraremos en el aprendizaje supervisado. Para mas
informacion sobre el aprendizaje no supervisado, consultar |20, 28|.

Para ilustrar el concepto de aprendizaje supervisado, daremos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 0.1. Supongamos que tenemos un grupo de personas a las que hemos medido
su altura en centimetros, y las hemos agrupado como altas o bajas. Es decir, en este
caso particular la variable explicativa es la altura, mientras que la variable respuesta es
alta/baja. El objetivo es crear un modelo matemdtico que dada la altura de una persona
no estudiada anteriormente sea capaz de predecir si dicha nueva persona es alta o baja.

Por ejemplo, podemos asumir que el conjunto de datos que hemos recogido viene dado
en la Tabla 1.

v
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variable explicativa | variable respuesta
170 alta
147 baja
150 baja
154 baja
175 alta
152 baja
173 alta
177 alta

Tabla 1: Datos del Ejemplo 0.1. En la columna izquierda los valores de la variable expli-
cativa altura para cada observaciéon y en la columna derecha la clase a la que pertenece.

Utilizando estos datos, podemos crear un modelo matemdtico para hacer la prediccion
de un nuevo punto. Un posible modelo de prediccion podria construirse tomando como
referencia para la clasificacion el punto medio entre el valor de la altura mds pequeno de
las personas altas y el valor de la altura mds grande de las personas bajas. De esta forma,
nos queda que:

s Si el valor de la variable explicativa altura < 162 cm, clasificamos a la persona como
baja.

= Fn caso contrario, la persona es clasificada como alta.

Ast, usando el modelo de prediccion anterior, si llega una nueva persona con una altura
de 165 cm, la clasificaremos como baja.

Tal y como hemos comentado anteriormente, en este trabajo nos centraremos en el
aprendizaje supervisado. Notese que en funcion de las caracteristicas de la variable res-
puesta podemos distinguir dos tipos de tareas: si la variable respuesta es cuantitativa,
hablaremos de regresion [28| y, por el contrario, si la respuesta es cualitativa, estaremos
ante la tarea de clasificacion, [28]. En particular, en este trabajo nos focalizaremos en
la clasificacion binaria. Es decir, trabajaremos bajo la hipotesis de que la variable res-
puesta del conjunto de entrenamiento, sélo puede tomar dos posibles valores. Volviendo
al Ejemplo 0.1 observamos que, en ese caso, estamos ante un problema de clasificacion
binaria, puesto que las personas (datos) se asocian en dos grupos distintos: altas y bajas.
Las etiquetas de las repuestas cualitativas (como alto/bajo) en la clasificacién binaria se
suelen codificar con las etiquetas 0/1 o —1/1 segin como este disenado el algoritmo que
se vaya a emplear.

Para conocer mas informacion sobre la clasificacion no binaria, asi como la regresion,
se recomienda consultar |24, 28], respectivamente.

La clasificacion supervisada ha sido aplicada en diferentes d&mbitos: clasificacion de
paginas web [2], filtrado de spam [28], en biologia [53|, medicina [25], agricultura [21],
quimica [42] y comercio [17] son solo algunos ejemplos.

Existen numerosas técnicas para hacer clasificacion binaria. Podemos destacar por
ejemplo:

» Clasificador lineal: dado un vector de variables explicativas construimos una funcion
dada por una combinacion lineal de sus componentes. Los coeficientes que acompa-
nan a cada componente se pueden calcular de muchas formas, pero una de las mas
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utilizadas es la denominada Maquinas de Vectores Soporte, o en inglés Suport Vector
Machine (SVM), cuyos detalles se estudiaran en el Capitulo 1 de este trabajo.

» Método de k-vecinos més proximos: también conocido por su nombre en inglés k-
nearest neighbors, knn, [28]. Esta metodologia utiliza las k observaciones del con-
junto de entrenamiento que estdn mas cerca de la nueva observacion. La prediccion
de la clase de la nueva observacion se determina de acuerdo a la clase méas frecuente
entre las k observaciones anteriormente citadas.

» Arboles de clasificacion: Un arbol de clasificacion, [13, 12, 24] es un clasificador
definido como una serie de reglas si-entonces, o también conocidas en inglés como
if-then rules, sobre las variables explicativas. El clasificador se representa con un
arbol, 7], donde cada nodo define una particion de los datos originales que satisface
las condiciones if-then, anteriormente mencionadas. El nodo final determina la clase
de la nueva observacion.

En particular, el objeto de estudio de este trabajo, como se ha mencionado ante-
riormente, sera la técnica de clasificacion conocida como Maquinas de Vectores Soporte,
comunmente abreviada como SVM, por su nombre en inglés Support Vector Machine. Es-
ta metodologia es una de las més conocidas y utilizadas en la literatura por su eficiencia
y aplicabilidad en los problemas de la vida real. En esta técnica, la optimizaciéon mate-
maética juega un papel crucial, destacando la programacion convexa [8]. En el Capitulo 1,
hablaremos con detalle sobre las Maquinas de Vectores Soporte.

El machine learning, y en particular, la clasificacion supervisada, no solo se centra
en la eleccion del método (SVM, arbol de clasificacion, etc.) para determinar un modelo
adecuado. Otro aspecto importante es la apropiada seleccion de caracteristicas, o feature
selection, consistente en seleccionar un subconjunto adecuado del conjunto original de
caracteristicas P = {fi,..., f,} para construir modelos més faciles de interpretar redu-
ciendo su complejidad, mas eficientes en su elaboracion y méas precisos en la clasificacion
de datos. En el Capitulo 2 desarrollaremos tres enfoques en los que se suelen agrupar las
técnicas de seleccion de caracteristicas: métodos filters que son independientes del modelo
seleccionado para la clasificacion y solo eligen las variables en funciéon de sus propieda-
des estadisticas, los métodos wrappers que van construyendo sucesivos modelos con las
distintas caracteristicas hasta seleccionar aquellas que mejor resultado ofrecen a la ta-
rea de clasificacion y los métodos embedded que realizan la contribucion del modelo de
clasificacion y la selecciéon de variables al mismo tiempo.



Capitulo 1

Maquinas de Vectores Soporte (SVM)

Las Maquinas de Vectores Soporte son una herramienta para la clasificaciéon binaria
muy conocida y usada debido a su gran utilidad y eficacia. El objetivo de este capitulo
es describir la idea en la que se basa, su formulacién, asi como los problemas de optimi-
zacion (primal y dual) necesarios para su resolucion. Finalmente, se detallara el conocido
como truco del kernel necesario para, la generalizacion del método al caso no linealmente
separable.

1.1. Caso linealmente separable. SVM de margen duro.

Suponemos dado un conjunto de entrenamiento 2 = {(z1,v1), ..., (Tn, yn)}, para cada
observacion x;,i = 1,...,n, los vectores predictores o explicativos viene dadas por x; =
(zi1,...,1yp)" € RP. Notese que el simbolo T indica el vector traspuesto. Si no se indica
lo contrario, asumiremos que todos los vectores son columna. Ademas, y; € {—1,1},Vi =
1,...,n indica el valor de la variable respuesta a la que pertenece la observacion 7. Dada
la naturaleza del método, la variable respuesta debe ser obligatoriamente codificada como
—1y 1. Mas adelante, explicaremos con detalle el porqué de esta eleccion. Ademés, nétese
que, usualmente la variable respuesta viene expresada de forma cualitativa. Por ejemplo,
en el caso del Ejemplo 0.1, la variable respuesta venia dada por alto y bajo. Seré, por lo
tanto, eleccion del usuario determinar qué clase se va a codificar con +1 y cual se establece
como —1.

Supondremos, ademas, que los datos son linealmente separables, es decir, que existe
un hiperplano lineal que separa perfectamente los datos pertenecientes a cada una de las
dos clases.

Estos hiperplanos lineales se pueden describir por su ecuaciéon normal de la forma

7= (w,x)+b=0,

donde w = (wy,...,w,) € RP es el vector normal del hiperplano, b € R es el término
independiente de la ecuacion, y (-, ) simboliza el producto escalar.

Notese que si los datos del conjunto de entrenamiento son linealmente separables por
el hiperplano m = (w, ) + b = 0 aquellas observaciones x; que al evaluarlos en el primer
miembro de su ecuacion normal cumplen (w,z;) +b > 0 tendran la etiqueta y; = +1.
Por el contrario, los datos x; que cumplen (w,z;) +b < 0 tienen asocia la etiqueta
y; = —1. Dado un conjunto de observaciones {2, linealmente separables, es facil apreciar
que existen infinitos hiperplanos lineales que separan perfectamente ambas clases. Un
ejemplo de esto puede verse en la Figura 1.1(a), donde se tiene un conjunto de datos
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en R? que se puede separar perfectamente usando distintos hiperplanos lineales. De esta
forma, el objetivo principal del SVM es determinar, de entre todos los posibles hiperplanos
aquel que maximiza el llamado margen de separacién. Se puede apreciar un ejemplo de
un hiperplano lineal con margen maximo en la Figura 1.1(b).

Pasaremos a definir formalmente el concepto de margen. Para ello, previamente nece-
sitamos definir la distancia de un punto @, a un hiperplano 7:

Definiciéon 1.1. Dado un punto Q = (q1,...,q,) € RP y un hiperplano m representado
por su ecuacion normal ™ = (w,x) +b=0 con w = (wy,...,w,) € RP el vector normal y
b € R el término independiente, definimos la distancia de QQ a w, denotado por D(Q, )
como:
D(Q,m) = (1.1)
Notese que en el caso en el que tengamos una observacion de la forma (z;,y;) €
RP x {—1,1}, podemos considerar la distancia de x; a 7, y reescribir la expresion (1.1)
haciendo uso de las siguientes observaciones:

» En el caso en que y; = 1, tendremos que (w,z;) +b > 0. Por lo tanto |(w, z;) + b| =
(w, z;) + b = y;((w, ;) + b).

» En caso contrario, es decir cuando y; = —1, tendremos que (w,z;) + b < 0. Luego
[(w, z;) + 0] = =((w, z5) +b) = yi({w, z5) +b).

Es decir, que en el contexto del SVM, podemos definir la distancia de un punto z; a
un hiperplano 7 de la siguiente forma:

Definicién 1.2. Sea z; una observacion ya clasificada, con clase y;. Sea ™ = (w,z)+b =10
un hiperplano definido por su ecuacion normal conw = (wy, ..., w,) € RP el vector normal
del hiperplano, b € R el término independiente de la ecuacion. Entonces, la distancia de
x; a ™ viene dada por:

(1.2)
[]]
Pasemos ahora a la definiciéon de margen de un hiperplano:
Definicién 1.3. Dado un conjunto de entrenamiento Q = {(x1,11) ... (Tn,yn)} v un
hiperplano definido por su ecuacion normal m = (w,x) +b =0 con w = (wy,...,w,) € R?

el vector normal del hiperplano, b € R el término independiente de la ecuacion, definimos
el margen M(w,b) de m respecto del conjunto de entrenamiento como:

M(w,b) :== min{D(x;,7) :i=1,...,n}

donde D(7,x;) es la distancia del dato x; del conjunto de entrenamiento al hiperplano 7,
dada por (1.2).

Por tanto, para encontrar el hiperplano 6ptimo, es decir, los valores de w y b 6éptimos
debemos maximizar el margen M (w, b). Esto nos lleva a resolver el siguiente problema de

optimizacion:
A N
méx M(w,b) = max [ min vil{w, i) + )
w,b whb \i=1l,..n |wl|

(1.3)
sa. y((w,z;) +b) >0, i=1,...,n
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f

S

(a) Hiperplanos separadores (b) Hiperplano de margen maximo

Figura 1.1: En la imagen a la izquierda tenemos varios hiperplanos separadores. Mientras
en la imagen de la derecha el de margen 6ptimo generado por SVM.

donde la restriccion en (1.3) indica que todas las observaciones se clasifican correctamente.
Esto es debido a que los puntos con (w,x;) + b > 0 se clasifican en la clase +1 y las que
cumplen (w, z;) +b < 0 se clasifican en la clase —1. Ademas, dado que el denominador de
la expresion en la funciéon objetivo no depende del indice 7, podemos reescribir el problema
de optimizaciéon como:

méx (’1 min yz((w,xi>+b))

B\l 2
s.a. yi(<w,xi>+b)20, i=1,...,n

(1.4)

Obsérvese que, si utilizamos esta formulacion, se tiene que si (w*, b*) es solucion 6ptima
de (1.4), entonces (Aw*, \b*) también es solucion 6ptima de (1.4), VA > 0, puesto que se
satisface la restriccion de factibilidad: y;((Aw, z;) + Ab) = Ay;((w, x;) +b) > 0 y el valor
objetivo no cambia, tal y como podemos comprobar:

1

1
Tl i mln yl(()\w )+ Ab) = —— mm )\yl(<w z;) +b) =
w

Awl] =

mln y,((w x;) +b) = mln yi((w, ;) + b)

Al = [Jw]] =t

Es decir, que si existe solucion, entonces existen infinitas soluciones 6ptimas. Todas
estas soluciones tendran la misma direccién pero distinta norma. Dado que estamos intere-
sados en la direccion del vector normal del hiperplano, y no en su norma, parece razonable
buscar unos valores de (w,b) tales que:

min y;((w,x;) +b) =1

i=1,...,n

o equivalentemente

M(w,b)[Jw]| =1

por la siguiente sucesion de equivalencias:

M(w,b)wl| = 1< ( (e,

| Jwl| =1 min y((w,z;)+b) =1
i=1,...,n H’wH ) i=1,....,n
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De esta forma, eliminamos el problema de la multiplicidad de soluciones, [11]. Ademas

de la condicion M (w, b)||w|| = 1, obtenemos una expresion del margen que solo depende
de w: X
M(w,b) = —
]l
Dado que hemos impuesto que min;—y _, v;({(w, ;) + b) = 1, entonces se tiene que:

Luego el problema de optimizacion (1.4) queda reescrito como:

1
max —
wb w (1.6)
sa. y((w,z;)+b)>1, i=1,....n

Dado que maximizar una funcién cualquiera f(x) es equivalente a minimizar su valor
inverso ﬁ, tenemos que el Problema (1.6) se puede reescribir como:

min ||wl|
w;b (1.7)
sa. y((w,z)+b)>1, i=1,...,n

El Problema (1.7) se trata de un problema de optimizacién convexo [8]. Utilizando
las propiedades de la programacion matemética, podemos sustituir la funcién objetivo de
(1.7), por ¥(|lw]|), donde ¥ es cualquier funciéon creciente en RT, [13]. En nuestro caso,

1

U(t) = §t2, llegando a la formulaciéon que es la mas usada en la literatura y equivalente a

(1.7):

D S
min 5l

(1.8)
sa. y((w,z)+b)>1, i=1,...,n

El problema de optimizacion (1.8) es un problema de optimizacién convexo por tener
que minimizar una funcién cuadratica con coeficientes positivos sujeta a restricciones
lineales. La formulacion (1.8) se conoce bajo el nombre de SVM de margen duro (hard-
margin SVM).

Aunque para resolver el problema (1.8) puede usarse las técnicas de programacion
convexa [8], normalmente se suele resolver una formulacion alternativa, pero equivalente,
conocida como formulacion dual.

A continuacién, mostraremos como obtener la formulacién dual del problema de mar-
gen duro. Para ello, necesitamos algunos conceptos y resultados, empezando por un teo-
rema que nos proporciona las condiciones necesarias para que la soluciéon de un problema
de programacion matemaética sea déptima:

Teorema 1.1 (Condiciones Karush-Kuhn-Tucker, KKT). Dado un problema de optimi-
zacion primal

~—

min  f(w

s.a gi(w)>0 i=1,....,m (1.9)
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donde las funciones f, g; y h; son diferenciables de RP en R. Si el punto w* € RP es
una solucion dptima del problema, entonces w* verifica las siqguientes condiciones:

Vf@ﬁ)—}:aﬂmxwﬂ—kijmvwxwﬂ::0 (1.10)

gi(w)>0 i=1,...,
hi(w') =0  i=1,...

Oéi>0 izl,...,

3 3 «+ 3

a;g;(w*) =0 i=1,...,

para algunos vectores o € R™ y v € RY, y siendo V¢ el gradiente de una funcion ¢ de

o3 )

dw;’ " Ow,

RP

)

Estas condiciones se conocen con el nombre de condiciones KKT debido a los autores
que los enunciaron por primera vez, Karush, Kuhn y Tucker.

Es importante destacar que el caso de un problema de optimizacién convexa, estas
condiciones son también suficientes, [8|.

Dado que queremos hallar la formulacion dual del Problema (1.8) vamos a definir el
concepto de Dual de Wolfe [35, 49].

Definicién 1.4 (Dual de Wolfe). Dado el problema de optimizacion primal

min  f(w)
w (1.15)
s.a gi(w)>0 i=1,....,m
para una funcion f convexa y diferenciable, y g;,i = 1,...,m funciones concavas y dife-

renciables, todas ellas definidas de RP en R, definimos el problema dual de Wolfe como:

w,o

max L(w,a) = f(w) + Zaigi(w)

IL(w,a) _ — (1.16)
S0 —p — = Vf(w)— ;ang,-(w) =0
OéiZO, izl,...,m
donde las variables o; parai = 1,...,n se llaman variables duales, a la funcion L(w, a)

se la conoce por funcion lagrangiana o lagrangiano.

Obsérvese que las restricciones del dual de Wolfe (1.16) coinciden, respectivamente,
con las condiciones KKT (1.10) y (1.13), considerando que el problema (1.9) puede verse
como (1.15) tomando h; la funcién constante igual a cero, Vi =1,... t.

El siguiente teorema relaciona la soluciéon 6ptima del problema primal con la del dual
de Wolfe.

Teorema 1.2. Sea (w*, o) solucion del problema dual (1.16) donde f(w) es convexa y
dos veces continuamente diferenciable y las funciones de restriccion g;(w) son concavas
y dos veces continuamente diferenciables. Entonces, se tiene que w* es solucion dptima
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de (1.15) y f(w*) = L(w*,a*) si f(w) es estrictamente convexa en el entorno de w* o
al menos una de las restricciones del primal g;(w) activas (es decir, aquellas para las
que o # 0) es estrictamente concava en el entorno de w*. Si f(w) es cuadrdtica y
las restricciones son lineales, este teorema es cierto si f(w) es sélo convera y dos veces
continuamente diferenciable.

Se puede encontrar una demostracion de este teorema en [35].

Utilizando la Definicion 1.4, calculamos el modelo dual del problema SVM de margen
duro (1.8). Para ello, primero identificamos las restricciones g; del dual de Wolfe con las
restricciones que hay en (1.8), a saber:

gi(w,b) = y;((w, ;) +b) —1, i=1,....n

Por otro lado, las variables duales asociadas a las restricciones g; las denotaremos por
a,1=1,...,n.

Para obtener el problema dual de (1.8) comenzamos calculando su funcion lagrangiana,
que viene dado por:

L(w,b,a) = %ku? =Sl ) +b) — 1] (1.17)

i=1

la cual maximizaremos respecto de w y b. Para obtener la restriccion del dual de Wolfe,
derivamos con respecto de todas las variables de decision del primal e igualamos a cero:

OL(w,b u -

% =w — 1221 ayir; =0 = w= ;:1 QYT (1.18)
OL(w, b, a) = -
= ;1 oy =0 = ;1 ay; =0 (1.19)

Llegamos al problema dual de Wolfe para (1.8):

n

max %Hw”2 — Z%[%((M%‘) +0) — 1]

w,b,a
i=1
Ss.a. W= OGY; T
; (1.20)

Zaiyizo
i=1
a; >0, 1=1,....n

Usando (1.18) y (1.19) en (1.17) obtenemos la funcién objetivo del Problema (1.20)
de forma mas simplificada.

Para ello, primero desarrollamos de forma conveniente el sumatorio de la funcién
lagrangiana en otros tres términos, resultando:

Lw, b, 0) =gllwl* — 3 sl (w, z) +) ~ 1] =

=1

%||w||2 - Z%’%(wa i) — bz QYi + ZO%
i=1 =1 i=1
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A continuacion, observamos que el término —b) " | a;y; desaparece por la Ecua-
cion (1.19), quedando:

L(w.b.0) =% Ju? - Zalyl w0 ot > o=
=1 i=1
§||w||2 - Z%?ﬁ'(w»xi) + Zai
i=1 =1

Finalmente, empleamos la Ecuacion (1.18), la bilinealidad y la simetria del producto
escalar para simplificar los dos primeros términos:

L(w,b, ) :_Hsz ZozzyZ w, T; —0—2@1 =
% <Z QiYili, Z azyea?e> - Z QiYi <Z YTy, a:z> + Z a; =
9 Zzazyz@ew Ti, Te) ZZ%%OMW (e, ;) + Zal

=1 (=1 =1 (=1
n

E o — = E E OéiOéeyz'?/£<$i,I1z>
=1 /=1

Dando como resultado final la siguiente formulacion de la funcién objetivo del dual:

L(w, b, a) Zaz - = Z Z G Yo (s, )

2161

Esta funcion objetivo estara condicionada a las restricciones (1.19) y a; > 0, i =
1,...,n.

Como consecuencia, podemos formular el problema de optimizacién dual del SVM de
margen duro (1.8) que viene dado por:

max Z o — = Z Z Oéiaéyiy€<xia $€>

i=1 (=1

ZOéiyi:O7 izl,...,n
i=1

a; >0, 1=1,...,n

(1.21)

Notese que el Problema (1.21) s6lo depende de las variables duales «. El Proble-
ma (1.21) es un problema de programacién convexa con funcién objetivo cuadratica y
restricciones lineales que se pueden resolver usando las técnicas de [8].

Una vez calculada la solucion 6ptima o* de (1.21), para hallar la solucion 6ptima del
problema primal (1.8), es decir, (w*, b*), usamos la Ecuacion (1.18) y la condicion KKT
(1.14). Partiendo de (1.18) obtenemos directamente la expresion para w*:

n
w = O!i Y; Tj
i=1
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Por tanto, w* so6lo se expresa en funcién de las observaciones con o # 0. A dichas
observaciones se les llama vectores soporte.

Veamos ahora como se obtiene b*. Para ello, haremos uso de la condicion (1.14) aplicada
a nuestro problema, donde g;(w,b) = y;({(w,z;) +b) — 1, parai =1,...,n.

Tenemos, por tanto,

offy((w*, ) +0°) =11 =0, i=1,....,n
Es decir, que si existiese un vector soporte ig € {1,...,n} tal que a;, # 0, se tendria que:
b = 1= 1o (w0, 3, (1.22)

Multiplicando (1.22) por y;,, y, teniendo en cuenta que yfo = 1, independientemente
de que la variable respuesta valga +1 o —1, tenemos:

b* =y, — (W, x;) (1.23)

En la practica, existen muchas observaciones que pueden ser vectores soporte. Es por
ello, que en lugar de (1.23) suele usarse la siguiente expresion:

1
sl D ui— (W) (1.24)

1EVS

donde vs denota el conjunto de todos los vectores soporte. Es decir, se suele usar la media
de los valores obtenidos en la expresion (1.23) para todos los vectores soporte.

En el razonamiento anterior, hemos comenzado asumiendo que existen vectores sopor-
te. En la siguiente proposicién, se mostrara que esta hipotesis es cierta.

Proposicion 1.1. Sea Q = {(x1,11),..., (@0, yn)} un conjunto de entrenamiento lineal-
mente separable y sea o = (af,...,a) solucion optima de (1.21) para dicho conjunto de
entrenamiento, entonces existe ig € {1,...,n} tal que Qg #0.

Demostracion. Supongamos por reduccién al absurdo que of = 0 paratodoi =1,...,ny
1

sea (w*, b*) la solucion 6ptima de (1.8), es decir que, el minimo de la funcion f(w) = 3 |lw]|?
se alcanza en w* = 0 y se cumple (1.5) para todo ¢ = 1,...,n. Por otro lado, por la
Ecuacion (1.18) tenemos que w* = 0, lo que trasforma a la restriccion (1.5), que coincide
con la condicion KKT (1.11), para g;(w,b) = y;({(w,z;) + b) — 1, en y;b* > 1 para todo
t = 1,...,n, es decir, para valores de ¢ tal que y; = 1 tenemos que b* > 1, pero para
valores de i tal que y; = —1 llegamos a b* < —1. Estas dos situaciones no pueden darse a
la vez para un valor tinico de b*. Es decir, hemos llegado a una contradiccion. La hipotesis

inicial es falsa, y, por lo tanto, existe iy tal que «ay, # 0. O]

Luego, una vez, que hemos determinado la solucién 6ptima (w*, b*), sélo quedaria ver
como es la prediccion de un nuevo punto z'“!. Tenemos:

=0

(Itest) — +17 Si <U}*,J}t68t> + b* Z O

=0

(xtest) — _1’ Si <w*,ﬂ§'t68t> + b* < O
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1.2. SVM de margen blando

En la seccion anterior, hemos asumido que los datos del conjunto de entrenamiento son
perfectamente separables por un hiperplano lineal. Sin embargo, hay muchas ocasiones en
la que esto no es posible. Es decir, que, usando un separador lineal, hay algunas obser-
vaciones que se han clasificado en la clase erronea. A modo ilustrativo, en la Figura 1.2
aparecen varios hiperplanos lineales que son incapaces de separar perfectamente ambas
clases.

f2

h

Figura 1.2: Conjunto de datos en R? imposibles de separar mediante hiperplano lineal.

Una forma de lidiar con este problema consiste en maximizar el margen M (w,b), que
detallamos en la Definiciéon 1.3, pero permitiendo que algunos puntos estén en el lado
equivocado de dicho margen. Para ello, introducimos unas variables de holgura & > 0,
Vi =1,...,n, una por cada una de las observaciones.

La idea es que las variables de holgura midan la desviacion desde el punto mal clasifi-
cado hasta el borde del margen de su clase. Los puntos con & > 1 son aquellos datos que
se clasifican incorrectamente. Por otro lado, las observaciones con 0 < &; < 1 se clasifican
correctamente, pero se sitian en el lado equivocado del margen. Finalmente, las observa-
ciones con & = 0 son aquellas que ademas de estar bien clasificadas, estan en el lado del
margen que le corresponde a su clase. Todas estas situaciones se pueden contemplar en la
Figura 1.3.

Desde el punto de vista del problema de optimizacion, adaptamos el modelo de margen
duro (1.8) modificando las restricciones de la siguiente forma:

yi((zi,w) +0) >1-&, Vi=1,....n
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fa

S

Figura 1.3: SVM de margen blando donde vemos la interpretacion de los valores de &;. Las
observaciones con §; = 0 son las que estén bien clasificadas y pertenecen al lado del margen
correcto, aquellas con 0 < & < 1 estan bien clasificadas, pero en el lado equivocado del
margen y las que tienen & > 1 estan las mal clasificadas.

Por otro lado, en la funcién objetivo ademas de minimizar la norma de w, i|jwl?,
también queremos que los errores cometidos no sean excesivamente grandes. Es por ello
que anadimos el término Y, & penalizado con un pardmetro C' > 0. De esta forma, el
problema de optimizacion resultante, denominado SVM de margen blando (soft-margin
SVM), quedaria:

A -
min - Slwl?+C} &

=1 (1.25)
sa. yi((w,z)+b)>1-¢&, i=1,...,n

fZZO, izl,...,n

El parametro de regularizacion, C', es elegido por el usuario y controla el equilibrio
entre un margen amplio y el nimero de puntos mal clasificados. Valores grandes de C,
construiran hiperplanos con margenes pequenos, pero clasificardn bien la mayoria de los
puntos. Por otro lado, valores pequenos de C implicara que los margenes sean més grandes,
incluso si clasifica erroneamente méas datos de entrenamiento. El Problema (1.25) se conoce
como problema SVM de margen blando.

Finalmente, una vez calculada una solucion 6ptima w y b de (1.25), dada por w* y b*,
respectivamente, la regla de clasificacion lineal para un nuevo punto xtet es la misma que
la descrita en la seccion anterior mediante la funcion Y (') = sign({w*, x'*5*) 4+ b*).

Al igual que ocurria anteriormente, el problema SVM de margen blando dado por
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(1.25) es un problema de optimizacién convexa, [8], que se puede resolver tanto con su
formula primal (Problema (1.25)) como dual, dando soluciones 6ptimas equivalentes.

Utilizando la Definiciéon 1.4, calculamos el modelo dual de (1.25) de forma anéaloga al
caso de margen duro. Para este caso identificamos las restricciones g; del dual de Wolfe
con los dos tipos de restricciones que hay en (1.25), a saber:

g (w,b,&) =&, i=1,...,n (1.27)
Por otro lado, las variables duales asociadas a las restricciones g; las denotaremos por
a;, 1 =1,...,n, mientras que las variables duales de g? se denotaran por p;, i =1,...,n.

Para obtener el problema dual de (1.25) empezamos calculando su funcion lagrangiana,
que viene dado por:

1 n n
L(w,b,é‘,a,u) = EHwHQ_‘_OZfz_Zgl[y2(<waxz>+b) 1_61 Zﬂzfz 1 28
i=1 i=1

que maximizaremos respecto de las variables del primal w, b, &;. Obtenemos la restriccion
del dual de Wolfe. Derivamos la funciéon lagrangiana respecto de todas las variables de
decision del primal e igualamos a cero: Para ello,

OL(w,b,€, a, ) - -
OL(w, b 5 @) Zalyz =0 = ZalyZ = (1.30)
a‘[/(fLL)7 b7 57 a7 M)

=C—-a;—p; =0 = a=0C—p;,Vi=1,...,n (1.31)

3
Llegamos al problema dual de Wolfe para (1.25):

wfglgax —HUJHQ‘*‘CZQ‘—Z@z’[yi«w@i) +b) — (1-&)] Zﬂzfz
i=1 i=1

n
w = E QYT
i=1

(1.32)

El Problema (1.32) se simplificara usando (1.29)-(1.31) en (1.28).

Para ello, primero aplicamos la propiedad distributiva en el primer sumatorio y desa-
rrollamos de forma conveniente el segundo sumatorio de la funciéon lagrangiana en otros
cuatro términos, resultando:

1 n n
L(w7b7€7047ﬂ) :§HwH2+CZ£l_Zal[yl<<w7xl> +b) 1_52 Zﬂlfl -
=1 =1

1 n n n n
§||w||2 + ;C& - ;&iin,ﬂ?i) — b;ai% + ;0@ — ;ai& - ;Mi&
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A continuacién, se agrupan el primer y tltimo sumatorio y sustituimos los valores de
C' — u; por «;, Vi siguiendo (1.31):

L(w, b, a, p) :%HWH2 - Z%‘?ﬁ(wa i) — bzaiyi + Zai - Zaifz‘ + Z(C — )& =
i=1 i=1 =1 =1 =1
L S SE TSI SRS ST SRR Prv
i=1 i=1 i=1 1=1 i=1
%HWHQ - Z%’yz’(w’ Ti) — bZOéiyi + Zai
i=1 =1 =1

La ultima igualdad se tiene, ya que se cancelan los términos iguales de signo contrario.
A continuacion, observamos que el término —b) . | a;y; desaparece por la Ecua-
cion (1.30), quedando:

n n n

1
L(w,b,&, o, 1) =§||7~UH2 =Y awyw, ) b)Y g+ Y i =

=1 =1 =1
1 n n
§Hw\|2 - Z aqy;(w, ;) + Z%‘

=1 =1

Finalmente, empleamos la Ecuacion (1.29), la bilinealidad y la simetria del producto
escalar para simplificar los dos primeros términos:

1.29)

Lw,b,& o) =g ol = 3 ot z) + 3 "2
=1 =1
% <Z QYiti; » aeym> — ) s <Z e, w> +) =
=1 /=1 =1 /=1 =1
% D> aigianye(wi ) — Y Y awyiaeye(we w) + ; o; =

i=1 ¢=1 i=1 =1
n n n
1
E Q; — B} § E QYo (T, )
i=1 i=1 (=1

Dando como resultado final la siguiente formulacion de la funcién objetivo del dual:

L(w,b, & a,p) = Z Q; — %Z Z%O&eyiyz@i,mﬁ
=1

i=1 (=1
Esta funciéon objetivo estara condicionada a las restricciones (1.30) y
OSOQ‘ §C7i:1,...,n

Notese que esta tultima restriccion se obtiene porque sabemos que o; > 0y p; > 0,
Vi. Ademas, por (1.31), tenemos que p; = C — ;. Luego, C' — a; > 0, Vi, o lo que es
equivalente, o; < C, Vi.

Como consecuencia, podemos formular el problema de optimizacién dual del SVM de
margen blando (1.25) que viene dado por:
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mOE}X Z o — % Z Z aiaﬂyiy€<xi7 [L’g>
=1

i=1 (=1

i 1.33
s.a. Zaiyizo, 1=1,...,n ( )
i=1

0<w;<C, i=1,....n

El problema de optimizacion (1.33) se trata de un problema de optimizacion convexa,
donde se maximiza una funcién objetivo concava sujeta a restricciones lineales, y que
puede resolverse usando las estrategias de [§].

Obsérvese que, al igual que en el problema dual de margen duro (1.21), la soluciéon
Optima de (1.33) dada por a*, nos permitira obtener la solucion éptima del primal, w* de
forma sencilla, simplemente aplicando la condicion (1.29), resultando que

n

* *

w = E Q; Yili
i=1

Para calcular el valor de b* sera primero necesario probar que, en efecto, existen vec-
tores soporte. Para ello se usaran las ecuaciones (1.29)-(1.31), ademas de las condiciones
de Karush-Kuhn-Tucker del Problema (1.25):

a;[yi((w, ;) +b) — (1 =&)] =0 (1.34)
pi& =0 (1.35)
vil{w,z;) +b) — (1 —=&) >0 (1.36)

parai=1,...,n.
El siguiente resultado nos da una demostracion de la existencia de vectores soporte.

Proposicion 1.2. Sea Q = {(x1,11), ..., (Tn,yn)} un conjunto de entrenamiento y sea
af = (af,...,a%) solucion optima de (1.33) para dicho conjunto de entrenamiento, en-

tonces existe ip € {1,...,n} tal que o # 0.

Demostracion. Supongamos por reduccion al absurdo que o = 0 para todo i =1,...,n
y sea (w*, b*,£*) la solucion optima de (1.25).

Denotamos por uf a la variable dual 6ptima asociada a la restriccion (1.27). Por un
lado, si af = 0 para todo i = 1,...,n, de la Ecuacién (1.31) tenemos que uf = C para
todoi=1,...,ny en consecuencia por (1.35) tenemos que & = 0 para todoi =1,...,n.
Por otro lado, por la Ecuacion (1.29) tenemos que w* = 0. Teniendo en cuenta que w* = 0
y que & = 0 para todo i = 1,...,n, la condicion KKT (1.36) se trasforma en y;b* > 1
para todo ¢ = 1,...,n. Es decir, para valores de ¢ tal que y; = 1 tenemos que b0* > 1,
pero para valores de ¢ tal que y; = —1 llegamos a b* < —1. Estas dos situaciones no
pueden darse a la vez para un valor tinico de b*. Dicho de otra forma, hemos llegado a una
contradiccion. La hipotesis inicial es falsa, y, por lo tanto, existe iy tal que aj, # 0. O

En la demostracion anterior, hemos probado que existen los vectores soporte. Es decir,
que existen al menos una observacion ¢ tal que o # 0, o equivalentemente 0 < o < C.

De la demostraciéon también concluimos que los puntos con o] = 0 tienen asociados
una variable de holgura nula, es decir, £ = 0. Por lo tanto, esta observacion ¢ esta bien
clasificada y pertenece al lado correcto del margen, tal y como se aprecia en la Figural.3.
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A continuacion, analizaremos la relacion entre las observaciones i tal que 0 < o; < C
y &t

Comenzamos con el caso en el que existe algin ¢ tal que 0 < a; < C. Con esta
informacion, y usando la Expresion (1.31), tenemos que 0 < p; < C. Aplicando esta a
(1.35). Es decir, que aquellos elementos con 0 < o < C' verifican que & = 0. Por lo tanto,
aplicando (1.34) concluimos que y;({(w, x;) +b) = 1, o lo que es lo mismo, la observacion
esta bien clasificada y se encuentra justo encima del margen.

Pasaremos a estudiar como calcular el valor de b* 6ptimo. Comenzaremos asumiendo
que tenemos un vector i tal que 0 < a < C.

En este caso, y de forma anéloga a como se concluia en (1.23), tenemos que y; ((w*, ;) +
b) =1, o lo que es lo mismo:

b =1— (w*, z;) (1.37)

Para finalizar, analizaremos el caso degenerado en el que no existe ninguna observacion
v tal que 0 < of < C, o lo que es lo mismo que of = C, Vi. En esta situacion, para calcular
b*, Primero obtendremos el valor de w* a partir de (1.29). Luego, por (1.34), observamos
que y;((w*, z;) +b) — (1 = &) =0, o lo que es lo mismo & =1 — y;((w*, x;) + b).

Es decir, que la formulacion original (1.25) se puede escribir como:

/ 1 * |2 - *
min  Sllwt?+C ) 1 —yil(w, @) + )
=1 (1.38)
sa. y((w'z)+b) >1—-1+y((wz)+0b), i=1,...,n
1 —y((w*z;) +b) >0, i=1,...,n

El Problema (1.38) es un problema lineal con una tnica variable de decision, que se puede
resolver usando por ejemplo el algoritmo del simplex [38§].

La primera restriccion puede eliminarse, ya que no aporta ninguna informacién. Por
otro lado, la segunda restriccién también puede suprimirse e incorporarla a la funcion
objetivo a través de la funcion (-); que para un valor cualquiera a € R, devuelve el
méximo entre su valor y cero. Es decir, (a); = méx(a,0). Por ello, y dado que se debe
cumplir que 1 — y;((w*, z;) + b) > 0, Vi, podemos reescribir (1.38) como:

s 1 * . *
min = {|w”]* + O (1 —wil(w*,z:) +b))4 (1.39)

=1

De esta forma, para calcular b* bastaria con resolver (1.39). Para méas informacion se
recomienda consultar [10, 13].

1.3. Caso no linealmente separable

Hasta ahora s6lo hemos estudiado bases de datos que se pueden separar a través de
un hiperplano lineal. Sin embargo, existen situaciones en las que este tipo de funciones
no es suficiente. Por ejemplo, podemos encontrarnos con bases de datos cuya separacion
debe hacerse a través de una funcién no lineal. Como ilustracién, podemos observar la
Figura 1.4(a) donde se aprecia un conjunto de datos que podemos separar perfectamente
a través de una funciéon que no es lineal.

Por todo esto, se hace imprescindible generalizar el modelo SVM visto en las Secciones
1.1 y 1.2. Para ello, consideramos una funciéon ¢ : R — F que traslada los puntos
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x; Vi = 1,...,n a un espacio F de mayor dimensiéon, donde los datos son linealmente
separables como podria ser el ejemplo de la Figura 1.4(b). A la funcién ¢ se la conoce
por su nombre en inglés feature map, mientras que el espacio F es llamado espacio de
caracteristicas (o en inglés feature space).

fo

h

(a) Conjunto separado por funciéon no lineal (b) Conjunto trasformado lineal-
mente separable

Figura 1.4: Imagen de un ejemplo ilustrativo, en la que vemos como la funciéon ¢ traslada
las observaciones del espacio inicial (input space) R? donde no son separables linealmente,
a un espacio de caracteristicas (feature space) F donde si son separables.

De esta forma, el conjunto de datos original Q = {(z1,v1), ..., (Zn,yn)} se ha trasfor-
mado en {(é(z1),y1),- -, (¢(n),yn)}. A continuacion, procedemos a construir el modelo
SVM adaptandolo al caso no lineal. Notese que, tal y como ocurria en el caso lineal, pode-
mos considerar tanto la version del margen duro como la del margen blando. No obstante,
con objeto de evitar repeticiones, en este caso nos centraremos solo en el modelo SVM de
margen blando para el caso no lineal, puesto que la metodologia del margen duro no es
mas que un caso particular de esta, que se obtiene tomando C' = +o0c.

Por lo tanto, partiendo del conjunto de datos {(¢(x1),y1), ..., (¢(zn), yn)}, buscamos
un hiperplano lineal en el nuevo espacio F que vendra dado por su ecuacién normal
(w, ¢(x;))+b = 0. Para ello resolvemos el problema de optimizacion (1.25) de la Seccion 1.2
con la nueva base de datos, quedando un problema de la siguiente forma:

w,b,&;

A S -

min 2wl + O &
=1 (1.40)

sa. yi((w,d(x))+b)>1+&, i=1,...,n

§>0, i=1,....n

Desgraciadamente, en la préctica, la funciéon ¢ es desconocida. Esto implica que la
version primal del Problema (1.40) es imposible de resolver. Es por ello, que se recurre a
la version dual. Para ello, adaptaremos el problema dual (1.33) a nuestra base de datos,
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quedando el siguiente problema de optimizacion:

mix Y- 23S waanlo(n), o)
i=1

i=1 f=1
i 1.41
s.a. Zaiyi:(), 1=1,...,n ( )
i=1

OSCYZ‘SC, izl,...,n

*

Asumiendo que a* = (af,...,a}) son las variables de decision 6ptimas del Proble-
ma (1.41), podemos encontrar las variables de decision 6ptimas del problema primal (1.40),
w*, utilizando la expresion (1.29). De esta forma, tendremos que:

w* = Zafy@(:ci) (1.42)
i=1

test

Asimismo, la regla de clasificaciéon para un nuevo punto z'*** quedaria como:

}/}(fkest) :sign(<w*,gb(:pt65t)) + b*) _

stgn <<Z o yip(xi), ¢($t€5t)> + b*) = (1.43)

i—1
sign <Z oy (pa:), (")) + b*)
=1

donde la ultima igualdad se tiene por la bilinealidad del producto escalar.

Notese que tanto a la hora de resolver el problema de optimizaciéon dual como para
evaluar la regla de clasificacién, no es necesario conocer la funcién ¢, sino el producto
escalar entre los puntos ¢(z;) y ¢(x¢), Vi, = 1,...,n. Es por ello, que podemos reescribir
ese producto escalar, usando la llamada funcion kernel que definimos a continuacion.

Definicién 1.5 (Funcion kernel). Dada la funcion ¢ : RP — F definimos la funcion
kernel K : RP x RP — R como:

K<x>$/) = (¢(x), ¢($l)>,vx,l‘/ eR?

Por construcciéon una funcion kernel es simétrica y bilineal al serlo también el producto
escalar.
Con esta definicion, el problema dual (1.41) puede reescribirse como:

rnjix Z o — % Z Z ooy K (i, z0)
=1

i=1 (=1

- 1.44
s.a. E oy, =0, 1=1,...,n ( )
i=1

0<a;<C, i=1,....n

Por tanto, como ¢ ya no aparece en el problema, no necesitamos saber su expresion
de forma explicita. Solo es necesario conocer el producto escalar asociado K. El Pro-
blema (1.44) es un problema cuadratico concavo y con restricciones lineales, que puede
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resolverse usando las técnicas de programacion convexa de [8]. De igual forma, la regla
de clasificacion (1.43) para un nuevo punto z'“* se puede reescribir en funcion del kernel
como:

P (at) = sign (Z i (0(:), 6()) + b*) ~ sign (Z oK () + b*)
=1

=1

Existen varias funciones que se utilizan como kernel. Los ejemplos més comunes son:

kernel lineal, K(z,2") = (x,2") (1.45)

kernel polindémico de grado d, K(z,2') = (1 + (x,2))* (1.46)
kernel de base radial, K(z,2") = exp(—||z — 2||) (1.47)

kernel de red neuronal,  K(x,2’) = tanh(k(z,2") + ko) (1.48)

Se puede observar que en el caso en el que tratemos con datos linealmente separables,
resolver el Problema (1.33) es equivalente a resolver el Problema (1.44) con el kernel lineal.
Para el caso donde los datos no se pueden separar linealmente, lo més comun es usar el ker-
nel de base radial ajustando apropiadamente el parametro . Otras opciones alternativas
son el kernel polinémico y la red neuronal ajustando correctamente sus pardmetros.



Capitulo 2

Seleccion de variables en SVM

2.1. Introduccién a las estrategias de seleccién de va-
riables

En la actualidad, es muy facil disponer de una gran cantidad de datos que podemos
utilizar para crear modelos matematicos de prediccion utilizando técnicas como la de
Support Vector Machine descrita en el Capitulo 1. El hecho de tener un gran volumen de
datos implica considerar un nimero elevado de variables explicativas f;. Esto conlleva en
ocasiones a la construccion de modelos muy complejos y dificiles de interpretar. Es por
ello que parece razonable desarrollar estrategias que seleccionen las variables explicativas
mas importantes de acuerdo a cierto criterio determinado por el usuario.

Por tanto, el objetivo principal de la seleccion de variables sera elegir un subconjunto,
que puede ser de un tamano especifico d, de las variables originales P = {fi,..., f,}, de
manera adecuada para facilitar la recoleccion de datos, reducir el espacio de almacena-
miento de los mismos y el tiempo de entrenamiento. Ademaés, la seleccion de variables sera
util para interpretar el problema y mejorar la precision en la clasificacion. Para ilustrar el
concepto de seleccion de variables, usaremos el Ejemplo 0.1. Supongamos que, ademas de
la variable explicativa altura también disponemos de informacion sobre el peso de los indi-
viduos encuestados. El objetivo, de nuevo, serd determinar si una persona es alta o baja.
En este sencillo ejemplo, es facil ver que de las dos variables disponibles, altura y peso,
s6lo una es realmente ttil para la prediccion. Esta variable es la altura. En consecuencia,
el objetivo sera construir una metodologia que seleccione altura como variable importante,
en lugar de peso. De hecho, después de realizar el proceso de selecciéon de variables solo
usariamos la variable altura (interpretacion mas clara del problema). Ademés, tendriamos
que si queremos saber si una persona es alta o baja no necesitamos recoger el dato de
su peso (facilitar la recoleccion de datos) y, finalmente, si disponemos de una muestra
de gran tamano no usaremos los datos de peso ni sus respectivos calculos al generar el
modelo (reducir tiempo de entrenamiento).

Existen tres estrategias principales para la seleccion de variables. Estas metodologias
se conocen por sus nombres en inglés, como: filter, wrapper y embedded 24, 33|. En las
siguientes secciones, se daran més detalles sobre las distintas estrategias.

18
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2.2. Meétodos filter

Los métodos filter se utilizan como paso previo a la aplicacion de algoritmos de machine
learning (como por ejemplo, la estrategia SVM del Capitulo 1). La metodologia filter
elimina informacion de los datos de acuerdo a sus propiedades estadisticas.

Estéan basados en la evaluacion de una cierta métrica, calculada directamente a partir
de los datos, sin que exista una interaccién con los predictores que finalmente se usaran
en la base de datos con un ntmero reducido de variables. Desde el punto de vista compu-
tacional, estos métodos son los menos costosos, pues, en general, se reduce al calculo de
algunas métricas estadisticas. Mientras que respecto a su precision para hacer prediccio-
nes, los métodos filters no garantizan obtener el subconjunto de variables 6ptimo para el
algoritmo de clasificacion usado, puesto que este no interviene en ningtin momento de su
contribucién |24, 50].

Sea P(P) el conjunto de todos los subconjuntos de P entonces, un filtro de caracteris-
ticas es una funcion J : P(P) — R que para un subconjunto de variables S C P(P) del
conjunto total de variables P devuelve un indice de relevancia J(.S) que indica la impor-
tancia de ese subconjunto para una tarea, en nuestro caso para la tarea de clasificacion.
Estos indices se denominan ‘métricas de seleccion de caracteristicas’, aunque no tengan
las propiedades requeridas para llamarse métrica [24].

Un indice de relevancia bajo en el subconjunto S indicara que las features incluidas
en S no son importantes para la clasificacion.

En particular, podemos considerar conjuntos S con una tnica variable f;, 7 =1,...,p.
Esto nos permitira establecer una relaciéon de orden entre los indices de relevancia de las
distintas features de la siguiente forma:

(i) < J(fp) - < I(f3,)

Asi, la feature f; es la menos importante, mientras que el papel de la feature f;, es
critico para la clasificacion. Es por ello, que si nos quisiéramos quedar con las d variables
explicativas mas relevantes, tomarfamos aquellas con mayor indice de relevancia.

El hecho de eliminar variables una a una puede ser asequible cuando el valor de p no
es muy alto. Sin embargo, si p es grande, esta tarea es computacionalmente intratable. Es
por ello, que suele recurrirse al estudio de la eliminaciéon de grupos de variables en lugar
de variables individuales. Este proceso puede acelerar la carga computacional, aunque
también tiene algunos inconvenientes. En primer lugar, decidir qué subconjuntos elegir y
cuantos elementos consta cada conjunto es un problema que crece de forma exponencial
con la dimension de p. En segundo lugar, si disponemos de un conjunto de datos en el que
existe una fuerte relacion entre las variables, o dicho de otra forma en los que las variables
tienen una alta correlacion, esta estrategia no es buena, puesto que puede provocar que
muchas de las variables seleccionadas pueden ser redundantes entre si. Es decir, a priori, es
decision del usuario elegir entre velocidad de computo y forma de seleccionar las variables.

A continuacién, se detallan algunos de los métodos filter mas importantes.

2.2.1. Fisher Criterion Score

Uno de los métodos filter més usado y sencillo es el llamado por su nombre en inglés
Fisher Criterion Score o Fisher Score que denotaremos por F. Esta estrategia calcula
la importancia de cada una de las variables independientemente de las otras, a través
de la correlacion de la variable f; con la variable respuesta y, [33]. Su objetivo principal
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altura f; | peso fo | variable respuesta
170 85 alta
147 75 baja
150 7 baja
154 81 baja
175 79 alta
152 80 baja
173 82 alta
177 84 alta

Tabla 2.1: Datos del Ejemplo 2.1. Para cada observacion tenemos en la columna izquierda
los valores de la variable explicativa altura en centimetros f;, en la columna del centro los
valores de la variable explicativa peso en kilogramos f, y en la columna derecha la clase
a la que pertenece.

es encontrar un subconjunto de caracteristicas o features, de forma que se maximice la
distancia entre los datos con diferentes clases, a la vez que se minimiza la distancia entre
puntos con la misma etiqueta, |22, 44]. Mateméaticamente, el Fisher Criterion Score de la
variable f; se expresa de la siguiente forma:

mo=

(0))? + (0, )? 2y

F(f;) =

donde ,uj+ (respect. u;) representa la media de la variable j-ésima para la clase positiva
(respect. negativa) y o, (respect. o ) es la desviacion estandar de la clase positiva (res-
pect. negativa). El criterio de Fisher definido en (2.1) se puede interpretar de forma similar
al cociente entre las varianzas entre-clase e intra-clase [24], comtinmente usada en el Ané-
lisis Discriminante Lineal, (o més conocido en inglés, por Linear Discriminant Analysis),
[16]. Méas concretamente, el numerador de (2.1) haria referencia a la varianza entre-clase,
es decir, a la separacion de los datos de clases diferentes. Por otro lado, el denominador
se puede entender como la varianza intra-clase. En otras palabras, el denominador in-
dica la dispersion de los datos de la misma clase. Por lo tanto, estamos interesados en
seleccionar features tales que el numerador de (2.1) sea alto, y el denominador sea bajo.
Consecuentemente, aquellas variables explicativas que tienen asociado un valor alto de F,
seran consideradas importantes para la clasificacion.
[lustremos este concepto con un ejemplo:

Ejemplo 2.1. Partiremos del Ejemplo 0.1. Supondremos que, ademds de los datos de
la altura en centimetros (variable fi) y de su clase, disponemos de los datos del peso de
cada persona medidos en kilogramos (variable fy). Toda esta informacion puede verse en
la Tabla 2.1. Ademds, en la Figura 2.1 estdn representados los distintos individuos de la
Tabla 2.1. En particular, los circulos azules muestran aquellas personas clasificadas como
bajas, mientras que los puntos rojos hacen referencia a las personas altas.

Supongamos ahora que estamos interesados en seleccionar la variable explicativa mds
relevante para hacer nuevas clasificaciones. A simple vista, podriamos intuir que la altura
es la variable mds importante para la clasificacion. Esto es debido a que si proyectamos
los datos sobre el eje de abscisas (variable altura) es mds facil distinguir ambas clases,
que si proyectamos la base de datos contra el eje de ordenadas (variable peso).
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Figura 2.1: Dibujo ilustrativo del ejemplo, donde la variable altura tienen una varianza
intra-clase baja y una varianza entre-clase alta. Por el contrario, la variable peso muestra
una variable intra-clase es alta y la varianza entre-clase es baja.

Para comprobar si la intuicion es cierta, serd necesario calcular el Fisher Criterion
Score de ambas variables. Es decir, F(f1) y F(f2). Diremos que la variable mds importante
es aquella que tiene el Fisher Score mds alto.

Comenzaremos, calculando F(f1). Para ello, de acuerdo a la Ecuacion (2.1) serd nece-
sario caleular pi, py, of y oy . En primer lugar, obtenemos que la media de la feature de
las personas clasificadas como altas es uj = 173.75. A continuacion, vemos que la media
de la variable altura de los elementos clasificados como bajos es p; = 150.75. Finalmente,
vemos que la desviacion tipica de las personas altas y bajas es of = oy = 2.59. Con estos
valores, y evaluando la Ecuacion (2.1), tenemos que F(f1) = 4.44. Andlogamente, calcu-
lamos el criterio de Fisher para la variable peso, F(f;). Para ello tenemos que pg = 82.5,
fy = 7825, 0 =229 y o, = 2.38. Por lo que F(f3) = 0.91. Dado que F(f,) > F(f2),
concluimos que la variable explicativa, altura, es la mds relevante para la clasificacion, tal
y como habiamos intuido.

En esta seccion, nos hemos centrado en el calculo del Fisher Criterion Score para
problemas de clasificacion binaria y para features individuales. Sin embargo, este criterio
se puede extender a problemas de clasificaciéon con méas de dos clases. También se puede
calcular este método para conjuntos de variables no unitarios. Este enfoque queda fuera
del alcance de este trabajo. Es por ello que para mas informacién sobre este tema, se
recomienda consultar [22].

2.2.2. Algoritmo Relief

El algoritmo Relief fue propuesto por Kira y Rendell en 1992, [31]. El éxito del al-
goritmo se debe al hecho de que es rapido, facil de entender e implementar, [36]. El
algoritmo Relief utiliza un enfoque basado en el algoritmo de k-vecinos mas proximos,
[28], presentado en la introduccion de este trabajo.

El método de k-vecinos mas préoximos consiste en utilizar las observaciones del con-
junto de entrenamiento {(z1,v1) ... (Zn, yn)} que estan mas cerca del dato " para hacer

prediccion Y (z'). Estas observaciones son precisamente los vecinos cercanos. De esta
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forma, construimos la siguiente regla de clasificacion:

s 1
Y (') = sign | - Z i

2, €Ny (atest)

donde Ny(z'*") es el conjunto de los k puntos més cercanos a x'** en el conjunto de

entrenamiento segin la norma euclidea y sign(a) es 1sia >0y —1sia <0.

La idea del algoritmo Relief es sencilla. Dado un punto x, se selecciona el dato mas
cercano a su misma clase denotado por H(x), asi como la observacién mas cercana con
diferente etiqueta, que denotaremos por M (z). Notese que la notacion H(z) y M(x)
provienen del inglés nearest-hit y nearest-miss, respectivamente. La cercania de un punto
x a H(z) y M(x) va a depender de la distancia elegida. En este trabajo, tomaremos la
distancia Manhattan, o ¢; dada por la suma de los valores absolutos de las diferencias
entre las variables explicativas. En otras palabras, dados dos puntos x; y x,, diremos que
la distancia Manhattan viene dada por:

p
d(wiyae) =) |ryy — x4 (2.2)
=1

A pesar de haber hecho esta eleccion, podriamos haber tomado otras distancias al-
ternativas como la euclidea. De hecho, en este caso, los resultados obtenidos serian muy
similares, tal como puede verse en [32, 46]. Para cada variable explicativa f;, j = 1,...,p,
el algoritmo Relief construye un indice de relevancia J(f;) de la siguiente forma: Si la
diferencia de valores de la feature f; entre x y H(z) es muy grande, significa que esa
variable explicativa separa dos observaciones de la misma clase, lo cual no es deseable.
Es por ello, que el indice J(f;) disminuye su valor. Por el contrario, si los valores de = y
M (x) en la componente f; son muy diferentes, entonces implicarfa que esa feature esta
separando datos de clases distintas, lo cual es precisamente lo que estamos buscando.

Esta diferencia de valores en la variable explicativa f; entre las observaciones z; y
xy serd denotada por dif f(f;, x;, xs). La expresion de dif f(f;, z;, x¢) dependera de si la
feature f; es cuantitativa o cualitativa. En el primer caso, tendremos:

|zij — 4]

mix z,; — min ,;
r=1,...n r=1,...,n

dif f(fj, wi,x0) = (2.3)

mientras que en el segundo sera:

0, sl @y = xy

dif f(fj, i, 20) = { .
1, 81 Ty 7& Tyj

Observar que dif f(f;,zi,z¢) € [0,1] tanto en el caso en que la variable f; sea cuan-

titativa como cualitativa. En el caso de ser cualitativa es obvio porque la definicion de

dif f(fj, i, x¢) solo tomas valores 0 y 1. Y en el caso de una variable cuantitativa, tanto

el numerador como el denominador son mayores o iguales a 0, por lo que, la diferencia

es mayor o igual a 0. Y el denominador méx z,; — min z,; toma el valor maximo que

r=1,...,n r=1,....,n
puede llegar a alcanzar el numerador |z;; — x|, en consecuencia, la diferencia es menor o
igual a 1.
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Por lo tanto, dado un vector z;,, y sus dos datos més cercanos de igual y distinta clase,
H(z;,) y M(z,,), respectivamente, tendriamos que el indice de relevancia viene dado por

‘](fj) = diff(fj7xi07 M(xio)) - diff(fjvwioﬂH(xio))

Notese que la expresion anterior depende de la eleccion del vector x;,. Por ello, con el
objetivo de obtener un indice de relevancia mas robusto, se suele seleccionar m instancias
de entre las n disponibles, y tomar la media de los valores obtenidos en cada una de las m
observaciones. De esta forma, tendriamos que el indice de relevancia del algoritmo Relief
de la feature f; viene dado por:

“ di j,ZEZ‘,M ZT; “ di j,l‘i,H Z;
3 fI(f ( ))_Z f1(f (3))

- m - m
=1 =1

J(f;) = (2.4)

Ademas, el indice de relevancia J( f;) se encuentra en [—1, 1], debido a que di f f(f;, z;, M (z;))
y dif f(f;, i, H(z;)) toma valores en [0,1], para ¢ = 1,...,m y sus medias también per-
tenecen al intervalo [0, 1].

En el articulo escrito por Kira y Rendell, [31], introducian un umbral de relevancia
7 y admitian como variables relevantes f; aquellas tal que J(f;) sea mayor que 7. Sin
embargo, es suficiente con ordenar las variables explicativas de acuerdo a los valores de
J. A continuacion, se elegira un subconjunto de variables de tamano d, en funcion de las
limitaciones de los algoritmos de clasificacion que se aplicaran posteriormente, [36, 46].

La eficiencia del algoritmo se ha atribuido al hecho de no explorar explicitamente
subconjuntos de caracteristicas y no tratar de identificar un tamano minimo 6ptimo para
el subconjunto de caracteristicas, [46].

Ejemplo 2.2. Aplicaremos el método Relief en los datos del Ejemplo 2.1 presentes en
la Tabla 2.1. Tomaremos m = 2 y supongamos que aleatoriamente se seleccionan las
instancias x; = (170,85) y x¢ = (152,80). Para 1, una observacion clasificada como
alta, calculamos las diferencias de valores dif f(f;,x1, %) para j = 1,2 y £ = 2,...,8
asi como la distancia Manhattan para obtener los puntos H(xy) y M(xy). Obtenemos
de la Tabla 2.2 que H(xy) = x7 y M(z1) = x4. Del mismo modo, para xg, que estd
clasificada como baja, obtenemos de la Tabla 2.3 que H(xg) = x4. Ademds, dbservese
que M (zg) puede tomar tanto el valor 1 como x7, ya que ambos puntos estdin tienen la
misma distancia a xg (ver ultima columna de la Tabla 2.3 para mds detalles). En estos
situaciones de empate, se elige aleatoriamente una de las dos opciones. En nuestro caso,
tomaremos M (xg) = x7. En la Figura 2.2 podemos ver las observaciones y los vecinos
mds proximos de las instancias x1 y xg. Ahora calculamos los indices de relevancia segin
la Ecuacion (2.4):

0.53+0.7 0.1+0.07

J(f) = =2 ’ 0.7
04+02 03+0.1

Dando como resultado que segin el método Reliet es preferible usar fi antes que fs,
puesto que J(f1) > J(f2). Este hecho es intuitivo sabiendo que fi se corresponde con la
variable altura y fo es el peso.
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zi |y | diff(fi,zn@) | dif f(fa, m0,20) | d(z, 74)
T2 | baja 0.77 1 33
x3 | baja 0.67 0.8 28
x4 | baja 0.53 0.4 20
rs | alta 0.17 0.6 11
xg | baja 0.6 0.5 23
x7 | alta 0.1 0.3 6
xrg | alta 0.24 0.1 8

24

Tabla 2.2: Tabla con diferencias de valores entre la instancia x, clasificada como alta, y
el resto de observaciones. La tltima columna es la distancia Manhattan que corresponde
a la Ecuacion (2.2) y vemos que H (1) = x7 y M(z1) = 4.

g Yi dif f(fr, @6, i) | dif [(fo; we, i) | d(ws, i)
z1 | alta 0.6 0.5 23
xo | baja 0.17 0.5 10
x3 | baja 0.07 0.3 5
x4 | baja 0.07 0.1 3
rs | alta 0.77 0.1 24
x7 | alta 0.7 0.2 23
rg | alta 0.83 0.4 29

Tabla 2.3: Tabla con diferencias de valores entre la instancia xg, clasificada como baja, y
el resto de observaciones. La tltima columna es la distancia Manhattan que corresponde
a la Ecuacion (2.2) y vemos que H(xg) = x4y M(x6) = x7

peso
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Figura 2.2: Dibujo ilustrativo del Ejemplo 2.2, donde vemos los vecinos méas proximos de
los ejemplos x7 v xg. Recordemos que la distancia empleada en este algoritmo no es la
euclidea, sino la distancia Manhattan, por lo que xg no es el dato més cercano a x; aunque
pueda parecerlo a simple vista.
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2.2.3. Correlation based Feature Selection (CFS)

La seleccion de caracteristicas basada en la correlacion (conocida en inglés como Co-
rrelation based Feature Selection, CFS) es un algoritmo tipo filter que identifica los sub-
conjuntos de caracteristicas importantes de acuerdo a una medida de correlacion, en lugar
de evaluar las features de forma individual como se habia hecho hasta ahora en las Sec-
ciones 2.2.1 y 2.2.2.

En general, la relevancia de un grupo de features en la tarea de clasificacion aumenta
con la correlacion entre caracteristicas y la clase, y, y disminuye con la correlaciéon entre
las features |30, 50]. Para el método CFS, dado un subconjunto de variables S de tamafio
k (k < p), denotamos por p,r a la media de las correlaciones entre cada caracteristica en S
y el atributo de clase y ps a la correlacion media entre cada uno de los posibles (’;) pares
de caracteristicas en S. Con esta notacion, construimos nuestra funciéon de evaluaciéon de
la siguiente manera:

J(S) = Chvf (2.5)
VE+ (k= 1)prr
donde numerador se puede interpretar como un indicador de cuan predictivo es el con-
junto de caracteristicas y el denominador se puede interpretar como un indicador de cuan
redundantes son las caracteristicas en S, |26, 41]. La funcion de evaluacion (2.5) es, de
hecho, el Coeficiente de correlaciéon de Pearson, donde se han estandarizado todas las
variables |24, 26, 27].

El problema que queda es desarrollar formas adecuadas de medir la correlacién entre
la clase y y la variable explicativa f; y la intercorrelaciéon entre las distintas features.
El algoritmo CFS emplea una correlacion, basada en el concepto de entropia, conocida
como incertidumbre simétrica SU (del inglés symmetrical uncertainty) cuando se trata
de problemas de clasificaciéon y usa el coeficiente lineal de Pearson cuando se trata de
problemas de regresion, [27]. Dado que este trabajo se centra en los métodos de seleccion de
variables asociadas al Support Vector Machine (que es una forma de resolver problemas de
clasificacion), a continuaciéon solo enunciaremos la definicion de incertidumbre simétrica,

SU.

Definiciéon 2.1. Dadas dos variables aleatorias X y Z discretas, denotamos a su incer-
tidumbre simétrica por SU(X, Z) y la definimos como:

1G(X|2) }

SU(X,Z) =2 {—E(X) T E(7)

donde E(X) es la entropia de la variable X e IG(X|Z) es la ganancia de informacion
(en inglés information gain, 1G) de la variable X respecto de la variable Z.

Obsérvese que en la Definiciéon 2.1, ademas de ser necesarios los conceptos de entropia
y ganancia de informacion, que explicaremos mas adelante, se trabaja bajo la hipotesis
de que las dos variables aleatorias sean discretas. Sin embargo, las tareas de aprendizaje
supervisado, y en particular la clasificacién, a menudo implican diferentes tipos de varia-
bles explicativas, cualquiera de las cuales puede ser cuantitativa o cualitativa, o lo que
es lo mismo, continua o discreta. Es por ello que para poder aplicar la incertidumbre
simétrica SU, en problemas de clasificacion, necesitamos aplicar un preprocesamiento a
la base de datos para discretizar las variables cuantitativas. Se suele aplicar un algoritmo
de discretizacion propuesto por Fayyad e Irani (1993), [18] como paso previo al método
[27, 41, 52].

Una vez hecha esta aclaracion, pasaremos a definir la entropia de una variable:
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Z=0]Z=1]|Z=2
0] 1/6 | 1/15 | 4/15
1] 1/6 | 4/15 | 1/15

X
X

Tabla 2.4: Tabla con los valores de la funciéon de probabilidad de la variable conjunta
(X, Z) del Ejemplo 2.3.

Definicién 2.2 (Entropia). Dada una variable aleatoria discreta X que toma n valores
y su funcion de probabilidad P, se define su entropia E(X) como:

ZP ) logy (P ()

En consecuencia, la entropia conjunta de dos varitables aleatorias discretas X y Z que
toman n y m valores, respectivamente, se define como:

n m

- _ Z Z P(x;, z0) logy (P (x4, 2¢))

i=1 (=1

Y la entropia de X dado unos valores observados de la variable Z es:
EX|Z)=E(X,Z)—E(Z)
Veamos un ejemplo de entropia:

Ejemplo 2.3. Sea X wuna variable aleatoria que sigue una distribucion uniformemente
discreta en un conjunto Dx formado por n puntos. Es decir, P(z) = % six € Dx y cero

en caso contrario. Por tanto, la entropia de X wviene dado por:

n

- Z Pla)logy(P(a)) = = 3 1o () =

=1

() ()

Supongamos que Dx = {0, 1} y ademds disponemos de una variable aleatoria Z que se
distribuye uniformemente en el conjunto Dz = {0,1,2} y la funcion de probabilidad de la
distribucion conjunta (X, Z) vienen dada por la Tabla 2.4. Entonces, la entropia E(X, Z)
viene dada por:

2 1 1 8 4
EX,Z)=— (6 log, (6) + Elog2 (15) 151 gy (1—5>) = 2.39958

Por otro lado, como Z es uniformemente discreta en 3 puntos ya sabemos por la
FEcuacion (2.6) que E(Z) = logy(3). Por tanto, la entropia de la variable X condicionada
a Z es:

E(X|Z):=E(X,Z) — E(Z) = 2.39958 — log,(3) = 0.81461

Si no se conoce la distribucién conjunta de dos variables X y Z, pero se conoce la
condicionada, puede usarse la siguiente proposicion para calcular la entropia condicionada:
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Proposicion 2.1. Sean X y Z dos variables aleatorias discretas que toman n y m valo-
res, respectivamente. La entropia de X dado unos valores observados de la variable Z es
equivalente a:

E(X|Z) ==Y P(z) Y Plai|z)log,(P(xi|z))
=1 i=1
donde P(z) es la probabilidad a priori y P(x;|ze) la probabilidad a posteriori de X dado
un valor de Z.

Demostracion. Aplicando las definiciones de E(X|Z), E(X,Z) y E(Z) vistas en la Defi-
nicion 2.2 y reescribiéndolas en un sumatorio comiin tenemos:

m

E(X|Z)=E(X,Z)-E ZZ (i, 2¢) 10go (P (1, 20))+ Y | P(2) log,y(P(z)) =
Z P(2)log, (P ZP x;, zp) log, P(ZL‘Z',Zg))]
/=1

Aplicando la regla del producto o probabilidad compuesta, es decir, P(x;, z¢) = P(z¢) P(x;|2¢)
dentro del logaritmo y por la propiedad de la suma de los logaritmos, log(ab) = log(a) +
log(b) para a y b positivos, tenemos que:

E(X|Z) = i
/=1
>
/=1

P(20)1ogy(P(2r)) = logy(P(20)) Y Plws, z0) = Y Plai, ) logz(P(l"iIZz))]
i=1 i=1
donde la ultima igualdad se da tras descomponer el sumatorio interior en dos sumas. Co-
mo consecuencia de la regla del producto y el teorema de la probabilidad total tenemos
que, para un z, fijo, > P(x;, z) = > i P(ze|z;)P(x;) = P(z), por lo que, el tér-

mino P(z)log,(P(z,)) se cancela con log,(P(z)) > i, P(xi, z¢) y aplicando nuevamente
P(z;, z¢) = P(z¢) P(x;|2z¢) obtenemos el resultado buscado:

E(X|Z) :i

(=1

P(z0) logy(P(20) = Y (P, 2¢) logy(P () + P, 2) 10%2(13(%’24)))] =

i=1

n

Z (@i, 20) logy (P (] 20)) ZP 2y ZP xi|z0) logy (P(x;]2¢))

=1

]

Esta proposicion la usaremos més adelante para conocer el valor de la incertidumbre
simétrica de una variable aleatoria discreta X consigo misma, es decir, SU (X, X).

Ademés de la entropia, para formalizar correctamente la Definicion 2.1, necesitamos
conocer el concepto de ganancia de informacion de una variable X respecto a otra variable
Z:

Definicion 2.3. La ganancia de informacion de una variable aleatoria discreta X dada
por otra variable discreta Z se denota por IG(X|Z) y viene dada por:

G(X|Z) := E(X) — B(X|Z2)

donde E(X) y E(X|Z) denotan respectivamente la entropia y la entropia condicionada.
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Proposicion 2.2. La ganancia de informacion IG es simétrica.

Demostracion. Para probar que IG(X|Z) = IG(Z|X), tenemos que demostrar que E(X)—
E(X|Z)=E(Z)— E(Z|X). Esto se puede deducir facilmente de la definicién de entropia
condicionada, ya que E(X)—E(Z|X)=E(X)—(E(X,Z2)—-E(Z))=FE(Z)—(E(X,Z)—
E(X))=E(Z) - E(Z|X). O

Ejemplo 2.4. Continuando con los datos del Ejemplo 2.3 calculamos IG(X|Z):
[G(X|Z) = BE(X) — BE(X|Z) = log,(2) — 0.81461 = 1 — 0.81461 = 0.18539
Y la incertidumbre simétrica entre X y Z es:

IG(X|2) } _

0.18539
SUX,2) =2 {E(X) + E(Z)

Log2<2) + log,(3)

Observar que siempre se cumple que SU(X, X) = 1, ya que, sabiendo que p(x;|z,) = 1
si? = { y 0 en otro caso, por la Proposicién 2.1 tenemos:

} = 0.14344

EX|X) = ZP (x0) ZP xi|ze) logy (P(x;|ze)) ZP (x;)logy(1) =0

por lo que IG(X|X) = E(X) — E(X|X) = E(X) y en consecuencia

<IXG>(§EX<>X>] 7 [gggﬂ B

SU(X,X) =2 [E

Observar, ademas, que por consecuencia de la Proposiciéon 2.2 la incertidumbre simé-
trica, SU, es simétrica.

Veamos, a continuaciéon, un ejemplo practico del algoritmo CFS para un conjunto de
3 variables:

Ejemplo 2.5. Sea P un conjunto de 3 caracteristicas P = { f1, f2, fs}. Sea y la variable
respuesta. Es decir, la variable que indica la clase de cada dato. Supongamos, que hemos
calculado la incertidumbre simétrica de todas las parejas y las tenemos guardadas en la
Tabla 2.5. Calculamos el indice de relevancia del conjunto P por la Férmula (2.5), para
lo cual necesitamos la media de las correlaciones tanto para pares feature-class p,; como
para pares feature-feature pyy del conjunto P:

» Para calcular pyy tomamos las correlaciones de todas las parejas feature-class de
la Tabla 2.5, SU(f1,y) = 0.95, SU(fa,y) = 0.8 y SU(f3,y) = 0.7 y calculamos su

media: 0.95+08+0.7
Pyf = — 3’ — =10.82

» Para calcular pry calculamos la media de los valores SU(f1, f2) = 0.5, SU(f1, f3) =
0.33 y SU(fs, f3) = 0.75 de la Tabla 2.5:
0540334 0.75

= = 0.53
Prf 3

» Finalmente, empleamos la Formula (2.5):

HP) = Ky 34082
VE+ (—=1)pr;  V3+2%0.53

=1.22
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fi f2 f3 Yy
fi 1 0.5 10.33|0.95

fa] 0.5 1 1075 08
f3103310.75 ] 1 0.7
y 1095 08 | 0.7 1

Tabla 2.5: Tabla con los valores de la incertidumbre simétrica de los diferentes pares de
caracteristicas del Ejemplo 2.5.

Para el conjunto S = {f1, f2}, tenemos que

:SU(fl,y) + SU(f2,y) _ 095408

o7 . S = 0.875
Prf =SU(f1,f2) =05
00t 2% 0.
J(S) = KDyt _ * 0.875 111
VE+(E—1Dpr;  V2+1%05
Para el conjunto S = {f1, f3}, obtenemos que
SU SU 0.95+ 0.7
o7 — (fby)‘; (f3,9) _ 2+ — 0.895
prr =SU(f1, f3) = 0.33
Duf 2%0.82
J(S) = fPys __2x08D g
VE+(k—1Dpr;  V2+1%0.33
Para el conjunto S = { fo, f3}, obtenemos que
2 2
prr =SU(f2, f3) = 0.75
Dut 2x0.75
J(S) Pyt - 0.9

:\//e+(/-€—1)p_ff: V2 +1%075

Finalmente, para conjuntos unitarios, donde k = 1, tenemos que J(f;) = SU(f;,y) por
lo que J(f1) =0.95, J(f2) = 0.8 y J(f3) = 0.7. Concluyendo que el conjunto mdas relevante
de entre todos los posibles subconjuntos de variables es p = { f1, fa, f3}, pues es el que tiene
mayor valor, J. Sin embargo, con este conjunto no consequiremos eliminar variables,
pues coincide con el conjunto original. Si nos centramos en los subconjuntos de tamano
2, debemos quedarnos con las variables { f1, fo}, puesto que J({f1, fo}) > J({f1, fs}) >
J({ f2, f3}). Para terminar, si quisiéramos seleccionar subconjuntos unitarios de variables,
tendriamos que la feature mds relevante es f1, y la menos f3, ya que J(f1) > J(f2) >

J(fs)-

2.3. Métodos wrapper

A diferencia de lo que ocurre con los métodos filter, los métodos wrapper interaccio-
nan con el algoritmo de clasificacién que se esté usando para encontrar el subconjunto
de variables méas importante de acuerdo a su poder predictivo. Es decir, que distintos
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algoritmos de clasificaciéon con un mismo método wrapper, podrian dar lugar a distintos
conjuntos de variables seleccionadas. Por ejemplo, volviendo a las estrategias de clasi-
ficacion mencionadas en la introduccion, tendremos que la misma metodologia wrapper
podria seleccionar distintas variables en funciéon de si tratamos con knn, drbol de decision
o SVM.

Desde el punto de vista computacional, las estrategias wrapper son més lentas que
las filter, puesto que estas suelen hacer una busqueda exhaustiva de todas las posibles
combinaciones de variables.

Sin embargo, los métodos wrapper devuelven mejores resultados en términos de pre-
cision que los filter, ya que en su ejecucion tienen en cuenta el algoritmo de clasificacion.

Si la funciéon de evaluacion J(-) usada para saber qué subconjunto de variables es
bueno emplea la arquitectura del modelo predictor para la cual se seleccionan las variables,
entonces, tenemos un enfoque wrapper. La interpretacion de los valores de retorno de J(+)
es tal que cuanto menor sea el valor, mejor sera el subconjunto.

La funcién J(-) mas utilizada es la validacion cruzada con k hojas o k-fold cross-
validation. Esta consiste en dividir el conjunto de todos los datos €2 en k£ subconjuntos de
datos (2, de forma que U’;:qu =QyQ,NQ =0siqg#s. A continuacion, se toma la
union de k — 1 subconjuntos como el conjunto de entrenamiento (training set) y el ultimo
como conjunto de prueba (test set) cualquiera. Posteriormente, se anotaran los errores
cometidos, es decir el nimero de elementos en test set donde la prediccion de su etiqueta
no coincide con el valor real. Se repetira el proceso hasta que los k& conjuntos se hayan
empleado como conjunto de prueba. Finalmente, la media de los errores cometidos en los
k conjuntos sera la precision del modelo segtn la validacion cruzada (de k hojas), |6, 24].
Como cada ejemplo solo aparece una vez en el conjunto de pruebas, debido a que los €2,
son disjuntos, el error de la validaciéon cruzada oy se escribe como:

1 < S
fov = > Ly Yoi(y)
=1

donde L(-) es una funcion de pérdida que mide los errores cometidos e Y-, es el valor de la
prediccion en el modelo construido cuando se utilizo el conjunto de prueba que contenia
la observacion . Notese que en este trabajo, el modelo de prediccion que se usara sera el
Support Vector Machine, explicado en el Capitulo 1. No obstante, en el caso general, se
utilizara el modelo de clasificacién que elija el usuario.

Una variante de la validacion cruzada con k hojas es el procedimiento conocido como
dejar-uno-fuera (del inglés leave-one-out (LOOQ)). Este procedimiento es equivalente a
tomar k£ = n en la validaciéon cruzada. Es decir, se usa una sola observaciéon como conjunto
de prueba y se repite este proceso hasta que todas las observaciones han sido utilizadas
como conjunto de prueba (de tamano uno), [6, 24]. El error de la validacion cruzada eroo
se escribe, de igual forma que €cy, como:

1 — ~
€Lo0 = ;L(yi, Y_i(;))

donde L(-) una funciéon de pérdida que mide los errores cometidos e Y_; es el valor predicho
en el modelo construido cuando se utiliz6 solo la observacion ¢ como el conjunto de prueba.
Veamos un ejemplo de leave-one-out:
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Ejemplo 2.6. Sea 2 la base de datos dada por la Tabla 2.1 y sea P = {fi, fo} con
f1 la variable altura, fy la variable peso y sea k = n = 8. Como estamos ante un pro-
blema de clasificacion binaria tomamos como funcion de perdida L(y;,Y_i(z;)) = 1 si
yi £ Y_i(2:) y Ly, Y_i(x;)) = 0 en caso contrario. Empezamos viendo el desemperio de
un modelo constituido solo por la variable altura f,. Primero eliminamos la variable fs y
dividimos §2 en subconjuntos de tamano 1, Q; = {(170, alta)}, Qe = {(147,baja)}, Q3 =
{(150,baja)}, QU = {(154,baja)}, Qs = {(175,alta)}, Qs = {(152,baja)}, Q7 = {(173, alta)}, Qg =
{(177,alta)}. Luego, para cada i = 1,...,8 generamos un modelo SVM de kernel lineal
usando como conjunto de entrenamiento U§1=17q7ﬁiQf1 y evaluamos la clase de x; predicha

por este modelo ?—z(%) En este caso, en el que solo empleamos la variable f,, todos los
modelos han predicho de forma correcta la clase del ejemplo, por lo que:

1 S 1
€L00 = > Ly, Yoila:) = 3 Y 0=0
i=1 )

Sin embargo, obtenemos otro resultado distinto al utilizar solamente la variable fs.
Empezamos eliminando la variable fi; de la base de datos y dividiéndolo en conjuntos
unitarios 1 = {(85,alta)}, Qs = {(75,baja)}, Qs = {(77,baja)}, 2 = {(81,baja)}, s =
{(79,alta)}, Q% = {(80,baja)}, Q7 = {(82,alta)}, Qs = {(84, alta)}. Al realizar el proceso

obtenemos casos donde se realiza mal la prediccion:

1. Al entrenar el modelo con el conjunto
{(85,alta), (75,baja), (77,baja), (79, alta), (80, baja), (82, alta), (84, alta)}
y utilizar {(81,baja)} como conjunto de prueba, se predice que {(81,baja)} es alta.

2. Entrenando el modelo con el conjunto de entrenamiento
{(85,alta), (75,baja), (77,baja), (81, baja), (80, baja), (82, alta), (84, alta)}
se predice que {(79,alta)} es baja.
3. Cuando se entrena el modelo con el conjunto
{(85, alta), (75,baja), (77,baja), (81, baja), (79, baja), (82, alta), (84, alta)}
la observacion {(80,baja)} se predice como alta.

Por lo tanto, el error cometido en el caso de modelos construidos con la variable peso

fo es:

1 — ~ 1+1+1 3
= — L i;Yfi i - = =
€200 n; (y (7)) 3 3

En conclusion, para desarrollar un modelo SVM de kernel lineal con una inica variable
elegiriamos la variable fi antes que fs, ya que fi genera un error menor en la validacion
cruzada.

Los métodos wrapper se pueden dividir de acuerdo a su estrategia de busqueda, es
decir, en funcién del orden en el que se evalian los subconjuntos de variables. Estas
estrategias de busquedas son: la biisqueda 6ptima, la bisqueda secuencial, y la biisqueda
aleatoria.
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2.3.1. Busqueda 6ptima

En la estrategia de biisqueda 6ptima, nos centramos en encontrar el llamado subcon-
junto 6ptimo de variables. En otras palabras, queremos encontrar un subconjunto para el
cual el procedimiento de estimacion del error (por ejemplo, la validacion cruzada) propor-
cione el menor valor posible en comparaciéon con el resto de subconjuntos de variables. A
continuacion, daremos mas detalles sobre dos estrategias de biisqueda 6ptima: la busqueda
exhaustiva, y la metodologia de bifurcar y acotar.

Bisqueda exhaustiva

Una forma sencilla de encontrar el subconjunto éptimo es evaluar todos los subconjun-
tos posibles y quedarnos con aquel que tenga un menor error de prediccion. Este enfoque
se denomina biisqueda exhaustiva: dadas p variables explicativas, hay 27 — 1 subconjuntos
por recorrer. Esta estrategia es viable desde el punto de vista computacional, cuando el
valor de p es pequeno. Desafortunadamente, incluso para valores moderados de p es im-
posible evaluar todos los subconjuntos en un tiempo razonable. Por ejemplo, si p = 10,
deberiamos de evaluar 1023 conjuntos, lo cual puede llegar a ser inviable.

Una forma de reducir la carga computacional puede ocurrir si se conoce de antemano
que se deben elegir d variables entre las p posibles. Asi, solo seria necesario evaluar los
conjuntos de tamano d. En consecuencia, solo habria que evaluar (Z) subconjuntos en
lugar de 2P — 1. Por ejemplo, volviendo al caso anterior, si p = 10 y d = 3, tendriamos
que comprobar la precision en (130) = 120 subconjuntos, en lugar de los 1023 anteriores.
Es decir, estariamos reduciendo en aproximadamente un 90 % el nimero de subconjuntos
a evaluar. Desafortunadamente, incluso en este caso, hay valores de p y d para los que el

calculo de (5) es inviable.

Ejemplo 2.7. Empleando como funcion de evaluacion J(-) en el proceso de leave-one-out,
tenemos que el Ejemplo 2.6 es una biusqueda exhaustiva donde p = 2,d = 1 y los unicos
conjuntos de features de tamano d son {fi} y {f2} con J{fi}) =0y J{fe}) = 3/8.

Por tanto, el conjunto {f1} es el seleccionado por este método.

Bifurcar y acotar

Si se desea un subconjunto de cierto tamano d existe una estrategia 6ptima que poten-
cialmente se ejecuta mucho mas rapido que la busqueda exhaustiva, desarrollada en [39]
que solo se puede emplear cuando la funciéon de evaluacion J(-) es mondtona. Entendemos
por funcién monoétona en este contexto que la adicién de una variable nunca empeora
un subconjunto [24], o dicho de otra forma que un subconjunto de caracteristicas no de-
beria ser mejor que cualquier conjunto méas grande que contenga a dicho subconjunto.
Formalmente, diremos que una funcién de evaluacion J es monétona si dados dos sub-
conjuntos de caracteristicas S y S’ tales que S C ', entonces se tiene que J(S) > J(S5').
Algunos ejemplos de funciones monétonas son medidas de distancia como la distancia
Bhattacharyya y la divergencia [39].

La idea principal del algoritmo bifurcar y acotar se basa en evaluar un subconjunto
S’ formado por d variables y otro subconjunto S con un ntmero arbitrario de variables
D > d. Asumiremos que S’ es mas relevante que S. Es decir que J(S) > J(S'). Por lo
tanto, debido a la monotonia de J, se tiene que cada subconjunto S de S de tamaifio d
verifica que J(S) > J(S). En consecuencia, se tiene que J(S) > J(S) > J(S'), VS C S.
Por lo tanto, dados los conjuntos Sy S’ con las caracteristicas anteriormente mencionadas,
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no sera necesario evaluar los subconjuntos de tamano d de S, puesto que su funcion de
evaluacién siempre sera peor que la de S, y consecuentemente de S’.

El algoritmo tiene una complejidad exponencial en el peor de los casos, lo que puede
hacer que el enfoque no sea factible cuando hay disponible una gran cantidad de variables
[24]. Este algoritmo no es muy ttil en la practica, porque la funcién de evaluacion J(-)
no suele ser monétona, como ocurre en el caso de la validacion cruzada de k hojas, [24].

2.3.2. Seleccion secuencial

Debido a las dificultades con las estrategias 6ptimas, se han desarrollado estrategias
de busqueda que encuentren subconjuntos de variables razonablemente buenos sin tener
que evaluar todos ellos.

Dentro de la bisqueda secuencial las dos estrategias més destacadas son: eliminacion
secuencial hacia atras o seleccion secuencial hacia atras (en inglés, Sequential Backward
Elimination, SBE o Sequential Backward Selection, SBS, respectivamente) y seleccion
secuencial hacia adelante (conocida por su nombre en inglés como Sequential Forward
Selection, SFS).

El primer método, SBE, parte de un conjunto que incluye a todas y cada una de las
variables de la base de datos y va eliminando, de una en una, las variables que dan mejor
resultado en el ajuste del clasificador.

Por otro lado, el método SFS se inicializa con un conjunto de variables vacio. En cada
iteracion del algoritmo, se anade aquella variable que minimiza la métrica de evaluacion
J () de entre todas las variables que no pertenecen al subconjunto seleccionado.

A continuacion, vamos a desarrollar ambas estrategias con mas detalle.

Seleccién secuencial hacia atras

La seleccion secuencial hacia atras (SBS) o eliminacion secuencial hacia atras (SBE)
parece haber sido el primer método de busqueda sugerido para la seleccion de subconjuntos
variables, [24].

SBS parte del conjunto original de features, S = P, es decir con todas las variables que
inicialmente aparecen en la base de datos. A continuacién, se inicia un proceso iterativo
donde en cada paso se considera el conjunto S\ {f;}, siendo f; cada, una de las variables
que pertenecen a S. Posteriormente, se evaliia esos conjuntos mediante la métrica de
evaluacion J(-), eliminando aquella feature f; tal que el valor de J(S \ {f;}) sea menor,
[24]. Este proceso se repite hasta que se cumple un criterio de parada establecido, como
puede ser el nimero de variables seleccionadas o la precision del método de clasificacion.

El Algoritmo 1 muestra un pseudocodigo de como funciona esta metodologia.

Obsérvese que el método SBS es capaz de detectar cuando dos variables son més
beneficiosas juntas, aunque no lo sean por separado. Esto es debido a que esta metodologia
evaltiia cada variable en el contexto de las que permanecen en S, por lo que al evaluar
S\ {fj} para una variable relevante junto a otra de S, producira un aumento en el valor
de la funcion de evaluacion J(-) respecto de una variable que sea relevante por si misma,
resultando, por lo tanto, que f;» no se elimine antes que las otras features.

Veremos con un ejemplo ilustrativo como funciona esta metodologia.

Ejemplo 2.8. Para ilustrar este método usaremos los datos de la Tabla 2.1. Ademds,
a dichos datos le anadiremos una tercera variable de ruido. El objetivo de anadir dicha
nueva feature es doble. Por un lado, realizaremos dos iteraciones del método SBS (en
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Algoritmo 1 Sequential Backward Selection, SBS
Funcién SBS(P, J, criterio de parada)
S:=P
mientras no se verifique el criterio de parada hacer
para todo f; € S hacer
Evaluar J(S\ {f;})
terminar para
La variable eliminada es j* = argmin; J(S \ {f;})
S=5\{f;-}
terminar mientras
devolver S
terminar Funcién

altura f; | peso fs | ruido f3 | variable respuesta
170 85 0.011 alta
147 75 0.34 baja
150 7 0.034 baja
154 81 0.092 baja
175 79 0.065 alta
152 80 0.358 baja
173 82 0.36 alta
177 84 0.757 alta

Tabla 2.6: Datos del Ejemplo 2.8. Para cada observacion tenemos en la columna izquierda
los valores de la variable explicativa altura en centimetros fi, en la segunda columna los
valores de la variable explicativa peso en kilogramos fs, en la tercera columna una variable
de ruido y en la tltima columna la clase a la que pertenece.

lugar de una) y, por lo tanto, mostraremos mejor cdmo funciona este enfoque. Por otro
lado, estamos 100 % sequros que la variable ruido debe ser eliminada con el método SBS,
ya que es obvio que al ser ruido no nos proporciona informacion util para predecir si una
persona es alta o baja.

Para generar la variable de ruido han generado ocho observaciones siguiendo una
probabilidad uniforme en el intervalo (0,1). El conjunto de datos completo que incluye
las variables altura y peso, asi como la nueva variable de ruido y la variable respuesta
pueden verse en la Tabla 2.6. Al ejecutar el método SBS hemos establecido que el criterio
de parada sea tener un subconjunto de variables de tamano 1.

Partimos del conjunto inicial de variables S = P = { f1, f2, f3} y empezamos evaluando
todos los conjuntos de tamano 2, es decir, {f1, fo}, {fe, [3} v {f1, [fs}. Obtenemos los
siguientes resultados J({ f1, f2}) =0, J({ fa, f3}) =4/8 =1/2 y J({ f1, f3}) = 0. Es decir,
podemos eliminar tanto fo como f3 en esta primera iteracion. Eliminamos, por ejemplo,
fa con lo que nuestro conjunto actual es S = {fi, f3s}. Ahora evaluamos los conjuntos
{fi} y{fs}, obteniendo que J({f1}) =0 y J({f3}) = 8/8 = 1. Por lo tanto, eliminamos
f3 de esta sequnda iteracion. Como hemos alcanzado el criterio de parada, concluimos
que el subconjunto final de variables es S = {f1}. Nétese que los resultados obtenidos son
coherentes con la intuicion que teniamos, puesto que la variable f corresponde a la altura
de los individuos, la cual es clave para determinar st una persona es alta o baja.
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Seleccidn secuencial hacia adelante

El crecimiento secuencial o seleccion secuencial hacia adelante (SFS) es un método muy
parecido a SBS. La principal diferencia es que SFS parte de un conjunto vacio denotado
por S, en lugar de comenzar considerando todas las features como SBS. A continuacion,
inicializamos un proceso iterativo donde consideramos los conjuntos S U {f;} para cada
variable f; que no esta en S. Evaluamos estos conjuntos mediante la funcion de evaluacion
J(-) y se anade a S aquella feature f; que proporciona el menor valor de J(S U {f;}).
Repitiendo este proceso hasta que se cumple un criterio de parada establecido, como el
ntimero determinado de features seleccionadas o la precision del método de clasificacion.
El pseudocddigo de como funciona esta metodologia puede verse en el Algoritmo 2.

Algoritmo 2 Sequential Forward Selection, SF'S
Funcion SFS(P, J, criterio de parada)
S =10
mientras no se verifique el criterio de parada hacer
para todo f; ¢ S hacer
Evaluar J(SU{f;})
terminar para
La variable afiadida es j* = argmin; J(S U {f;})
S:=SU{f}
terminar mientras
devolver S
terminar Funciéon

Generalmente, cuando se establece un criterio de parada en un ntmero especifico
de variables, el método SFS se ejecuta mas réapido que el algoritmo SBS. Esto se debe
al hecho de que, al comienzo de la bisqueda, cuando ambos algoritmos tienen muchos
posibles conjuntos para evaluar en cada paso, SFS evaltia conjuntos de variables muy
pequenos, lo que suele ser mas rapido que evaluar los conjuntos casi completos que SBS
tiene que hacer, [24].

Por ejemplo, supongamos que tenemos p = 10 variables en nuestra base de datos, y el
criterio de parada tanto para SBS como para SFS es tener un subconjunto de 3 features.

En el primer método, SBS, comenzaremos evaluando el conjunto de 10 features, y luego
eliminando progresivamente una a una aquellas variables con peor funcion de evaluacion.
Es decir, que tendriamos conjuntos de 9 variables, luego 8, y asi sucesivamente hasta llegar
al subconjunto deseado de cardinal 3.

Por otro lado, la metodologia SF'S comenzaria anadiendo al conjunto vacio inicial las
variables una a una. De esta forma, comienza evaluando conjuntos de 1 variable, luego 2
y finalmente 3.

Ademas de que en el primer método SBS se deben hacer més iteraciones que en SEFS (7
frente a 3), cabe esperar que las iteraciones de SBS, donde hay que considerar conjuntos
casi completos de features, tengan una mayor carga computacional que SBS.

Por otro lado, SFS evalta las variables en el contexto de solo aquellas variables que
ya estén incluidas en el conjunto, es decir, podria darse el caso de tener dos variables f;,
y fj, que no sean muy relevantes por separado, pero si cuando estan juntas. Al evaluar
SU{f;} o SU{f;} sin que la otra esté en el conjunto S no se producird una mejora
significativa en la funcion de evaluacion J(-) con respecto a las variables que son relevantes
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por si solas. Por lo tanto, es posible que no pueda detectar una variable que es beneficiosa
no por si misma, sino solo con la informacién que contienen otras variables.

Ejemplo 2.9. Dados los datos de la Tabla 2.6, vamos a aplicar el método SFS. Co-
mo criterio de parada, fijaremos a dos el niumero total de variables seleccionadas. Par-
timos del conjunto inicial de variables S = (), empezamos evaluando todos los con-
guntos de tamano 1, es decir, {fi},{f2} v {fs}. Obtenemos los siguientes resultados
J{fi}) =0, J({fe}) = 3/8 y J({fs}) = 1, asi que anadimos f1 a nuestro conjunto de
caracteristicas seleccionado. Ahora evaluamos los conjuntos { f1, fo} v {f1, f3}, obteniendo
que J({f1, f2}) =0 y J({f1, fs}) = 0. Por lo tanto, podemos anadir tanto fo como fs en
esta sequnda iteracion, obteniendo dos conjuntos optimos de tamano 2 dependiendo de es-
ta ultima eleccion. Observar que el hecho de que J({f1}) = J({f1, f2}) = J({f1, f3}) =0
indica que las variables fo y f3 no aportan informacion extra a la que se obtiene emplean-
do fi1, es decir, solamente con f, se puede ajustar el modelo perfectamente. Por lo que
de estar interesados en emplear el minimo numero de variables posibles, la opcion mds
acertada seria tomar el conjunto {f1}.

2.3.3. Busqueda aleatoria

Las estrategias de bisqueda antes mencionadas no tenfan ninguna componente alea-
toria, lo que las convierte en métodos deterministas que con la misma inicializaciéon de-
vuelven siempre los mismos resultados. Esto lleva a que el conjunto de variables finales
sea sensible al conjunto de datos particular y puede cambiar de forma sustancial si falta,
aunque sea un dato, o si estos se modifican ligeramente, [24].

Para ilustrar el hecho de que pequenas modificaciones de los datos pueden alterar
los resultados obtenidos con las metodologias deterministas, consideramos el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 2.10. Partiremos de la base de datos de la Tabla 2.1, hemos visto en el Ejem-
plo 2.6 que J({f1}) =0y J({f2}) = 3/8 al realizar la validacion cruzada con modelos de
SVM de kernel lineal.

Supongamos ahora que, debido a un error humano, se producen modificaciones en las
observaciones x4 y x5, de forma que la observacion x4 antes era (154,81) y ahora es
(165,78). De igual manera, el elemento x5 antes era (175,79) y ahora es (149, 85). Ndotese
que las clases no se han modificado. En la Figura 2.3 puede verse la diferencia entre la
base de datos anterior y la modificada.

Obsérvese que con la modificacion de los datos, la clase de los nuevos elementos viene
determinada por la variable explicativa “peso” Esto es algo contraintuitivo, puesto que la
etiqueta que queremos predecir es si una persona se considera alta o no. Es decir, que
el error humano y el uso de metodologias deterministas ha provocado que lleguemos a
conclusiones equivocadas. Este hecho ademds puede confirmarse con los siguientes resul-
tados. Hemos entrenado la nueva base de datos usando un SVM lineal. Para hacer una
comparativa justa con los resultados de la base anterior, se ha entrenado el modelo SVM
dos veces. En cada ocasion se ha usado una feature diferente para ajustar el modelo. A
través de la precision dada por el leave-one-out, hemos obtenido que J({f1}) = 2/8 y
J({f2}) = 0. Es decir, contrario a lo que ocurria en el caso anterior (donde J({f1}) =0
y J({f2}) = 3/8), tenemos que el peso es la variable mds importante para determinar la
clase.
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Figura 2.3: A la izquierda la base original de la Tabla 2.1. A la derecha la nueva base de
datos modificada del Ejemplo 2.10 donde la variable peso es més relevante que la variable
altura.

Dos metodologias usadas en la bisqueda aleatoria son el recocido simulado (simulated
annealing) y los algoritmos genéticos.

Recocido simulado

La idea principal del recocido simulado (Simulated annealing, SA) se basa en el feno-
meno fisico por el cual la materia se enfria y se congela, hasta llegar a una estructura
cristalina que minimiza la energia del cuerpo. El recocido se conoce como un proceso
térmico para obtener estados de baja energia de un sélido en un bano térmico. El proceso
consta de los siguientes dos pasos:

= Aumentar la temperatura del bano térmico hasta un valor maximo en el que el
solido se funda.

» Disminuir cuidadosamente la temperatura del bano térmico hasta que las particulas
se acomoden en el llamado estado fundamental del solido.

En la fase liquida, todas las particulas se disponen de forma aleatoria, mientras que
en el estado fundamental del sélido, las particulas estan dispuestas en una red muy es-
tructurada, cuya energia correspondiente es minima.

El algoritmo de recocido simulado o Stmulated annealing imita la evolucién de un sélido
en un bano térmico hasta alcanzar el equilibrio térmico. Dado un estado actual s del sélido
con energia F,, se genera un estado posterior s’ aplicando un mecanismo de perturbacion
que transforma el estado actual en otro estado mediante una pequena distorsiéon, por
ejemplo mediante el desplazamiento de una particula. La energia del siguiente estado es
E.. Si la diferencia de energia, F, — Ey, es menor o igual a 0, significa que el nuevo
estado tiene menor energia que el anterior, que es justo el comportamiento que estamos
buscando. Por lo tanto, se acepta el estado s’ como estado actual. Si la diferencia de
energia es mayor que 0 significa que el nuevo estado es “peor” que el anterior, ya que la
energia es mayor. Sin embargo, en lugar de rechazar ese cambio, lo aceptaremos con cierta
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E, — E,

donde T es la temperatura del bano y kg a una constante fisica conocida como constante
de Boltzmann, [1].

En nuestro caso particular de seleccion de variables, los estados de los solidos s y s
representan los distintos conjuntos de variables y la energia de un estado E seria el valor
de la funcion de evaluacion J(-). Por lo que obtener un estado con energia minima es
equivalente a encontrar un conjunto de caracteristicas 6ptimo.

El método empieza con un conjunto aleatorio de caracteristicas S y una “tempera-
tura” Ty > 0 elevada, que servira para determinar la probabilidad de aceptar cambios
desfavorables en el conjunto S, de manera que un mismo cambio desfavorable sera mas
facil de aceptar a temperaturas altas que a temperaturas bajas. Continuamos anadiendo
o eliminando aleatoriamente una variable en S obteniendo un nuevo conjunto S’. Si pro-
duce un mejor resultado con la funciéon de evaluacion J(-) aceptamos ese cambio. Por el
contrario, si el cambio llega a un resultado peor usaremos una expresion anéloga a (2.7),
en funcion de la temperatura del paso actual T' y la diferencia de valores de la evaluacion
con el conjunto anterior J(S') — J(5), que denotaremos por AJ, como probabilidad para
aceptar o rechazar el cambio, de modo que con altas temperaturas es més facil aceptar el

cambio que con bajas:
—AJ
— 2.8
exp ( T ) ( )

donde podemos dividir por T, ya que este valor es distinto de cero porque el algoritmo
empieza con la temperatura 7y > 0. Para descender la temperatura en los siguientes pasos
la multiplicamos por una constante positiva menor que 1 previamente fijada, v. Obsérvese
también que al estar en el caso de un cambio desfavorable, AJ > 0 lo que lleva a que el
cociente _TAJ < 0y la Ecuacién (2.8) toma valores entre 0y 1. Debido a esto, en la préctica,
para decidir si se acepta un cambio desfavorable se genera un niimero aleatorio  de manera
uniforme en el intervalo [0, 1]. Se aceptara el cambio si y solo si 7 es menor que el valor de
la Ecuacion (2.8). Cuando se han ejecutado m iteraciones en la misma temperatura sin
producirse mejoras en la evaluacion del conjunto, procedemos a descender la temperatura
como se ha indicado. Se repite el proceso hasta que la temperatura es mas baja que una
cierta cota 7. Esta metodologia no se queda atrapada en 6ptimos locales al empezar con
temperatura alta. Aun asi, es posible que al final de la biisqueda, encontremos un 6ptimo
local, debido a que la baja temperatura ya no permite realizar cambios que produzcan
peores valores de la funcion de evaluacion J(-). Més detalles se pueden encontrar en el
Algoritmo 3.

A continuacion, ilustraremos este proceso con un ejemplo.

probabilidad dada por

Ejemplo 2.11. Sea m =2, Ty, = 10, T} = 3 y v = 0.4. Dados los datos de la Tabla 2.6
vamos a aplicar el método SA. Comenzando con T = 10 y la solucion aleatoria S = {f2}
anadimos alguna caracteristica que no esté en S de forma aleatoria, por ejemplo, f3
obteniendo S" = {fa, f3}. Tenemos que J(S) = J({f2}) = 3/8 < 4/8 = J({f2, f5}) =
J(S"). Es decir, anadir la variable f3 ha empeorado la funcion de evaluacion. Esto tiene
sentido, puesto que f3 era la variable ruido que habiamos creado artificialmente. Por tanto,
debemos generar un nimero aleatorio entre 0y 1 y compararlo con la Ecuacion (2.8) para
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Algoritmo 3 Simulated annealing, SA
Funcién SA(P, J, Ty, Ty, m,v)
Sea S un subconjunto aleatorio de P.
Iniciamos el algoritmo con la temperatura inicial 7" := T
mientras 7" > T} hacer
mientras no se realicen m iteraciones sin mejoras en la temperatura 7" hacer
S=8
Aleatoriamente tomamos una variable f; de P
S'i=SU{fj}sifj¢SoS  =5\{f;}sifes.
Calculamos la diferencia de la métrica de evaluacion AJ = J(S") — J(95)
si AJ < 0 entonces
S.=9
en otro caso
Generamos un ntmero aleatorio r € [0, 1]
sir < exp(—AJ/T) entonces
S.=5
terminar si
terminar si
terminar mientras
Cuando llevamos varias iteraciones en la misma temperatura sin mejoras bajamos
la temperatura 1" := T *x v
terminar mientras
devolver S
terminar Funcién

saber si aceptar o rechazar el cambio. El cdlculo de la Ecuacion (2.8) seria en este caso:

—A —(4_3 1
exp (Tj) = exp (%) = exp (—%> ~ (.987

y el nimero aleatorio r obtenido es 0.886, que es menor que 0.987, por lo que aceptamos
este cambio. Sequimos en el siguiente paso con S = { fa, f3} y quitamos aleatoriamente la
variable fo, obteniendo S = {f3} que es un peor resultado que S, ya que J(S) =1/2 <
1 = J(5). Generamos el nimero aleatorio r = 0.612 y la Ecuacion (2.8) tiene ahora un

valor de ( )
—AJ —(1-3 1
exp (T) = exp (T) = exp (—%) ~ (0.9512

Por lo que aceptemos este cambio. Ademds, como es la sequnda vez que encontramos
un resultado peor descendemos la temperatura T = 0.4 x 10 = 4. Ahora, consideramos
S = {f3} e introducimos por ejemplo f1, con lo cual se obtiene un resultado mejor que
el anterior, ya que J({f1, fs}) = 0, por lo que lo aceptamos sin mds. Sequimos con el
siguiente cambio, esta vez anadiendo fy a S = {fi, fs} obteniendo un resultado igual
que el anterior. Es decir, que para S = {f1, fa, f3} tenemos que J(S) = J(S'). Al no
haber mejoras se evalia la Ecuacion (2.8). Sabemos que dicha expresion vale 1, ya que
J(S) = J(S") y, por lo tanto, vamos a aceptar el cambio, Este hecho lo comentamos para
mencionarlo como un caso de no mejora para el nimero de iteraciones en que se realizan
con temperatura T = 4. En la siguiente iteracion, eliminamos f3 resultando S" = { f1, f2}.
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Es decir, tenemos un subconjunto de features igual al de la iteracion anterior, de modo
que se acepta, pero se contabiliza como otra iteracion sin mejora. FEs decir, ya hemos
ejecutado dos iteraciones sin mejora con ' = 4 y volvemos a decender la temperatura.
Finalmente, T'=4%0.4 = 1.6 < 3 =T de modo que terminamos el algoritmo obteniendo
como resultado final el conjunto {f1, fo}.

Algoritmos genéticos

Los algoritmos genéticos (Genetic algorithms, GA) constituyen otra familia de algo-
ritmos de optimizaciéon estocastica. A diferencia del recocido simulado que se inspira en
un fenémeno fisico, la motivacion de los GA proviene de la evoluciéon biologica, donde los
mejores individuos tienen una mayor probabilidad de sobrevivir. Ademés, otra diferen-
cia entre SA y GA es que mientras SA solo mantiene un subconjunto de variables en la
memoria, los algoritmos genéticos trabajan a la vez con varios subconjuntos de variables
o dicho de otra forma, un conjunto de conjuntos de variables. En la terminologia GA,
los diferentes conjuntos de variables a considerar suelen denominarse cromosomas. Por
otro lado, un conjunto de cromosomas se denomina poblacién. El vocabulario biol6gico
se explota atn més cuando definimos operaciones genéticas como mutaciéon o cruce. En
la mutacién, se anaden o sustraen uno o varias caracteristicas aleatorias del cromosoma
para producir un nuevo cromosoma. Por ejemplo, supongamos que tenemos un conjunto
de datos con tres variables { f1, fa, f3}. Consideremos el cromosoma (1,1,0), o lo que es
lo mismo, seleccionamos el subconjunto de features {fi, fo}. Es decir, que si el valor de
la posicion p del cromosoma es igual a 1, entonces la variable f, se incluye en el subcon-
junto seleccionado. Por el contrario, si en la posiciéon p del cromosoma se incluye un cero,
entonces la feature f, no se selecciona. Un posible ejemplo de mutaciéon serfa cambiar
el primer digito del cromosoma de 1 a 0, quedando, por lo tanto, (0,1,0). Es decir, que
s6lo seleccionamos la feature fy. Por otro lado, en la operaciéon de cruce, se obtiene un
“cromosoma hijo” a partir de dos “cromosomas padres”. Dicho de otra forma, tendremos
un nuevo subconjunto de variables a través de la combinaciéon de otros dos subconjuntos.
Para ello dividiremos los dos cromosomas originales por una de las posiciones aleatoria-
mente elegidas. A continuacion, intercambiaremos las partes divididas para crear nuevos
cromosomas. Por ejemplo, supongamos que tenemos los cromosomas (1,1,1) y (0,0,0).
Es decir, en el primer caso, consideramos todas las features, mientras que en el segundo
no consideramos ninguna. Notese que los cromosomas elegidos son dos casos extremos que
sirven para ilustrar este proceso. El siguiente paso seria elegir una posicion por la que di-
vidir. Hemos decidido cortar por el segundo digito, resultando, por lo tanto, los siguientes
cromosomas: (0,0,1) y (1,1,0). Es decir, en el primer subconjunto { f3}, mientras que en
el segundo serfa {fi, fo}.

Por lo general, una nueva poblacion se forma reteniendo algunos de los cromosomas de
la poblacién anterior y componiendo nuevos cromosomas aplicando operaciones genéticas,
como la mutacion y/o el cruce, en los cromosomas antiguos. Para comparar qué cromo-
somas son mejores que otros se utiliza una funciéon de evaluacion J(-) que mide el ajuste
que realiza el modelo entrenado con el conjunto evaluado, es decir, a mayor valor de J(+)
mejor es el subconjunto, a diferencia de las funciones de evaluacion vistas en métodos
anteriores que median el error del modelo. Cuanto mejor es un cromosoma, mayor es su
probabilidad de ser seleccionado para la nueva poblacién o como padre en una operacion
genética. Para una explicacion mas extensa de esta familia de algoritmos, acudir a [37].

En general, un algoritmo genético consta de cuatro pardmetros, /N el tamano de la
poblacion, G el nimero maximo de generaciones (iteraciones), p.. la probabilidad de cruce y
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pm la probabilidad de mutacion. El algoritmo comienza con un conjunto de cromosomas de
tamano NV, es decir, N subconjuntos aleatorios del conjunto original de variables, P. Cada
subconjunto, lo denotamos por S;, © = 1,..., N. En el primer paso seleccionamos cuéles de
nuestros cromosomas pasan a la siguiente generaciéon, de modo que los que proporcionan
mejores resultados tienen méas probabilidad de ser elegidos. Para ello, calculamos el ajuste
total de la poblacion, F = Zf\il J(S;), donde esta vez la interpretacion de J(-) es el
ajuste del modelo, por lo que cuanto méas alto su valor mejor es el resultado, calculamos
la probabilidad de seleccion p; = J(S;)/F y las probabilidades acumuladas, ¢; = > _,_, pe
paratodoi = 1,...,n. Con estas probabilidades, generamos un niimero aleatorio r € [0, 1],
si r < ¢ seleccionamos S; para la siguiente generacion, en caso contrario elegimos el S;
tal que ¢;_1 < r < ¢; y repetimos este proceso hasta haber seleccionado N conjuntos.
Con este proceso de seleccion, los conjuntos de caracteristicas que mejor resultados dan se
seleccionan méas veces que aquellos que no y los peores desaparecen. Sin embargo, el hecho
de poder elegir con probabilidad no nula todos los subconjuntos, nos permite escapar de
optimos locales. A continuacion, para cada conjunto de la nueva poblacién generamos un
niamero aleatorio r. € [0,1] y si 7. < p. lo elegimos para realizar un cruce, juntamos los
cromosomas por parejas aleatoriamente, y por cada una se elige una posiciéon aleatoria
por donde realizar el cruce. Finalmente, para cada cromosoma elegimos cuéles sufrirdan
una mutacion, generando otro ntimero aleatorio r,, entre 0 y 1y si r,, < p,, elegir una
caracteristica aleatoria para anadir o quitar del cromosoma. Asi, terminamos de obtener
una nueva poblacion para la siguiente iteracion. Repetimos este proceso hasta crear G
generaciones.

El pseudocodigo del funcionamiento de los algoritmos genéticos se puede ver en el
Algoritmo 4.

A continuacién ilustraremos con un ejemplo como funcionan los algoritmos genéticos.

Ejemplo 2.12. Sea nuestra poblacion inicial, el conjunto S = {S; = (1,0,1),5; =
(1,0,0), 53 = (0,0,1)}, nuestra base de datos la dada por la Tabla 2.6, p. = 0.7 y p,, = 0.7.
En este caso J(-) mide el ajuste y no el error cometido por leave one out como hemos visto
en ejemplos anteriores. El ajuste de los modelos es 1 menos su error cometido por leave
one out. Ya calculamos los errores cometidos por los conjuntos { f1, fo}, {f1} v {fs} en los
Ejemplos 2.8 y 2.9 que son 0, 0y 1 respectivamente. Es decir, que el ajuste de los modelos
es J(S1)=1-0=1, J(S3) =1-0=1y J(S3) =1—1=0. Para esta poblacion inicial
tenemos que el ajuste total es ¥ = J(S1)+J(S2)+J(S3) = 14140 = 2, las probabilidades
de eleccion son py = J(S1)/F = 1/2, po = 1/2 y p3 = 0/2 = 0 y las probabilidades
acumuladas son ¢ =1/2, g =q1 +1/2=1/2+1/2 =1y q3 = ¢ + 0 = 1. Generamos
3 numeros aleatorios r1 = 0.709,r9 = 0.477,73 = 0.381, como ¢4 <11 < @2, 10 < q1 ¥
r3 < q1 anadimos a la nueva poblacion los conjuntos Sy una vez y el conjunto Sy dos veces
obteniendo la nueva poblacion S' = {(1,0,0),(1,0,1),(1,0,1)}, generamos tres nimeros
aleatorios para seleccionar los cruces r.y = 0.582, 1.5 = 0.784,r.3 = 0.806. Resultando en
que solo hariamos un cruce con (1,0,0), algo imposible porque necesitamos al menos una
pareja, por lo que pasamos a la fase de mutaciones. Generamos tres nimeros aleatorios
rm1 = 0.978, 1,0 = 0.603, 7,3 = 0.993, por tanto, solo vamos a mutar (1,0,1), elegimos
una posicion aleatoria, supongamos que es la sequnda y la cambiamos. Obteniendo la
generacion {(1,0,0),(1,1,1),(1,0,1)}. Finalmente, repetir este proceso hasta realizar G
JENETACIONES.
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Algoritmo 4 Genetic algorithms, GA
Funcién GA(P, J,N, G, pe, pm)
Comenzamos con un poblacion aleatorio de tamano N, S = {S7,..., Sy} con cada
conjunto S; representado por un vector de unos y ceros.
mientras no se hayan realizado GG iteraciones hacer
Sea S’ = () la nueva generacion. ‘
Calculamos F = SN | J(S)), pi = J(S)/Fy ¢: = S, 1o
mientras S’ tenga menos de N elementos hacer
Generamos r € [0, 1]
Buscamos i* tal que ¢;«_; < r < ¢+ y anadimos S;« a la nueva poblacion S’
terminar mientras
para todo S; € S’ hacer
Generamos un nimero aleatorio . € [0, 1]
si r. < p. entonces
Seleccionamos S; para realizar un cruce.
terminar si
terminar para
Formamos parejas entre todos los seleccionados para hacer cruce.
Realizamos los cruces eligiendo una posicion aleatoria por pareja.
para todo S; € S’ hacer
Generamos un numero aleatorio r,, € [0, 1]
si r,, < p,, entonces
Realizamos una mutacion aleatoria en S;.
terminar si
terminar para
S:=95
terminar mientras
devolver S
terminar Funcién
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2.4. Meétodos embedded

Para concluir este capitulo, analizamos los métodos embedded. Estas metodologias
seleccionan las variables mas representativas y construyen el modelo de clasificacion si-
multaneamente. Desde el punto de vista computacional, tienen la ventaja de ser menos
pesados que los wrapper 24, 33|, ya que no tienen que recalcular el modelo de clasificacion
en cada paso. Sin embargo, los métodos embedded no alcanzan soluciones 6éptimas como
los wrappers al no realizar busquedas tan exhaustivas como estos tltimos. Si comparamos
los métodos embedded con los métodos filter, los primeros son computacionalmente més
costosos, pero dan mejores resultados de prediccion. Entre los métodos embedded, pode-
mos encontrar uno especialmente disenado para SVM conocido como Selecciéon Recursiva
de Variables (llamado en inglés, Recursive Feature Selection, RFE-SVM) [24, 25|. Esta
metodologia encuentra un subconjunto de variables de tamano d de entre las p posibles
variables, eliminando aquellas que producen el mayor margen de separacion de clases al ser
quitadas. Se suelen eliminar en cada iteracion la mitad de las variables, ya que eliminar-
las de una en una resulta muy ineficiente en altas dimensiones. Otros métodos embedded
se pueden modelar como problemas de optimizacion [24, 33, 34, 40]. Esto se hace gene-
ralmente incluyendo la seleccion de variables en el modelo, considerando un término de
penalizacion en la funciéon objetivo, Por ejemplo, a través de la minimizacion de la “norma
cero”(p-SVM): ly(w) = |lwllo = |{j : wj # 0}|. (Se ha escrito “norma cero” con comillas
porque realmente no es una norma al no satisfacer la desigualdad triangular).

A continuacién, desarrollaremos con mas detalle las mencionadas estrategias de selec-
cion de variables.

2.4.1. Eliminacion Recursiva de Caracteristicas (RFE-SVM)

La técnica embedded conocida como Eliminaciéon Recursiva de Caracteristicas o en in-
glés Recursive Feature Elimination y denotada abreviadamente RFE-SVM es muy usada
para SVM. RFE-SVM es una aplicacion del RFE estandar, [25]. RFE estédndar se basa en
clasificar las caracteristicas empleando las magnitudes de los pesos w; de los clasificadores
lineales, para ello dada una funcién objetivo J, que en problemas de clasificacion suele
medir los errores cometidos, se mide el cambio producido en la funcién objetivo al eliminar
una variable j, denotado por D.J(j) y usarlo como criterio de clasificacion. Para clasifica-
dores lineales donde la funcién objetivo es cuadrética respecto de w;, como en el caso de
SVM (J(w) = L[jwl|]?), emplear D.J(j) como criterio de clasificacion es equivalente a usar
wJZ- en su lugar, [25]. El proceso de eliminacion recursiva de caracteristicas se describe, en

general, con el siguiente proceso iterativo:

1. Entrenar el clasificador (en nuestro caso SVM), optimizando los pesos w; respecto
a una funcion de costes J(w).

2. Calcular el criterio de clasificacion para todas las caracteristicas (D.J(j) o w?).

3. Eliminar la caracteristica con el criterio de clasificacion més pequeno.

A continuacién, daremos mas detalles sobre como aplicar este algoritmo al caso SVM.
El método RFE-SVM usa como criterio de clasificacion las magnitudes de peso w, corres-

pondientes a las variables de decision del problema de margen duro (1.8). Es decir, que la
funcion de coste empleada en el paso 1 del RFE general es J(w) = [w||? sujeto a (1.5).

Luego, se eleva al cuadrado cada peso w;. Finalmente, se busca la caracteristica f; tal que
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la correspondiente w]z sea menor y la eliminamos. Se puede encontrar el pseudocddigo de
esta metodologia en el Algoritmo 5.

Algoritmo 5 RFE-SVM lineal
Funcién RFE-SVM LINEAL(P, d)
S:=P
repetir
Calculamos la solucion 6ptima (w*, b*) del Problema (1.8).
Buscamos la componente j tal que el valor de (w;)? sea menor y eliminamos la
correspondiente feature f;.
S:= S\ {£}.
hasta que solo permanezcan d variables.
devolver S
terminar Funcién

Este algoritmo puede ser generalizado para eliminar mas de una caracteristica por
paso. También se puede generalizar el algoritmo al caso no lineal, [24, 25]. Dado que el
margen del hiperplano de separacion es inversamente proporcional a la norma euclidea
del vector de peso w y como hemos visto en el Capitulo 1 por la Ecuacion (1.42), esta
norma se puede reescribir en términos de las variables duales del modelo SVM:

W2(a) = Z iy K (75, 24) = ||w]|?
i =1
con K(z;,z0) = (¢(x;), d(z¢)). La caracteristica a eliminar en cada iteracion es aquella
cuya eliminacion minimiza la variacion de W?(«a), es decir, J(w) = W?(a) y se elimina
aquella feature f; que minimiza la formula DJ(j) = [W?(a) — WZ ()] con WZ ) (a) =
ZZ@:l aiagying(ngj),x(ﬁ)) donde la notacion (—j) significa que la caracteristica j ha
sido eliminada. E1 RFE-SVM no lineal se describe en el Algoritmo 6.

Algoritmo 6 RFE-SVM no lineal
Funcién RFE-SVM NO LINEAL(P, d)
S:=P
repetir
Calculamos la solucion 6ptima o* del Problema (1.44).
para todo f; € S hacer
W(2_j)(04) = 225:1 OéiaéyiyéK(xEﬂ)a ngj))
terminar para
Eliminamos la variable f;- tal que j* = argmin;(|[W?(a) — WZ ,(a)]).
S =5\ {f}.
hasta que solo permanezcan d variables.
devolver S
terminar Funciéon

Obsérvese que a diferencia del método SBS visto en Seccion 2.3 el algoritmo RFE-SVM
no entrena un modelo por cada variable que tiene que evaluar en una iteracion, sino que
entrena un solo modelo y evalia el cambio que se produce en la funcién W?(a*) respecto
de cada variable para una soluciéon 6ptima fija a* en cada iteracion.

A continuacién, veremos un ejemplo de RFE-SVM para el caso lineal:
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Ejemplo 2.13. Sead = 1 y sean los datos de la Tabla 2.6 nuestra base de datos. Entonces,
entrenamos el modelo SVM con kernel lineal con las tres variables que disponemos S =
{f1, f2, f3}. Obteniendo el vector w* = (1.336,0.285, —0.04), elevando cada componente al
cuadrado tenemos (wi)? = 1.784896, (w3)* = 0.081225, (w})? = 0.0016. Por tanto, como
f3 es la variable cuya componente al cuadrado es mds pequena, la eliminamos del conjunto
actual. Seguimos entrenando un modelo con las variables S = {f1, fo}, obtenemos para
este caso w* = (1.341,0.291) as? que (w})? = 1.798281, (w3)? = 0.0846181 y eliminamos
la variable fo del conjunto actual. Finalmente, llegamos al conjunto final, S = {f1}, que
resulta coherente con la intuicion que tenemos de usar solo la altura para predecir si una
persona es alta o baja.

2.4.2. Seleccién de caracteristicas como problema de minimiza-
cién
La mayoria de los modelos lineales para seleccion de caracteristicas pueden entenderse
como el resultado del siguiente problema de minimizacion:

n

ml'gl L({w, z;) + b,y;) + Ao(w) (2.9)
7=l

donde L(f(x;),y;) es una funcioén de errores empiricos, que mide los errores de la funcion
f(z) = (w, x)+0ben el punto de entrenamiento (z;,y;), o(w) es un término de penalizacion
v A > 0 es un coeficiente de regularizacion que equilibra el error empirico con este término
penalizador. Por lo que, el problema (2.9) se dice tiene forma de ‘loss and penalty’, es decir,
pérdida y penalizacion, [24, 34].

Ejemplos comunes de funciones que miden el error empirico tenemos:

» La funcion perdida hinge loss Lpipge:
éhinge(<w7 l‘) + b7 y) = (1 - yz(<w7 xz) + b))+
con (z)4 := max{0, z} la parte positiva de un ntimero z.
» la funciéon de pérdida /5:

lo((w,x) +b,y) = ((w,2) +b—y)°

= La funcion de perdida logistica:

glogistic“wa x> + ba y) = log(l + e—y((w,x)+b))

Por otro lado, los términos de penalizaciéon més usados son:

= La “norma /£y
o(w) = bo(w) := [{j : w; # 0}
es decir, el nimero de coordenadas distintas de w. Notese que realmente ¢y no es
realmente una norma al no cumplir la desigualdad triangular.

= La norma /;:

() = (w) i= Yy
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= La norma /5:
o(w) = lr(w) := [lw]]?

Tomando como funcioén para los errores L({w, z;)+b,y) = Chinge((w, x)+b,y) y sin usar
funciones de penalizacion el problema (2.9) se reescribe uno denominado Robust Linear
Programming que es muy util para la generacion de hiperplanos separadores, [5]:

n

w2 (1= wi({w, zi) + b))+ (2.10)
A diferencia de los distintos problemas de SVM vistos en Capitulo 1, el Problema (2.10)
solo minimiza la media de las observaciones que caen en el lado incorrecto del hiperplano

generado, y no se preocupa en encontrar el hiperplano de margen maximo, [5].
A continuacion, vamos a agregar distintos términos de penalizacion g(w) en el proble-
ma (2.10) para realizar la seleccion de variables y mejorar el rendimiento de la generacion
de los hiperplanos separadores. El nuevo problema con el término de penalizaciéon quedaria

asi:
n

35 D20 = (w0 defw) (2.11)

De hecho, el SVM de margen blando (1.25), visto en Capitulo 1, se puede ver como

un problema de pérdida y penalizacion, (2.9), utilizando como penalizaciéon la norma /o
y como pérdida la norma £p;,ge, [40]. Tenemos de esa forma el problema:

R A s
385 320 = uilwm) + D)+ Sl (2.12)
Ahora, comprobaremos que este problema es equivalente al Problema (1.25) con A =
1/C. Si tomamos A = 1/C' la funcion objetivo de (2.12) se trasforma en:

n

S0 = wilfw, z) + D) + 5l (213)

=1

Multiplicando la Expresion (2.13) por la constante positiva C' no se altera la solucion
o6ptima del problema y la funcién objetivo se reescribe de forma mas similar a la del
Problema (1.25).

= 1
31— willw ) + ) + 5
i=1
Ahora, si denotamos a (1—y;({(w, z;)+b)) . por &;, vemos que &; cumplen las condiciones
del Problema (1.25), Vi =1,...,n, es decir § > 0 e y;((z;,w) +b) > 1 —&;, 0 lo que es lo
mismo,
& = méx(0, 1 — yi((zs, w) + b)) = (1 — yi({w, 1) + b))+

Sea (w*, b*,£*) solucion optima de (1.25) entonces & = (1 — y;((w*, z;) + b*))+, ya que
& > (1—y;((w*, 2;)+b*))4 y el término Y | & de la funcion objetivo de (1.25) al ser suma
de valores positivos se minimizara cuando cada £ tome el valor mas pequeno permitido
que es (1 — y;((w*, z;) + b*));. Luego (w*,b*) es solucion de (2.12). Y reciprocamente
si (w*,b*) es solucion 6ptima de (2.12) entonces (w*,b*, {(1 — y;((w*, x;) + b*) L }) es
solucion de (1.25).
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(,-SVM

Hemos visto en la seccion anterior que el problema SVM lineal (1.25) puede verse
como un problema de pérdida y penalizacion, tomando como penalizacién la norma /5.
Esta norma tiene el efecto de reducir los valores de w, pero no tiene necesariamente que
suprimirlos, es decir, hacerse cero. Para este caso, se utiliza como término de penalizacion
la norma ¢;. Cuando se utiliza la norma ¢; como término de penalizacién en (2.11) se
obtiene el siguiente problema:

n p
pohin H(l — yil(w, z3) +0))4 +Ajzl |w;] (2.14)
Emplear la norma ¢; como penalizaciéon cambia en gran medida el resultado final
del método, produciendo una seleccién de caracteristicas diferente a la que se obtiene
con la norma ¢5. Esto es debido a la convexidad de la norma /5, empleada en SVM de
margen blando. Para ilustrar este efecto, supongamos que tenemos dos vectores en R?
dados por u = (1,0) y v = (0.5,0.6). Desde el punto de vista del SVM podriamos pensar
que u y v podrian tomar el papel de las variables de decision 6ptimas w tras resolver el
problema de optimizaciéon usando la norma ¢; y {5 respectivamente. En el caso del vector
u estarfamos eliminando la segunda variable (por tener valor cero), mientras que con el
vector v reducimos los valores de todas las features. Pasaremos a calcular la norma ¢ y
{5 de ambos elementos.

lull, = 1| =1, |jv|. =]0.5] +10.6| = 1.1,
lulls = VIZ =1, ||v]l> = v0.52 + 0.62 ~ 0.78.

Con este ejemplo observamos que |lul[; < |[v]|1, pero ||ulls > ||v]|2. Es decir, que con el
uso de la norma #; en la penalizacion de SVM conseguimos eliminar features, mientras que
con la /5, eliminarfamos las correspondientes variables solo si los coeficientes se acercan
demasiado a cero. Este efecto es lo que se plantea comprobar al emplear la norma ¢, [24].

lp-SVM

La seleccion de variables también puede ser abordada usando la mal llamada norma
by, ||wllo = |{j : w; # 0}|. Por la naturaleza de la definiciéon de la norma ¢, dados dos
vectores u y v con ||ullo < ||v]|o se tiene que el vector u tiene menos componentes distintas
de cero que v, lo que equivale a eliminar més features con el vector u que usando el vector
v. Al emplear la norma ¢, en el Problema (2.11) como término de penalizacion se llega al
siguiente problema:

S 2(1 = yi((w, 2:) + b)) 4 + AlJwllo (2.15)

Ademas, dado que la norma ¢y no es diferenciable, el Problema (2.15) no puede resol-

verse de forma directa, [24]. Para poder resolverlo en [9] se sugiere aproximar la norma ¢
por la funcién concava:

o(w) = Z 1 — exp(=afw;]) = [lwllo (2.16)
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con parametro de aproximacion « > 0, transformando el Problema (2.15) en:

n

P

{ 1—u . 1— —alw:

Ldnin_ 2( yi((w, i) + b)) + NZ; exp(—afu;|) (2.17)
i= j=

El Problema (2.17) se le conoce como Feature Selection concaVe (FSV). Para eliminar

el valor absoluto de la funcién objetivo se anade una variable v € RP sujeto a —v < w < v,

es decir, v; < w; < wv; para todo j = 1,...,p, |9]. Llegando de esta forma a un problema

equivalente a (2.17):

n

p
wer TR e Z(l —yi((w,z;) +0))+ + A Z 1 — exp(—avy) (2.18)

i=1 Jj=1
sa. —uv<w<wvw

Este problema no es facil de resolver y se recurre a un algoritmo para hallar las
soluciones conocido como Algoritmo de Linealizacién Sucesiva, conocido en inglés como
Successive Linearization Algorithm (SLA), introducido en [9].

Combinacién de penalizaciones

Dado que la norma /¢ es la responsable de una buena clasificacion y las normas ¢; y ¢,
de la seleccion de variables, en [40] sugieren nuevos métodos consistentes en realizar una
combinacion de estas normas, para lo que necesitaremos dos parametros de regularizacion
v € Ry

Combinando las normas ¢; para la seleccion de variables y ¢ para la clasificacion
resolvemos el problema:

n p
. 2 1 2
e > (1= gi((w,z;) + b))+ + Slwll”+v > v

(2.19)

i=1 j=1

sa. —ouv<w<wvw

Este problema es mas sencillo de resolver usando su problema dual al considerar menos
variables y tener una estructura similar al SVM.

Por otro lado, considerando las normas ¢; y ¢y vy aplicando la aproximaciéon de esta
tltima por (2.16), obtenemos el siguiente problema de minimizacion:

n p
1 K _ . ) 1 2 Yy
et By + )+ gl Y -

(2.20)

i=1 j=1

sa. —ouv<w<wv

En [40], se puede describe un método para resolver el Problema (2.20).



Capitulo 3

SVM vy selecciéon de caracteristicas en R

En este capitulo presentaremos un anélisis computacional de los resultados teodricos
vistos durante el trabajo, es decir la implementaciéon de SVM y la seleccién de caracte-
risticas. Para ello, usaremos el programa R, [47], con el cual tenemos acceso a una gran
diversidad de librerias para varias tareas de anélisis de datos, como la clasificacion y la
seleccion de caracteristicas.

Estudiaremos un conjunto de datos de 310 observaciones de pacientes ortopédicos to-
mados por el Dr. Henrique da Mota, durante un periodo de residencia médica en el Grupo
de Investigacion Aplicada en Ortopedia (GARO) de Massues, Lyon, Francia. Los pacien-
tes han sido clasificados en dos categorias: sano y enfermo, donde los pacientes enfermos
fueron diagnosticados con Hernia discal o Espondilolistesis. De hecho, disponemos de un
total de 100 pacientes sanos y 210 enfermos. Dicha base de datos se puede descargar desde
la referencia [3].

A estos pacientes se les ha tomado medidas de 6 caracteristicas de la columna vertebral:

1. Incidencia pélvica (f1).

2. Inclinacion pélvica (fs).

3. Angulo de lordosis lumbar (f3).
4. Pendiente sacra (f).

5. Radio pélvico (fs).

6. Grado de espondilolistesis (fg).

Para mas informacion sobre cada una de las variables, consultar [19]. Nuestro objetivo
es utilizar la metodologia SVM para poder clasificar nuevos pacientes en funcién de estas
6 caracteristicas. Para ello, primero analizaremos los resultados de SVM con todas las
caracteristicas en la Seccion 3.1. A continuacién, en la Seccion 3.2, consideraremos varias
estrategias de seleccion de caracteristicas vistas en el trabajo para conocer cuales son
las features méas importantes. Con el objetivo de evaluar la eficiencia de la metodologia
seré necesario dividir la muestra original en los subconjuntos de entrenamiento (train) y
prueba (test). Aleatoriamente, hemos tomado el 70 % observaciones para el conjunto train
y el 30 % para el conjunto test. Es decir, el conjunto de entrenamiento estara formado por
217 elementos, mientras que el conjunto de prueba constara de 93 datos. En la Tabla 3.1
podemos ver un resumen del nimero de elementos en cada muestra, asi como el cardinal
de los datos de la clase de los pacientes sanos y los enfermos.

49



CAPITULO 3. SVM Y SELECCION DE CARACTERISTICAS EN R 50
sanos enfermos | total
original | 100 (32%) | 210 (68 %) | 310
train 69 (32%) | 148 (68%) | 217
test 31 (33%) | 62 (67%) 93
Tabla 3.1: Descripcion de datos
parametro C' | vectores soporte | errores cometidos | precision | sensibilidad | especificidad
0.01 139 64 0.656 0.984 0
0.1 103 28 0.828 0.935 0.387
0.5 80 28 0.785 0.839 0.677
1 74 28 0.806 0.855 0.71
2 69 28 0.806 0.855 0.71
5 65 29 0.806 0.855 0.705
50 62 27 0.807 0.855 0.71

Tabla 3.2: Resultados de modelos SVM con kernel lineal. Por orden de izquierda a derecha
las columnas representan el valor del parametro C', el nimero de vectores soporte del
modelo, el namero de observaciones de la muestra de entrenamiento que caen en el lado
incorrecto del hiperplano definido por el modelo, la precision con la que se predijeron las
observaciones del conjunto test, la sensibilidad y especificidad.

3.1. SVM en R

En esta primera seccién analizaremos los resultados obtenidos con el modelo SVM con
kernel lineal, correspondiente al problema de optimizacion (1.25). Para ello, usaremos la
libreria ‘e1071’de R, [14], especialmente indicada para resolver problemas de clasificacion
mediante maquinas de vectores soporte.

Comenzaremos analizando el efecto del pardmetro C' en el modelo. Con este objetivo,
hemos entrenado el SVM lineal para los valores de C' € {0.01,0.1,0.5,1,2,5,50} sobre la
muestra de entrenamiento de 217 individuos.

A continuacion, hemos estudiado la eficacia del SVM en funcién de varias métricas. En
particular, hemos medido el nimero de vectores soporte obtenidos, el ntimero de errores,
asi como la precision, sensibilidad y especificidad. Estas tres tiltimas caracteristicas se han
medido sobre el conjunto test.

El nimero de errores cometidos por el modelo es el nimero de observaciones x; del
conjunto train que estan mal clasificadas, es decir, aquellas observaciones z; con £ > 1.
La precision se define como la proporcion de elementos de la muestra test bien clasificados.
Por otro lado, la sensibilidad (respect. especificidad) podemos definirla como la proporcion
de pacientes enfermos (respect. sanos) bien clasificados en el conjunto test.

En la Tabla 3.2, podemos observar los resultados obtenidos. Vemos que a medida
que aumenta el valor del pardmetro C', disminuye el ntimero de vectores soporte que
determinan el hiperplano separador y viceversa. Esto es debido a que, tal y como vimos
en la Seccion 1.2, valores més pequenos de C producen modelos més complejos, es decir,
con mayor nimero de vectores soporte porque permitimos valores mas grandes de & a
costa de incluir més ejemplos dentro del margen, incluso, si estos estan mal clasificados.
Por otro lado, respecto a la precision, otro aspecto visto en la Seccidon 1.2 es que valores
altos de C' producen méargenes pequenos, lo que a su vez produce buenas predicciones
y menores valores de C' producen un margen mas amplio, lo que lleva a realizar peores
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predicciones. Por ultimo, en lo que se refiere a la sensibilidad y la especificidad vemos
que valores de C' bajos mejoran la sensibilidad, mientras que empeora la especificidad.
De hecho, en el caso C' = 0.01, la especificidad es nula, lo que nos indica que todos los
pacientes que realmente son sanos se han clasificado como enfermos. Ademas, para este
caso un solo paciente enfermo se ha clasificado como sano. Esto conlleva una precision
de 61/93 = 0.656 tal y como indica la Tabla 3.2. Una posible explicaciéon a este hecho
es que, como hemos visto en la Tabla 3.1, el conjunto de entrenamiento estd formado
por 148 observaciones de la clase de los enfermos y 69 de observaciones de la clase de
los sanos, es decir, hay méas del doble de observaciones de la clase de los enfermos que
de la clase de los sanos, por lo que se dispone de menos informacién de la clase de los
sanos para modelar. De esta forma, disminuir el valor de C' permite que se produzcan
més errores. Dado que el Problema (1.25) minimiza la suma de los errores, y tenemos
datos desbalanceados (aproximadamente en la proporcion 1/3 - 2/3), el modelo cometera
més errores en las observaciones clasificadas como sanas que en las enfermas para intentar
minimizar dicha funcién objetivo.

A continuacion, vamos a analizar el comportamiento de la version no lineal de SVM
dado por el problema de optimizacion (1.44). En particular, tomaremos el kernel radial
dado por (1.47). Para ello, hemos entrenado el modelo SVM sobre la muestra de en-
trenamiento con distintos valores del parametro de regularizacion C, y del parametro
del kernel Gaussiano, . En particular, hemos tomado los valores, C' € {1,2,5,50} y
~v € {0.01,0.1,0.2,1,2}. La Tabla 3.3 muestra los resultados obtenidos de las métricas
anteriormente mencionadas. Ademas, en la Tabla 3.1, se observa un mapa de calor de
la precision obtenida para diferentes valores de los hiperparametros, alcanzando el valor
maximo en el caso C' =2y v = 0.01 y el valor minimo en el caso C' =1y v = 0.01.

En dicha tabla podemos ver que, en general, para C' fijo, cuanto mayor es el valor de
~ se obtienen mas vectores soporte y menos observaciones de entrenamiento acaban en el
lado incorrecto del separador. Ademés, comparando los resultados de la Figura 3.1 con
los de la Tabla 3.2 concluimos que, para esta base de datos en particular, es més relevante
escoger un kernel apropiado que ajustar la constante C' para realizar un mejor ajuste, ya
que para un determinado parametro C' la mayoria de los modelos de kernel radial tienen
mejor precision que los de kernel lineal. Por ejemplo, para C' = 1 solo el modelo con
~v = 0.01 es peor en cuanto a la precision que el modelo con kernel lineal. Para C' =2 y
C = 5 todos los modelos de kernel radial son mejores, sin importar el valor que tome ~.
Finalmente, para C' = 50 solo el modelo radial con v = 0.2 es peor que el modelo con
kernel radial.

3.2. Seleccion de caracteristicas en R

En esta seccion, vamos a aplicar algunos de los métodos de seleccion de variables a la
base de datos elegida.

3.2.1. Evaluaciéon de métodos filters

Empezaremos por los métodos filters. Para ello, usaremos la libreria ‘Rdimtools’, [51],
para evaluar el método de Fisher Criterion Score, que aplicado a nuestros datos de estudio
nos da el siguiente orden de relevancia de las variables de mayor a menor: fg, f5, f1, fo,
f3 v fi. Es decir, que la variable fs es la mas relevante de acuerdo al Fisher Criterion
Score. Obsérvese que la variable fg esta asociada al grado de espondilolistesis y una de las
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(C,7) vectores soporte | errores cometidos | precision | sensibilidad | especificidad
(1, 0.01) 135 32 0.785 0.952 0.452
(1, 0.1) 97 24 0.828 0.887 0.71
(1, 0.2) 99 23 0.839 0.903 0.71
(1, 1) 172 14 0.839 0.936 0.645
(1, 2) 206 8 0.817 0.936 0.58
(2, 0.01) 123 24 0.889 0.946 0.768
(2,0.1) 85 23 0.828 0.871 0.742
(2, 0.2) 90 23 0.85 0.887 0.774
(2, 1) 163 10 0.828 0.919 0.645
(2, 2) 201 2 0.85 0.952 0.645
(5, 0.01) 103 23 0.839 0.903 0.71
(5, 0.1) 75 24 0.823 0.871 0.742
(5, 0.2) 83 21 0.817 0.871 0.71
(5, 1) 151 0.839 0.919 0.677
(5, 2) 197 1 0.839 0.936 0.645
(50, 0.01) 72 26 0.828 0.887 0.71
(50, 0.1) 71 20 0.828 0.887 0.71
(50, 0.2) 72 12 0.796 0.839 0.71
(50, 1) 130 0 0.807 0.887 0.645
(50, 2) 190 0 0.839 0.919 0.677

Tabla 3.3: Resultados de modelos SVM con kernel radial. Por orden de izquierda a derecha
las columnas representan el valor de los pardmetros C'y 7, el nimero de vectores soporte
del modelo, las observaciones de la muestra train que se encuentran en el lado incorrecto
del hiperplano, la precision con la que se predijeron las observaciones del conjunto test, la
sensibilidad y especificidad.
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gamma=0.01 gamma=0.1 gamma= 0.2 gamma=1 gammas= 2
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Figura 3.1: Mapa de calor de la precision de los modelos SVM con kernel radial con
distintos valores de C'y . Cada fila indica un valor de la constante C' y cada columna un
valor de 7.

enfermedades que nos hace etiquetar a una persona en la clase enferma es precisamente
la espondilolistesis, con lo cual parece que los resultados tiene sentido desde el punto de
vista practico.

Para el método Relief, visto en la Seccion 2.2.2, usaremos libreria ‘FSinR’, [29]. Dado
que la seleccion de las m instancias del método es aleatoria, aplicaremos el método cinco
veces con m = 10 para obtener una conclusion méas consistente. Ordenando las features
de mayor a menor segin el valor de su funcién de evaluacién obtenemos los resultados de
la Tabla 3.4. Estos resultados nos indican que las caracteristicas mas relevantes son la fg
y la f5, ya que en la mayoria de casos, estas tienen el valor de J(-) mas alto. Mientras
que, por el contrario, las variables f; y f3 parecen ser las menos relevantes.

J(F) [J(F) | J(fs) [ I(Fa) | J(f5) [ J(fs) | conjunto ordenado
0.02 | 0.038 | 0.014 | -0.015 | 0.053 | 0.103 | [, fs: 2. F1. f3, [1
0.009 | 0.001 | -0.001 | 0.019 | 0.057 | 0.068 | fs, fs: f1, fo, f1. f3
0.001 | 0.04 | 0.017 | 0.015 | 0.045 | 0.047 | fs, fs, fo. f3, f1,
20.014 | 0.046 | 0.063 | 0.056 | -0.003 | 0.124 | fs, f3, fa, f2, 5, 1
0.006 | 0.074 | -0.011 | -0.006 | 0.026 | 0.081 | fs, fo, 5. f1. f1, f3

Tabla 3.4: Resultados de método Relief. Cada columna es el valor de la funcién de eva-
luacién de la correspondiente variable, excepto la tultima que representa las variables
ordenadas de mayor a menor por el valor de su funcién de evaluacion.

Para el método CFS usaremos la libreria ‘FSelector’, [43], hallando el subconjunto de
atributos 6ptimo de entre todos los posibles conjuntos. En nuestro caso devuelve solo la

precision
a7
a4

a1
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caracteristica fg.

Vemos que aunque solo haya quedado una variable, esta es fg que es coherente con el
resultado que daba Fisher Criterion Score y Relief donde también era la mas relevante.

Dado que hemos obtenido en todos los métodos de esta seccion que la variable méas
relevante es fg, vamos a entrenar un modelo SVM con kernel radial tinicamente con la
variable fg y con los parametros C'=1y v = 1/p = 1 con p igual al nimero de variables,
ya que estos valores son los que se toman por defecto. Obtenemos como resultado que 106
observaciones son vectores soporte, 47 errores en el ajuste del conjunto de entrenamiento,
una precision de 0.774, una sensibilidad de 0.71 y una especificidad de 0.903. Si compara-
mos con el modelo de la Tabla 3.3 con los mismos parametros, podemos observar que se
ha reducido el niimero de vectores soporte, es decir, la complejidad del modelo ha dismi-
nuido a costa de cometer mas errores en el ajuste de los datos de entrenamiento y reducir
la precisiéon. Del mismo modo, también ha disminuido la sensibilidad y ha aumentado la
especificidad por el desbalanceo de los datos que ya comentamos previamente. Ademas,
aunque la precision ha disminuido, el modelo SVM entrenado solo con la variable fg tiene
mayor precision que cualquiera de los modelos SVM entrenados con una sola variable,
donde esas variables pertenecen al conjunto {fi,..., f¢}, ya que ninguno otro supera una
precision de 0.667.

Por otro lado, entrenando el modelo con kernel lineal con C' = 1 y solamente la variable
f6, el método SVM es equivalente a encontrar un hiperplano en R, lo que corresponde a
un punto de la recta real. En la Figura 3.2, vemos la representacion en R de los valores
que toma la variable fg en el conjunto train diferenciando su clase por color, siendo el
rojo para los sanos y el azul para los enfermos. En consecuencia, apreciamos que es un
conjunto no separable linealmente. Con este experimento, obtenemos 106 vectores soporte,
44 errores en conjunto de entrenamiento, una precision de 0.774, una sensibilidad de 0.71
y una especificidad de 0.903. Como vemos no hay mucha diferencia entre el modelo con
kernel radial y el modelo con kernel lineal empleando tinicamente la variable fg a pesar
de no ser linealmente separable, ya que intuitivamente la zona que le corresponde a cada
clase si se puede percibir, porque los pacientes sanos estan muy concentrados con unos
pocos pacientes enfermos a sus alrededores y viceversa. En la Figura 3.2 la linea vertical
continua representa el hiperplano de separacion de ambas clases (w, ) +b = 0 que al estar
en R es equivalente a wgxr + b = 0 y se corresponde con el punto x = —b/wg y las lineas
punteadas a la izquierda y a la derecha corresponden con los margenes del hiperplano
separador (w,z) +b = —1y (w,z) + b = 1, es decir, a los puntos x = (=1 — b)/wg y
z=(1-0)/ws.

3.2.2. Evaluaciéon de métodos wrapper

Utilizando la funcion featureSelection de la libreria ‘FsinR’, [29], podemos realizar
la seleccién de caracteristicas para métodos wrapper. Solo tenemos que especificarle una
funcion de evaluacion J(-) y el método de busqueda seleccionado de los explicados en
Secciéon 2.3.

Durante toda la seccién nuestra funciéon de evaluacion va a ser un modelo SVM con
kernel radial generado mediante la funcién wrapperEvaluator. Vamos a nombrar como
ajuste a la proporcion de elementos del conjunto train bien clasificados. Con el objetivo
de visualizar la evolucion a través de las distintas iteraciones de los algoritmos SBS y SF'S,
dibujaremos dicho ajuste, es decir, dicha proporcién de puntos, para cada método.

Para realizar el método de busqueda la selecciéon secuencial hacia atras (SBS) usamos
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Figura 3.2: Valores de la variable fs en el conjunto train dibujados en la recta real y el
hiperplano de separacion lineal y sus mérgenes.

la funcién sequential BackwardSelection, esta funcion por defecto realiza todas las itera-
ciones sin ningun tipo de criterio de parada y devuelve el mejor resultado encontrado, es
decir, realiza 6 iteraciones, una por cada variable que se elimina del conjunto inicial P.
Aplicandolo a nuestro conjunto de entrenamiento obtenemos que las mejores variables son
fay f1, [5 v f6 con un ajuste de 0.885. En la Figura 3.3 vemos una grafica de la evolucion
del mejor ajuste proporcionado, las variables eliminadas fueron f3 en la primera iteracion,
f1 en la segunda, f5 en la tercera, f5 en la cuarta, f; en la quinta iteracion y en la tltima
se elimind fg dejando un conjunto vacio por lo que su ajuste es cero.

Para realizar la seleccion secuencial hacia adelante (SF'S) usamos la funcion sequential-
ForwardSelection que realiza todo el proceso sin ningin criterio de parada y devuelve el
mejor subconjunto que ha encontrado, es decir, realiza 6 iteraciones, una por cada variable
que se anade al conjunto inicial vacio. AplicaAndolo a nuestra muestra de entrenamiento
obtenemos que el mejor conjunto es el formado por fs, f3, fi, f5 ¥ fe con un ajuste de
0.899.

Al establecer como méximo de iteraciones 2 solo se seleccionan las variables f3 y fg, con
un ajuste de 0.839. Ademas, al limitar esta funcién a una iteracion se obtiene iinicamente
la variable fg, es decir, obtenemos unos resultados coherentes con los vistos en la seccion
de métodos filters (Seccion 3.2.1). En la Figura 3.4 vemos una grafica de la evolucion del
mejor ajuste proporcionado, las variables anadidas fueron fg en la primera iteracion, f3
en la segunda, fy en la tercera, f5 en la cuarta, f4 en la quinta iteracion y en la tltima se
anadio fi;. Obsérvese que en la sexta iteracion el ajuste empeora al anadir la variable f,
ejemplificando el porqué es necesaria la seleccién de caracteristicas.

3.2.3. Evaluacion de métodos embedded

Para implementar los métodos embedded usaremos la libreria ‘mt’, [48], para el método
RFE-SVM y ‘penalizedSVM’, [4], para SVM con penalizaciones.

Empleando la funcién fs.rfe en nuestro conjunto de entrenamiento con los pardmetros
por defecto C' =1y v = 1/p siendo p el ntimero de variables, en nuestro caso v = 1/6,
y sin establecer en el criterio de parada el ntmero de variables d, obtenemos que las
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Figura 3.3: Evolucion del mejor ajuste proporcionado en el método seleccion secuencial
hacia atras (SBS).
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Figura 3.4: Evoluciéon del mejor ajuste proporcionado en el método seleccion secuencial
hacia adelante (SFS).
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variables se eliminan en el siguiente orden fi, f3, fo, f1, f5 v f6. Por lo que, el orden de
relevancia es el inverso: fg, f5, f1, f2, f3 v fi. Un resultado que encaja con los vistos con
anterioridad, donde fz v f5 son las caracteristicas méas relevantes.

Para realizar el modelo ¢1-SVM usamos la funcién lpsum que devuelve que las variables
escogidas son fo, f3, f1, f5 v fs. Por lo que solo se ha eliminado la variable f;. Aunque,
viendo que los coeficientes obtenidos fueron w, = 0.042, w3 = —0.008, wy; = —0.051,
ws = —0.056 y wg = 0.078, el coeficiente de f3 es el mas proximo a cero indicando que
es el menos relevante de las que quedan, por lo que se podria eliminar la variable f5 y
entrenar otro modelo.



Capitulo 4

Conclusiones

En este trabajo hemos presentado y desarrollado una de las técnicas de clasificacion
binaria més populares: las Maquinas de Vectores Soporte (Support Vector Machine, SVM).
Esta metodologia se ha explicado tanto desde su version mas sencilla, para el caso de
puntos linealmente separables por un hiperplano, hasta una mas compleja, dada por los
hiperplanos no lineales.

Respecto a la cuestion de seleccion de caracteristicas, hemos descrito las tres principa-
les estrategias presentes en la literatura, destacando las ventajas e inconvenientes de cada
una respecto de las otras. También nos hemos centrado en el desarrollo de las mas desta-
cables: Fisher Criterion Score, Relief y CFS para los métodos filters; distintas estrategias
de buisqueda del conjunto de variables ¢ptimo para los métodos wrappers y el método
RFE-SVM y una reinterpretacion de la Maquina de Vectores Soporte como problema de
penalizaciéon por parte de las metodologias embedded.

Desde el punto de vista practico, hemos analizado una base de datos real mediante el
programa R. Para ello, hemos estudiado la sensibilidad de los distintos hiperparametros
del SVM, asi como su comportamiento en funciéon del kernel usado. Para finalizar, hemos
estudiado cuéles son las features mas importantes de acuerdo a las distintas estrategias
de seleccion de variables.

Como futuras lineas de trabajo, se podria proponer el estudio del SVM en problemas
de multiclase, [15, 23], regresion, [24, 28| y descripcion de datos, [45].
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