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Resumen

En las últimas décadas, el estudio del lenguaje y, más concretamente, de los textos
escritos, ha sido objeto de investigaciones desde el punto de vista de la física estadística.
Se conoce que las palabras relevantes, es decir, las que transmiten la información más im-
portante sobre el contenido de un texto, presentan una distribución espacial heterogénea y
se concentran en determinadas regiones del texto (en las que se desarrolla principalmente
esa idea) formando agrupamientos o clusters. Cuanto más heterogénea sea la distribución
espacial y más se aleje de la esperada por azar, mayor es la relevancia de la palabra.
La conexión entre clustering y relevancia ha sido usada con éxito para detectar y ex-
traer automáticamente las palabras relevantes (keywords) de un texto sin disponer de
ninguna información previa sobre el mismo, y sin necesidad de un corpus de referencia.
Medidas definidas para cuantificar clustering y otros tipos de aproximaciones funcionan
adecuadamente cuando el texto es largo.

Con el objetivo de mejorar la detección en textos cortos, se han implementado algunas
modificaciones a medidas de clustering ya definidas en la literatura, y se han realizado
comparaciones con una medida basada en el cálculo de entropía por medio de la definición
de métricas adecuadas para la evaluación y comparación de detectores de palabras clave.
Posteriormente, se ha definido una nueva medida consecuencia de haber obtenido ana-
líticamente la distribución exacta para las distancias entre apariciones sucesivas de una
palabra esperada por azar. Esta distribución es válida independientemente de la frecuencia
de aparición de la palabra considerada y de la longitud del texto bajo estudio. Sin embar-
go, en aproximaciones anteriores, se usaba como referencia para la distribución espacial
esperada por azar la distribución geométrica, lo que es cierto sólo en el caso asintótico
y, por tanto, afecta en mayor medida a palabras con baja frecuencia y en textos cortos.
Se obtiene, entonces, que la nueva medida de clustering definida mejora la detección de
palabras clave en textos cortos y, además, se estudian los valores de clustering extremos,
lo que permite diferenciar entre palabras clave genéricas y específicas.

Además de la detección de palabras clave, otro foco de investigación son las correlacio-
nes en textos. Se conoce que los textos tienen una distribución espacial compleja que da



lugar a la existencia de correlaciones de largo alcance, las cuales se han cuantificado para
distintos autores y en diferentes idiomas. Es bien sabido que muchos sistemas físicos y bio-
lógicos (secuencias de ADN, dinámica cardíaca, música, señales sísmicas, etc.) presentan
correlaciones de largo alcance, y que caracterizarlas y cuantificarlas permite comprender
e interpretar la dinámica del sistema. La fuerte auto-atracción observada en la distribu-
ción espacial de palabras relevantes hace pensar que las correlaciones de largo alcance
presentes en textos se deben a sus palabras clave. Dada una palabra en un texto concreto,
se han cuantificado las correlaciones presentes en la secuencia binaria que represente sus
apariciones, y se ha obtenido un vínculo claro entre las correlaciones de largo alcance y
la relevancia de la palabra, pudiéndose usar el grado de correlaciones de largo alcance
a escala grande para cada palabra como medida de relevancia. Las palabras comunes,
que tienen una distribución homogénea, no contribuyen a las correlaciones presentes en
el texto.

Las correlaciones de largo alcance mencionadas previamente sugieren modelar la ma-
nera en la que una palabra aparece en un texto mediante un proceso estocástico con
correlaciones de largo alcance. Se realiza un estudio numérico sistemático de las distribu-
ciones de los tiempos de paso por cero de procesos con correlaciones en ley de potencias,
y se encuentran tres regímenes distintos entre los que se observa un régimen en el que
la distribución sigue una stretched exponential, comportamiento que se había observado
para la distribución de las distancias entre apariciones sucesivas de una palabra a escalas
grandes. Se propone entonces un modelo capaz de reproducir la distribución espacial de
una palabra en un texto, basado en las correlaciones de largo alcance observadas para la
palabra e incorporando un factor de repulsión a escala corta. Se observa que, con un ajuste
adecuado de los parámetros, el modelo reproduce no solo el grado de correlaciones de la
secuencia binaria que representa sus apariciones, sino también la distribución espacial de
la distancias entre apariciones de la palabra a todas las escalas y su grado de relevancia
cuantificado mediante medidas de clustering. De este modo, se han conectado varios tópi-
cos de investigación en textos (detección de palabras clave, cuantificación de correlaciones
de largo alcance y estudio de la distribución de las distancias entre apariciones sucesivas
de una palabra) y hemos encontrado una manera interesante de mostrar las dinámicas
del lenguaje escrito: repulsión a corta escala y atracción contextual a escala grande para
las palabras relevantes. Estas reglas conllevan que las palabras relevantes presenten una
distribución espacial heterogénea que da lugar a clusters y correlaciones de largo alcance.
Seguir trabajando en esta línea nos dará un conocimiento más profundo de las dinámicas
subyacentes a la comunicación escrita.

Gran parte de los resultados obtenidos pueden aplicarse a otros tipos de secuencias
simbólicas.
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Introducción

La física estadística de sistemas complejos es un área activa de investigación con múl-
tiples aplicaciones en ámbitos tan diversos como son medicina, climatología, neurociencia
y economía, entre otros. El uso de herramientas matemáticas combinado con el desarrollo
de la capacidad computacional permite abordar problemas de gran complejidad y obte-
ner conclusiones sobre la dinámica de sistemas complejos mediante desarrollos analíticos
(cuando son posibles) y/o simulaciones numéricas. Entre esos objetos de estudio pode-
mos destacar las dinámicas presentes en el lenguaje escrito, donde se puede enmarcar el
desarrollo de esta investigación.

Esta tesis surge a partir de los trabajos de [Ortuño et al., 2002] y, posteriormente,
[Carpena et al., 2009], en los que, siguiendo una aproximación similar a la que se empleaba
en el estudio de las estadísticas de niveles del espectro de sistemas cuánticos desordenados,
se analiza la distribución de palabras en un texto literario.

Se considera un texto como una secuencia simbólica, en la que cada una de las palabras
distintas que lo componen es un símbolo diferente. Fijada una palabra concreta (símbolo
concreto), las posiciones en las que aparece a lo largo del texto constituyen su ‘espectro’. Se
observa que el espectro de las palabras presenta un comportamiento diferente dependiendo
del tipo de palabra. Para las palabras más informativas sobre el contenido del texto, que
llamaremos palabras relevantes, la distribución espacial a lo largo de la secuencia presenta
un comportamiento que denominaremos clustering o agrupamiento. Las posiciones en las
que aparecen a lo largo de la secuencia no son aleatorias, tienen grandes fluctuaciones de
frecuencia y tienden a agruparse formando clusters. Esto lleva a trabajar en las siguientes
líneas:

I) Si la relevancia de una palabra está relacionada con su distribución espacial, es-
ta puede ser un punto de partida para detectar las palabras más relevantes de un
texto, comúnmente denominadas “palabras clave” (keywords). Como veremos poste-
riormente, la detección de palabras clave ha sido un campo amplio de investigación,
en el que las primeras aproximaciones estaban basadas en la frecuencia de aparición
de las palabras y solían necesitar de un conjunto de documentos de referencia (cor-
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pus). La idea sería detectar las palabras más relevantes a partir de un único texto y
sin tener ninguna información previa, solo por la manera en la que se distribuyen.
Llamaremos medida de clustering a una medida que cuantifique cuánto se separa
la distribución espacial de una palabra de la esperada si la palabra se distribuye
al azar. La hipótesis es que a mayor clustering, mayor heterogeneidad de la dis-
tribución espacial y, en consecuencia, mayor relevancia de la palabra para el texto
considerado.

II) El comportamiento de las palabras relevantes se puede interpretar también desde
el punto de vista de un sistema complejo. Los elementos del sistema (las palabras)
interaccionan entre sí a diferentes niveles dando lugar a una estructura compleja.
Las fuertes interacciones de una palabra relevante consigo misma, nos llevan a con-
siderar si una secuencia que represente sus apariciones a lo largo del texto presenta
correlaciones de largo alcance. La hipótesis es que las correlaciones de largo alcance
serán también una medida de relevancia y que, a partir de ellas, se puede plantear
un modelo que reproduzca la manera en la que una palabra se “escribe” mediante
procesos estocásticos con correlaciones de largo alcance.

En la primera línea de trabajo, basándonos en las medidas de clustering propuestas en
[Ortuño et al., 2002; Carpena et al., 2009], tendremos como objetivo la mejora de la de-
tección de las palabras clave en textos cortos, que es donde esas y otras aproximaciones
proporcionan resultados menos precisos. Dado que queremos cuantificar cuánto se separa
la distribución espacial de una palabra de lo esperado por azar, resulta fundamental qué
distribución se va a considerar como referencia para una palabra distribuida al azar. A lo
largo de la literatura se asumía como referencia la distribución geométrica, pero veremos
que es solo correcta asintóticamente y obtendremos la distribución espacial exacta espe-
rada por azar en el caso de un tamaño de texto y un número de apariciones de la palabra
finitos (aplicable, en general, a cualquier secuencia simbólica). A partir de ahí podremos
establecer una cota de clustering extremo, que permitirá clasificar las palabras relevan-
tes en genéricas y específicas. Por otro lado, también plantearemos métricas adaptadas
a la detección de palabras clave para poder comparar de la forma más objetiva posible
distintas aproximaciones.

Y en la segunda línea, tendremos como objetivo comprobar si podemos establecer un
vínculo entre la relevancia de una palabra y las correlaciones de largo alcance de una
secuencia que represente sus apariciones. Para ello haremos una revisión de los métodos
que se usan para cuantificar correlaciones de largo alcance y, especialmente, del Detrended
Fluctuation Analysis y su aplicación a secuencias binarias. Y, finalmente, tendremos como
objetivo el uso de procesos estocásticos con correlaciones de largo alcance para modelar la
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forma en las que las palabras se distribuyen a lo largo del texto y reproducir sus principales
propiedades.

Estructura de la tesis y publicaciones asociadas

La tesis consta de dos partes diferenciadas en las que se desarrollarán las dos líneas
de trabajo mencionadas previamente.

La primera parte abarca los capítulos 1 al 3, organizados como sigue:

En el capítulo 1, realizamos una revisión bibliográfica del problema de la detección
de palabras clave en textos literarios y de las medidas de relevancia que se usarán
en los capítulos posteriores.

En el capítulo 2, nos centramos en implementar modificaciones que mejoren la
detección de palabras clave en textos cortos, y en la comparación entre medidas de
clustering y medidas basadas en entropía, por medio de la definición de métricas de
evaluación adaptadas a este problema.

El contenido de este capítulo corresponde a la publicación en revista indexada en
JCR

C. Carretero-Campos, P. Bernaola-Galván, A. V. Coronado y P. Carpena,

Improving statistical keyword detection in short texts: entropic and clustering
approaches.

Physica A 392, 1481 (2013).

En el capítulo 3, obtenemos la distribución espacial esperada por azar para un sím-
bolo concreto en una secuencia simbólica, analizamos sus propiedades y la aplicamos
al problema de la detección de palabras clave.

El contenido de este capítulo corresponde a la publicación en revista indexada en
JCR

P. Carpena, P. A. Bernaola-Galván,C. Carretero-Campos, y A. V. Coronado,

Probability distribution of intersymbol distances in random symbolic sequences:
Applications to improving detection of keywords in texts and of amino acid clus-
tering in proteins.

Physical Review E 94, 052302 (2016).
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La segunda parte abarca los capítulos 4 al 6, organizados como sigue:

En el capítulo 4 introducimos los conceptos teóricos asociados a procesos estocás-
ticos con correlaciones de largo alcance que serán la base para los capítulos posterio-
res. Prestaremos especial atención a los métodos para generar (Método de Filtrado
de Fourier) y cuantificar (Detrended Fluctuacion Analysis) tales correlaciones en
secuencias reales y binarias.

En el capítulo 5 nos centramos en el estudio de tiempos de primer paso en procesos
con correlaciones de largo alcance en ley de potencias. Sus propiedades estadísticas
son fundamentales para describir la dinámica del sistema complejo subyacente. Es-
tudiamos cómo dichas propiedades dependen de la fortaleza de las correlaciones del
sistema.

El contenido de este capítulo corresponde a la publicación en revista indexada en
JCR

C. Carretero-Campos, P. Bernaola-Galván, P. Ch. Ivanov and P. Carpena,

Phase transitions in the first-passage time of scale-invariant correlated processes.

Physical Review E 85, 011139 (2012).

con algunas secciones que provienen de la publicación

P. Carpena, A. V. Coronado, C. Carretero-Campos, P. Bernaola-Galván and
P. Ch. Ivanov,

First-Passage Time Properties of Correlated Time Series with Scale-Invariant
Behavior and with Crossovers in the Scaling.

Time Series Analysis and Forecasting, Springer International Publishing Switzer-
land (2016).

En el capítulo 6 establecemos un vínculo entre la detección de palabras clave,
los estudios que reportan la presencia de correlaciones de largo alcance en textos
literarios y los modelos que se plantean para reproducir la distribución espacial
heterogénea observada para las palabras relevantes. Planteamos el uso del exponente
de correlación a escalas grandes como medida de relevancia y la propuesta de un
proceso con tales correlaciones como modelo de aparición de una palabra a lo largo
del texto.

El contenido de este capítulo corresponde a la publicación
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Parte I

Detección de palabras clave en
textos literarios





Capítulo 1

Revisión bibliográfica

A lo largo de este capítulo realizaremos un acercamiento al problema de la detec-
ción automática de palabras clave en textos literarios. En primer lugar, consideraremos el
interés general del problema y el objetivo con el que surge la idea de abordarlo, cuyo es-
tudio constituirá la primera parte de este trabajo. A continuación, describiremos distintas
aproximaciones a dicho problema presentes en la literatura.

Una vez realizada esta breve revisión, estaremos en disposición de adentrarnos en
los dos siguientes capítulos. En el primero de ellos describiremos mejoras aplicadas a una
medida bien establecida y referenciada en la bibliografía [Carpena et al., 2009] desarrollada
para detectar palabras clave, así como métricas para evaluarla y compararla con otro tipo
de aproximaciones. Y en el segundo mostraremos resultados analíticos que permitirán
clasificar las palabras clave en dos grupos, genéricas y específicas.

1.1. Interés del problema y aplicaciones

En un mundo altamente digitalizado, la detección automática de palabras clave de un
texto literario es un problema de relevancia y con múltiples aplicaciones. Por palabras clave
entendemos aquellas que contienen la información más característica sobre el contenido del
texto, y que nos transmiten las principales ideas sobre las que trata, las cuales permiten,
por ejemplo, clasificar e indexar documentos y localizar información de nuestro interés. El
objetivo fundamental de este trabajo será la detección de dichas palabras sin disponer de
ninguna información previa acerca del contenido del texto (sin conocer el tipo de texto,
su temática, etc.), únicamente mediante la forma en la que dichas palabras se distribuyen
a lo largo del mismo, lo cuál está relacionado con la manera en la que se transmite
la información. Cómo extraer esas palabras a partir de sus propiedades estadísticas sin
recurrir a ninguna información externa ha sido un problema clave en las ciencias de la
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información.
Este tipo de problema presenta dos claros focos de interés. Por un lado, el meramente

teórico, en el cual se aborda la cuestión de pasar de elementos abstractos como las palabras
clave, los textos y sus relaciones, a resultados cuantificables. Por otro lado, existe un
interés evidente en las aplicaciones de este tipo de investigación: en la sociedad actual,
de la era digital, puede ser una herramienta importante el análisis de textos masivos, por
ejemplo, provenientes de internet, así como las aplicaciones a inteligencia artificial para
reconocimiento de textos, bien sean científicos, artísticos, jurídicos, etc.

Podemos entender un texto de longitud N como un caso particular de una secuencia
simbólica {S1, S2, ..., SN} de N símbolos (las palabras) que provienen de un alfabeto de
m símbolos (número de palabras distintas: vocabulario), Si ∈ {A1, A2, ..., Am}. Veremos
que una de las principales propiedades de un símbolo dado es su estructura espacial, es
decir, cómo se distribuye a lo largo de la secuencia.

De esta forma, los resultados que se obtengan podrían ser aplicables a otras secuencias
simbólicas como, por ejemplo, las secuencias de ADN, el texto biológico por excelencia.
El ADN se puede considerar como un larguísimo texto sin comas ni espacios, del que se
pretendería delimitar y localizar las palabras o motivos que lo componen (vocabulario)
e investigar qué proporción de ellas pueden desempeñar algún papel en el control de la
expresión génica y tienen función biológica (las cuales serían, por analogía, las palabras
clave del ADN). Dicho objetivo no forma parte de esta memoria, pero explica el porqué
de las características de la herramienta desarrollada (que no hace uso de información
lingüística, no necesita un corpus de referencia y tiene la posibilidad de aplicarse a un
texto sin espacios).

Cuando buscamos las palabras clave de un texto y desarrollamos algoritmos para
detectarlas, tenemos la posibilidad de evaluar los resultados ya que podemos conocer a
priori si una palabra es relevante o no y, en algunos casos, porque dispondremos además
de un glosario que contiene las palabras más importantes del texto (y que nos permitirá
hacer una evaluación más objetiva). Esto permite testear los algoritmos y conocer si están
funcionando correctamente, lo cual justifica por qué para un objetivo como es la búsqueda
de regiones con información biológica en la secuencia de ADN se plantean como punto
de partida los textos literarios. La validez de la analogía lingüística mencionada y de la
aplicabilidad de los métodos desarrollados en textos al ADN se puede ver en [Hackenberg
et al., 2012].

Concluimos que, además de las claras aplicaciones que tiene para la recuperación
de información el desarrollo de algoritmos que detecten de manera no supervisada las
palabras clave de un texto, podemos encontrar otras aplicaciones menos inmediatas y
más complejas que motivan dicho estudio.
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1.2. Medidas de relevancia: estado del arte

En la literatura se han propuesto distintas aproximaciones al problema de la detección
de palabras clave, con diferentes enfoques y estrategias. El objetivo es definir medidas que
cuantifiquen el grado de relevancia de todas las palabras del texto y que, como consecuen-
cia, nos permitan extraer las más relevantes o simplemente establecer un ranking.

Describiremos las primeras aproximaciones a este problema, que se basaban en un
análisis de la frecuencia de ocurrencia de las palabras en el texto, para después centrarnos
en dos estrategias diferentes desarrolladas en los últimos años para detectar palabras clave
en un texto sin necesidad de usar un corpus externo, y que llamaremos aproximación
basada en agrupamiento o clustering1 y aproximación entrópica, respectivamente. Estas
dos propuestas son las que hemos usado como referencias principales en los capítulos
siguientes. Por último, mencionaremos otras propuestas presentes en la literatura.

1.2.1. Medidas basadas en la frecuencia de ocurrencia

El estudio de frecuencias de palabras en un texto comienza con el lingüista norte-
americano George Kingsley Zipf, que formula la conocida ley de Zipf, ley empírica que
establece que si ordenamos las palabras por su frecuencia2 de aparición en el texto (de
mayor a menor frecuencia), se tiene que [Zipf, 1949]:

f(r) ∝ 1
rα

(1.1)

con α ≈ 1, siendo f(r) la frecuencia de aparición de la palabra y r su posición en el
ranking. En la novela Ulysses, del escritor James Joyce, por ejemplo, la décima palabra
más frecuente (r = 10) aparece 2653 veces (f = 2653), o la palabra en la posición 50 del
ranking (r = 50) aparece 556 veces (f = 556).

Cuanto mayor sea la posición en el ranking de una palabra, menor es su frecuencia,
ya que se han ordenado así. Necesariamente f(r) es una función decreciente, pero además
se observa empíricamente que se puede ajustar a una ley de potencias con exponente
aproximadamente −1.

Se ha observado también esta relación no solo en textos literarios sino al estudiar
otros sistemas como el tráfico en internet, la población de ciudades, en música, finanzas,
fenómenos naturales,... [Li, 2002]. El rango de aplicabilidad de esta ley, su posible origen

1La RAE admite clúster como adaptación gráfica propuesta para la voz inglesa cluster, pero no contiene
adaptación para el anglicismo clustering, que es el usado en la literatura para referirse a ese tipo de
medidas.

2Salvo que se indique lo contrario, por frecuencia nos referiremos a la frecuencia absoluta: número de
apariciones de la palabra en el texto.
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y las desviaciones con respecto a la misma han sido estudiadas en la literatura [Moreno-
Sánchez et al., 2016].

La primera propuesta para cuantificar la relevancia de una palabra en un texto se debe
a [Luhn, 1958] que ya en 1958, teniendo como objetivo la creación automática de resúme-
nes, propone que la frecuencia de ocurrencia de una palabra en un texto proporciona una
medida útil de su relevancia.

El objetivo del trabajo de Luhn es la creación de auto-resúmenes, principalmente de
artículos de áreas de ciencia y tecnología. Estarán compuestos por frases del artículo selec-
cionadas según su contenido informativo. Se requiere por tanto una medida que permita
comparar el contenido informativo de las frases, para determinar cuáles constituirán el
auto-resumen. La medida se deriva de un análisis de las palabras que constituyen las frases,
para lo cual se necesita previamente establecer un conjunto de las palabras significativas
o relevantes para el texto.

Como hemos mencionado, Luhn propone usar la frecuencia de una palabra para medir
su significación para el texto. La justificación de dicha propuesta la basa en el hecho de
que normalmente un escritor repite ciertas palabras a medida que va desarrollando un
tópico, lo cual sería un indicativo de su relevancia para el mismo. Todas las palabras del
texto son ordenadas de mayor a menor frecuencia. Si representamos la frecuencia de cada
palabra frente a su posición en el ranking se obtiene una curva como la que se muestra
en la figura 1.1, como anticipaba la ley de Zipf. Las palabras con frecuencia muy alta,
normalmente palabras comunes, se eliminan de la lista, así como las de frecuencia muy
baja. El resto son consideradas palabras clave o significativas.

Una vez establecido el conjunto de palabras significativas, la relevancia de cada frase
se mide a partir del número de palabras significativas que contiene y la proximidad entre
ellas, cuantificando así la representatividad de la información contenida en la frase para
el artículo. Aquellas con mayor puntuación constituyen el resumen.

Sin embargo, las limitaciones de la aproximación de Luhn son bien conocidas [Salton
and McGill, 1986]. De hecho, aunque las aproximaciones basadas en un análisis de la
frecuencia funcionan adecuadamente cuando se dispone de una colección de documentos
como referencia (corpus) [Salton and McGill, 1986; Bookstein and Swanson, 1974, 1975;
Harter, 1975a,b; Berger and Lafferty, 1999], no son suficientes para analizar un sólo texto
sin información adicional sobre el mismo, que es nuestro objetivo fundamental. Si se
dispone de un corpus, se puede comparar si una palabra que aparece con frecuencia alta
en un texto, lo hace también en los demás, y distinguir palabras funcionales de palabras
clave.

Cuando no disponemos de un corpus de referencia con el que poder comparar, la
información proporcionada por la frecuencia no es muy útil. De hecho, si generamos
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Figura 1.1: Frecuencia de cada palabra frente a su posición en el ranking. Basada en
[Luhn, 1958].

textos aleatorios barajando las palabras del texto original, conservamos la frecuencia de
ocurrencia de cada palabra (y se sigue cumpliendo la ley de Zipf), pero hemos destruido
completamente la información. Ninguna palabra sería ahora relevante independientemente
de su frecuencia. Obviamente, ello se debe a que la información que proporciona una
palabra está controlada, no solo por su frecuencia, sino también por su estructura o
distribución espacial a lo largo del texto correspondiente, como veremos a continuación.

1.2.2. Medidas basadas en clustering

Partiendo de la idea de que la información está contenida no sólo en las palabras
en sí mismas, sino en el orden en el que están dispuestas a lo largo del texto, [Ortuño
et al., 2002] mostraron que existe una relación crucial entre la relevancia de una palabra
y su distribución espacial. Considerando el texto como una secuencia de N símbolos,
entenderemos por distribución espacial de una palabra (símbolo concreto) con frecuencia
n, la distribución de sus posiciones j1, j2, ..., jn (ji ∈ {1, 2, ..., N}) a lo largo de la secuencia.

Las palabras relevantes, es decir, aquellas que están más estrechamente relacionadas
con los principales tópicos del texto, presentan una distribución muy inhomogénea.
Normalmente se concentran en determinadas regiones del texto, presentando gran-
des fluctuaciones de frecuencia. Usando un lenguaje físico, podríamos decir que las
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diferentes apariciones de una palabra relevante presentan un grado alto de auto-
atracción, el cual da lugar a regiones con frecuencia alta de aparición (que denomi-
naremos clusters) y regiones donde la palabra raramente aparece. El origen de esta
auto-atracción está relacionado con la estructura de la información: un concepto im-
portante se usa más a menudo en las regiones del texto donde se discute, y apenas
aparece cuando se analiza otro concepto diferente.

Por el contrario, las palabras comunes (artículos, preposiciones, etc.) presentan una
distribución bastante homogénea a lo largo de todo el texto. Usando de nuevo un
lenguaje físico, diríamos que las diferentes apariciones de una palabra no relevante
no interactúan entre ellas, y por tanto aparecen distribuidas de forma prácticamente
aleatoria.

Como ejemplo mostramos en la figura 1.2 dos palabras con frecuencia similar, el sus-
tantivo ‘Quijote’ y la conjunción ‘pero’, del libro Don Quijote de Miguel de Cervantes.
Observamos la distribución bastante homogénea de la palabra ‘pero’, palabra no infor-
mativa sobre el contenido del texto, frente a la distribución clusterizada de la palabra
‘Quijote’. Observamos en este caso cómo, cuando se trabaja sin un corpus de referencia,
la distribución espacial permite detectar relevancia, mientras que el valor de la frecuencia
no. Ambas palabras tienen una frecuencia similar en el texto completo (alrededor de 2150)
y también en la parte mostrada en la figura.

'Quijote'
(288

apariciones)

(248

apariciones)

'pero'

posición (palabras)
10000 20000 30000 40000 500000

Figura 1.2: Posiciones del sustantivo ‘Quijote’ y la conjunción ‘pero’ a lo largo de las
primeras 50000 palabras del libro Don Quijote de Miguel de Cervantes.

Estos conceptos físicos de auto-atracción o ausencia de interacción provienen del análi-
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sis de niveles de energía de sistemas cuánticos desordenados, donde herramientas similares
a la que presentaremos posteriormente fueron empleadas para analizar si los niveles de
energía presentaban atracción, repulsión o ausencia de interacción (ver [Carpena et al.,
2004] y las referencias que contiene).

Usando la conexión observada entre el clustering de una palabra y su relevancia,
[Ortuño et al., 2002] definieron un método bastante efectivo para la detección automática
de palabras clave basado en el análisis estadístico de las distribuciones de las distancias
entre las sucesivas apariciones de una palabra. La idea es cuantificar cuánto se separa
dicha distribución de lo esperado si la palabra se distribuye aleatoriamente, es decir, si
las n posiciones en las que aparece (j1, j2, ..., jn), se escogen al azar entre las N posibles.
La hipótesis es que a mayor separación con respecto al azar, mayor variabilidad de la
distribución y, como consecuencia, mayor relevancia.

Partiendo de un texto de longitud N y de una palabra con frecuencia de ocurrencia n,
denotaremos por d1, d2, ..., dn−1 las distancias entre las sucesivas apariciones de la palabra
a lo largo del texto, es decir, di = ji+1− ji, donde i = 1, 2, ..., n− 1, siendo j1, j2, ..., jn las
posiciones de la palabra. [Ortuño et al., 2002] propusieron usar el coeficiente de variación

σ = s

〈d〉
(1.2)

como medida de la relevancia de la palabra, siendo 〈d〉 la distancia media entre sus apa-
riciones y s la desviación estándar (s =

√
〈d2〉 − 〈d〉2). Para cada palabra tendremos

asociado un valor de σ. Se asume que el valor σ = 1 es el esperado para una palabra
distribuida al azar 3. La hipótesis es que a mayor valor de σ, más diferencia con respecto
al azar, y mayor relevancia tendrá la palabra para el texto analizado. Se observa que, por
ejemplo, en la versión inglesa de la Biblia, la palabra ‘christ’, que aparece n = 571 veces,
tiene un valor de σ = 18.42, frente a la palabra ‘king’ para la que se obtiene un valor
inferior de σ = 8.15, aunque su frecuencia es mayor (n = 2542). Se dirá que una palabra
con σ > 1 presenta clustering y una palabra con σ < 1 repulsión (véase la figura 1.3).

Aunque este método resulta ser bastante eficiente en la detección de palabras clave, se
ha comprobado que presenta algunas debilidades que conllevan identificaciones incorrectas
[Zhou and Slater, 2003; Carpena et al., 2009]. Algunas han sido corregidas en [Carpena
et al., 2009] definiendo una nueva medida denotada C que describiremos posteriormente.
Tales debilidades pueden enumerarse como sigue:

1. No todas las palabras distribuidas al azar tienen el mismo nivel de clustering medido
3Por analogía con los espectros energéticos de sistemas desordenados. Puesto que la energía de esos

espectros son aleatorias, la distribución normalizada a media 1 de separaciones entre energías consecutivas
es la exponencial, p(d) = exp(−d), para la que σ = 1.
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s

s < 1 (repulsión)

s = 1 (azar)

 > 1 (atracción o clustering)

Figura 1.3: Repulsión, distribución aleatoria y clustering medido por σ.

por σ, ya que esta depende de su probabilidad p = n/N de aparición en el texto.

Como se muestra en la figura 1.4, simulando la aparición de una palabra con proba-
bilidad p en un texto aleatorio 4, y calculando el valor de σ en cada caso, se observa
una dependencia del valor de p: en todos los casos σ crece con n y alcanza un valor
asintótico para n grande, pero éste será diferente para cada p. El valor asintótico
sólo será próximo a 1 cuando p tiende a 0. Por ejemplo, una palabra que aparece
n = 200 veces con un valor de σ = 0.96 diríamos que presenta clustering si su
probabilidad de aparición es p = 0.1 (porque el valor de σ es mayor al esperado por
azar en ese caso), pero no así si p = 0.05, por ejemplo.

Para solucionarlo, en [Herrera and Pury, 2008; Carpena et al., 2009], se incorpora
a la medida la dependencia de p, asumiendo que el valor esperado de σ para una
palabra con probabilidad p distribuida aleatoriamente a lo largo de una secuencia
de tamaño N es σ =

√
1− p. Este valor esperado se obtiene considerando la distri-

bución geométrica como referencia para una palabra distribuida al azar5. Se define
ahora la medida

σnor = σ√
1− p (1.3)

En la figura 1.5 se observa cómo σnor no presenta dependencia de p ya que las curvas
4Se simulan textos aleatorios como secuencias binarias en las que el símbolo “1” aparece al azar con

probabilidad p, representando la aparición de una palabra a lo largo del texto.
5Nótese que en [Carpena et al., 2016a] se deriva la distribución exacta para n apariciones de una

palabra distribuidas al azar en un texto de longitud N y su correspondiente coeficiente de variación.
Comentaremos las ventajas de usar dicha distribución exacta para textos cortos en lugar de la geométrica
en el Capítulo 3.
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Figura 5: Comportamiento del valor medio de σ en textos aleatorios simulados para una palabra
que aparece con distintos valores de probabilidad p en función de la frecuencia de aparición n de la
palabra en el texto. Cada punto representa el valor medio obtenido para 1010/n simulaciones. Las lineas
horizontales corresponden al valor teórico σgeo =

√
1− p.

problema, proponemos en este proyecto una primera mejora a la medida de clustering σ, consistente en
normalizar σ por el valor esperado en una secuencia aleatoria,

√
1− p, definiendo así la medida σnor:

σnor =
σ√
1− p

(8)

Esta medida corrige completamente los problemas que acabamos de mencionar: por un lado hace que
cualquier palabra aleatoria, independientemente de su p, tenga el mismo valor de σnor para el mismo
número de apariciones de la palabra, tal y como podemos comprobar en la figura 3, donde hemos
considerado las mismas simulaciones mostradas en la figura 2 pero representando ahora σnor. Nótese
como las curvas colapsan perfectamente, aun correspondiendo a palabras con distinto valor de p. Por
otro lado, esta medida hace que para textos largos, se verifique que σnor = 1 corresponda a una palabra
aleatoria, σnor > 1 indique una palabra con clustering y σnor < 1 signifique repulsión.
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Figura 6: Comportamiento del valor medio de σnor en textos aleatorios simulados para una palabra que
aparece con distintos valores de probabilidad p en función de la frecuencia de aparición n de la palabra
en el texto. Cada punto representa el valor medio obtenido para 1010/n simulaciones. El solapamiento
de las curvas muestra como σnor elimina el efecto de p, y además como en el caso de textos largos, una
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Figura 1.4: Comportamiento del valor medio de σ en textos aleatorios simulados para una
palabra que aparece con distinta probabilidad p en función de la frecuencia de aparición
n de la palabra en el texto. Cada punto representa el valor medio obtenido para 1010/n
simulaciones. Las lineas horizontales corresponden al valor teórico σgeo =

√
1− p.

solapan para distintos valores de p. Ahora, independientemente de p, σnor tiende a
1 a medida que crece n.

2. Tanto σ como σnor presentan una fuerte dependencia de la frecuencia de ocurrencia
n de la palabra considerada.

Dicha dependencia fue estudiada en [Carpena et al., 2009] donde, mediante simula-
ción de textos aleatorios, se obtuvo que la dependencia de n que presentan el valor
medio 〈σnor〉 y la desviación estándar sd(σnor) se ajusta a las funciones

〈σnor〉 = 2n− 1
2n+ 2, sd(σnor) = 1√

n (1 + 2.8n−0.865) . (1.4)

Teniendo en cuenta las debilidades mencionadas y las posibilidades de mejora, los
autores definen la medida C de la siguiente forma:

C (σnor, n) = σnor − 〈σnor〉 (n)
sd(σnor) (n) (1.5)

De esta manera C combina la información proporcionada por el clustering σnor y por la
frecuencia n. Ahora, C = 0 indica que la palabra se distribuye al azar y, a mayor valor
de C, mayor es el clustering y, por tanto, la relevancia. Valores negativos de C indican
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Figura 5: Comportamiento del valor medio de σ en textos aleatorios simulados para una palabra
que aparece con distintos valores de probabilidad p en función de la frecuencia de aparición n de la
palabra en el texto. Cada punto representa el valor medio obtenido para 1010/n simulaciones. Las lineas
horizontales corresponden al valor teórico σgeo =

√
1− p.

problema, proponemos en este proyecto una primera mejora a la medida de clustering σ, consistente en
normalizar σ por el valor esperado en una secuencia aleatoria,

√
1− p, definiendo así la medida σnor:

σnor =
σ√
1− p

(8)

Esta medida corrige completamente los problemas que acabamos de mencionar: por un lado hace que
cualquier palabra aleatoria, independientemente de su p, tenga el mismo valor de σnor para el mismo
número de apariciones de la palabra, tal y como podemos comprobar en la figura 3, donde hemos
considerado las mismas simulaciones mostradas en la figura 2 pero representando ahora σnor. Nótese
como las curvas colapsan perfectamente, aun correspondiendo a palabras con distinto valor de p. Por
otro lado, esta medida hace que para textos largos, se verifique que σnor = 1 corresponda a una palabra
aleatoria, σnor > 1 indique una palabra con clustering y σnor < 1 signifique repulsión.
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de las curvas muestra como σnor elimina el efecto de p, y además como en el caso de textos largos, una
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Figura 1.5: Comportamiento del valor medio de σnor en textos aleatorios simulados para
una palabra que aparece con distintos valores de probabilidad p en función de la frecuencia
de aparición n de la palabra en el texto. Cada punto representa el valor medio obtenido
para 1010/n simulaciones. El solapamiento de las curvas muestra cómo σnor elimina el
efecto de p y además cómo, en el caso de textos largos, una palabra aleatoria alcanza el
valor σnor = 1.

repulsión.
Siguiendo también la hipótesis de [Ortuño et al., 2002], en [Zhou and Slater, 2003]

incorporan información secuencial, dando lugar a una medida que detecta el incremento
de clustering y no se ve afectada por una única aparición inusual de una palabra en el
texto.

Nótese, como comentamos previamente, que la relación entre una distribución clusteri-
zada y la relevancia, no es sólo cierta para palabras en textos, sino también para cadenas
cortas de nucleótidos en secuencias de ADN, donde el clustering está relacionado con
funciones biológicas [Hackenberg et al., 2010, 2011, 2012].

1.2.3. Medidas basadas en la entropía

Otro método diferente para detectar palabras clave, basado en cuantificar el contenido
de información de la secuencia de ocurrencias de cada palabra a lo largo del texto, y que
usa la entropía de Shannon [Shannon and Weaver, 1949] para su definición, fue propuesto
por [Herrera and Pury, 2008].

Se considera una partición de un texto de longitud N en P partes. Para cada palabra
w se calcula la medida Enor(w), que cuantificará su relevancia para el texto, mediante el
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siguiente procedimiento:
Una medida de probabilidad sobre la partición {pi(w)} se puede definir como sigue

pi(w) = fi(w)∑P
j=1 fj(w)

(i = 1, ...P ), (1.6)

donde fi(w) es la frecuencia relativa de ocurrencia de la palabra w en la i-ésima parte.
La entropía de Shannon de esta distribución viene dada por la expresión

S(w) = − 1
ln(P )

P∑
i=1

pi(w) ln(pi(w)). (1.7)

Para eliminar la dependencia de S(w) de la frecuencia, teniendo en cuenta que para una
palabra que aparece n veces en un texto aleatorio Sran ≈ 1− P−1

2n ln(P ) , se define la medida
normalizada

Enor(w) = 1− S(w)
1− Sran(w) . (1.8)

De este modo, las palabras distribuidas aleatoriamente tendrán valores de Enor cercanos
a 1. Por el contrario, cuanto mayor sea el valor de Enor, mayor será la heterogeneidad de
la distribución de la palabra a lo largo del texto y por tanto su relevancia.

Nótese que el número de partes P en las que se divide el texto, y la elección de cómo
realizar dicha división, influye completamente en los resultados de Enor, como veremos en
el Capítulo 3. Ello hace que la medida Enor conlleve cierto grado de arbitrariedad en la
elección de P o un conocimiento previo de la estructura del texto.

Una vez definida la medida Enor, en [Herrera and Pury, 2008] se realiza una compara-
ción de dicho método con las aproximaciones basadas en el clustering definidas en [Ortuño
et al., 2002] y [Zhou and Slater, 2003]. Para ello, se analiza el texto The Origin of Species
de Charles Darwin, usando sus capítulos como partición natural en el cálculo de la medida
entrópica Enor. En dicho artículo se muestra que la medida entrópica proporciona buenos
resultados como detector de palabras relevantes y que su comportamiento es tan bueno
o mejor que las basadas en el clustering. En dicha comparación no se usa la medida C
definida por [Carpena et al., 2009], que hemos descrito en la sección anterior, ya que ésta
fue publicada con posterioridad. En el Capítulo 2 compararemos los comportamientos de
Enor y C, especialmente en textos cortos.

1.2.4. Otras propuestas

Además de la medida entrópica y las técnicas de clustering descritas en la sección
anterior, que usaremos como referencia en capítulos posteriores, en la literatura relativa
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a este campo de investigación pueden encontrarse diversas propuestas que tratan apro-
ximaciones relacionadas con, entre otros, métodos basados en grafos, redes, o distintas
variantes de medidas de entropía.

Algunas referencias al respecto que pueden resultar de interés son [Montemurro and
Zanette, 2002; Mehri and Darooneh, 2011; Mehri et al., 2019; Mihalcea and Tarau, 2004;
Rose et al., 2010; Tohalino et al., 2023].
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Detección de palabras clave en
textos cortos. Métricas de evaluación

La medidas para la detección de palabras clave basadas en la cuantificación de clus-
tering, C, y en el uso de la entropía de Shannon, Enor, descritas en el capítulo anterior,
proporcionan resultados satisfactorios cuando se aplican en textos largos. Sin embargo,
algunas cuestiones importantes quedan aún sin resolver. Por un lado, el planteamiento
de modificaciones enfocadas a mejorar la detección en textos cortos y, por otro, el uso de
métricas apropiadas para cuantificar el comportamiento de las medidas.

El problema de la detección automática de palabras clave en textos cortos es espe-
cialmente importante desde el punto de vista práctico (artículos científicos, páginas web,
etc). Y, debido al tamaño pequeño de la muestra, se esperan resultados peores en ambas
medidas.

Con respecto a la cuantificación del comportamiento de los detectores de palabras
clave, ha habido intentos de ir más allá de los resultados cualitativos. En [Herrera and
Pury, 2008] usan una versión del glosario del libro The Origin of Species para identificar
de una forma lo más objetiva posible las palabras relevantes para el texto. Esto permite
comparar el comportamiento de diferentes medidas de relevancia mediante una adaptación
de los conceptos de precisión y exhaustividad (precision and recall), conceptos que se usan
habitualmente en el ámbito de recuperación de información.

En este capítulo presentamos algunas modificaciones para la medida de clustering C
[Carretero-Campos et al., 2013] al objeto de mejorar resultados anteriores, enfocándonos
principalmente en el ámbito de aplicación a textos cortos. Se lleva a cabo un estudio
comparativo con la medida entrópica Enor a cuyo fin se introducen nuevas métricas para la
evaluación del comportamiento de detectores de palabras clave basadas en las necesidades
de un usuario típico.
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2.1. Proponiendo mejoras a una medida de cluste-
ring

En esta sección, en primer lugar, dado el interés de la detección correcta de palabras
clave en textos cortos, analizaremos el comportamiento de C para palabras con frecuencia
pequeña, que será la situación típica en un texto corto. A continuación, después de de-
mostrar que la medida C, tal como está definida, no detecta una palabra relevante cuyas
apariciones estén concentradas en una única región, nos plantearemos la incorporación de
condiciones de contorno que posibiliten su detección.

2.1.1. Cómputo para palabras poco frecuentes

En el capítulo anterior vimos que la medida C se define con el objetivo de corregir
la fuerte dependencia que presentaba la medida σnor de la frecuencia de ocurrencia de la
palabra:

C (σnor, n) = σnor − 〈σnor〉 (n)
sd(σnor) (n) (2.1)

Si una palabra aparece n veces en un texto, nos interesaba cuantificar cuánto se distancia
su valor de σnor de lo esperado por azar. Para ello se utilizaban los ajustes

〈σnor(n)〉 = 2n− 1
2n+ 2, sd(σnor(n)) = 1√

n (1 + 2.8n−0.865) (2.2)

En la figura 2.1 podemos observar que, aunque en general el ajuste a dichas funciones es
bastante bueno, pierde precisión para valores pequeños de n. Para n ≤ 30 hay desviaciones
con respecto al ajuste que sería interesante corregir para mejorar la detección en palabras
que aparezcan poco, que es lo habitual en un texto corto.

Como solución proponemos emplear en el rango de frecuencia n ≤ 30 el valor obtenido
mediante simulación de textos aleatorios para cada valor individual de n, en lugar de los
ajustes presentados en las ecuaciones 2.2.

Esta modificación en el cálculo de C no implica ningún coste computacional significa-
tivo. Las simulaciones de textos aleatorios necesarias para computar los valores de 〈σnor〉 y
sd(σnor) para n ≤ 30 se realizan sólo una vez y los valores resultantes se guardan. Cuando
tengamos que analizar una palabra que aparece con una frecuencia n ≤ 30 en cualquier
texto, simplemente tendremos que mirar en la lista precalculada.
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Figura 2.1: Simulación y ajustes de 〈σnor〉 y sd(σnor) para distintos valores de n

2.1.2. Condiciones de contorno

Como hemos comentado anteriormente, si una palabra aparece en un texto concentrada
en una única región del mismo (formando un único cluster) es muy probable que la medida
C no la detecte como una palabra relevante. Esto se debe a que el conjunto de distancias
entre apariciones sucesivas de esta palabra estará formado por un conjunto homogéneo de
distancias cortas (intra-cluster). Sin embargo, es inmediato pensar que palabras relevantes
para un texto pueden comportarse de esa manera, como sería el caso de un tópico del
que se hable mucho en una región del texto de la cual es un tema principal, pero que
luego no se mencione más. Como ejemplo mostramos en la figura 2.2 las apariciones de
la palabra ‘wax’(cera) en el libro The Origin of Species. Esta palabra aparece únicamente
en el capítulo 7, donde se estudia el comportamiento de las abejas.

Figura 2.2: Posiciones de la palabra ‘wax’ (n = 39) en el libro The Origin of Species

[Zhou and Slater, 2003] ya observaron esta debilidad en la medida σ (que es previa a
C) y propusieron como solución el uso de condiciones de contorno. Su propuesta consistía
en tener en cuenta no sólo la región del texto en la que aparece la palabra, sino la longitud
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total del mismo, añadiendo dos distancias artificiales: una que fuese desde el principio del
texto hasta la primera vez que aparece la palabra, y otra entre la última ocurrencia de la
palabra y el final del texto.

Siguiendo esta propuesta calculamos C de la manera descrita en las secciones anterio-
res, pero con la salvedad de que para cada palabra con frecuencia n ahora consideraremos
un conjunto de n+1 distancias. Suponiendo que el texto tiene longitud total N , establece-
mos las posiciones 0 y N+1 como fronteras (ver figura 2.3, parte a)), lo cual en la práctica
es equivalente a considerar para cada palabra analizada dos apariciones artificiales en las
posiciones 0 y N + 1. Tendremos ahora el conjunto de distancias {d0, d1, d2, ..., dn−1, dn},
en el que hemos incluido las dos distancias nuevas d0 y dn, siendo d0 = pi y dn = N+1−pf
con pi y pf la primera y última posición real de la palabra a lo largo del texto. A la medida
C calculada mediante este procedimiento la denotaremos C0.

Si una palabra se distribuye de manera homogénea a lo largo del texto, tal y como
ocurre con las palabras que no son relevantes, las distancias d0 y dn serán típicamente
del orden del resto de distancias del conjunto. Como consecuencia, el valor de clustering
no se modificará de forma significativa, es decir, C0 ' C. Sin embargo, para una palabra
localizada en un único cluster, que (como hemos discutido más arriba) podría ser relevante,
habrá una probabilidad alta de que d0, dn o ambas sean mayores que el resto de distancias
del conjunto, lo cual incrementará el valor de clustering que teníamos para esa palabra,
es decir, C0 > C.

El uso de las condiciones de contorno que hemos descrito nos permite incluir en el
conjunto de distancias información acerca de las regiones del texto en las que no aparece la
palabra analizada. Sin embargo, dichas condiciones de contorno no son las únicas posibles.
Tal y como es habitual cuando se estudian las propiedades de muchos sistemas físicos, nos
plantemos también el efecto que tendría considerar condiciones de contorno periódicas. Al
igual que antes, tendremos en cuenta la longitud total del texto, pero ahora conectamos el
final del texto con el principio, es decir, consideramos un texto circular (ver Fig. 2.3, parte
b)). En este caso, sólo incluimos una distancia adicional, que iría desde la última aparición
de la palabra hasta la primera. Para una palabra con frecuencia n, consideraremos entonces
el conjunto de distancias {d1, d2, ..., dn−1, d∗}, en el que incluimos la distancia d∗ = N −
pf + pi, siendo de nuevo pi y pf la posición inicial y final de la palabra en el texto, y
N la longitud total del mismo. A la medida C calculada mediante este procedimiento la
denotaremos C1.

También en este caso, como las palabras no relevantes se distribuyen de manera muy
homogénea a lo largo del texto, la nueva distancia d∗ será del orden de las demás distancias
del conjunto, y el valor de clustering apenas se modifica, es decir, C1 ' C. Sin embargo,
para una palabra relevante localizada en un único cluster, la nueva distancia d∗ será
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mayor que cualquier otra del conjunto incrementando notablemente el valor de clustering,
es decir, C1 > C, lo que permite la detección de dicha palabra como relevante.

b)

Np
f

p
i

1

a)

N+1

Np
f

p
i

1

0

Figura 2.3: Esquema de los dos tipos de condiciones de contorno.

2.2. Reducción del glosario: preprocesamiento

Como ya hemos comentado, y debido a la existencia de un glosario para cuantificar
la bondad de los resultados, usaremos para el análisis el libro ‘The Origin of Species by
means of Natural Selection or the Preservation of Favoured Races in the Struggle for Life’
de Charles Darwin (6th Edition) 1. Siguiendo el procedimiento de [Herrera and Pury,
2008], eliminamos los comentarios sobre las diferentes ediciones, la tabla de contenidos,
el glosario y el índice, para evitar la introducción de apariciones de palabras que no están
estrictamente en el contenido del texto que queremos analizar. Como resultado, obtenemos
finalmente un texto con longitud N = 193786 palabras que contiene un vocabulario
formado por 8186 palabras diferentes.

Si computamos Enor (definida en (1.8)) y C para esas 8186 palabras, obtendremos
dos rankings diferentes de relevancia. El problema aquí es que el concepto de relevancia
es subjetivo ya que una palabra no es relevante o irrelevante en sí misma, sino que su
contenido de información puede ser significativo para un texto determinado y no tener
ninguna importancia en otro. Por este motivo, [Herrera and Pury, 2008] sugirieron el uso
de un glosario como punto de referencia. Éste permitiría la evaluación y comparación

1Descargado de la web del Proyecto Gutenberg
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de la bondad de los resultados obtenidos con diferentes detectores de palabras clave que
apliquemos al libro de Darwin. Dicho glosario se creó a mano [Herrera and Pury, 2008]
partiendo del glosario original y del índice terminológico, y contiene 283 palabras que
aparecen con frecuencia al menos 9 en el libro completo.

Sin embargo, observamos que hay palabras que aparecen en el glosario sólo en singular
o sólo en plural (‘varieties’, ‘groups’, ‘character’,...), mientras que otras aparecen tanto
en singular como en plural (‘condition’,‘conditions’; ‘habit’, ‘habits’; ‘stage’, ‘stages’;...).
Como el glosario se emplea para identificar las palabras relevantes para el libro, esto tiene
una consecuencia bastante importante: palabras como ‘variety’, ‘group’ y ‘characters’ no
se están considerando relevantes; mientras que ‘varieties’, ‘groups’ y ‘character’, sí.

Hasta ahora estábamos considerando cada cadena de caracteres entre dos espacios en
blanco como una palabra diferente. Sin embargo, para corregir la incongruencia mencio-
nada en el glosario, proponemos identificar el singular y plural de cada palabra como la
misma palabra (por ejemplo, ‘descendant’ y ‘descendants’). Con este objetivo, considera-
mos las reglas de formación de plurales para los sustantivos en inglés y las implementamos
en nuestro algoritmo. Notemos que, como consecuencia, también identificaremos el infi-
nitivo y la tercera persona del singular del presente de los verbos (por ejemplo, ‘descend’
and ‘descends’). Después de llevar a cabo dicha identificación entre singular y plural, ob-
tenemos un vocabulario de 7104 palabras, en lugar de 8186. Con respecto al glosario, éste
se ve reducido de 283 a 249 palabras. La diferencia crucial es que ahora tanto el singular
como el plural de cada una de las palabras del glosario son considerados relevantes para
el texto.

Por otro lado, la identificación entre singular y plural que aplicamos para corregir las
incongruencias del glosario podría considerarse también como el caso más simple de pre-
procesamiento lingüístico o, en un lenguaje físico, como la corrección de primer orden a los
resultados obtenidos sin ningún procesamiento. Un preprocesamiento lingüístico del texto,
como por ejemplo la reducción de todas las palabras a sus raíces comunes, o la identifica-
ción de formas sustantivas y adjetivas, podría mejorar el comportamiento de los detectores
de palabras clave. Pero el número de reglas (sintácticas y gramaticales) necesarias para
ese preprocesamiento lingüístico extensivo sería grande y los costes computacionales de-
rivados serían altos, por lo que estaría fuera del objetivo de este trabajo. Sin embargo,
la identificación entre singular y plural tiene pocas reglas y puede ser implementada en
tiempo real en el algoritmo mientras lee el texto de entrada para identificar el vocabulario
sin ningún coste computacional discernible. Por medio de esta implementación, obtenemos
un glosario más compacto y un vocabulario de palabras realmente diferentes; a la vez que,
como veremos posteriormente, comprobamos que mejora los resultados de los detectores
de palabras clave por medio de las métricas de evaluación que definiremos en la sección
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posterior.

2.3. Métricas de evaluación

Ante la existencia de diferentes tipos de medidas de relevancia es inmediato plantearse
si se pueden proponer métricas que cuantifiquen el comportamiento de dichos detectores
y que nos permitan evaluar los resultados obtenidos con cada una de las aproximaciones.

2.3.1. Precisión y exhaustividad

En el ámbito de los Sistemas de Recuperación de Información, con el objetivo de
evaluar el comportamiento de un algoritmo de búsqueda, se han usado tradicionalmente
dos métricas llamadas precision y recall (precisión y exhaustividad) [Hand et al., 2001].
Dada una búsqueda concreta dentro de un conjunto de N documentos, estos deben ser
previamente clasificados como relevantes o no para dicha búsqueda. Suponiendo que el
algoritmo que queremos evaluar nos proporciona n documentos potencialmente relevantes,
precision y recall se definen como sigue [Hand et al., 2001]:

precision es la fracción de los n documentos recuperados que son realmente relevan-
tes, es decir,

precision = #relevantes ∩#recuperados
#recuperados

recall es la proporción de documentos relevantes que el algoritmo ha recuperado, es
decir,

recall = #relevantes ∩#recuperados
#relevantes

A medida que aumentemos el número n de documentos recuperados por el algoritmo, el
valor de recall irá aumentando, ya que iremos recuperando más documentos relevantes.
Pero a su vez es usual que el valor de precision vaya disminuyendo, ya que es difícil que
al aumentar n obtengamos sólo documentos relevantes.

2.3.2. Adaptación al problema de la detección de palabras clave

[Herrera and Pury, 2008] propusieron una adaptación de estas dos métricas al problema
de la evaluación de detectores de palabras clave usando el libro The Origin of Species.
Como ya hemos mencionado, consideran como palabras relevantes aquellas palabras del
vocabulario del libro que pertenezcan al glosario que hemos definido en la sección anterior,
de modo que tendríamos un conjunto de 283 palabras relevantes. De esta manera todas
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las palabras del vocabulario son preclasificadas como relevantes o no para el libro. Una vez
preclasificadas las palabras por medio del glosario, Herrera y Pury definen en el contexto
de detección de palabras clave las siguientes métricas de evaluación:

precision of a keyword extractor (prke)

prke = 283
LP

,

donde LP denota la posición en el ranking de la última palabra relevante recuperada.

recall of an index of relevance (rir)

rir = NG

283 ,

donde NG denota el número de palabras relevantes recuperadas hasta la posición
283 del ranking.

Cada detector proporciona un ranking de todas las palabras del vocabulario del libro en
orden decreciente de relevancia. Herrera y Pury obtuvieron que los valores de prke y rir
para Enor eran mejores que para otras medidas descritas en la literatura (la medida C fue
definida con posterioridad a [Herrera and Pury, 2008]).

Sin embargo, si nos basamos en las necesidades de un usuario típico, las métricas
prke y rir no parecen ser adecuadas para evaluar la calidad de un detector de palabras
clave. El número de palabras clave que normalmente se emplea para sintetizar el tópico
de cualquier texto escrito es pequeño y, como consecuencia, el usuario de un detector de
palabras clave sólo requiere un número reducido de palabras. De modo que la información
sobre que método recupera antes todas las palabras del glosario (en este caso 283) sería
secundaria, siendo más importante la precisión de las palabras situadas en las primeras
posiciones del ranking, por ser las únicas que tendría en cuenta un usuario típico.

Podemos deducir de la definición que el valor de prke sólo depende de la posición del
ranking en la que se detecta la última palabra del glosario (LP ), independientemente de
cuando hemos detectado el resto de palabras relevantes, incluso aunque éstas se encontra-
sen en las primeras 282 posiciones. Esta dependencia de la detección de una única palabra
(la última), que además probablemente no es importante para el usuario, que sólo tiene
en cuenta las primeras palabras del ranking, hace que el resultado proporcionado por prke
no resulte útil en este contexto. De hecho, no podemos asegurar que el glosario usado es
perfecto, y esta métrica se vería totalmente afectada por la posibilidad de que sólo una
de entre todas las 283 palabras del glosario estuviese preclasificada erróneamente como
relevante.
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Por otro lado, el valor de rir se obtiene a partir del número de palabras relevantes
recuperadas dentro de las primeras 283 entradas del ranking (NG). Y, como ya hemos
argumentado, en una situación práctica un usuario sólo tendrá en cuenta las palabras de
las primeras posiciones del ranking, y no miraría 283 entradas. Como consecuencia el uso
de rir tampoco nos daría información útil en este contexto.

2.3.3. Métricas basadas en las necesidades del usuario

Por los motivos que acabamos de exponer, proponemos [Carretero-Campos et al.,
2013] dos métricas alternativas para evaluar detectores de palabras clave basándonos en
las necesidades del usuario. Por un lado, sugerimos que el objetivo principal para evaluar
el comportamiento de un detector de palabras clave debería ser cuantificar si las primeras
palabras del ranking proporcionadas por el detector son relevantes para el texto o no. Y,
por otro lado, pensamos que también sería interesante incluir información acerca de la
completitud del detector, es decir, acerca de las posiciones en las que recupera cada una
de las palabras relevantes, pero dando más peso a aquellas detectadas antes, ya que serían
las que usualmente consideraría un usuario.

Precision at n

En primer lugar, definiremos precision at n, pr(n), como la fracción de las primeras n
palabras del ranking que son relevantes. Si denotamos por key(n) el número de palabras
relevantes dentro de las n primeras palabras del ranking, tenemos que

pr(n) = key(n)/n, (0 ≤ pr(n) ≤ 1) (2.3)

Si evaluamos pr(n) para valores pequeños de n (n ≤ 50) tendremos información acerca
de la relevancia de las palabras situadas en las primeras posiciones del ranking. Al igual
que hicieron en [Herrera and Pury, 2008], consideraremos que una palabra es relevante si
y sólo si pertenece al glosario.

En la figura 2.4 mostramos los resultados de esta métrica de evaluación aplicada a las
medidas C,C0, C1 y Enor. La partición usada para calcular Enor son los 16 capítulos del
libro, como en [Herrera and Pury, 2008]. Podemos observar que C0 se comporta como un
detector perfecto hasta n = 17 (pr(n) = 1). Esto significa que las primeras 17 palabras
del ranking de relevancia obtenido por medio de C0 pertenecen al glosario. Si aceptamos
el glosario como punto de referencia acerca de cuáles son las palabras verdaderamente
relevantes para el libro, el resultado obtenido para C0 es excelente: las primeras 17 palabras
del ranking han sido correctamente identificadas como relevantes. También obtenemos
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buenos resultados para C,C1 y Enor ya que en todos los casos se verifica que hasta n = 50,
pr(n) ≥ 0.6: al menos el 60 % de las palabras han sido identificadas correctamente como
relevantes.
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Figura 2.4: Comportamiento de pr(n) para n ≤ 50 obtenido con C (cuadrados negros),
C0 (círculos rojos), C1 (triángulos verdes) y Enor (línea azul) para el libro The Origin of
Species usando el glosario preparado en [Herrera and Pury, 2008].

El valor de precisión decrece cada vez que la palabra recuperada no pertenece al
glosario, de modo que la decisión de cuáles son las palabras seleccionadas en el glosario
tiene un papel decisivo. Merece la pena notar que algunas palabras que no están incluidas
en el glosario, y por tanto que han sido preclasificadas como no relevantes, aparecen entre
las primeras palabras de los cuatro rankings de relevancia y de hecho tienen un contenido
semántico relevante para el texto. Quizá se debe a que dichas palabras son en algún
sentido ‘palabras comunes’ y el autor no consideró necesario incluirlas explícitamente en
el glosario. Ese es el caso, por ejemplo, de la palabra ‘island’ (posición 18 para C0 y 17
para C1) e ‘islands’ (posición 7 para C, 20 para C0 y 5 para Enor).

Si identificamos previamente el singular y plural de cada palabra, tal y como explica-
mos en la sección anterior, obtenemos los resultados que mostramos en la figura 2.5. De
aquí en adelante cada vez que realicemos dicha identificación denotaremos a las medidas
como C∗, C∗0 , C∗1 y E∗nor. Aunque ya no observamos un rango tan amplio de máxima pre-
cisión como el obtenido anteriormente para C0, observamos que tanto C∗, como C∗0 y C∗1
tienen valores de precision mayores que 0.8 (80 %) hasta n = 50, mejorando los resultados
obtenidos sin la identificación entre singular y plural. En el rango de n pequeño (n < 10),
observamos que las medidas de clustering funcionan mejor que la entrópica.
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Figura 2.5: Análogamente a la figura 2.4, pero incluyendo la identificación previa del
singular y plural de cada palabra. Las medidas calculadas con dicha identificación se
denotan con ∗.

Average precision

En segundo lugar, para obtener información acerca de la completitud del detector,
adaptaremos la métrica denominada average precision (AP) al problema de detección
de palabras clave. Es una métrica de evaluación comúnmente empleada en el ámbito
de Recuperación de Información que proporciona información acerca del comportamiento
global de un algoritmo [Zhu, 2004; Aslam et al., 2005; Yilmaz and Aslam, 2006; Robertson
et al., 2010]. En el contexto de detección de palabras clave definimos AP como sigue:

AP = 1
R

L∑
n=1

pr(n)× rel(n), (2.4)

donde pr(n) fue definida en (2.3) y rel(n) es igual a 1 si la palabra en la posición n del
ranking es relevante y 0 en otro caso; L es el número total de palabras en el ranking
(vocabulario) y R el número total de palabras relevantes (glosario). De modo que AP
se define como el promedio de las precisiones en las posiciones del ranking en las que se
recupera cada una de las palabras relevantes. Como consecuencia, tiene en cuenta todas
las palabras relevantes, pero da más peso a aquellas detectadas antes. En el caso de
un detector perfecto, las primeras R palabras del ranking serían relevantes y, por tanto,
AP = 1. Los resultados obtenidos para C,C0, C1, Enor, C

∗, C∗0 , C
∗
1 y E∗nor se muestran en la

figura 2.6 y confirman las conclusiones extraídas previamente. Aquí también observamos
que los resultados obtenidos usando la identificación singular-plural son todos mejores que
los obtenidos sin ella. Podemos estimar una mejora promedio de alrededor del 10 % en los
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valores de AP para todas las medidas. En ambos casos, la medida C con condiciones de
contorno (C0 y C∗0) presenta el mejor valor de precision promedio y la medida entrópica
Enor el peor, aunque sin diferencias extremas.

E
nor

C
1

C C
0 E

nor

*

C
1

*

C
*

C
0

*

0.2

0.3

0.4

0.5

 

A
P

Figura 2.6: Average precision AP de los detectores C,C0, C1, Enor, C
∗, C∗0 , C

∗
1 y E∗nor apli-

cados al libro The Origin of Species.

Resumiendo esta sección, proponemos dos métricas (pr(n) y AP) para evaluar el com-
portamiento de detectores de palabras clave. Por medio de dichas métricas concluimos
que: i) La identificación singular-plural, además de proporcionarnos un glosario más com-
pacto, mejora satisfactoriamente el comportamiento de los detectores de palabras clave,
y ii) el comportamiento de las medidas basadas en clustering C,C0 y C1 es igual o mejor
que el de la medida entrópica Enor.

2.4. Dependencia de Enor con respecto a la partición

En el capítulo 1 se mostraba como la definición de Enor (ecuación 1.8), que usa la
entropía de Shannon, requería de una partición P del texto que queramos analizar. Los
resultados mostrados hasta ahora para la medida Enor han sido obtenidos a partir de una
partición natural del libro The Origin of Species en sus 16 capítulos. A priori se puede
pensar que lo más adecuado es realizar una partición del texto teniendo en cuenta divi-
siones naturales, ya que se pretende detectar las palabras más significativas comparando
su distribución de frecuencias entre las partes en las que se ha dividido el texto. En lugar
de los capítulos, si queremos considerar otra división natural, podríamos pensar en los
párrafos.
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Figura 2.7: Los valores de Enor para todas las palabras de The Origin of Species obtenidas
usando la partición en capítulos (círculos rojos) y en párrafos (cuadrados negros) como
función de la frecuencia de la palabra. Las líneas muestran el máximo valor posible de
Enor para cada valor de frecuencia en ambos casos.

Dividimos entonces el texto en los 852 párrafos que contiene y calculamos Enor usando
dicha partición. En la figura 2.7 mostramos los valores de Enor obtenidos para las 8186
palabras del libro como función de su frecuencia, tanto para el caso de la partición en
capítulos, como para el caso de la partición en párrafos. Observando dicha figura se puede
deducir que, si consideramos la partición en párrafos, la medida entrópica Enor no resul-
tará un detector de palabras clave fiable, ya que no distingue entre diferentes grados de
relevancia para palabras con la misma frecuencia (mientras que sí lo hace la obtenida en
el caso de partición en capítulos). De hecho, solo 2 de las 20 primeras palabras del ranking
obtenido con dicha medida pertenecen al glosario (‘species’ y ‘varieties’). Las 18 palabras
restantes son claramente no relevantes ya que no tienen contenido significativo para el
texto, como es el caso de ‘will’, ‘we’, ‘have’, ‘a’, ‘from’ y ‘be’. Si previamente llevamos a
cabo la identificación entre singular y plural descrita en la sección anterior, los resulta-
dos de la medida entrópica obtenidos a partir de una división en párrafos siguen siendo
realmente pobres (ver línea discontinua en la figura 2.8). Observamos por tanto que la
elección de la partición determina completamente los resultados obtenidos con Enor y que,
aunque los párrafos constituyen también una división natural, en este caso el cálculo de
Enor a partir de dicha partición no distingue las palabras relevantes del texto.

De modo que, al usar la medida entrópica Enor, el problema es qué criterio seguir para
elegir una partición adecuada del texto. La dependencia de los resultados con respecto
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a la partición elegida fue mencionada también en [Herrera and Pury, 2008], pero sin
llevar acabo un estudio sistemático. Hay muchos textos (especialmente los textos cortos)
cuya única división natural existente son los párrafos, para los que, en el ejemplo que
acabamos de ver, los resultados proporcionados por Enor no son muy precisos. Como
consecuencia, podríamos pensar que para ese tipo de textos (que no tienen secciones
ni capítulos) no tenemos una partición natural que asegure a priori la bondad de los
resultados obtenidos al calcular Enor. Por ese motivo, nos planteamos estudiar cómo la
medida Enor se comporta en divisiones artificiales del texto y, en concreto, analizaremos
los resultados obtenidos a partir de varias divisiones del texto en partes iguales. Para
cuantificar y comparar los resultados obtenidos con distintas particiones usaremos de
nuevo las métricas de evaluación pr(n) and AP definidas en la sección anterior.

En las figuras 2.8 y 2.9 comparamos los resultados obtenidos calculando E∗nor a partir
de divisiones del texto en 45, 250, 500 y 800 partes iguales con los resultados obtenidos en
divisiones naturales. Notemos que estos resultados incluyen la identificación entre singular
y plural porque hemos comprobado que mejora la precisión de los detectores de palabras
clave. Los resultados para pr(n) (n ≤ 50) y para AP, que tienen en cuenta la información
acerca de la precisión de las primeras palabras del ranking, así como el ‘comportamiento
global’ del detector, están de nuevo en acuerdo. A pesar de usar divisiones artificiales,
observamos que en general para un número de partes iguales P del orden del número
de capítulos, como P = 45, la precisión de la medida entrópica es bastante buena. Sin
embargo, los resultados empeoran cuando aumentamos el número de partes iguales P en
las que dividimos el texto. Para P = 800 los resultados son casi tan malos como usando
la división en párrafos (figura 2.8).

Por tanto, podemos concluir que el factor importante que controla el comportamiento
de Enor es el número mínimo de palabras incluido en cada una de las partes en las
que se divide el texto, independientemente de si la división es natural o artificial. Por
un lado, cada parte tiene que ser suficientemente grande como para formar una unidad
con contenido significativo que permita detectar relevancia [Montemurro and Zanette,
2010]. Por otro lado, debemos tener un número mínimo de partes para poder realizar una
comparación estadísticamente significativa entre las frecuencias de la palabras en cada
una de las partes.

Para finalizar esta sección, notar que los resultados obtenidos con las medidas C∗

(C∗0 , C∗1) son igual o mejores que los obtenidos con las mejores elecciones de partición
para la medida entrópica E∗nor, pero con la ventaja de no tener que realizar ninguna
elección. Esta es una ventaja importante, sobre todo a la hora de analizar textos cortos,
tal como discutiremos en la siguiente sección.
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Figura 2.8: Comportamiento de pr(n) para n ≤ 50 obtenido para la medida entrópica E∗nor
usando diferentes tipos de particiones del libro The Origin of Species: particiones naturales
(capítulos (línea azul) y párrafos (línea discontinua gris)) y particiones artificiales (45
(cuadrados negros abiertos), 250 (círculos negros sólidos), 500 (triángulos negros abiertos)
y 800 (rombos negros sólidos) partes iguales).
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Figura 2.9: Average precision AP de la medida entrópica E∗nor usando diferentes tipos de
particiones del libro The Origin of Species: particiones naturales (capítulos y párrafos) y
artificiales (45, 250, 500 y 800 partes iguales).
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2.5. Resultados en textos cortos

Una de las principales características deseable en un detector de palabras clave es que
sea capaz de funcionar correctamente cuando el texto es corto. En general es difícil de
conseguir porque la frecuencia de la mayoría de palabras va a ser pequeña, lo cual complica
el análisis estadístico. Como consecuencia, es común que se identifiquen erróneamente las
palabras más informativas del texto. Sin embargo, la detección y extracción de palabras
clave de textos cortos es de claro interés práctico ya que puede ser aplicado a artículos
científicos, páginas web, etc. Además, si un detector de palabras clave es capaz de detectar
las palabras relevantes de un texto corto, será capaz de hacerlo en uno largo también, pero
lo contrario no es necesariamente verdad.

Por ello, en esta sección nos centraremos en evaluar el comportamiento de Enor y C
en textos cortos. Concretamente, vamos a considerar dos tipos de textos cortos: i) Un
texto corto del que disponemos de un glosario para cuantificar el comportamiento de
los detectores de palabras clave, y ii) Textos cortos genéricos, para los que presentamos
resultados cualitativos.

2.5.1. Textos cortos con glosario

En este caso seleccionamos como texto corto de referencia el capítulo más corto del
libro The Origin of Species. De este modo tendremos un glosario que nos permita aplicar
las métricas de evaluación que hemos definido previamente.

Elegimos por tanto el capítulo III del libro, titulado Struggle for existence, el cual tiene
una longitud de 6349 palabras, que es aproximadamente un 3 % de la longitud total del
libro. El glosario que usamos para este capítulo consiste en todas las palabras del glosario
original que aparecen en el capítulo con frecuencia al menos 3. Una vez llevada a cabo la
identificación entre singular y plural, el capítulo contiene un vocabulario de 1236 palabras
y el glosario contiene 50. Todos los resultados que mostraremos más abajo incluyen esta
identificación.

Para calcular Enor necesitamos realizar una partición del capítulo. Las divisiones na-
turales que contiene este capítulo son secciones (6) y párrafos (28). Calcularemos Enor
considerando ambas divisiones y, tal y como hicimos con el libro completo, también lo
calcularemos usando divisiones artificiales del capítulo en partes iguales. Como a priori
no tenemos idea sobre cual va a ser la mejor partición, mostraremos los resultados para
una partición en 14 partes iguales como ejemplo. Presentamos en las figuras 2.10 y 2.11
los resultados obtenidos para las métricas pr(n) y AP calculadas a partir de los rankings
de relevancia de C∗, C∗0 , C∗1 , y E∗nor en divisiones naturales y artificiales.
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Figura 2.10: Comportamiento de pr(n) para n ≤ 25 obtenido con C∗ (cuadrados negros),
C∗0 (círculos rojos), C∗1 (triángulos verdes) y E∗nor con divisiones naturales en párrafos
(línea azul discontinua) y secciones (línea celeste), y división artificial en 14 partes iguales
(línea gris) para el capítulo III del libro The Origin of Species.

Con respecto a la métrica pr(n), observamos que para n pequeño (n < 10), que es un
número típico de palabras clave que puede requerir un hipotético usuario, las medidas C∗,
C∗0 , C∗1 funcionan mejor que los tres casos de E∗nor. En particular, para n < 6 las medidas
C∗, C∗0 y C∗1 funcionan como detectores perfectos (pr = 1), mientras que E∗nor calculada
a partir de una partición en párrafos representa el caso opuesto, ya que las 4 primeras
palabras del ranking obtenido en ese caso son erróneas (‘or’, ‘been’, ‘we’, ‘the’). En cuanto
a E∗nor calculada en una partición en secciones y en 14 partes iguales, el comportamiento
para n pequeño es intermedio entre los dos casos anteriores. Cuando consideramos más
palabras del ranking (mostramos hasta n = 25 en la figura 2.10) las diferencias entre
los resultados obtenidos con las diferentes medidas se van reduciendo, aunque incluso en
este rango, probablemente más allá de los requerimientos de un usuario de un detector de
palabras clave, C∗, C∗0 y C∗1 se comportan igual o mejor que los tres casos considerados
para E∗nor.

Merece la pena notar que en el caso de las medidas C∗, C∗0 y C∗1 , entre las palabras
que se consideran erróneamente detectadas como relevantes (es decir, aquellas que no
pertenecen al glosario y que por tanto disminuyen pr(n)) incluidas entre las 25 primeras
del ranking, podemos encontrar palabras como ‘advantage’, ‘competition’, y ‘relations’.
Tales palabras son objetivamente relevantes para el capítulo considerado (Struggle for
existence), de modo que los valores de pr(n) podrían ser claramente mejores para esas
medidas. Sin embargo, entre las palabras consideradas erróneas en los casos de E∗nor, sólo
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Figura 2.11: Average precision AP de los detectores C∗, C∗0 , C∗1 y E∗nor con divisiones
naturales en párrafos y secciones, y división artificial en 14 partes iguales obtenida en el
capítulo III del libro The Origin of Species.

encontramos ejemplos como ‘been’, ‘we’, ‘had’, ‘said’ o ‘was’. Todas ellas son claramente
no relevantes para el capítulo considerado, de modo que los valores de E∗nor no mejorarían
incluso en el caso en el que se consideraran más palabras como relevantes además de las
pertenecientes al glosario.

En cuanto al comportamiento global, cuantificado por AP, mostramos en la figura 2.11
los resultados para C∗, C∗0 , C∗1 , y para E∗nor en tres particiones (párrafos, secciones y 14
partes iguales). Dichos resultados corresponden también al capítulo más corto (capítulo
III) del libro The Origin of Species, y complementan a los resultados mostrados en la
figura 2.10. Observamos que, de manera similar a los resultados obtenidos para el libro
completo, la medida C∗0 es la que presenta el mejor valor de AP, y que el peor caso
corresponde a la medida entrópica E∗nor obtenida a partir de la división en párrafos del
capítulo. Además, C∗, C∗0 y C∗1 se comportan igual o mejor que los tres casos de E∗nor.

Debido a que los resultados presentados para pr(n) y AP dependen completamen-
te del glosario que se ha seleccionado, mostramos en la figura 2.12 los valores de C∗ y
E∗nor (calculada a partir de la división en párrafos) obtenidos para las 1236 palabras del
capítulo en función de su frecuencia n. Estos valores son independientes del glosario y
muestran que C∗ distingue mucho mejor diferentes grados de relevancia para palabras
con la misma frecuencia. Por el contrario, en el caso de E∗nor a partir de la división en
párrafos, los valores para palabras con la misma frecuencia y diferente grado de relevancia
son muy similares, lo que produce una detección incorrecta de las palabras relevantes del
capítulo. En particular, las palabras responsables de producir valores bajos de precisión
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están realmente mal identificadas (‘will’, ‘would’, ‘from’, ‘been’,...). Los valores de preci-
sión decrecen cuando se selecciona una palabra que no está en el glosario. Sin embargo,
esto puede ocurrir por dos razones: la palabra es relevante, pero no estaba incluida en el
glosario (ya que el glosario no es perfecto), o la palabra no es relevante y no está inclui-
da en el glosario. En el caso que estamos estudiando, las palabras responsables del mal
resultado de E∗nor son del segundo tipo.
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Figura 2.12: Comparación entre los valores de C∗ (cuadrados negros) y E∗nor calculada
con división en párrafos (círculos azules) frente a la frecuencia de ocurrencia de todas las
palabras del capítulo III de The Origin of Species.

2.5.2. Textos cortos genéricos

Hasta ahora hemos usado un libro y uno de sus capítulos como texto largo y corto
respectivamente, motivados por la disponibilidad de un glosario para cuantificar la bon-
dad de los resultados. Como ya hemos comentado más arriba, y debido a la naturaleza
estadística de los detectores de palabras clave, los resultados peores se esperan en general
en textos cortos debido a la baja frecuencia de las palabras. Sin embargo, el análisis de
textos cortos es probablemente el más importante desde el punto de vista práctico. Por esa
razón, presentamos en esta subsección los resultados obtenidos para otros textos cortos
genéricos. Hemos seleccionado varias entradas de Wikipedia 2, y en particular conceptos
científicos con longitudes es el rango 500-3000, típicamente más pequeños que artículos
científicos estándar. Hemos elegido dichas entradas siguiendo dos criterios: sus longitudes,

2Descargamos las entradas de Wikipedia en formato xml, las limpiamos y producimos un texto bruto
que es posteriormente analizado con ambos métodos.
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y la facilidad para evaluar cualitativamente los resultados obtenidos para los conceptos
seleccionados, ya que no dispondremos de un glosario.

En la tabla 2.1 mostramos las 10 primeras palabras clave extraídas usando C y Enor
para tres de esas entradas. En el caso de Enor, en el que como ya hemos visto necesitamos
realizar una partición del texto, hemos usado la división natural en secciones de cada una
de las entradas. Observamos que en general ambos métodos recuperan palabras relevantes,
pero la medida de clustering C funciona mejor que la medida entrópica Enor, ya que el
número de palabras realmente relevantes entre las 10 primeras es mayor que en el caso
de Enor. Notemos también que, tal como era de esperar, ambos métodos funcionan mejor
en la entrada más larga (‘statistics’), pero incluso en este caso el número de palabras
realmente relevantes entre las 10 primeras es mayor para C (9) que para Enor (6-7).

Teniendo en cuenta los resultados que hemos presentado en esta sección, concluimos
que las medidas derivadas de una aproximación basada en clustering proporcionan re-
sultados fiables cuando se aplican a textos cortos (iguales o mejores que usando Enor),
sin necesitar ninguna información a priori, mientras que Enor necesita una elección previa
sobre qué tipo de partición natural o artificial del texto debe ser considerada. La detección
correcta o incorrecta de las palabras clave dependerá de dicha elección.

term speed (476 words) sound (1306 words) statistics (3903 words)
XXXXXXXXrank

measure
C Enor C Enor C Enor

1 per is speed the statistics value
2 time time pressure waves the the
3 hour per waves a population population
4 h symbol noise sound hypothesis hypothesis
5 distance or an medium measurements interval
6 interval the level in experimental measurements
7 or an intensity and models can
8 units s energy is sample is
9 an hour pa pressure probability sample
10 km a hz speed significance true

Tabla 2.1: Ranking de las 10 primeras palabras clave extraídas usando C y Enor (en
secciones) de las entradas en Wikipedia ‘speed’, ‘sound’ y ‘statistics’.

2.6. Conclusión

En este capítulo proponemos dos métricas de evaluación, pr(n) y AP, especialmente
indicadas para cuantificar el comportamiento de detectores de palabras clave y basadas en
las necesidades de un usuario típico. Estas dos métricas nos permiten evaluar y comparar
dos diferentes aproximaciones al problema de la detección de palabras clave, la entrópica
y la basada en clustering, para la que además presentamos algunas mejoras. Comparamos
el comportamiento de los dos detectores de palabras clave en textos cortos y largos. Como
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texto largo, elegimos el libro The Origin of Species debido a la disponibilidad de un
glosario que se usará como referencia. En el caso de textos cortos, presentamos por un
lado resultados cuantitativos obtenidos en el capítulo más corto de The Origin of Species
y testados con el glosario, y, por otro lado, resultados cualitativos obtenidos de entradas
de Wikipedia, los cuales consideramos como nuestros textos cortos genéricos.

Aunque ambos métodos funcionan razonablemente bien en textos largos, concluimos
que el comportamiento de la medida entrópica presenta una fuerte dependencia de la
partición del texto seleccionado, dando resultados fiables solo para elecciones adecuadas,
lo cual no es trivial ya que no las conocemos a priori. Sin embargo, las medidas basadas en
clustering parecen dar resultados exitosos tanto en textos largos como cortos sin ninguna
información previa del texto. Incluso en los casos donde la partición del texto lleva a
resultados precisos usando la aproximación entrópica, las medidas basadas en clustering
proporcionan resultados iguales o mejores.
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Distribución de las distancias entre
símbolos en secuencias aleatorias.
Aplicación a la detección de
clustering

En capítulos anteriores hemos visto cómo la distribución espacial de una palabra a
lo largo de un texto está relacionada con su relevancia, siendo esta mayor cuanto más
nos separemos de la distribución esperada por azar. Medidas que cuantifican dicha des-
viación han resultado útiles para detectar las palabras clave de un texto, sin disponer de
información previa sobre el contenido del mismo.

Recordemos que se caracterizaba la distribución espacial de una palabra a lo largo
del texto usando la distribución p(d) de las distancias entre apariciones sucesivas de la
palabra. También vimos que la distribución que se asumía como referencia para una
palabra distribuida al azar [Ortuño et al., 2002; Herrera and Pury, 2008; Carpena et al.,
2009; Carretero-Campos et al., 2013; Oliver et al., 2002; Hackenberg et al., 2012, 2010;
Altmann et al., 2009] es la distribución geométrica. Una vez que la palabra aparece, la
distancia hasta la próxima aparición se interpreta como el número de ensayos necesarios
para tener un primer éxito, entendiendo por éxito que la palabra vuelva a aparecer. Si
denotamos por p ≡ n/N la probabilidad de encontrar la palabra en el texto, entonces

pgeo(d) = p(1− p)d−1. (3.1)

Sin embargo, la distribución pgeo(d) es la que se obtiene asintóticamente en el límite
para N y n tendiendo a infinito, manteniendo constante el ratio n/N . Y, como conse-
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cuencia, puede llevar a resultados incorrectos si la palabra tiene una frecuencia baja y el
texto es corto (es decir, para N y n pequeños). El objetivo de este capítulo es entonces
obtener la distribución exacta pN,n(d) esperada por azar para N y n finitos, y usarla en
la detección de palabras clave. De hecho, veremos en este capítulo que su uso permite
mejorar la detección en textos cortos, y también distinguir entre palabras clave genéricas
o de uso más general frente a palabras clave muy específicas.

3.1. Distribución entre apariciones sucesivas de una
palabra esperada por azar

Consideramos un texto de longitudN , que podemos identificar como el intervalo [1, N ],
en el que las posiciones de una palabra serán números enteros en dicho intervalo. Con-
sideramos una palabra que aparece al azar n veces en el texto (n ≤ N), situada en las
posiciones ji, para i = 1, 2, . . . , n, con 0 < j1 < j2 < . . . < jn < N + 1. El conjunto de
n − 1 distancias entre apariciones sucesivas de la palabra viene dado por di = ji+1 − ji
con i = 1, 2, . . . , n− 1. Queremos obtener la probabilidad de encontrar dos apariciones de
la palabra a distancia d.

Incluimos en el conjunto dos distancias adicionales, d0 = j1−0 = j1 y dn = N+1−jn,
equivalentes a considerar dos apariciones “artificiales” de la palabra en las posiciones 0
y N + 1, que podemos interpretar como condiciones de contorno. Nótese que, entre los
dos tipos de condiciones de contorno consideradas en el capítulo anterior, estas son las
que mejores resultados nos dieron. Tenemos entonces un conjunto de n+ 1 distancias que
toman valores en {1, 2, . . . , N + 1− n}. Veremos cómo la inclusión de esas dos distancias
simplifica el cálculo de pN,n(d) y no modifica el resultado final.

Para calcular pN,n(d) contamos el número de formas en las que se puede obtener una
distancia d, analizando todas las posibles maneras de distribuir n apariciones de la palabra
en un texto de longitud N . Tenemos en cuenta tres situaciones distintas:

i) La primera aparición de la palabra se sitúa en la posición j1 = d, lo que es equivalente
a obtener una distancia d al principio del intervalo [0, N + 1]: d0 = d. Esto deja
N−d posiciones posibles para las n−1 apariciones restantes de la palabra, es decir,
hay

(
N−d
n−1

)
configuraciones diferentes con una distancia d al principio del intervalo

[0, N + 1].

ii) La última aparición de la palabra se sitúa en la posición jn = N + 1 − d, lo que
es equivalente a obtener una distancia d al final del intervalo [0, N + 1]: dn = d.
Por simetría, nos encontramos en la misma situación que en i): esto deja N − d
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posiciones posibles para las n− 1 apariciones restantes de la palabra, es decir, hay(
N−d
n−1

)
configuraciones diferentes con una distancia d al final del intervalo [0, N + 1].

iii) d es una distancia “real” entre dos apariciones de la palabra: di = d para algún
i ∈ {1, 2, . . . , n − 1}. Esto ocurrirá si tenemos dos apariciones consecutivas de la
palabra en las posiciones {1, 1 + d}, {2, 2 + d}, {3, 3 + d},..., ó {N − d,N}. Como
consecuencia hay N − d situaciones diferentes en las que podemos encontrar dos
apariciones consecutivas de una palabra a distancia d. Cada una de esas situaciones
deja N − d − 1 posiciones posibles para las n − 2 apariciones restantes. Tenemos
entonces (N−d)

(
N−d−1
n−2

)
configuraciones diferentes con una distancia d en el interior

de [0, N + 1].

Teniendo en cuenta los tres casos, el número total de formas en las que se puede
obtener una distancia d es:

2
(
N − d
n− 1

)
+ (N − d)

(
N − d− 1
n− 2

)
= (n+ 1)

(
N − d
n− 1

)
(3.2)

Podemos obtener entonces pN,n(d) dividiendo (3.2) por el número total de formas de
obtener cualquier distancia del conjunto {1, 2, ..., N − n+ 1}, esto es:

pN,n(d) =
(n+ 1)

(
N−d
n−1

)
N−n+1∑
k=1

(n+ 1)
(
N−k
n−1

) =

(
N−d
n−1

)
(
N
n

) (3.3)

con d = 1, 2, . . . , N − n+ 1.
Observemos que, si N y n son pequeños, podemos obtener pN,n(d) numéricamente

comprobando todas las posibles configuraciones de las n apariciones de la palabra. Pe-
ro, en general, no se puede hacer en un tiempo razonable, debido a que el número de
configuraciones sería muy grande. De ahí la utilidad del resultado obtenido en (3.3).

En la figura 3.1 se muestran varios ejemplos de pN,n(d) para N = 200 y diferentes
números de apariciones n de la palabra. Para n = 40 el número de configuraciones posibles
es
(

200
40

)
' 2 × 1042, que no se pueden comprobar en un tiempo razonable. Para ese

caso, además del resultado exacto de la ecuación (3.3), mostramos el resultado numérico
obtenido generando 108 configuraciones aleatorias.

Antes de analizar las principales características de la distribución pN,n(d) obtenida en
(3.3) observamos que:

i) La probabilidad de la distancia más pequeña posible, d = 1, es

pN,n(1) = n

N
, (3.4)
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que coincide con la probabilidad de encontrar la palabra en una posición determi-
nada. Y la probabilidad de la distancia más grande posible, d = N + 1− n, es

pN,n(N + 1− n) = 1(
N
n

) . (3.5)

ii) Para n = 1, es decir, si la palabra aparece solo una vez, todas las distancias tienen
la misma probabilidad,

pN,1(d) = 1
N
. (3.6)

Para n = 2, la probabilidad decrece linealmente con la distancia d,

pN,2(d) = 2(N − d)
N(N − 1) . (3.7)

Y, en general, para una palabra que aparece n veces, pN,n(d) es un polinomio de
grado (n− 1) en d.

0 50 100 150 200
10-16

10-14

10-12

10-10

10-8

10-6

10-4

10-2 N = 200
 

 

p N
,n
(d

)

word inter-occurrence distance d

 n = 1
 n = 2
 n = 5
 n = 10
 n = 20
 n = 40
 n = 40 (numeric)

Figura 3.1: Ejemplos de distribuciones pN,n(d) obtenidas de la ecuación (3.3) para dife-
rentes números de apariciones n y para N = 200. En el caso n = 40 también se muestra
(círculos) la distribución pN,n(d) obtenida numéricamente generando 108 configuraciones
aleatorias.
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3.2. Algunas propiedades de la distribución

Hemos obtenido analíticamente que la distribución exacta esperada por azar para N
y n finitos es

pN,n(d) =

(
N−d
n−1

)
(
N
n

) , d = 1, 2, . . . , N − n+ 1.

Por construcción, y por ser además una función de masa de probabilidad, es claro que

N+1−n∑
d=1

pN,n(d) =
N+1−n∑
d=1

(
N−d
n−1

)
(
N
n

) =

(
N
n

)
(
N
n

) = 1 (3.8)

La inclusión de las condiciones de contorno d0 = j1 y dn = N + 1 − jn implica que∑n
i=0 di = N + 1. Así que la distancia media es 〈d〉 = (N + 1)/(n + 1) para cualquier

configuración de n apariciones de la palabra. El mismo resultado se obtiene de pN,n(d),
entendiendo esta como una función de masa de probabilidad:

〈d〉 =
N+1−n∑
d=1

d pN,n(d) =
N+1−n∑
d=1

d

(
N−d
n−1

)
(
N
n

) = N + 1
n+ 1 (3.9)

Sin incluir las condiciones de contorno, la media esperada es la misma porque la distri-
bución es también pN,n(d) 1. Sin embargo, medias obtenidas de diferentes configuraciones
de las n posiciones de la palabra serán en general distintas a (3.9), lo que se evita usando
condiciones de contorno.

Para el momento de segundo orden tenemos

〈d2〉 =
N+1−n∑
d=1

d2

(
N−d
n−1

)
(
N
n

) = (N + 1)(2N − n+ 2)
(n+ 1)(n+ 2) (3.10)

y el de tercer orden viene dado por

〈d3〉 = (N + 1)(12N − 7n− 6Nn+ 6N2 + n2 + 6)
(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3) (3.11)

1Se tendrá una distancia d si hay dos apariciones consecutivas de la palabra en alguna de las posiciones
{1, 1 + d}, {2, 2 + d}, {3, 3 + d} . . . , {N − d,N}. Existen, por tanto, (N − d)

(
N−d−1

n−2
)
formas diferentes de

obtener una distancia d en el rango (1, N + 1− n), luego

pN,n(d) =
(N − d)

(
N−d−1

n−2
)∑N+1−n

j=1 (N − j)
(

N−j−1
n−2

) =
(

N−d
n−1

)(
N
n

) .
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Es posible calcular momentos de orden superior a partir de la distribución pN,n(d), aunque
conllevaría una mayor complejidad en sus expresiones explícitas.

De la expresión de los dos primeros momentos, se llega a que la varianza viene dada
por

σ2 = 〈d2〉 − 〈d〉2 = n(N + 1)(N − n)
(n+ 1)2(n+ 2) (3.12)

Observemos que, para N fijo, σ2 alcanza su máximo en n = 1 y es decreciente en n,
tendiendo a 0 cuando n tiende a N . Por otro lado, fijando n, σ2 ∼ N2/n2 para N grande.

En lo que respecta a la distribución acumulada PN,n(k) ≡ Prob{d ≤ k}, su expresión
explícita viene dada por

PN,n(k) =
k∑
d=1

(
N−d
n−1

)
(
N
n

) = 1−
(
N − k
n

) (N−(k+1)
n−1

)
(
N
n

) (3.13)

y puede ser expresada en términos de la función de masa de probabilidad (3.3), es decir,

PN,n(k) = 1−
(
N − k
n

)
pN,n(k + 1) (3.14)

o, en una forma más compacta, como

PN,n(k) = 1−

(
N−k
n

)
(
N
n

) . (3.15)

Las ecuaciones (3.14) y (3.15) nos permiten obtener la función de distribución acumulada
complementaria QN,n(k) ≡ Prob{d > k} = 1− PN,n(k):

QN,n(k) =
(
N − k
n

)
pN,n(k + 1) =

(
N−k
n

)
(
N
n

) . (3.16)

3.2.1. Propiedades asintóticas

Estudiamos ahora la distribución pN,n(d) para N grande, la cual, por definición de
número combinatorio, vendría dada por

pN,n(d) = (N − d)!n!(N − n)!
(n− 1)!(N − d− (n− 1))!N ! . (3.17)
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De este modo, empleando las aproximaciones para N grande

(N − d)!
N ! ∼ 1

Nd
(3.18)

(N − n)!
(N − n− (d− 1))! ∼ (N − n)d−1 (3.19)

obtenemos que
p̂N,n(d) = n

Nd
(N − n)d−1 = n

N

(
1− n

N

)d−1
(3.20)

donde denotamos por p̂N,n(d) a la distribución asintótica para N grande.
Observamos que p̂N,n(d) no es más que la distribución geométrica pgeo(d) (3.1) con

p ≡ n/N . Hemos comprobado que asumir la distribución geométrica como la referencia
para una palabra distribuida al azar en un texto es solo correcto en el límite para N y n
grandes. Así que puede llevar a resultados incorrectos si se usa en un texto corto, como
veremos posteriormente.

3.2.2. Variabilidad máxima

Estudiamos ahora la variabilidad de la distribución pN,n(d) mediante el coeficiente de
variación (cv)

cv ≡
√
σ2

〈d〉
= σ

〈d〉
(3.21)

usado habitualmente para caracterizar la desviación del azar de series temporales en mu-
chos campos científicos como inmunología [Reed et al., 2002], dinámicas humanas [Goh
and Barabási, 2008] o sistemas complejos [Guo et al., 2017]. Recordemos que dicho co-
eficiente era el empleado como medida de relevancia en [Ortuño et al., 2002], donde se
denotaba σ a la desviación estándar del conjunto de distancias normalizadas.

Usando (3.9) y (3.12) obtenemos para pN,n(d) que

cv(N, n) =

√√√√ n(N − n)
(N + 1)(n+ 2) (3.22)

Observamos que el coeficiente cv crece con N y tiende a 1 cuando N → ∞. Por otro
lado, cv alcanza un valor máximo como función de n. En la figura 3.2 se muestra el
comportamiento de cv en función de n para varios valores de N y se observa claramente
el máximo de cv. Si consideramos n como una variable continua, de ∂cv/∂n = 0, llegamos
a que el máximo para cv se obtiene para

nmáx =
√

2N + 4− 2 (3.23)
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Figura 3.2: Coeficiente de variación cv(N, n) como función de n para varios valores de
longitud del texto N . Se observa que, en cada caso, hay un valor de cv máximo cv,máx que
se alcanza para un n particular, nmáx. La línea continua une los valores de cv,máx como
función de nmáx.

Incluimos también en la figura 3.2 la línea del máximo de cv (cv,máx) obtenido de cv,máx =
cv(N, nmáx) y dibujado como función de nmáx.

A partir de (3.23), y teniendo en cuenta que la longitud típica N de los textos es al
menos de varios cientos, podemos concluir que la distribución presenta máxima diversidad
(o mínima homogeneidad) para n '

√
2N .

Nótese que la distribución de las distancias entre apariciones sucesivas pN,n(d) se obtie-
ne considerando una palabra con n apariciones distribuidas al azar en un texto de longitud
N , lo que normalmente es una referencia para homogeneidad. Sin embargo, dependiendo
de n, cambia la homogeneidad de la distribución e incluso presenta un mínimo.

3.3. Cuantificando clustering

Siguiendo con la idea, vista en capítulos anteriores, de que las palabras relevantes
(palabras clave) en un texto tienden a formar clusters (se usan más frecuentemente en
unas partes del texto que en otras, dando lugar a una distribución espacial con muchas
fluctuaciones), veamos si los resultados obtenidos ahora nos permiten plantear una medida
de clustering que capture con más precisión las desviaciones de la distribución espacial
de una palabra de lo esperado si se distribuye al azar.
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Proponemos ahora la medida de clustering de una palabra definida como

K(N, n) = cv,obs(N, n)
cv,exp(N, n) , (3.24)

donde N es la longitud del texto, n el número de apariciones de la palabra en dicho texto y
cv,obs(N, n) (cv,exp(N, n)) el coeficiente de variación observado (esperado si las apariciones
fueran al azar).

La diferencia con la medida σnor (y, en consecuencia, con C) radica en la forma en la
que se calculan cv,exp(N, n) y cv,obs(N, n). En particular, cv,exp(N, n) se calculaba usando
la distribución geométrica (3.1) en lugar de la obtenida para n y N finitos (3.3), para la
que cv viene dado por la ecuación (3.22).

Algunos autores definen una medida de clustering solo mediante el numerador de la
ecuación (3.24) (cv,obs(N, n)) con el nombre de intermittency index [Altmann et al., 2009;
Amancio, 2015; Amancio et al., 2013]. En este caso usan como referencia para una palabra
distribuida al azar la distribución exponencial, para la que cv,exp(N, n) = 1. Sin embargo,
como hemos observado previamente, cv,exp no es constante (figura 3.2), depende de N y
n, y toma valores alejados de la unidad.

Con la definición de la ecuación (3.24), los resultados de K(N, n) para una palabra
concreta se interpretan de la siguiente forma:

i) K(N, n) > 1 implica que las fluctuaciones en la distribución de distancias observada
son mayores que las esperadas por azar, lo que conlleva que la palabra se atrae a sí
misma y forma clusters.

ii) K(N, n) ' 1 indica que las fluctuaciones de las distancias son esencialmente las
esperadas si la palabra se distribuye aleatoriamente a lo largo del texto.

iii) K(N, n) < 1 sugiere pocas fluctuaciones de distancias, implicando la existencia de
repulsión.

Analizamos ahora los cambios mencionados en la forma de obtener cv,obs(N, n) y
cv,exp(N, n), y sus implicaciones.

3.3.1. cv,exp(N, n): distribución geométrica vs. exacta

Vimos anteriormente que la distribución geométrica

pgeo(d) = p(1− p)d−1 (3.25)
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se asumía como la esperada para una palabra con n ocurrencias distribuidas aleatoria-
mente en un texto de longitud N (siendo p ≡ n/N). Sin embargo, vimos también (sección
3.2.1) que esto es sólo correcto asintóticamente, para N y n tendiendo a infinito.

Por otro lado, habíamos obtenido la distribución exacta para N y n finitos, pN,n(d)
(véase (3.3)) como:

pN,n(d) =

(
N−d
n−1

)
(
N
n

) . (3.26)

Si pensamos en el caso de libros largos, tendremos N del orden de 105–106 palabras y
las palabras relevantes con una frecuencia n en el rango de varias decenas a unos pocos
cientos. Con estos números, las diferencias entre el caso asintótico y la distribución exacta
son pequeñas y será suficiente con la aproximación geométrica (ver más abajo). Por ello
los detectores de palabras clave que usan medidas de clustering similares a (3.24) con
la distribución geométrica como la esperada por azar funcionan bastante bien en libros
suficientemente largos [Ortuño et al., 2002; Carpena et al., 2009; Herrera and Pury, 2008;
Carretero-Campos et al., 2013; Mehri et al., 2015].

Sin embargo, para textos cortos o moderadamente largos (como artículos científicos,
informes, páginas web, etc.), N ∼ 103–104 y n es como mucho del orden de unas pocas
decenas. En este caso, si se asume pgeo(d) como la distribución de distancias esperada por
azar en lugar de pN,n(d), se pueden introducir errores importantes cuando estimamos la
probabilidad de una distancia dada.

En la figura 3.3, ilustramos las diferencias entre la distribución geométrica y el resul-
tado exacto para N y n finito en varios casos:

La Figura 3.3a muestra la distribución exacta (símbolos) y la correspondiente distri-
bución geométrica (líneas continuas) para diferentes valores de longitud del texto N
y de frecuencia de la palabra n, en función de la variable espacial natural, la distan-
cia normalizada d̄ = d/〈d〉. Para cada combinación de N y n, la probabilidad p de
la correspondiente distribución geométrica se obtiene como p = n/N . Para valores
grandes de n (ver casos n = 200 en la figura), que son los esperados en un libro lar-
go, los resultados para ambas distribuciones son muy similares independientemente
de N . Sin embargo, para valores pequeños de n (ver casos n = 5 en la figura), se
observa que los resultados son similares solo en el rango d̄ ≤ 2 mientras que, para
d̄ > 2, los resultados para pN,n(d) son órdenes de magnitud más pequeños que los de
pgeo(d). Así que, si se usa la distribución geométrica para estimar la probabilidad de
una distancia en ese rango, dicha probabilidad estaría severamente sobreestimada.

La figura 3.3b muestra el ratio r(d) ≡ pN,n(d)/pgeo(d), también como función de la
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Figura 3.3: a) Distribución exacta de las distancias entre apariciones pN,n(d) (símbolos)
y la correspondiente distribución geométrica pgeo(d) (líneas continuas) como función de
la distancia normalizada d/〈d〉 para diferentes combinaciones de valores de N y n. Para
las distribuciones geométricas, p = n/N . b) El ratio pN,n(d)/pgeo(d) para los 4 casos
mostrados en a). Nótese que las curvas colapsan para palabras con la misma frecuencia
n, indicando que n es la variable natural para medir la desviación del caso asintótico.
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distancia normalizada d̄, para comparar mejor ambos casos para distintos valores
de n. En primer lugar, observamos que las curvas con el mismo valor de n colapsan,
independientemente de N . Esto sugiere que n es la variable natural para medir la
desviación del caso asintótico. En segundo lugar, observamos que, como esperába-
mos, para n grande, r(d) ∼ 1 en todo el rango estudiado de d̄. Sin embargo, para n
pequeño, se presentan dos regímenes:

1. En el rango 0 < d̄ ≤ 2 el ratio r(d) es mayor que uno, luego la probabilidad
de una distancia en ese rango es subestimada cuando usamos pgeo(d). En dicho
intervalo se observa un máximo para r(d). Usando (3.25) and (3.26) se puede
probar que para N grande el máximo se alcanza en dmax = N/n y su valor es
r(dmax) ' 1 + 1/(2n).

2. En el rango d̄ > 2, r(d) decrece abruptamente a medida que crece d̄, conllevando
una gran sobreestimación al usar pgeo(d).

Estas diferencias entre las distribuciones exacta y geométrica se verán también refle-
jadas en sus respectivos coeficientes de variación. Recordemos que en el caso geométrico

cv,geo(N, n) =
√

1− n/N =
√

1− p, (3.27)

y en el caso de pN,n(d) (ver ecuación (3.22))

cv,exact(N, n) =

√√√√ n(N − n)
(N + 1)(n+ 2) . (3.28)

En la figura 3.4 se muestran cv,geo y cv,exact en función de n, y consideramos dos casos.
En el primero fijamos la longitud del texto N (línea discontinua y círculos) y en el segundo
fijamos p de modo que N = n/p (línea continua y cuadrados). Tal y como esperábamos,
a medida que aumenta n, cv,exact tiende asintóticamente a cv,geo en ambos casos. Así que,
para valores grandes de n, como ocurre en libros largos, no habría diferencia en usar
cv,exact o cv,geo en la medida de relevancia (3.24). Sin embargo, para n pequeño, que es la
situación normal en textos cortos, las diferencias son sustanciales. De hecho se observa
que cv,geo/cv,exact > 1 y, cuanto más pequeño sea n, mayor es el ratio, indicando que el
uso de cv,exact en lugar de cv,geo en (3.24) es más sensible a la detección de clustering en
palabras de frecuencia baja. Veremos más ejemplos en secciones posteriores.
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Figura 3.4: Coeficientes de variación esperados obtenidos de la distribución geométrica
(cv,geo) y del resultado exacto (cv,exact) como función de n. Distinguimos entre un texto
con una longitud fija de N = 1000 palabras y una palabra con una probabilidad fija
p = 0.01 (y, por tanto, N = n/p).

3.3.2. cv,obs(N, n): la necesidad de condiciones de contorno

Consideremos una palabra que aparece n veces en un texto de longitud N en las po-
siciones j1, j2, . . . , jn. Si no consideramos condiciones de contorno, tendremos el conjunto
de n − 1 distancias entre apariciones obtenido de di = ji+1 − ji. En este caso, la media
〈dobs〉 difiere en general de la esperada por azar 〈d〉 = (N + 1)/(n + 1) ya que, depen-
diendo de la distribución espacial particular de la palabra dada, ∑n−1

i=1 di varía en el rango
n − 1 ≤ ∑n−1

i=1 di ≤ N − 1. Recordemos que 〈d〉 es la misma independientemente de si
aplicamos condiciones de contorno o no (3.9). Sin embargo, con condiciones de contorno,
la media observada coincide siempre con la esperada ya que en este caso tenemos n + 1
distancias con ∑n+1

i=1 di = N + 1.
Obviamente 〈d2

obs〉 será también muy diferente si la evaluamos a partir de las n−1 dis-
tancias o considerando condiciones de contorno con n+ 1 distancias. Como consecuencia,
el coeficiente de variación observado cv,obs(N, n) cambiará sustancialmente dependiendo
de si se imponen condiciones de contorno o no.

Mostramos ahora un ejemplo de clustering extremo que sería interpretado como una
fuerte auto-repulsión si no se usan condiciones de contorno. En efecto, supongamos que
tenemos un texto de longitud N y una palabra que aparece n veces, lo más clusterizada
posible, con todas sus apariciones separadas por distancia uno desde la posición m, es
decir, en m,m + 1, . . . ,m + n − 1 donde m ∈ [1, N + 1 − n]. Obtenemos entonces que
〈dobs〉 = 〈d2

obs〉 = 1, de donde cv,obs(N, n) = 0. Esto lleva (3.24) a K(N, n) = 0 que,
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como vimos previamente, indica repulsión extrema. Sin embargo, si usamos condiciones
de contorno, tendremos dos distancias adicionales d0 = m y dn = N+1−(m+n−1), y esto
nos llevará a obtener el valor de clustering más alto posible, como veremos posteriormente.
Este ejemplo muestra la necesidad del uso de condiciones de contorno.

3.3.3. Valores de clustering extremos

Una vez que hemos analizado cómo calcular adecuadamente cv,exp y cv,obs para usarlos
en la medida de clustering K(N, n) (3.24), estudiaremos ahora cuáles son los valores
extremos de K(N, n).

Consideramos un texto de longitud N y una palabra que aparece n veces en el texto.
Fijados N y n, el valor de cv,exp(N, n) viene dado por la ecuación (3.28). Por otro lado,
cv,obs será máximo cuando σ2

obs alcance también su valor máximo. Asumiendo condiciones
de contorno, esto ocurrirá cuando todas las n apariciones de la palabra estén concentradas
al principio, al final, o divididas entre el principio y el final del texto. En todos estos casos,
el conjunto de n + 1 distancias consistirá en n distancias de valor 1 y una distancia de
valor N + 1− n. Por tanto, como 〈dobs〉 = (N + 1)/(n+ 1), tenemos que:

σ2
obs,max = n+ (N + 1− n)2

n+ 1 −
(
N + 1
n+ 1

)2
. (3.29)

Usando esta expresión en (3.21) podemos obtener el valor máximo de cv,obs y, mediante
(3.24), el valor máximo de clustering

Kmax(N, n) =
√

(N − n)(n+ 2)
N + 1 '

√
n+ 2, (3.30)

donde la aproximación funciona porque típicamente n� N .

Una situación de clustering extremo cercana al valor máximo aparece cuando hay un
único cluster que no está ni al principio ni al final del texto. Consideremos un único cluster
que empieza en la posición j, ocupando entonces las posiciones j, j + 1, . . . , j + n− 1. El
conjunto de distancias está formado por n−1 distancias de valor 1, y por las dos distancias
adicionales de valores j y N + 1− (j + n− 1). Procediendo como antes, podemos obtener
σ2

obs y su correspondiente K(N, n; j), que en este caso depende también de j. Obviamente,
para j = 1 y j = N − n + 1, K(N, n; j) = Kmax(N, n) ya que el cluster está localizado
al principio o al final del texto, respectivamente. Para j en el rango 1 < j < N − n + 1,
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K(N, n; j) tiene un mínimo en jmin = (N − n+ 2)/2, donde el valor de clustering es

K(N, n; jmin) =

√√√√(N − n)(n+ 2)(n− 1)
2n(N + 1)

=
√
n− 1

2n Kmax(N, n) (3.31)

Definimos Kb(N, n) ≡
√

(n− 1)/2nKmax(N, n) y lo consideraremos como la cota in-
ferior para clustering extremo.

Valores de clustering extremo similares se obtienen para situaciones en las que una
palabra está localizada casi en su totalidad en un único cluster con unas pocas apariciones
aisladas fuera del cluster, o una palabra localizada en dos clusters muy distantes.

Este análisis nos lleva a concluir que las palabras con clustering extremo se pueden
identificar cuando el valor de clustering correspondiente está en el rango Kb(N, n) ≤
K(N, n) ≤ Kmax(N, n). Usaremos esta propiedad en la siguiente sección.

Notemos que los valores de clustering extremo mostrados en las ecuaciones (3.30) y
(3.31) se han obtenido bajo la hipótesis de tener clusters con muchas distancias de valor 1.
Obviamente esto no ocurre en un texto real (aunque sí puede ocurrir en otras secuencias
simbólicas), donde las distancias típicas entre palabras son siempre mayores que 1 incluso
dentro de un cluster. Sin embargo, dado que dentro del cluster las distancias típicas son
mucho más pequeñas que la media esperada (3.9), y que el coeficiente de variación mide las
fluctuaciones de las distancias comparadas con la media, los valores de clustering extremo
de las ecuaciones (3.30) y (3.31) son también aplicables en este caso.

3.4. Aplicaciones

Los valores de la medida de clustering (3.24) pueden cambiar sustancialmente si se
calcula como hemos propuesto en las secciones anteriores, usando que cv,exp(N, n) =
cv,exact(N, n) y aplicando condiciones de contorno para obtener cv,obs(N, n), o si se cal-
cula usando que cv,exp(N, n) = cv,geo(N, n) y sin aplicar condiciones de contorno para
obtener cv,obs(N, n). Para distinguir ambos casos, las denotaremos K(N, n) y K̂(N, n),
respectivamente. Nótese que K̂(N, n) no es más que la medida σnor descrita en el capítulo
1.

Como consecuencia de lo analizado en las secciones anteriores, la hipótesis es que usar
K(N, n) en lugar de of K̂(N, n) debería mejorar los resultados en dos aspectos:

i) K(N, n) debería detectar mejor el clustering asociado a las palabras relevantes,
especialmente en el caso de textos cortos y palabras de frecuencia baja. La razón es
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el uso de cv,exact(N, n) en K(N, n) en lugar del asintótico cv,geo(N, n) en K̂(N, n), el
cual sobreestima el clustering esperado por azar para palabras de frecuencia baja.
Hasta donde nosotros sabemos, es la primera medida de relevancia que incorpora la
información procedente de la distribución exacta esperada por azar en lugar de la
asintótica.

ii) Solo cuando se consideran condiciones de contorno los diferentes regímenes de dis-
tribución espacial de las palabras pueden ser adecuadamente asociados a valores de
clustering: K > 1 implica clustering, K ' 1 indica distribución al azar y K < 1
auto-repulsión. Esto no es siempre cierto cuando se usa K̂, como se ha mostrado
anteriormente con un ejemplo de clustering extremo interpretado como repulsión.

Como vimos en el capítulo anterior, el libro The Origin of Species se ha usado como la
referencia estándar para muchos algoritmos de detección de palabras clave [Herrera and
Pury, 2008; Carretero-Campos et al., 2013; Mehri et al., 2015], en parte porque contiene
su propio glosario que permitía decidir la relevancia de una palabra de forma menos
subjetiva que en otros casos. Al analizar el libro completo, todas las palabras relevantes
son relativamente frecuentes (n alrededor de varias decenas), por lo que cv,exact y cv,geo

son casi idénticos (ver figura 3.4). De hecho, otros detectores de palabras clave funcionan
bien en este caso. Mostramos en la tabla 3.1 el ranking de las 10 palabras más relevantes
obtenidas usando K y K̂ y, por comparar, el obtenido con la medida Enor [Herrera and
Pury, 2008] usando la división en capítulos como partición. Los tres rankings son bastante
similares y las palabras clave extraídas reflejan muy bien los contenidos del libro. Nótese
que la palabra ‘wax’, de la que ya hablamos en la sección 2.1.2, aparece en el octavo lugar
en el ranking de K, pero en el de K̂ ocupa la posición 1406. Aquí se refleja el efecto de
usar condiciones de contorno ya que la frecuencia de la palabra es relativamente alta y,
por tanto, tiene poca influencia.

Sin embargo, si se considera un texto corto, las diferencias entre K y K̂ se acentuarán
debido al efecto de la frecuencia baja de las palabras (que también puede afectar conside-
rablemente a otras medidas de relevancia). Mostramos, como hicimos en el capítulo 2 de
esta memoria, los resultados de analizar el capítulo más corto del libro, titulado Struggle
for existence (Capítulo III). En la tabla 3.2 se muestran resultados para K, K̂ y Enor

(usando partición en párrafos). Observamos, como esperábamos, que K presenta el mejor
comportamiento ya que tanto K̂ como Enor incluyen entre las primeras palabras de sus
rankings palabras no relevantes. En el caso de K̂ aparecen ‘had’ y ‘said’. Para entender
mejor las diferencias entre K y K̂ en textos cortos, mostramos en la tabla 3.3 algunas
palabras clave del capítulo analizado, junto a sus frecuencias y sus posiciones en ambos
rankings.
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K ranking K̂ ranking Enor ranking
formations formations hybrids
sterility cells sterility
hybrids sterility i
bees hybrids species

instincts bees islands
instinct instincts forms
cells workers instincts
wax slaves varieties

fertility instinct breeds
slaves diagram fertility

Tabla 3.1: Ranking de las 10 palabras más relevantes extraídas del libro The Origin of
Species, de Charles Darwin. Las palabras están ordenadas en orden decreciente de K
(primera columna), K̂ (segunda columna), y la medida entrópica Enor [Herrera and Pury,
2008] (tercera columna).

K ranking K̂ ranking Enor ranking
varieties varieties or
selection had been
bees cattle we

advantage trees the
heath said heath

individual climate i
competition species bees

Tabla 3.2: Ranking de las 7 palabras más relevantes extraídas del capítulo III del libro The
Origin of Species, de Charles Darwin. Las palabras están ordenadas en orden decreciente
deK (primera columna), K̂ (segunda columna) and Enor [Herrera and Pury, 2008] (tercera
columna).
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Se observa que, en general, para palabras con frecuencia relativamente grande, co-
mo ‘varieties’, las dos medidas son similares. De hecho, es la primera palabra de ambos
rankings de relevancia. Sin embargo, para palabras relevantes con frecuencia pequeña
(n < 10), observamos que K mejora considerablemente los resultados. Las palabras más
relevantes para el capítulo (‘selection’, ‘advantage’, ‘individual’, ‘competition’, etc) están
en la parte superior de su ranking, no así en el de K̂, en el que ocupan posiciones bastante
más lejanas.

word word count n rank K rank K̂
varieties 16 1 1
selection 6 2 36
advantage 5 4 197
individual 6 6 219
competition 7 7 11

natural 7 16 207

Tabla 3.3: Ranking de palabras relevantes extraídas del capítulo más corto (Capítulo III)
del libro The Origin of Species, de Charles Darwin. Incluimos la frecuencia de la palabra
en el capítulo (segunda columna), y la posición de la palabra en el ranking de relevancia
obtenido usando K (tercera columna) o K̂ (cuarta columna).

3.4.1. Palabras clave genéricas vs. específicas

Los resultados de clustering extremo de la sección 3.3.3 nos permiten sugerir una forma
de clasificar las palabras clave (palabras con valores altos de K) en dos clases: genéricas
y específicas.

Las palabras clave genéricas son palabras con valores altos de K, pero que se usan a lo
largo de todo el texto. Se pueden identificar atendiendo a dos características principales:
deben ser relativamente frecuentes y su valor de K, aunque alto, debe ser más pequeño
que la cota de clustering extremo Kb(N, n) determinada en la sección 3.3.3.

Por otro lado, las palabras clave específicas están descritas por las siguientes parti-
cularidades: su frecuencia no puede ser grande y su valor de K debería estar próximo
o superar la cota de clustering extremo. Notemos que esto solo puede ocurrir cuando la
palabra está concentrada en un único cluster o en una situación similar, implicando que
la palabra se usa solo en un contexto muy específico del texto.

En la figura 3.5 mostramos los valores de K(N, n) para todas las palabras del vocabu-
lario de The Origin of Species como función del número de apariciones de la palabra n.
También incluimos dos líneas que corresponden al valor máximo de clustering Kmax(N, n)
y a la cota para clustering extremo Kb(N, n).
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K

K

K

Figura 3.5: Valores de clustering K(N, n) para las palabras del vocabulario del libro The
Origin of Species como función de la frecuencia n. Incluimos solo palabras con n > 3.
Las líneas corresponden al valor máximo de clustering Kmax(N, n) y a la cota inferior de
clustering extremo, Kb(N, n).

Indicamos en la figura dos ejemplos típicos correspondientes a palabras clave genéricas
y específicas.

El caso de ‘wax’, ya comentado cuando discutíamos los resultados de la tabla 3.1,
corresponde a una palabra clave específica ya que su valor deK está situado prácticamente
sobre la línea de clustering extremo. Esta palabra sólo se detecta como palabra clave si
se usa K (en lugar de K̂), como consecuencia de aplicar condiciones de contorno.

La especificidad de ‘wax’ se puede apreciar mejor en la figura 3.6 (panel superior)
donde las posiciones de las 39 apariciones de la palabra en el texto se indican con líneas
verticales. De hecho, ‘wax’ aparece solo en el intervalo 71066-74741 (como ya comentamos
en el capítulo 2 de esta memoria), incluido dentro del capítulo VII del libro, en el que se
estudia el comportamiento de las abejas.

En cuanto a ‘hybrids’, es una palabra de mayor frecuencia (n = 136) y también mayor
valor de K que ‘wax’. Sin embargo, su valor de K está situado bastante por debajo de la
línea de clustering extremo (ver la figura 3.5) y esta situación corresponde a una palabra
clave genérica: altamente clusterizada pero que no se usa en un único contexto. De hecho
esto se confirma en la figura 3.6 (panel inferior), donde mostramos las posiciones de las 136
apariciones de ‘hybrids’ a lo largo de todo el texto, y donde se muestra cómo la palabra
está clusterizada pero se usa en diferentes contextos.

Se puede consultar la aplicación de estos resultados a otros textos en el Apéndice A.
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Figura 3.6: Posiciones de las palabras ‘wax’ (n = 39, panel superior) y ‘hybrids’ (n = 136,
panel inferior) en el libro The Origin of Species

3.5. Conclusión

En este capítulo, se ha obtenido analíticamente la distribución exacta de las distancias
entre apariciones sucesivas de una palabra en un texto (o, en general, de un símbolo en
una secuencia simbólica) asumiendo que las posiciones en las que aparece se eligen al azar.
Tradicionalmente se consideraba la distribución geométrica como la referencia en ese caso,
pero comprobamos que solo se verifica asintóticamente. Se analizan las propiedades de la
distribución y, en particular, se muestra que existe un valor de frecuencia para el que
la variabilidad de la distribución es máxima. El conocimiento de la distribución exacta
mencionada, junto a la aplicación de condiciones de contorno, permite mejorar la detección
de clustering en secuencias simbólicas, especialmente si el símbolo aparece pocas veces.
En textos, el análisis de valores extremos de clustering permite clasificar las palabras clave
en genéricas y específicas.

90



Parte II

Correlaciones de largo alcance
asociadas a palabras clave





Capítulo 4

Correlaciones de largo alcance.
Generalidades

En la primera parte de esta memoria hemos visto que existe una relación clara entre
la relevancia de una palabra y su distribución espacial a lo largo del texto, y que una
medida adecuada de clustering nos permite detectar exitosamente las palabras clave de
un texto, sin necesidad de disponer de información previa.

El clustering de una palabra relevante conlleva la presencia de grandes fluctuaciones
de su frecuencia de aparición. Es intuitivo plantearse si la secuencia que representa las
apariciones de dicha palabra a lo largo del texto tiene correlaciones de largo alcance. Si el
clustering y las correlaciones están relacionados, una medida que cuantifique la existencia
de correlaciones de largo alcance también nos serviría para detectar relevancia.

De hecho veremos en el capítulo 6 cómo la distribución espacial tan heterogénea de
las palabras relevantes se debe a fuertes interacciones entre ellas, que se manifiestan como
correlaciones de largo alcance en ley de potencias que se extienden a escalas mucho mayores
de las que cabría esperar por las reglas sintácticas de escritura en el lenguaje humano. Y,
tal como intuíamos, comprobaremos que el grado de correlaciones de largo alcance de una
palabra va a ser una buena medida de su relevancia para el texto.

Antes de abordar dicho estudio, emplearemos este capítulo para definir formalmente
el concepto de correlación de largo alcance, y realizar una breve revisión de métodos
usados en la literatura para caracterizarlas y cuantificarlas. En concreto profundizaremos
en uno de los métodos, denominado Detrended Fluctuation Analysis (DFA), que será el que
emplearemos para cuantificar las correlaciones en textos. Analizaremos su comportamiento
aplicándolo a secuencias sintéticas generadas con correlaciones controladas mediante el
Método de Filtrado de Fourier. Por último, haremos un breve inciso sobre la generación
y cuantificación de correlaciones en secuencias binarias, que nos será de utilidad para el
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estudio de las estadísticas de tiempos de paso que realizaremos capítulos posteriores.

4.1. Caracterización

Hay evidencia en la literatura de que muchos sistemas físicos y biológicos poseen pro-
piedades invariantes de escala caracterizadas por correlaciones de largo alcance: secuencias
de ADN [Peng et al., 1992; Buldyrev, 2006], dinámica cardíaca [Ivanov et al., 1996, 1999;
Kantelhardt et al., 2003; Ashkenazy et al., 2001], fluctuaciones electroencefalográficas hu-
manas [Robinson and Harsch, 2002; Sapir et al., 2003], actividad motora humana [Hu
et al., 2004], el modo de andar [Hausdorff et al., 2001; Ashkenazy et al., 2002], etc. Tam-
bién en meteorología [Koscielny-Bunde et al., 1998; Talkner and Weber, 2000; Govindan
et al., 2001], señales sísmicas [Varotsos et al., 2003b], economía [Ivanov et al., 2004; Lee,
2009], música [Jennings et al., 2004], etc. Para comprender e interpretar la dinámica de
tales sistemas surge la necesidad de entender, caracterizar y cuantificar las correlaciones
de largo alcance.

Nótese que este comportamiento fue observado por primera vez por el hidrologista
británico Harold Edwin Hurst cuando estudiaba cómo regular el flujo del río Nilo, el
cual era conocido por el hecho de que largos periodos de sequía eran seguidos por largos
periodos de inundaciones. En la figura 4.1 podemos observar los niveles anuales mínimos
correspondientes a los años 622 - 1281.
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Figura 4.1: Niveles mínimos de agua anuales del río Nilo durante los años 622-1281 (ob-
tenida de [Beran, 1994])
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4.1. Caracterización

4.1.1. Definiciones previas

Para entender formalmente el concepto de correlaciones de largo alcance, necesitamos
algunas definiciones previas [Beran, 1994]:

Sea {Xi}i∈Z un proceso estocástico tal que µi = E(Xi) y σ2
i = var(Xi) existen y son

finitas. Definiremos la autocovarianza entre Xi y Xj, γ(i, j), mediante la fórmula:

γ(i, j) = E [(Xi − µi) (Xj − µj)] (4.1)

Diremos que el proceso {Xi}i∈Z es estacionario (en sentido amplio: wide sense stationary
WSS) si se cumplen las siguientes condiciones:

La media µi = E(Xi) es constante, independiente de i: µi = µ = cte.

La autocovarianza entre Xi y Xj sólo depende del intervalo transcurrido entre i y j:
γ(i, j) = γ(i− j) = γ(j − i). Si k = |i− j|, abusaremos de notación y escribiremos
γ(k).

Nótese que, como consecuencia, la varianza σ2
i = var(Xi) también es constante, indepen-

diente de i, ya que: σ2
i = var(Xi) = γ(i, i) = γ(0) = σ2 = cte.

La autocorrelación entre Xi y Xj viene definida de la siguiente forma:

ρ(i, j) = γ(i, j)
σiσj

(4.2)

Entonces, si el proceso es estacionario, tendremos que:

ρ(i, j) = ρ(i− j) = ρ(j − i) = ρ(k) = γ(k)
σ2 (4.3)

Obtenemos así una medida de la dependencia entre eventos que están separados una
distancia k.

Una vez definidos estos conceptos ya tenemos las herramientas necesarias para explicar
qué es un proceso estocástico estacionario con correlaciones de largo alcance [Beran, 1994].

4.1.2. Caracterización

Caracterización I (mediante la función de autocorrelación).

Sea {Xi}i∈Z un proceso estocástico estacionario. Diremos que es un proceso con corre-
laciones de largo alcance o dependencia fuerte si existen un número real δ ∈ (0, 1)
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y una constante cρ > 0 verificando que:

ĺım
k→∞

ρ(k)
cρk−δ

= 1 (4.4)

Diremos también que se trata de un proceso con memoria larga (long-memory proces-
ses), ya que la dependencia entre eventos disminuye muy lentamente al incrementar la
distancia entre ellos. De hecho se tiene que las correlaciones decaen a cero tan lentamente
que no son sumables:

∞∑
k=−∞

ρ(k) =∞ (4.5)

Este comportamiento en ley de potencias, ρ(k) ≈ cρk
−δ cuando k →∞, indica la carencia

de cualquier escala característica y, por tanto, la invariancia de escala o comportamiento
fractal de la secuencia (ver sección 4.1.4). Por el contrario, los procesos con correlaciones
sumables ∞∑

k=−∞
ρ(k) <∞ (4.6)

serán llamados procesos con correlaciones de corto alcance o dependencia débil o
memoria corta.

Caracterización II (mediante la función de densidad espectral).

También podemos caracterizar los procesos con correlaciones de largo alcance por
medio de la función de densidad espectral. El teorema de Wiener-Kintchine establece
que la densidad espectral de un proceso estocástico WSS es la transformada de Fourier
de la correspondiente función de autocorrelación. Entonces, dado un proceso estocástico
{Xi}i∈Z estacionario con función de autocorrelación ρ(k), definimos la densidad espectral
en la forma [Priestley, 1981]:

f(λ) = σ2

2π

∞∑
k=−∞

ρ(k) exp(ikλ) (4.7)

Diremos ahora que el proceso tiene correlaciones de largo alcance o dependencia fuerte
o memoria larga si existen un número real β ∈ (0, 1) y una constante cf > 0 tales que:

ĺım
λ→0

f(λ)
cf |λ|−β

= 1 (4.8)

Observemos que las dos definiciones son equivalentes, lo cual nos permite relacionar
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los exponentes δ y β:
− β = δ − 1⇒ β = 1− δ (4.9)

Todo lo anterior se extiende convenientemente al caso de procesos en tiempo continuo
(se omiten los detalles).

4.1.3. Estimadores

Las dos caracterizaciones descritas en la sección anterior son asintóticas, y de ahí la
dificultad que presenta el estudio de las correlaciones de largo alcance en secuencias finitas.

Función de autocorrelación estimada.

En la práctica, dada una secuencia estocástica {Xi}i=1,...,N , la función de autocorrela-
ción a distancia k se estima mediante la función C(k) definida de la siguiente forma:

C(k) =

∑N−k
i=1 XiXi+k
N−k −

∑N−k
i=1 Xi

N−k

∑N−k
i=1 Xi+k
N−k∑N

i=1(Xi−〈X〉)2

N

, donde 〈X〉 =
∑N
i=1Xi

N
(4.10)

De aquí en adelante nos referiremos a la función C(k) como función de autocorrelación,
sobreentendiendo que se trata de la función de autocorrelación estimada.

Por tanto, en la práctica diremos que tenemos correlaciones de largo alcance cuando
la función C(k) se comporta como una ley de potencias en la forma:

C(k) ∝ 1
kδ

(4.11)

Diremos también que las secuencias con correlaciones de corto alcance tendrán una función
de autocorrelación C(k) que decrece de manera suficientemente rápida como para que sea
sumable. Para una secuencia aleatoria pura, es esperado que los coeficientes C(k) sean
próximos a 0 para k 6= 0.

Espectro de potencias.

Dada una secuencia estocástica {Xi}i=1,...,N , llamaremos espectro de potencias y de-
notaremos por S(f) (f denota frecuencia), al módulo al cuadrado de la transformada de
Fourier de la secuencia. Tendremos entonces correlaciones de largo alcance si:

S(f) ∝ 1
fβ

(4.12)
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Al caracterizar los procesos estacionarios con correlaciones de largo alcance mediante
las ecuaciones (4.4) y (4.8), los exponentes δ y β estaban comprendidos entre 0 y 1, y
relacionados en la forma β = 1−δ. Sin embargo, en general, cuando calculemos el espectro
de potencias de secuencias obtenidas de procesos reales, se pueden encontrar comporta-
mientos en la forma (4.12) para valores de β fuera de ese rango, tanto menores que 0 como
mayores que 1 (ya que muchas señales físicas y biológicas exhiben no estacionariedad).
Diremos que:

i) Si β = 0, la secuencia no tiene correlaciones. En este caso el espectro es constante
y por tanto contiene todas las frecuencias con el mismo peso. Por analogía a lo que
ocurre con la luz blanca a este tipo de secuencias se les llama “ruido blanco” (white
noise).

ii) Si β > 0, las correlaciones son positivas. Como casos particulares tenemos β = 2,
llamado “ruido rojo” o “ruido browniano” en honor a Robert Brown. Este tipo de
espectro es el correspondiente al movimiento browniano (ver sección 4.1.4), que no
es estacionario. Y el caso β = 1, llamado “ruido 1/f” o “ruido rosa”, por estar
comprendido entre el blanco y el rojo.

iii) Si β < 0, tenemos anticorrelaciones o correlaciones negativas.

En la figura 4.2 podemos observar gráficamente la diferencia entre anticorrelaciones o
correlaciones negativas (β < 0), ausencia de correlaciones (β = 0) y correlaciones positivas
(β > 0). Para ello hemos generado mediante el Método de Filtrado de Fourier (que será
descrito en 4.2) cuatro secuencias todas de tamaño N = 29, y caracterizadas por un
espectro en ley de potencias que sigue la ecuación (4.12) con β = −1, β = 0, β = 1 y
β = 2, respectivamente.

Notemos que la función C(k) sólo puede aplicarse a secuencias estacionarias y cuando
β ≥ 1, δ satura en 0 [Coronado and Carpena, 2005]:

δ =

 1− β si β < 1
0 si β ≥ 1

(4.13)

4.1.4. Ruido gaussiano fraccionario y movimiento browniano frac-
cionario

Hemos visto anteriormente cómo las secuencias estocásticas con correlaciones de largo
alcance son caracterizadas por estadísticas en ley de potencias. Esto indica la carencia de
una escala característica y, por tanto, la invariancia de escala o comportamiento fractal
de la secuencia. Por eso también son denominadas señales fractales o ruidos fractales.
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Figura 4.2: Comportamiento de las correlaciones de una secuencia estocástica en función
del exponente de su espectro de potencias β: β < 0 indica anticorrelaciones o correlaciones
negativas; β = 0 indica ausencia de correlaciones y β > 0 indica correlaciones positivas

En sentido determinístico hablaríamos de que la misma estructura geométrica es ob-
servada independientemente de la distancia a la cual uno la mira, pero en el contexto
de procesos estocásticos [Beran, 1994] la fractalidad o autosimilitud es considerada en
sentido estadístico: el proceso reescalado convenientemente en tiempo y estado es igual
en distribución al proceso original. Hablamos entonces de obtener una réplica del total
desde el punto de vista de las distribuciones. Se han observado propiedades fractales en
muy diversos tipos de series temporales, presentando propiedades estadísticas similares
independientemente de la escala de observación.

Los procesos autosimilares fueron introducidos por Kolmogorov en 1941, pero su rele-
vancia estadística no se vio hasta que Mandelbrot los introdujo en el ámbito estadístico en
1968 [Mandelbrot and Van Ness, 1968]. En esta sección profundizaremos un poco más en
los procesos autosimilares, concretamente en los que tienen incrementos estacionarios, lo
cual nos llevará a definir dos tipos de procesos estocásticos de gran relevancia denominados
movimiento browniano fraccionario y ruido gaussiano fraccionario.

Proceso autosimilar.

Un proceso {Yt} con parámetro continuo t es autosimilar con coeficiente de autosimi-
litud H [Beran, 1994], si para cualquier factor positivo c, el proceso reescalado con escala
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ct, {c−HYct} es igual en distribución al proceso original {Yt}. Tendrá incrementos estacio-
narios si {XT

t } definido como XT
t = Yt − Yt−T es estacionario, para cualquier T > 0. El

parámetro H caracterizará tanto al proceso autosimilar como a sus incrementos y variará
en el rango (0, 1).

Por simplicidad de notación, llamaremos {Xt} al proceso de incrementos para T = 1.

Ruido gaussiano fraccionario y movimiento browniano fraccionario.

Supongamos ahora que el proceso de los incrementos {Xt} es gaussiano y E(Xt) = 0.
Asumiendo también que E(Yt) = 0 y Y0 = 0, la función de autocorrelación del proceso de
los incrementos (que es estacionario) viene dada por la siguiente expresión [Beran, 1994]:

ρ(k) = 1
2
{
|k + 1|2H − 2 |k|2H + |k − 1|2H

}
(4.14)

Al ser gaussiano, mediante la media y la función de autocorrelación tenemos el proceso
{Xt} totalmente determinado. Por tanto para cadaH ∈ (0, 1) hay exactamente un proceso
gaussiano que es el incremento estacionario de un proceso autosimilar con parámetro H,
aquel cuya función de autocorrelación viene dada por la ecuación (4.14). Este proceso
es llamado ruido gaussiano fraccionario (fGn, del inglés fractional Gaussian noise) y el
correspondiente proceso autosimilar movimiento browniano fraccionario (fBm, del inglés
fractional Brownian motion). Denotaremos a dicho proceso autosimilar por BH(t).

Los fBm’s son una familia de procesos definidos por [Mandelbrot and Van Ness, 1968]
como una generalización del movimiento browniano ordinario. Son de gran interés prác-
tico, ya que proporcionan modelos útiles para una gran cantidad de series temporales
naturales.

Movimiento browniano.

El movimiento browniano, B(t), recibe su nombre del botánico Robert Brown [Brown,
1828] que estudió el movimiento de granos de polen en el agua. Inicialmente surge como
modelo para el movimiento de partículas suspendidas en un líquido o un gas, pero poste-
riormente ha sido utilizado en la representación de procesos aleatorios en diversos campos
aplicados (finanzas, biología, etc.). Definimos el movimiento browniano [Beran, 1994] co-
mo un proceso estocástico B(t) gaussiano con incrementos B(t1)− B(t2) independientes
de media cero y varianza |t1 − t2|. De modo que la desviación estándar del incremento
B(t + T ) − B(t) con T > 0 es T 1/2, lo cual se conoce como “ley T 1/2” [Mandelbrot and
Van Ness, 1968]. Autosimilitud con H = 1/2 o, lo que es lo mismo, que c−1/2B(ct) tenga
la misma distribución que B(t), se sigue fácilmente de esta definición . Luego podemos
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decir que B(t) = BH(t) para H = 1/2.
Para H 6= 1/2 los fBm’s, BH(t), serán también procesos gaussianos de media 0 pero

cuyos incrementos BH(t1)−BH(t2) están correlacionados. La varianza será ahora propor-
cional a |t1 − t2|2H , satisfaciendo la “ley TH” para la desviación estándar [Mandelbrot and
Van Ness, 1968]. Veremos ahora cómo los fBm’s se van a dividir en tres familias según el
valor del parámetro de autosimilitud H.

Consideremos primero un fGn caracterizado por el parámetro H. Se trata entonces de
un proceso gaussiano con función de autocorrelación dada por la ecuación (4.14). Cuando
k →∞ se tiene entonces que [Beran, 1994]:

ρ(k) ≈ H(2H − 1)k2H−2 (4.15)

Como consecuencia,

1. Si 1/2 < H < 1, las correlaciones decaen a 0 tan lentamente que no son sumables.
Decimos entonces que el fGn tiene correlaciones de largo alcance o memoria larga.

2. Si H = 1/2, todas las correlaciones en intervalos no nulos son 0, es decir, no hay
correlaciones. El fGn es un ruido blanco (la definición de ruido blanco fue dada en
4.1.3).

3. Si 0 < H < 1/2, el fGn tiene correlaciones negativas o anticorrelaciones.

Si traducimos esto en términos de los fBm’s diríamos [Delignieres et al., 2006]:

1. Si 1/2 < H < 1, BH(t) es persistente ya que presenta una correlación positiva entre
sus incrementos.

2. Si H = 1/2, los incrementos son independientes (ruido blanco). Sabemos que se
trata del movimiento browniano ordinario B(t).

3. Si 0 < H < 1/2, BH(t) es antipersistente. Presenta una correlación negativa entre
sus incrementos.

Los fGn’s y fBm’s son procesos interconvertibles (dado un fBm, sus incrementos cons-
tituyen un fGn y la integral de un fGn es un fBm) caracterizados por el mismo parámetro
H. Se van a poder diferenciar mediante el exponente de la densidad espectral:

La densidad espectral del proceso de los incrementos, el fGn, se comporta cerca del
origen en la forma [Beran, 1994]:

f(λ) ≈ cf |λ|1−2H (4.16)
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Esto nos permite relacionar H con β para un fGn:

β = 2H − 1 (4.17)

Observemos que para un ruido blanco, como H = 1/2 tendremos β = 0, tal como
vimos en 4.1.3 (el ruido blanco correspondía a un espectro constante).

Para un fBm la no estacionariedad conlleva que no posee espectro convencional.
Esto se soluciona mediante el espectro de Wigner-Ville (ver [Lowen and Teich, 2005])
el cual decae como f−(2H+1) (f representa frecuencia). Entonces podemos deducir
también la relación entre H y β para un fBm:

β = 2H + 1 (4.18)

Observemos ahora que para el movimiento browniano ordinario H = 1/2 implica
β = 2. Por eso en 4.1.3 decíamos que el espectro con exponente β = 2 correspondía
al movimiento browniano.

Como 0 < H < 1, tenemos entonces que:

. Para un fGn: −1 < β < 1

. Para un fBm: 1 < β < 3

Finalicemos esta sección ilustrando gráficamente fBm’s y sus correspondientes incrementos
fGn’s para distintos valores de H, indicando también el correspondiente valor para β.
Pondremos un ejemplo de cada una de las tres familias en la figura 4.3.

4.2. Generación: Método de Filtrado de Fourier

Dedicaremos esta sección a describir el método que emplearemos en nuestras simula-
ciones para generar secuencias estocásticas sintéticas con correlaciones de largo alcance:
el Método de Filtrado de Fourier (FFM, del inglés Fourier Filtering Method). La gene-
ración de dichas secuencias con correlaciones controladas será de utilidad para ilustrar
el funcionamiento del método que emplearemos para cuantificar las correlaciones y que
será descrito en la sección posterior. Además, necesitaremos también de dicha generación
para el estudio de las estadísticas de tiempos de paso de procesos con correlaciones que
realizaremos en el capítulo 5, así como para crear modelos que posean correlaciones de
largo alcance que, como veremos, reproducirán el modo en el que las palabras relevantes
se distribuyen a lo largo de un texto (capítulo 6).
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Figura 4.3: Ejemplos de fBm’s y sus correspondientes incrementos fGn’s para distintos
valores de H, un caso de cada una de las tres familias que hemos diferenciado: 0 < H <
1/2, H = 1/2 y 1/2 < H < 1. Indicamos también el valor de β en cada caso. Todas las
secuencias de tamaño N = 29

4.2.1. Transformada discreta de Fourier. Algoritmo FFT

La herramienta principal que utiliza este método es la transformada discreta de Fourier
(DFT), computada mediante el algoritmo FFT. La DFT permite pasar la secuencia al
dominio de las frecuencias f . Lo que ocurra a pequeñas frecuencias nos dará idea del
comportamiento de la secuencia a distancias grandes (si la secuencia es espacial) o tiempos
grandes (si la secuencia es temporal), y lo que ocurra a frecuencias grandes nos informará
del comportamiento a distancias o tiempos pequeños.

Supongamos que partimos de una secuencia {hi} de tamaño N , de la que queremos
calcular la transformada de Fourier. Supongamos que N es par (más adelante veremos
que de hecho va a ser siempre potencia entera de 2). La transformada discreta de Fourier
de {hi} será una secuencia de N números complejos {Hn} tales que:

Hn =
N−1∑
k=0

hk exp(2πikn/N) (4.19)

103



Capítulo 4

Observemos que nuestros datos son discretos y tomados a distancia unidad. Por tanto,
el rango de frecuencias en el que podemos estimar la transformada será −fc ≤ f ≤ fc,
con fc = 1/2 la llamada frecuencia crítica de Nyquist (fc = 1/2∆, con ∆ el intervalo de
muestreo). Debido a las propiedades de periodicidad (H periódica en n con periodo N)
y de simetría (H(−n) = H(N − n)) de la DFT, podemos tomar n en la ecuación (4.19)
variando desde 0 a N − 1 con las siguientes correspondencias:
n = 0 −→ frecuencia 0
1 ≤ n ≤ N/2− 1 −→ frecuencias positivas 0 < f < 1/2
N/2 + 1 ≤ n ≤ N − 1 −→ frecuencias negativas −1/2 < f < 0
n = N/2 −→ f = 1/2 y f = −1/2

La computación de la DFT (ver ecuación(4.19)) es un proceso O(N2), siendo N el
tamaño de la secuencia. Para reducir este coste computacional surge el algoritmo FFT.
FFT son las siglas de Fast Fourier Transform o Transformada Rápida de Fourier. Gene-
ralmente se conoce su existencia desde los trabajos de Cooley y Tukey (1965). No fue una
idea original, ya que el paso crítico de factorización había sido descrito ya mucho antes por
Karl Friedrich Gauss. Este algoritmo nos permite reducir la computación a O(N log2N)
operaciones. La diferencia entre N2 y N log2N es inmensa para N grande.

El algoritmo se basa en el uso recursivo del lema de Danielson-Lanczos. En 1942,
Danielson y Lanczos probaron que una DFT de longitud N puede ser reescrita como la
suma de dos DFT, cada una de longitud N/2. De este modo, partiendo de un N potencia
entera de 2, llegaremos recursivamente hasta transformadas de longitud 1. El algoritmo
explota las propiedades de la exponencial compleja.

Observemos ahora que las secuencias con las que trabajamos tienen valores reales, no
complejos. Para calcular su transformada podríamos hacer uso del algoritmo FFT consi-
derando todas las partes imaginarias nulas. Pero resultaría ineficiente, ya que haríamos
operaciones innecesarias. Lo que se hace en este caso es guardar los datos adecuadamente
en un array complejo de longitud la mitad (N/2), del que calcularemos su transformada
mediante la FFT. Luego, haciendo uso de las propiedades de simetría de la transformada
de Fourier de datos reales, obtendremos el resultado buscado. Esto se hace por medio de
la rutina REALFT [Press et al., 1992].

Una vez que sabemos cómo calcular eficientemente y con el menor coste computacional
la transformada de Fourier discreta de una secuencia de números reales, nuestro interés
será el comportamiento del espectro de potencias S(f) (definido en 4.1.3). Sabemos que
tendremos correlaciones de largo alcance si:

S(f) ∝ f−β
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4.2.2. Descripción del Método de Filtrado de Fourier

La DFT, como ya mencionamos, forma parte esencial del Método de Filtrado de Fou-
rier (FFM), el cual en esencia consiste en lo siguiente: partiendo de una secuencia de
números aleatorios sin correlaciones introduciremos correlaciones entre las variables me-
diante un filtro en ley de potencias. Ilustraremos ahora cómo actúa el método paso por
paso.

Supongamos que queremos generar una secuencia {Xi} de tamaño N (potencia en-
tera de 2) con correlaciones de largo alcance caracterizadas mediante el exponente de
correlación β en la ecuación (4.12). El FFM consiste en lo siguiente:

i) Generamos una secuencia {ηi}, i = 1, . . . , N (estacionaria) de números aleatorios
no correlacionados con distribución gaussiana de media cero y varianza unidad
(N(0, 1)). En la figura 4.4 lo mostramos para N = 212

ii) Pasamos al dominio de frecuencias mediante la transformada de Fourier discreta
computada usando REALFT (véase 4.2.1), y calculamos el espectro de potencias
S(f) (sin constante de normalización ya que lo que nos importa es la pendiente).
Como partíamos de una secuencia sin correlaciones, sabemos que su espectro de
potencias será plano (ruido blanco) como podemos observar en la figura 4.5. Ahí
mostramos el espectro de potencias de la secuencia de la figura 4.4.

iii) Para tener correlaciones de largo alcance modificamos el espectro multiplicando por
una ley de potencias, f−β (filtro), donde β es el exponente de correlación deseado.
Por tanto el espectro se aproximará en doble escala logarítmica a una recta de
pendiente −β (aunque conservará una componente estocástica). En la figura 4.6
se muestra en doble escala logarítmica el espectro de nuestra secuencia de tamaño
N = 212 modificado para β = 1.6.

iv) Calcularemos ahora la transformada de Fourier inversa para obtener una secuencia
de números aleatorios que, por construcción, va a tener exponente de correlación
β. Observemos que queremos obtener una secuencia de números reales. La rutina
REALFT nos permite también calcular la transformada de Fourier inversa de un
array de datos complejos de modo que obtengamos datos reales. De este modo llega-
remos, tal como era nuestro objetivo, a una secuencia {Xi} de tamaño N (potencia
entera de 2) con correlaciones de largo alcance caracterizadas mediante el exponente
de correlación β en la ecuación (4.12). En la figura 4.6 mostramos tal secuencia para
N = 212 y β = 1.6.
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De modo que, eligiendo el exponente β, controlamos las correlaciones de largo alcance
que queremos introducir en la secuencia. Ya sabemos (véase 4.1.3) que β < 0 indica
anticorrelaciones o correlaciones negativas; β = 0 indica ausencia de correlaciones y β > 0
indica correlaciones positivas que aumentan con β. También sabemos (véase ahora 4.1.4)
que si −1 < β < 1 estamos generando fGn’s y si 1 < β < 3 fBm’s.

Por último notar que existe una mejora del Método de Filtrado de Fourier propuesta
por [Makse et al., 1996]. El objetivo de esta mejora es evitar ciertas limitaciones que
presenta el FFM en el estudio de sistemas grandes.
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Figura 4.4: Secuencia de números aleatorios no correlacionados generada con tamaño
N = 212

4.3. Cuantificación de correlaciones: DFA

Como ya comentamos anteriormente, el método que usaremos para cuantificar correla-
ciones es el Detrended Fluctuation Analysis (DFA). Este método fue introducido por [Peng
et al., 1994] para el estudio de las correlaciones presentes en secuencias de ADN. No sólo
se ha empleado en este ámbito, sino que es comúnmente usado para medir correlaciones
en muchos campos de investigación. Podemos encontrar en la literatura la aplicación del
Detrended Fluctuation Analysis en campos tan diversos como la climatología [Orun and
Koçak, 2009], en economía [Yuan et al., 2009], en el comportamiento del sistema de con-
trol postural humano [Blázquez et al., 2009], en datos de seísmos [Kalimeri et al., 2008],
en datos de tráfico [Shang et al., 2008], etc.

Como veremos en la descripción del método, el DFA proporciona un nuevo exponente
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Figura 4.5: Espectro de potencias de la secuencia de la figura 4.4 en doble escala logarít-
mica
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Figura 4.6: Espectro de potencias modificado para β = 1.6 y mostrado en doble escala
logarítmica
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Figura 4.7: Secuencia {Xi} con correlaciones de largo alcance generada con exponente de
correlación β = 1.6 y tamaño N = 212

de escala (o exponente de correlación) α para representar las propiedades de correlación
de la secuencia. Empezaremos dando una descripción detallada que nos muestre cómo
actúa el método paso por paso.

4.3.1. Descripción del método

DFA es un método de análisis de escala para estimar correlaciones de largo alcance en
ley de potencias. Nos da como resultado un parámetro α que cuantifica las correlaciones
presentes en la secuencia. Notemos que los exponentes α y β se relacionan de la siguiente
manera [Buldyrev, 2006; Kantelhardt et al., 2001]:

α = β + 1
2 (4.20)

Para ilustrarlo partiremos de una secuencia sintética que generamos mediante FFM (4.2)
con β = 0.4 y tamaño N = 212 (ver figura 4.8), a la cual le aplicaremos el DFA. Por la
ecuación (4.20) esperamos obtener α = 0.7. El DFA consta de los siguientes pasos:

Sea {Xi}(i = 1, . . . , N) la secuencia de la cual queremos medir las correlaciones. Como
primer paso la integraremos (restándole la media), obteniendo así una nueva secuencia
que denotaremos {Yi}(i = 1, . . . , N):

Y (i) =
i∑

k=1
(Xk − 〈X〉) , donde 〈X〉 = 1

N

N∑
i=1

Xi (4.21)
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Figura 4.8: Secuencia {Xi} con correlaciones de largo alcance generada con exponente de
correlación β = 0.4 y tamaño N = 212

Ahora dividimos la secuencia integrada Y (i) en cajas de longitud l, que podrán ser
solapantes o no solapantes. En el caso de cajas no solapantes, tendríamos n = N/l cajas.
En cada caja, calculamos el ajuste lineal por mínimos cuadrados, Yfit(i), que llamamos
“tendencia local”.

Nótese aquí que existen variantes del DFA según el orden m del ajuste polinómico que
se realice en cada caja y se les denomina DFA-m. Las diferentes formulaciones del DFA
están enfocadas a eliminar tendencias en la secuencia estudiada: DFA de orden m elimina
tendencias (polinómicas) de orden m− 1 en la secuencia.

Nótese también que en nuestras simulaciones numéricas habrá que tener en cuenta que
como la longitud l de caja es un número entero (ya que el índice i es entero, puesto que
nuestra secuencia es discreta), será habitual encontrarnos con casos en los que queden al
final de la secuencia un número de puntos inferior a l, insuficientes para añadir una última
caja. Un caso sería el de cajas no solapantes y tamaño de secuencia no divisible por la
longitud de caja considerada (es decir, N/l no es entero, ver figura 4.9). Existen distintas
formas de solucionarlo, escogemos añadir una última caja que cubra los últimos l puntos,
sin importarnos el solapamiento que se produzca con la anterior (ver figura 4.10).

Una vez realizados los ajustes lineales, restamos la tendencia local en cada caja. Se
obtiene así la “fluctuación sin tendencia” (“detrended fluctuation”):

fj(i) = Y (i)− Yfit(i), para la j-ésima caja (4.22)

Calculamos la media de los cuadrados de la fluctuación en cada caja y promediamos
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Figura 4.9: Secuencia de la figura 4.8 integrada y dividida en cajas no solapantes de lon-
gitud l = 362. En cada caja se realiza un ajuste lineal que denominamos Yfit. Observemos
que se quedan sin cubrir los puntos de la secuencia desde i = 3983 hasta i = 4096
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Figura 4.10: Ídem figura 4.9, añadiendo una última caja de longitud l = 362
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(suponiendo que tenemos n cajas de longitud l). Finalmente, hacemos la raíz cuadrada:

F (l) =
 1
n

n∑
j=1

1
l

∑
i∈j−box

[fj(i)]2
1/2

(4.23)

Notemos que si se consideran cajas no solapantes y n = N/l, y entonces F (l) es la raíz
media cuadrática de las fluctuaciones:

F (l) =
(

1
N

N∑
i=1

[Y (i)− Yfit(i)]2
)1/2

(4.24)

La computación se repite sobre diferentes valores de l para obtener una relación entre l y
F (l). Una relación en ley de potencias,

F (l) ∝ lα (4.25)

indica la presencia de scaling. El exponente α vendrá dado entonces por la pendiente de un
ajuste lineal por mínimos cuadrados de logF (l) frente a log l y representa las propiedades
de correlación de la secuencia. Se le llama exponente de escala o exponente de correlación:
si α = 0.5 no hay correlación (ruido blanco), si α < 0.5 o α > 0.5 hay correlaciones
negativas o positivas que aumentan con α, respectivamente (α = 1.5 corresponde al
movimiento browniano).

En las figuras 4.9 y 4.10 mostramos la división en cajas de longitud l no solapantes
(para que visualmente se observara mejor). Por tanto, con excepción de la primera caja
y en algunos casos también de la última (si la añadimos como en figura 4.10), cada
caja tendrá como inicio el punto obtenido al sumarle l al inicio de la caja anterior. Sin
embargo, con el objetivo de disponer de más estadística (promediando mayor número de
cajas) en nuestras simulaciones numéricas consideraremos cajas solapantes. Se pueden
obtener cajas solapantes de muy diversas formas, nosotros estableceremos que cada caja
tenga como inicio el punto obtenido al sumarle

√
l al inicio de la caja anterior. El máximo

solapamiento se obtendría si los puntos de inicio de cajas sucesivas estuviesen separados
sólo por un punto.

Por otro lado es importante el rango en el que dejamos variar l. Tomaremos longitudes
que variarán entre 8 y N/10 (siendo N el tamaño de la secuencia). Este es el rango de
longitudes en el cual DFA proporciona resultados precisos [Hu et al., 2001; Carpena et al.,
2022]. Parece conveniente tomar dichas longitudes equiespaciadas logarítmicamente (l1 =
8, l2 = 8a, l3 = 8a2, ...) ya que el parámetro α se obtendrá ajustando linealmente log(F (l))
frente a log l. Concretamente nosotros lo haremos para a =

√
2, es decir, tomaremos las
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longitudes potencias de raíz de 2 (truncadas para obtener enteros) desde 8 a la última
menor o igual a N/10.

Observemos en la figura 4.11 la gráfica de F (l) frente a l en doble escala logarítmica
para la secuencia de la figura 4.8, habiendo considerado cajas con el solapamiento men-
cionado anteriormente y l variando en el rango que hemos descrito. Ciertamente tenemos
un comportamiento en ley de potencias ya que en doble escala logarítmica observamos
una recta. Ajustando la pendiente obtendremos α. Tal como esperábamos α ≈ 0.7, con-
cretamente α = 0.708± 0.003.
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Figura 4.11: F (l) frente a l en doble escala logarítmica para la secuencia de la figura 4.8
y el correspondiente ajuste para obtener α

4.3.2. Ventajas respecto a otros métodos

Una vez que sabemos cómo funciona el DFA, discutiremos el porqué de su elección
para el estudio de las correlaciones que realizaremos en capítulos posteriores. El DFA,
tal como hemos visto, nos proporciona un exponente de correlación α que caracterizará
las correlaciones presentes en dichas secuencias: α = 0.5 indica ausencia de correlacio-
nes, valores de α < 0.5 muestran anticorrelaciones y valores de α > 0.5 corresponden a
correlaciones positivas que aumentan con α.

Sin embargo, previamente habíamos descrito otros exponentes. Recordemos que de-
cíamos que una secuencia {Xi} tiene correlaciones de largo alcance cuando:

La función de autocorrelación se comporta como una ley de potencias en la forma
C(k) ∝ 1/kδ
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El espectro de potencias sigue una ecuación en la forma S(f) ∝ 1/fβ

Decíamos también que los exponentes δ y β se relacionaban siguiendo la ecuación (4.13).
Veíamos que en el rango (0, 1) se tenía δ = 1 − β. Sin embargo, β puede tomar valores
fuera de ese rango (β < 0 indicaba anticorrelaciones o correlaciones negativas; β = 0
ausencia de correlaciones y β > 0 correlaciones positivas) y ese tipo de comportamiento
no era detectado por la función de autocorrelación. De hecho, para secuencias con β ≥ 1,
δ satura en 0 y no las distingue unas de otras. La función de autocorrelación sólo se
puede aplicar a secuencias estacionarias (fGn’s). Además se sabe que no es un estimador
suficientemente preciso de las correlaciones ya que da resultados muy ruidosos y δ no es
un buen exponente para caracterizar las correlaciones a menos que las secuencias sean
muy largas y con correlaciones de largo alcance extremas [Coronado and Carpena, 2005].

Descartando el uso de la función de autocorrelación como herramienta para medir
las correlaciones, podíamos pensar en analizar el espectro de potencias de las secuencias
que obtengamos. Sabemos además que el exponente β nos permite distinguir entre fGn
(−1 < β < 1) y fBm (1 < β < 3). Lo que ocurre es que el cálculo de FFT’s es ruidoso
y el ajuste que tendríamos que realizar para obtener β (ajuste lineal de logS(f) frente a
log f) es menos limpio que el que se hace para obtener α (comparar figuras 4.6 y 4.11).

El DFA, sin embargo, nos proporciona un exponente de correlación α que permite
analizar secuencias estacionarias (fGn’s) y no estacionarias (fBm’s) y distinguir entre
ellas; y a su vez es obtenido mediante un ajuste lineal poco ruidoso. Mediante la ecuación
(4.20) que relaciona α y β, podemos concluir que fGn’s corresponden al rango 0 < α < 1
y fBm’s a 1 < α < 2 [Delignieres et al., 2006]. Observamos cómo recorre de manera
continua fGn-fBm, conservando el sentido intuitivo derivada-integral: αfGn = αfBm − 1.
En la figura 4.12 mostramos de nuevo la figura 4.3 pero completada con los valores de
α. Notemos también que α se relaciona con el exponente de autosimilitud H en la forma
α = H para los fGn’s y α = H + 1 para los fBm’s.

Observamos que, como las medidas que indican correlaciones de largo alcance están
relacionadas, el conocimiento de una estadística nos lleva a poder deducir la otra. El
comportamiento en ley de potencias se conserva generalmente a lo largo de estas medidas
y sabemos relacionar los exponentes. Sin embargo, el cálculo de cada una de las medidas
está sujeta a diferentes limitaciones matemáticas, que hemos visto que hacen más propio
el uso de unos métodos que de otros.

Sin embargo, en los últimos años se han puesto en evidencia algunas limitaciones del
DFA [Carpena et al., 2017, 2022], intrínsecas al propio método, que hay que tener en
cuenta para no obtener conclusiones erróneas al aplicarlo.

Por un lado, para escalas pequeñas (del orden de l ∈ [3, 12]), la función F (l) no se
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Figura 4.12: Completamos la figura 4.3 añadiendo los valores de α en cada caso.

comporta como una ley de potencias [Carpena et al., 2022]. Ello conlleva una sobreesti-
mación del exponente de correlación a esas escalas, que no es un efecto de tamaño finito,
sino una limitación intrínseca del DFA. Nótese que en el capítulo 6, en el que haremos
ajustes del exponente de escala del DFA distinguiendo dos regiones para el ajuste (escalas
pequeñas y grandes) estaremos ya fuera de la región en la que se observan esos problemas.

Por otro lado, en la sección 4.4, en la que nos centraremos en el uso del DFA en
secuencias binarias, comentaremos que el DFA puede llevar a interpretaciones erróneas
cuando se aplica a la secuencia binaria obtenida al considerar el signo del proceso continuo
subyacente [Carpena et al., 2017].

4.3.3. Efectos de tamaño finito

Por último, es importante que el método que utilicemos se vea afectado lo menos posi-
ble por el hecho de trabajar con secuencias finitas. Por ello presentaremos en esta sección
un estudio sistemático de los efectos de tamaño en el DFA. Recalcularemos el exponen-
te de correlación α de secuencias sintéticas generadas con correlaciones controladas para
comprobar la consistencia del método, y testear si recuperamos el exponente impuesto en
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la generación.
Dicho estudio fue realizado en [Coronado and Carpena, 2005] para secuencias genera-

das con exponentes de correlación en el rango 0 < β < 2, concluyendo que los resultados
obtenidos aplicando el DFA son prácticamente los mismos una vez que tenemos un ta-
maño N ≥ 210 y que en comparación con otros métodos es el que menos se ve afectado
por efectos de tamaño. Aquí ampliaremos el rango de ese resultado, analizando los efectos
de tamaño del DFA en secuencias sintéticas generadas con −1 < β < 3 y para tamaños
N = 210, 212, 214, 216, 218, 220, 222. Fijando un β de ese rango en nuestra generación, varia-
mos el tamaño N de la secuencia y vemos cómo afecta eso al resultado mostrado por el
DFA.

Tal como se hace en [Coronado and Carpena, 2005], generaremos para cada β y N ,
225/N secuencias mediante el FFM (excepto en el caso N = 222 que serán 227/N para tener
suficiente estadística) y obtendremos un α promedio y su desviación. Si el DFA produce
resultados correctos, habría que obtener α = (β + 1)/2. De este modo, sabremos en que
rangos de correlación y longitudes de secuencia el DFA proporciona buenos resultados.

Debido a que conocemos la relación entre α y β, fijar un β en la generación equivale
a fijar un α. Hablaremos a partir de ahora en términos de α. Por tanto, generamos en
el rango 0 < α < 2 y para los tamaños mencionados. A cada una de las secuencias le
aplicaremos el DFA, el cual nos proporciona el correspondiente exponente de correlación.
Calcularemos el promedio y lo denotaremos αDFA (para diferenciar el impuesto en la
generación del calculado mediante el DFA) y su desviación (que mostraremos mediante
flechas verticales en las figuras).

Presentamos los resultados en la figura 4.13. En ella mostramos la relación entre el
exponente alfa promedio que proporciona el DFA, αDFA, en función del que imponemos
en la generación, α. Obviamente tendríamos que obtener todos los puntos sobre la recta
y = x. Observamos que prácticamente para todo el rango de tamaños los puntos solapan
sobre dicha recta. Las flechas verticales muestran la desviación. Sólo para correlaciones
cercanas a α = 2 (a partir de α = 1.8 aproximadamente) y para correlaciones cercanas
a α = 0 (a partir de α = 0.4 aproximadamente) observamos separaciones de la recta
que se van corrigiendo a medida que aumenta N . Para α cercano a 0, sobreestimamos
ligeramente las correlaciones y para α cercano a 2, las subestimamos.

Se sabe que es difícil estimar anticorrelaciones (α por debajo de 0.5) [Hu et al., 2001]
por lo que usualmente el proceso que se sigue es integrar la secuencia (acumularla) y a la
secuencia acumulada calcularle el DFA. Si es que tenemos anticorrelaciones, la secuencia
acumulada será antipersistente (ver figura 4.12). Al exponente que obtengamos, habría
que restarle 1, para obtener el de la secuencia de partida. Implementamos este proceso
para el caso de las anticorrelaciones para ver si así mejoramos los resultados anteriores y
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Figura 4.13: Relación entre el exponente alfa promedio que proporciona el DFA, αDFA, en
función del que imponemos en la generación, α. Observamos el resultado obtenido variando
el tamaño de las secuencias. La linea muestra la recta y = x y las flechas verticales las
desviaciones respecto a los valores medios calculados.

se alejan menos de la recta.
En la figura 4.14 comparamos, en el caso de las anticorrelaciones y para tamaño

N = 222, el αDFA calculado directamente con el calculado mediante la acumulada. Para
obtener este último, para cada α impuesto en la generación de nuevo hemos realizado
227/N iteraciones, de las cuales hemos obtenido el promedio y la desviación. Observamos
cómo claramente los resultados son mejores con el cálculo realizado mediante la acumulada
y solapan completamente en la recta y = x. De este modo se solucionan los problemas de
sobreestimación en ese rango.

Con respecto a las correlaciones cercanas a α = 2 la subestimación se debe a que
estamos ya con correlaciones de largo alcance grandes y necesitaríamos mayor tamaño de
la secuencia para conseguir el solapamiento con la recta y = x. Es un efecto del tamaño
finito de las secuencias.

Por último, haremos referencia al hecho de que el método implementado es el DFA
de orden 1. Hemos visto cómo en el rango 0 < α < 2 proporciona resultados precisos.
De hecho, hemos recalculado el α de secuencias sintéticas de las que ya conocíamos su
exponente de correlación (impuesto en la generación), para comprobar la consistencia
del método. Sin embargo, es importante destacar, como mostraremos en la figura 4.15,
que si permitimos correlaciones superiores a α = 2 el DFA-1 satura. De hecho, para una
tendencia lineal o para una tendencia cuadrática se puede realizar el cálculo analítico y se
obtiene α = 2. Por muchas correlaciones que haya en la secuencia, el DFA-1 no es capaz
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Figura 4.14: Comparación, en el caso de anticorrelaciones (α < 0.5) y para tamaño N =
222, del αDFA calculado directamente con el calculado restándole 1 al obtenido aplicando
el DFA a la secuencia acumulada. De nuevo la línea muestra la recta y = x y las flechas
verticales las desviaciones respecto a los valores medios calculados.

de medir más de α = 2.
La figura 4.15 muestra αDFA para secuencias de tamañoN = 222 en el rango 0 < α < 3:

claramente se observa que a partir de α = 2, αDFA deja de aumentar y satura en 2 (las
desviaciones respecto a los valores medios son pequeñas y las flechas verticales quedan
ocultas por el propio símbolo). Aunque sabemos, porque está impuesto en la generación,
que tienen un exponente de correlación mayor, el DFA-1 no es capaz de medir más de
2. Notemos que para los valores de α < 0.5 en la figura 4.15 el correspondiente αDFA
ha sido obtenido aplicando el DFA a la acumulada y restando 1, tal y como explicamos
anteriormente. Notemos también que la saturación de αDFA en 2 se soluciona usando un
DFA de orden superior. No es necesario en nuestro caso ya que nos centraremos en el
rango de correlación 0 < α < 2, que es el rango que presentan las correlaciones de largo
alcance presentes en la mayoría de los sistemas naturales estudiados en la literatura.

4.4. Correlaciones de largo alcance en secuencias bi-
narias

En las secciones anteriores hemos descrito el método que usaremos para generar se-
cuencias reales con correlaciones de largo alcance (4.2: FFM), así como el que emplearemos
para cuantificarlas (4.3: DFA).
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Figura 4.15: αDFA para secuencias de tamaño N = 222 en el rango 0 < α < 3: DFA-1
satura en αDFA = 2

Para finalizar este capítulo nos centraremos en el caso particular de las secuencias bi-
narias, cómo generar secuencias binarias con correlaciones, y qué resultados se obtienen al
cuantificar las correlaciones de la secuencia binaria mediante el DFA. Estos resultados ten-
drán aplicaciones en capítulos posteriores, en especial cuando analicemos las apariciones
de una palabra en un texto como una secuencia binaria.

4.4.1. Generación

Una técnica estándar para generar secuencias binarias con correlaciones consiste en lo
siguiente:

Dado un valor de α y un tamaño N (potencia entera de 2 si queremos hacer uso del
algoritmo FFT) generaremos, tal y como hemos visto en secciones previas, una secuencia
real Xi con correlaciones de largo alcance caracterizadas por dicho exponente: conside-
ramos β = 2α − 1 y aplicamos el Método de Filtrado de Fourier (4.2.2). Supongamos
que Xi es una secuencia de media 0 generada mediante tal procedimiento. A partir de
dicha secuencia existen distintas posibilidades de obtener una secuencia binaria. Podemos
simplemente considerar el signo del proceso continuo subyacente o, lo que es lo mismo,
considerar como umbral el paso por 0 y mapear a 1 o −1 según los valores de la secuencia
fuesen mayores o menores que 0, respectivamente. Para i = 1, ..., N

Xbin(i) = sign(X(i)) =

 1 si X(i) > 0
−1 en otro caso

(4.26)
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De esta forma obtendremos una secuencia binaria Xbin con probabilidad p = 1/2 de apari-
ción de 1’os. La información de la secuencia real que pasa a la binaria es la contenida en el
cambio de signo. Este tipo de secuencias binarias ocurre en sistemas de diversa naturaleza.
El tamaño de los segmentos de signo constante o, lo que es lo mismo, las distancias entre
dos cruces consecutivos de la secuencia Xi por 0, constituyen lo que se denomina tiempos
de retorno o, en algunos contextos, tiempos de primer paso (FPT, del inglés first passage
time). Estudiaremos sus propiedades estadísticas (relevantes para describir la dinámica
del sistema complejo subyacente) en función del exponente de correlación de la secuencia
real Xi de partida, en el capítulo 5.

Este proceso puede ser generalizado al paso por cualquier umbral. O, dicho de otra
forma, dada cualquier probabilidad p ∈ (0, 1) podemos obtener, a partir de nuestra se-
cuencia real, una secuencia binaria con dicha probabilidad de aparición de 1’os, buscando
el umbral apropiado para el mapeo. Usaremos este procedimiento para generar las secuen-
cias binarias que modelarán las ocurrencias de las palabras a lo largo de un texto en el
capítulo 6.

4.4.2. Cuantificación

Una vez generadas las secuencias binarias por el procedimiento descrito, es inmediato
plantearse si conservarán el exponente de correlación de la secuencia real de partida.

Para cada valor del exponente de correlación α (que consideraremos en el rango 0 <
α < 3), generaremos la secuencia real con dicho exponente de correlación, a partir de
ella obtendremos la secuencia binaria Xbin correspondiente considerando como umbral el
paso por 0, aplicaremos el DFA y observaremos qué resultados se obtienen. Analizaremos
también cómo va a depender el resultado obtenido del tamaño de secuencia considerado.

Al igual que hicimos en la sección anterior trabajaremos con tamaños de secuencia
N = 210, 212, 214, 216, 218, 220, 222. Para cada α de entrada y cada tamaño de secuencia N
generamos 225/N secuencias binarias (excepto 227/N en el caso N = 222). Aplicamos DFA
a cada una de esas secuencias binarias y al promedio obtenido de todas ellas lo denomi-
naremos αbin. Calcularemos también la desviación respecto de dicha media. Hay, excepto
para α = 0.5 de partida, cierta dependencia del tamaño N de la secuencia que desaparece
prácticamente una vez que llegamos a N = 218 aproximadamente. Por brevedad, en la
figura 4.16, mostraremos el resultado obtenido para secuencias de tamaño N = 222, donde
ya sabemos que los efectos de tamaño finito son muy pequeños.

En principio distinguimos 4 regímenes diferentes en el exponente de correlación de
las secuencias binarias αbin, dependiendo del exponente α impuesto de entrada en la
generación de la secuencia real:
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Figura 4.16: αbin para secuencias de tamaño N = 222 en el rango 0 < α < 3

I. Siα < 0.5 : El exponente de correlación de la secuencia binaria satura en αbin = 0.5.
Esto sorprendentemente nos diría que para una secuencia real con anticorrelaciones
el cambio de signo es aleatorio. Interpretaríamos que no encontramos en la secuencia
binaria, como podríamos esperar, más probabilidad de cambiar de signo, que de no
cambiar. Sin embargo, como comentaremos más adelante, se trata de un resultado
erróneo del DFA.

II. Si 0.5 < α < 1 : El exponente de correlación αbin de la secuencia binaria coincide
con el de la secuencia real de partida α. Esto nos diría que toda la información de
la secuencia real de partida queda reflejada en su cambio de signo.

III. Si 1 < α < 2 : El exponente de correlación αbin de la secuencia binaria es sistemáti-
camente menor que el de la secuencia real α de partida, aunque aumenta linealmente
con dicho exponente: αbin = (α+ 1)/2. La fuerza de las correlaciones positivas de la
secuencia real se traduce en la existencia de regiones grandes en las que la secuencia
no cambia de signo, lo que implica pérdida de información al pasar a binaria.

IV. Si α > 2 : Observamos que, al igual que ocurría con el exponente recalculado de
la secuencia real, el exponente de correlación obtenido al aplicarle a las secuencias
binarias generadas el DFA, también satura cuando el α impuesto en la generación
de las secuencia real es mayor que 2. Pero con las secuencias binarias hay una
diferencia importante: la saturación se produce en αbin = 1.5. Sabemos que DFA-1
puede medir correlaciones por encima de 1.5 (porque lo hace con las reales), así que
dicha saturación no se debe a las limitaciones del DFA de orden 1, si no que se tiene
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que deber al hecho de que la secuencia es binaria. De hecho, en este régimen, la
secuencia binaria va a consistir en pocos segmentos de gran longitud. Este hecho
es cierto incluso en el límite de secuencias grandes, donde el número de cambios de
signo es siempre finito (como veremos en el próximo capítulo). Se puede comprobar
cómo en ese caso el DFA siempre proporciona un exponente igual a 1.5.

Sin embargo, en [Carpena et al., 2017] mostramos evidencia analítica y numérica de
que cuando la secuencia binaria que contiene la información del signo de la secuencia real
de partida presenta anticorrelaciones en ley de potencias, el DFA interpreta erróneamente
ausencia de correlaciones. Cuando Xi es estacionaria, se conoce una relación analítica
entre la función de autocorrelación C(k) y la función de fluctuación del DFA F (`) [Höll
and Kantz, 2015; Talkner and Weber, 2000]. A partir de esta relación, y usando que
también se conoce la relación entre la función de autocorrelación de la secuencia real y la
del signo [Apostolov et al., 2008], llegamos a

Fs,DFA(`) =
√(

1− 2
π

)
`2 − 4

15` + 2
π
F 2
DFA(`). (4.27)

Esta ecuación relaciona la función de fluctuación del DFA de la secuencia original, FDFA(`),
con la del signo Fs,DFA(`). Se observa que, si α < 0.5, para ` grande, domina el primer
término de la raíz (y es proporcional a `) implicando que Fs,DFA(`) ∼ `1/2 de donde
αbin = 0.5. Esto explica el resultado numérico mostrado anteriormente en el caso α < 0.5,
en el que obteníamos αbin = 0.5. Para 0.5 < α < 1, es el segundo término de la ecua-
ción 4.27 el que domina para ` grande, de lo que se deduce Fs,DFA(`) ∼ `α y, por tanto,
αbin = α.

Analíticamente se obtienen los mismos resultados que numéricamente, pero son erró-
neos para α < 0.5. De la relación entre la función de autocorrelación de la secuencia real
C(k) y la del signo Cs(k) [Apostolov et al., 2008] se llega a

Cs(k) ' 2
π
C(k). (4.28)

De aquí se deduce que si la función de autocorrelación de Xi tiene un comportamiento en
ley de potencias, también lo tendrá la del signo. Es más, el exponente de la ley de potencias
coincide. El resultado proporcionado por el DFA, provocado por el primer sumando en la
ecuación 4.27 (y, por tanto, intrínseco al propio método), lleva a conclusiones erróneas.

Concluimos entonces que los regímenes I y II de la gráfica anterior son en realidad
un único régimen en el que se conservan las correlaciones de la secuencia de partida. En
el próximo capítulo veremos también cómo estos regímenes están relacionados con las
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propiedades estadísticas de las distribuciones de las longitudes entre pasos consecutivos
por 0 de Xi o, lo que es lo mismo, de los segmentos de signo constante de Xbin(i).
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Capítulo 5

Tiempos de primer paso en procesos
con correlaciones de largo alcance

Como ya hemos comentado previamente, veremos en el capítulo 6 que la distribución
espacial heterogénea de las palabras relevantes se manifiesta como correlaciones de largo
alcance en ley de potencias. En dicho capítulo, propondremos también modelar las ocu-
rrencias de la palabra en el texto a partir de los pasos por umbral de un proceso con
correlaciones de largo alcance, del que la palabra modelada heredará las correlaciones.

Aquí vamos a analizar sistemáticamente las propiedades estadísticas de los pasos por
umbral (pasos por cero, en este caso) de señales con correlaciones de largo alcance, y cómo
dependen dichas propiedades de las correlaciones de la señal subyacente. Así, podremos
sentar las bases que nos permitirán proponer el modelo del capítulo 6.

Una de las formas en la que se investiga la dinámica de sistemas complejos es mapeán-
dolos en random walks generalizados unidimensionales. Las características fundamentales
de dichos procesos vienen dadas por las propiedades estadísticas de los tiempos de primer
paso [Condamin et al., 2007] (FPT 1): la forma funcional de su distribución de probabili-
dad y su longitud promedio.

Se han observado diferentes formas funcionales para la distribución de probabilidad
de los FPT en estudios empíricos:

i) Exponencial pura en procesos sin correlaciones [Bunde and Havlin, 1995].

ii) Stretched exponential2 en varios sistemas complejos naturales y sociales: desde dis-
paro neuronal [Schindler et al., 2004], fluctuaciones climáticas [Bunde et al., 2005]

1Nótese aquí que se usará el término FPT para referirnos a las longitudes ` entre dos pasos consecutivos
por 0 del proceso (zero-level crossings), para seguir la terminología empleada en [Carretero-Campos et al.,
2012].

2Función de distribución acumulada complementaria de la distribución de Weibull. Usaremos el tér-
mino stretched exponential por ser el empleado en la literatura en este contexto.
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o dinámicas del corazón [Reyes-Ramírez and Guzmán-Vargas, 2010], al tráfico de
internet [Leland et al., 1994; Cai et al., 2009] y la actividad bursátil [Ivanov et al.,
2004; Wang et al., 2009].

iii) Ley de potencias para ciertos procesos de intermitencia on-off relacionados con cir-
cuitos electrónicos no lineales [Ding and Yang, 1995] y difusión anómala [Shlesinger
et al., 1993; Rangarajan and Ding, 2000; Khoury et al., 2011; Eliazar and Klafter,
2009].

La diferencia en la forma de la distribución se suele atribuir a las especificidades del
sistema individual. Identificar factores comunes que puedan ser responsables de compor-
tamientos similares de la distribución de los tiempos de primer paso en sistemas diferentes
no ha sido objeto de investigaciones. De hecho, estos sistemas exhiben diferentes compor-
tamientos invariantes de escala con correlaciones de largo alcance y no se conoce cómo
el grado de las correlaciones del sistema se relaciona con las propiedades estadísticas del
FPT.

En el desarrollo de este capítulo nuestra hipótesis es que las correlaciones son el factor
común en procesos complejos de diferente naturaleza que presentan propiedades estadísti-
cas similares para los tiempos de primer paso. Y, a la inversa, que sistemas con las mismas
propiedades en sus tiempos de primer paso tienen un grado similar de correlaciones.

5.1. Metodología

Nuestro objetivo en este capítulo es investigar cómo el grado de correlaciones del
proceso afecta a las propiedades fundamentales de los tiempos de primer paso: la forma
funcional de su distribución de probabilidad y la longitud promedio.

En general, vamos a realizar un estudio numérico de las propiedades de los tiempos
de primer paso tanto en función de las correlaciones de la señal como de su tamaño.
Para ello, usamos el Método de Filtrado de Fourier [Makse et al., 1996] (descrito en 4.2)
para generar señales fractales con media cero, desviación estándar uno y un grado de
correlaciones de largo alcance en ley de potencias fijado a priori mediante el exponente
α del DFA. Para cada combinación de N y α, los resultados que mostramos se obtienen
mediante simulaciones de Monte Carlo con 232/N realizaciones.

Recordemos que el algoritmo genera una secuencia de números aleatorios no correla-
cionados (señal aleatoria) siguiendo una N(0, 1) en el espacio real, y la pasa al dominio de
las frecuencias (f) mediante la transformada de Fourier obteniendo un ruido blanco. Mul-
tiplicando ahora por una ley de potencias de la forma f−(2α−1)/2, y volviendo al espacio
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real mediante la transformada inversa de Fourier, obtenemos una secuencia con correla-
ciones cuantificadas por el exponente α que, por construcción, corresponde al exponente
de escala del Detrended Fluctuation Analysis (DFA) [Peng et al., 1994] (ver sección 4.3.1).
Como consecuencia, el espectro de potencias de la secuencia resultante será una ley de
potencias de la forma S(f) ∼ 1/fβ, con β = 2α− 1.

0 100 200 300 400 500
-2

0

2 c)  α = 2.3

b)  α = 1.3

 

 

X
i

index, i

-2

0

2

4

l

a)  α = 0.9

 

 X
i

-4

-2

0

2

4

 

 

 

X
i

Figura 5.1: Ejemplos de tres procesos invariantes de escala (línea negra continua), cada uno
de tamaño N = 29, y con diferentes grados de correlaciones cuantificadas por el exponente
de escala α obtenido usando el método DFA [Peng et al., 1994]. Valores crecientes de α
indican un grado más alto de correlaciones. El tiempo de primer paso (FPT), definido como
el intervalo ` entre dos pasos por cero consecutivos del proceso, se representa mediante
segmentos de signo constante +1 o −1 (línea roja). Obsérvese el cambio en el perfil del
proceso al incrementar las correlaciones, lo que lleva a valores más grandes de ` y al
correspondiente cambio en las estadísticas del FPT.

Dada la relación biunívoca entre ambos exponentes, podemos usar cualquiera de los
dos como referencia. En las próximas secciones usaremos como referencia el exponente α
del DFA, por ser el método estándar en el estudio de series temporales con correlaciones
de largo alcance [Hu et al., 2001; Coronado and Carpena, 2005; Carpena et al., 2007;
Blázquez et al., 2009; Xu et al., 2011; Ma et al., 2010], y también poder aplicarse a
señales no estacionarias del mundo real.

Recordemos que, i) si α = 0.5, la secuencia no tiene correlaciones (ruido blanco),
ii) si α < 0.5 las correlaciones son negativas (anticorrelaciones) y iii) α > 0.5 indica
correlaciones positivas. Procesos con 0 < α < 1 son fractional Gaussian noises (fGns) y
procesos con 1 < α < 2 son fractional Brownian motions (fBms). En particular, α = 1.5
corresponde al classical random walk.
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Consideraremos procesos con α en el rango 0 < α < 3 y, para todos ellos, la longitud
` del FPT se define como la distancia entre dos cruces por cero consecutivos del proceso
(véase figura 5.1). Aunque, estrictamente hablando, la terminología de FPT se reserva para
fBms (1 < α < 2), la usaremos en el rango completo de α (0 < α < 3) por simplicidad.

5.2. Distribuciones de los tiempos de primer paso

Los resultados de las simulaciones descritas en la sección 5.1 muestran la existencia
de tres regímenes diferentes (véase figura 5.2a) para la densidad de probabilidad p(`)3 de
las longitudes de los tiempos de primer paso ` en función del grado de correlaciones α del
proceso (stretched exponential, cola en ley de potencias y saturación), separados por dos
puntos de transición. Describimos estos tres regímenes a continuación.

5.2.1. Régimen en stretched exponential

Para α < 1, obtenemos que la densidad de probabilidad p(`) se comporta como una
stretched exponential, es decir,

p(`) ∼ exp [− (`/`0)ε] . (5.1)

Nótese que en la forma funcional de p(`) tendríamos también un factor multiplicativo
(`/`0)ε−1, con `0 el parámetro de escala. Sin embargo, en los ajustes realizados en las
simulaciones numéricas no se llega a apreciar la ley de potencias ya que solo afecta a
distancias ` pequeñas.

También observamos que el parámetro ε (stretching parameter o parámetro de forma)
depende del exponente de correlación α del proceso como sigue:

Para α = 0.5, se tiene que ε = 1, que corresponde a una exponencial pura, coherente
con el hecho de que es un ruido blanco.

Para α < 0.5, ε > 1, y crece a medida que α decrece. En este caso, p(`) decae más
rápido que la exponencial.

Para α > 0.5, ε < 1, y decrece con α. En este caso, p(`) es una stretched exponential
real (exponencial estirada) y la cola de p(`) se vuelve más pesada a medida que
crece α.

3Nótese que ` puede alcanzar valores muy grandes (`� 1), lo que justifica el considerarla una variable
continua.
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Estos resultados coinciden con la observación experimental para una gran variedad de
fenómenos [Reyes-Ramírez and Guzmán-Vargas, 2010; Ivanov et al., 2004; Wang et al.,
2009] y con trabajos previos en los que se simulan y estudian procesos en este rango de
correlaciones [Bunde et al., 2005]. En cuanto a derivaciones analíticas, en [Newell and
Rosenblatt, 1962] obtienen que la forma en stretched exponential es una cota superior
para los zero-level crossings (o los FPTs, como los denominamos aquí) en fGns, es decir,
en el rango 0 < α < 1.

5.2.2. Régimen de cola en ley de potencias

Para 1 < α < 2, el modelo (5.1) no es válido, y encontramos empíricamente que p(`)
se comporta de la forma

p(`) ∼ f(`)
`δ

, (5.2)

donde la función f(`) solo afecta a corta escala (valores pequeños de `) y tiende a una
constante a medida que crece `.

La función f(`) es la responsable de la curvatura de p(`) que se observa a escalas muy
pequeñas, curvatura que podemos apreciar en la figura 5.2b. Por otro lado, f(`) evita la
divergencia de (5.2) en el límite para ` pequeño. Sin embargo, la cola de la distribución
se comporta como una ley de potencias de exponente δ.

Obtenemos numéricamente que el exponente δ y el exponente de correlación α se
relacionan siguiendo la igualdad δ = 3−α. Estos resultados concuerdan con conclusiones
anteriores para la distribución de FPT en este régimen: argumentos de scaling presentados
en [Ding and Yang, 1995] y una derivación heurística mostrada en [Rangarajan and Ding,
2000] basada en resultados sobre el valor máximo de un fBm [Molchan, 1999], conducen
a un comportamiento de cola como el de (5.2).

Nótese que la forma funcional de p(`) y la relación entre δ y α encontradas para el
rango 1 < α < 2 generalizan el resultado conocido para la distribución de los FPT de un
random walk [Bunde and Havlin, 1995] (α = 1.5) donde

p(`) ∼ e−a/`

`3/2 . (5.3)

Para α = 1, correspondiente al ruido 1/f , encontramos una transición entre los dos
regímenes. En este caso, p(`) presenta un comportamiento intermedio y decae más lento
que (5.1) pero más rápido que (5.2), como se muestra en la figura 5.2(b).
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Figura 5.2: a) Distribución de probabilidad acumulada complementaria 1 − P (`) de los
intervalos ` entre pasos consecutivos por cero para procesos invariantes de escala de tama-
ño N = 224 y grados diferentes de correlaciones cuantificadas por el exponente de escala
α. b) Densidad de probabilidad p(`) para valores pequeños de ` para procesos cercanos al
punto de transición α = 1. Las líneas discontinuas corresponden a ajustes con el modelo
(5.1) para α = 0.9, y con el modelo (5.3) para α = 1.5.
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5.3. Comportamiento del valor medio

5.2.3. Régimen de saturación

Para α > 2, obtendríamos δ = 3−α < 1 y en esta situación p(`) no se puede normalizar
en el límite de un tamaño de sistema grande N .

En este régimen, observamos que p(`) se aplana a medida que crece α (véase figura
5.3) y tiende a p(`) = 1/N , la cual se muestra mediante un rectángulo sombreado en la
figura 5.3. Sin embargo, los efectos de tamaño finito son muy importantes, y se aprecia
un pico en ` = N/2, más pronunciado a medida que crece α.

En la práctica, muchos de los FPTs son del orden del tamaño del sistema y, en con-
secuencia, la probabilidad acumulada complementaria 1 − P (`) es esencialmente plana
independientemente de α (véase 5.2a)).
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Figura 5.3: Densidad de probabilidad p(`) para procesos con diferentes valores de α en
el régimen de saturación. Los resultados corresponden a un tamaño de sistema N = 214

y se han obtenido con 105 realizaciones para cada valor de α. El rectángulo sombreado
corresponde a la distribución uniforme p(`) = 1/N .

5.3. Comportamiento del valor medio

Una propiedad interesante es el comportamiento de 〈`〉 en función del tamaño del
sistema N , que es diferente en los tres regímenes mencionados en la sección anterior
(véase figura 5.4).

i) En el rango α < 1 (régimen en stretched exponential), 〈`〉 tiende asintóticamente a
un valor constante en el límite de un tamaño de sistema N grande, como podemos
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observar en la figura 5.4a. En este régimen, el comportamiento de 〈`〉 como función
de N se ajusta a un modelo del tipo:

〈`〉 = 〈`〉∞
(

1− 1
cN b

)
, (5.4)

donde b y c son constantes positivas, y 〈`〉∞ representa el valor asintótico.

Nótese que, a medida que aumenta α, la convergencia al valor asintótico 〈`〉∞ es
más lenta, y que los valores de 〈`〉∞ también crecen con α.

ii) En el rango 1 < α < 2 (régimen de cola en ley de potencias), sin embargo, encon-
tramos que 〈`〉 diverge con el tamaño del sistema N siguiendo una ley de potencias
(véase figura 5.4b):

〈`〉 ∼ Nγ (5.5)

Esto concuerda con el hecho de que, en este rango de α, vimos que la cola de la
función de densidad p(`) seguía una ley de potencias (5.2). De hecho, si se verifica
la ecuación 5.2, entonces

〈`〉 =
∫ N

1
` p(`) d` ∼

∫ N

1
` `−δ d` ∼ N2−δ. (5.6)

Por tanto, γ = 2 − δ, y como δ = 3 − α obtenemos γ = α − 1. Como se puede ver
en la figura 5.4b, nuestros ajustes numéricos a leyes de potencias corresponden a
valores de γ que verifican esa relación.

iii) En el rango α > 2 (régimen de saturación), 〈`〉 también diverge con el tamaño del
sistema N siguiendo una ley de potencias, pero con exponente constante γ = 1 para
todos los valores de α (véase figura 5.4b), es decir, 〈`〉 ∼ N .

Nótese que 〈`〉 no puede crecer más rápido que el tamaño del sistema N , excluyendo
valores γ > 1.

En cuanto a las transiciones entre regímenes distintos, para α = 1 se observa una
transición de fase de un comportamiento convergente en el valor medio de los tiempos de
primer paso a un comportamiento divergente (figura 5.4). En este punto de transición, 〈`〉
no converge a un valor finito, como en el régimen en stretched exponential, ni diverge con N
como una ley de potencias, como en el régimen de cola en ley de potencias. Encontramos
que 〈`〉 diverge logarítmicamente en el límite termodinámico N →∞: 〈`〉 ∼ logN .

En el punto de transición entre el régimen de cola en ley de potencias y el de saturación,
α = 2, encontramos que 〈`〉 ∼ N/ logN . Este comportamiento es intermedio entre los dos
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Figura 5.4: a) Comportamiento convergente de 〈`〉 como función del tamaño del sistema
N en el régimen en stretched exponential(α < 1). Las líneas discontinuas representan
los ajustes con (5.4).b) Dependencia de 〈`〉 con N para procesos invariantes de escala
con correlaciones diferentes para los tres regímenes que identificamos en la figura 5.2.
Obsérvese que el panel a) es una ampliación de la parte inferior del panel b). Las líneas
discontinuas en el régimen de cola en ley de potencias corresponden a los ajustes 〈`〉 ∼ Nγ,
with γ = α− 1.
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regímenes: 〈`〉 crece más rápido que cualquier ley de potencias con γ < 1, pero más lento
que una ley de potencias con γ = 1 (figura 5.4b).

El comportamiento de 〈`〉 en el límite termodinámico se puede resumir en un diagrama
de fases que mostramos en la figura 5.5. En el régimen en stretched exponential (panel
izquierdo en la figura 5.5), donde 〈`〉 converge en el límite termodinámico, la elección
natural del parámetro de orden es el valor asintótico, 〈`〉∞, que crece con α y diverge
cuando α→ 1−.

En los otros dos regímenes (panel derecho en la figura 5.5), como 〈`〉 diverge con N de
la forma 〈`〉 ∼ Nγ, un parámetro de orden conveniente para describir el comportamiento
de 〈`〉 es el exponente γ que tiende a cero cuando α → 1+, y converge a γ = 1 cuando
α→ 2−. En el régimen de saturación α > 2, el parámetro de orden permanece constante:
γ = 1.
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Figura 5.5: Diagrama de fase de las transiciones de régimen en stretched exponential a cola
en ley de potencias y a saturación. Los símbolos corresponden a resultados numéricos, y
la línea discontinua a la curva γ = α − 1. Para α < 1 (panel izquierdo) el parámetro de
orden es el valor asintótico 〈`〉∞ (figura 5.4a), mientras que para α > 1 (panel derecho)
el parámetro de orden es el exponente γ de la ecuación (5.5).

Las principales propiedades de la longitud promedio 〈`〉 de FPT y la densidad de
probabilidad p(`) en los tres regímenes están también resumidas en la Tabla 5.1.

Los resultados que hemos obtenido para el comportamiento de 〈`〉 en los tres regímenes
también se pueden entender en términos de los efectos de tamaño finito de la distribución
P (`). En la figura 5.6 observamos que:

i) Para procesos con α < 1, P (`) es esencialmente independiente del tamaño del siste-
ma N . De este modo, el FPT medio 〈`〉 está bien definido y para N suficientemente
grande no hay efectos de tamaño apreciables, dando lugar a un valor asintótico finito
〈`〉∞ (véase figura 5.4(a)).
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ii) En el punto de transición α = 1, donde 〈`〉 diverge logarítmicamente (figura 5.4(a)),
los efectos de tamaño del sistema en P (`) son más pronunciados (véase figura 5.6,
panel central).

iii) Por encima del punto de transición α > 1, para cualquier realización finita hay un
corte en la cola de la ley de potencias de P (`) que escala con el tamaño N del
sistema (véase figura 5.6, panel inferior), asegurando la cola en ley de potencias de
la distribución incluso en el límite termodinámico N →∞, y por tanto 〈`〉 diverge
siguiendo una ley de potencias en N (figura 5.4(b)).

Figura 5.6: Dependencia de la distribución acumulada complementaria 1−P (`) del tamaño
del sistema N . La transición del régimen en stretched exponential al de cola en ley de
potencias es estable e independiente de N . Las distribuciones que se muestran en todos
los paneles se obtienen mediante simulaciones de Monte Carlo con 232/N realizaciones.

Otra cantidad importante relacionada con la dependencia de las estadísticas del FPT
con el tamaño del sistema N es el número medio de segmentos de FPT, 〈n〉. Se definen
los segmentos como partes continuas del proceso con signo constante, cuyas fronteras son
los cruces por cero (véase figura 5.1). Encontramos que el comportamiento de 〈n〉 en los
tres regímenes es esencialmente el inverso de 〈`〉, a saber:

i) En el régimen en stretched exponential, 〈n〉 diverge de la forma 〈n〉 ∼ N indepen-
dientemente de α.

ii) En el régimen de cola en ley de potencias, 〈n〉 diverge más lentamente, 〈n〉 ∼ Nλ,
donde el exponente λ = 2− α decrece cuando α→ 2−.
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iii) En el régimen de saturación (α > 2), 〈n〉 converge con N →∞ a un valor asintótico
constante 〈n〉∞, que decrece a medida que crece α.

5.4. Relación con secuencias binarias

Los resultados obtenidos en este capítulo están estrechamente relacionados con el
comportamiento de secuencias binarias.

Como vimos en el capítulo anterior, una técnica estándar para generar procesos frac-
tales binarios con correlaciones es simplemente considerar el signo del proceso fractal
continuo subyacente. De esta forma, las secuencias binarias obtenidas están compuestas
de segmentos de solo dos valores posibles, +1 o −1. El tamaño de esos segmentos son los
FPTs de la señal original (figura 5.1). Este tipo de secuencias binarias se dan en sistemas
de diversa naturaleza: señales sísmicas [Varotsos et al., 2003b], transporte por membranas
[Varotsos et al., 2003a], cadenas de ADN [Carpena et al., 2007, 2011] y sólidos binarios
desordenados [Usatenko et al., 2008; Carpena et al., 2002].

5.5. Procesos con crossovers

El análisis hecho a lo largo de este capítulo se puede extender a procesos con corre-
laciones de largo alcance que, en lugar de un único exponente de escala, presenten dos
regímenes diferentes caracterizados por distintos exponentes de correlación a escalas pe-
queñas y grandes con un crossover separando ambas regiones [Carpena et al., 2016b].
Esto ocurre en sistemas complejos regulados por mecanismos que compiten actuando a
diferentes escalas temporales.

Para poder hacer un estudio sistemático de las propiedades estadísticas de los tiempos
de primer paso en estos procesos se usa una versión modificada del Método de Filtrado
de Fourier. En lugar de multiplicar en el dominio de las frecuencias (f) un ruido blanco
por una ley de potencias de la forma f−(2α−1)/2, se multiplica por

Q(f) =

 f−(2αl−1)/2 si f ≤ fc

f (αs−αl)
c f−(2αs−1)/2 si f > fc

(5.7)

y, volviendo al espacio temporal mediante la transformada inversa de Fourier, obtenemos
una secuencia con un crossover en tc (fc ≡ t−1

c ) y con exponentes de escala αs y αl del
DFA, a escalas temporales pequeñas y grandes, respectivamente.

Los resultados muestran que, en general, la forma funcional de la función de densidad
p(`) presenta un comportamiento mixto: a escalas cortas se comporta como la esperada
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(según lo mostrado a lo largo de este capítulo) para un proceso con un único exponente de
escala αs y, a escalas grandes, como la esperada para un proceso con un único exponente
de escala αl,

p(`) =

 pαs(`) si ` < gtc

pαl(`) si l > gtc
, (5.8)

con g(tc) una función monótona en tc.
Los detalles de estos resultados y su comparación con observaciones experimentales se

pueden consultar en [Carpena et al., 2016b].

5.6. Conclusión

En este capítulo hemos visto que las correlaciones se pueden considerar el factor uni-
ficador que controla las propiedades estadísticas de los FPTs en una amplía clase de pro-
cesos fractales, independientemente de las especificidades del sistema dinámico particular
considerado.

Cuando las correlaciones están en el rango α < 1 (tales como registros climáticos [Bun-
de et al., 2005] o en actividad bursátil [Ivanov et al., 2004; Wang et al., 2009]), la función
de densidad de probabilidad de los FPTs p(`) se comporta como stretched exponential,
con un valor medio finito incluso para tamaños de sistema divergentes. Puesto que este
régimen corresponde a las correlaciones que se observarán en las palabras, no es sorpren-
dente que las distancias entre apariciones consecutivas de una palabra se comporten como
una stretched (a escala larga), como veremos en el próximo capítulo, y que dará pie al
modelo que describiremos.

Por el contrario, cuando las correlaciones están en el rango 1 < α < 2, como por
ejemplo en procesos de difusión anómalos [Shlesinger et al., 1993; Rangarajan and Ding,
2000; Khoury et al., 2011; Eliazar and Klafter, 2009], la cola de p(`) sigue una ley de
potencias, p(`) ∼ `−δ con δ = 3 − α, generalizando los resultados conocidos para el
classical random walk (α = 3/2), para el que δ = 3/2. En este caso, el valor medio de
FPT crece como ley de potencias con el tamaño del sistema con un exponente menor que
uno.

Para el caso de procesos con correlaciones extremas (2 < α < 3), que se pueden
ver como integraciones de fBm’s, las densidades de probabilidad p(`) son esencialmente
planas, y el valor medio de FPT diverge con el tamaño del sistema.

Estos resultados se pueden extender a procesos que están controlados por un exponente
de correlación a escala pequeña y otro a escala grande, concluyendo que si las correlaciones
y el crossover es similar, lo serán también las propiedades estadísticas de los tiempos de
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primer paso, independientemente de las características concretas del sistema dinámico
bajo estudio.
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Correlaciones de largo alcance en
palabras clave: un modelo que las
reproduce

En las últimas décadas ha habido un interés creciente por el estudio del lenguaje hu-
mano en el contexto de los sistemas complejos. Los textos escritos son buenos candidatos
para tal estudio, ya que están compuestos por elementos individuales (palabras) que in-
teractúan entre ellos en formas complejas y a diferentes niveles, controlados por las reglas
gramaticales del idioma particular, el género literario, el estilo del escritor y la información
que el texto quiere transmitir.

Las aproximaciones se han centrado en tres temas principales, a saber:

i) La detección automática de palabras clave.

Como vimos en la primera parte de esta tesis, la idea es detectar las palabras clave
de un texto (es decir, las palabras relacionadas con los tópicos principales) sin el uso
de información externa. Recordemos que una estrategia exitosa para abordar este
problema [Ortuño et al., 2002; Carpena et al., 2009; Carretero-Campos et al., 2013;
Carpena et al., 2016a] se basaba el hecho de que las palabras relevantes se atraen
entre sí, y se concentran en determinadas regiones del texto formando clusters y dan-
do lugar a grandes fluctuaciones de frecuencia. Sin embargo, las palabras comunes
se distribuyen de manera más homogénea. Por tanto, cuanto mayor sea el cluste-
ring, mayor será la relevancia. Se obtenía así un ranking de relevancia cuantificando
adecuadamente el clustering de cada palabra.

ii) Correlaciones de largo alcance en textos.

Las interacciones complejas entre palabras que se producen a muchos niveles, que
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comentamos previamente, dan lugar a una estructura espacial compleja no trivial en
textos que se puede cuantificar por medio del análisis de las correlaciones de largo
alcance. Los resultados de esos análisis concluyen que los textos escritos presentan
estructuras de largo alcance que dan lugar a correlaciones de largo alcance que han
sido cuantificadas para diferentes textos e idiomas [Montemurro and Pury, 2002;
Bhan et al., 2006; Alvarez-Lacalle et al., 2006; Şahin et al., 2009; Altmann et al.,
2012; Ogura et al., 2019].

iii) Modelos para reproducir la distribución espacial de las palabras.

Se intenta modelar el patrón de apariciones de una palabra en un texto y, concreta-
mente, reproducir la distribución p(d) de las distancias entre apariciones sucesivas
de una palabra dada (también denominados tiempos de recurrencia). Algunos re-
sultados muestran [Altmann et al., 2009; Tanaka-Ishii and Bunde, 2016] que, en
general, para cualquier palabra p(d) se comporta como una stretched-exponential1.
Aunque este resultado concuerda bastante bien con observaciones experimentales
para d grande, falla a distancias cortas, donde p(d) se sobreestima sistemáticamen-
te.

En este capítulo veremos que estas tres cuestiones no son independientes, sino que
están profundamente relacionadas y no son más que diferentes caras del mismo problema.
En primer lugar, mostramos que las correlaciones de largo alcance observadas en textos
se deben a sus palabras clave: cuantificamos las correlaciones de largo alcance de cada
palabra del texto, y mostramos que las palabras relevantes presentan fuertes correlaciones
de largo alcance y son las responsables de las correlaciones observadas en el texto com-
pleto, mientras que las palabras comunes no presentan correlaciones y no contribuyen a
las correlaciones del texto. De hecho, presentamos resultados que indican que el grado de
correlaciones de una palabra es también una buena medida de su relevancia para el texto.
En segundo lugar, presentamos un modelo capaz de reproducir la distribución espacial de
una palabra en un texto. Partiendo de las correlaciones de la palabra y de su frecuencia
en el texto, el modelo predice la posición de las apariciones consecutivas de la palabra y
reproduce todas sus propiedades interesantes: sus correlaciones de largo alcance, su es-
tructura espacial caracterizada por la distribución de distancias p(d) en el rango completo
de d (resolviendo el problema de resultados previos) y también el grado de relevancia de
la palabra cuantificado por la medida de clustering mencionada anteriormente.

1Obsérvese que este es el comportamiento que obtuvimos en el capítulo anterior para la distribución
de las longitudes ` de los FPT’s en el rango α < 1.
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6.1. Metodología

6.1.1. Cuantificación de correlaciones de largo alcance en pala-
bras

Representamos las ocurrencias de cada palabra del texto mediante una secuencia bi-
naria de la siguiente forma:

Dado un texto de longitud N , para cada palabra distinta w del texto generamos una
secuencia binaria xw(i) (i = 1, 2, . . . , N) asignando el valor 1 en todas las posiciones i
del texto donde la palabra aparece y 0 en el resto. De este modo, tenemos una secuencia
binaria distinta para cada una de las palabras que conforman el vocabulario del texto.
Elegimos un mapeo del texto en una secuencia binaria para evitar la introducción de
correlaciones no reales debidas a la asignación numérica [Voss, 1992].

Cuantificaremos las correlaciones de dichas secuencias binarias por medio del expo-
nente de escala α del DFA (véase sección 4.4). Recordemos que el DFA mide el promedio
de las fluctuaciones F (`) de la secuencia a diferentes escalas ` y que una relación en ley
de potencias,

F (`) ∝ `α (6.1)

indica la presencia de scaling. Si α = 0.5 la secuencia no tiene correlaciones, mientras que
si α < 0.5 o α > 0.5 presenta correlaciones negativas o positivas, respectivamente.

6.1.2. Modelo para reproducir la distribución espacial

El objetivo del modelo que queremos desarrollar es que reproduzca la distribución de
una palabra a lo largo del texto, así como sus correlaciones de largo alcance. Propone-
mos generar una secuencia binaria con correlaciones de largo alcance que represente las
ocurrencias de la palabra a lo largo del texto de la siguiente forma:

i) En un primer paso, mediante el Método de Filtrado de Fourier (FFM) [Makse et al.,
1996], generamos una secuencia de números reales aleatorios x(i) siguiendo una
N(0,1) con correlaciones de largo alcance en ley de potencias caracterizadas por el
exponente de escala α.

ii) En un segundo paso, asumimos que la palabra aparece a lo largo del texto en las
posiciones i en las que la secuencia x(i) supera un umbral (r), de manera que las
ocurrencias de la palabra se pueden representar por medio de la secuencia binaria
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xbin(i) obtenida de

xbin(i) =

 1 si x(i) ≥ r

0 en otro caso
(6.2)

El umbral r lo obtenemos numéricamente imponiendo que la probabilidad de tener
valores de la secuencia por encima del umbral coincida con la frecuencia de la palabra
que queremos modelar.

Denotamos ahora por p0(d) la distribución de las distancias entre apariciones de la
palabra que estamos modelando. En el capítulo anterior, hemos obtenido por medio de si-
mulaciones numéricas que la forma funcional de la distribución acumulada complementaria
Q0(d) (definida como Q0(d) ≡

∫∞
d p0(x) dx) es stretched exponential [Carretero-Campos

et al., 2012] , es decir,
Q0(d) ∼ e−(d/c)β (6.3)

donde las constantes β y c dependen de la palabra considerada.
Como comentamos previamente, esta forma funcional (línea discontinua en la figu-

ra 6.5) fue propuesta por [Altmann et al., 2009] para caracterizar la distribución de las
distancias entre apariciones sucesivas de la misma palabra. Dicha expresión concuerda
bastante bien con las observaciones experimentales para d grande, pero sobreestima sis-
temáticamente la distribución a distancias cortas d (véase la figura 6.5).

Sin embargo, observamos que las palabras reales tienen repulsión a distancias cortas,
debido a las restricciones impuestas por la gramática que no permite la aparición de
la misma palabra a distancias muy cortas. Para incorporar este fenómeno, proponemos
un factor de repulsión f(d) que modifica la distribución de distancias entre apariciones
obtenida mediante el procedimiento descrito anteriormente. Aceptamos una distancia d (y,
por tanto, un ’1’ a una distancia d del anterior en la secuencia binaria) con probabilidad
f(d) dada por

f(d) =

 1− e−
(d−(dmin−1))

a si d ≥ dmin

0 si d < dmin
(6.4)

donde dmin es la distancia entre ocurrencias mínima observada para la palabra real a lo
largo del texto. El parámetro a da información sobre la escala característica de la repulsión
y depende de la palabra considerada. Con este factor de repulsión, tenemos que

p(d) ∼ f(d) p0(d) . (6.5)

Obsérvese que la repulsión f(d) modifica a p0(d) disminuyendo su resultado solo a dis-
tancias cortas. Para distancias d suficientemente grandes, f(d) ' 1 y, en consecuencia,
p(d) ' p0(d). De esta forma, p(d) presenta el comportamiento correcto a todas las escalas.
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6.2. Vínculo entre relevancia y correlaciones de largo alcance

Los tres parámetros del modelo (el exponente de correlación α, el umbral r y el pa-
rámetro de escala de la repulsión a) pueden ser estimados inicialmente del texto que
queremos analizar: α se calcula usando el DFA en la secuencia binaria obtenida del texto
para la palabra considerada, r se obtiene a partir de la frecuencia de la palabra en el
texto, y a como la distancia d a la que la distribución de distancias de la palabra real
se separa de la stretched exponential (véase la figura 6.5). Este procedimiento puede ser
difícil de implementar debido a la dependencia entre los parámetros.

Nótese que aquí cabría plantearse de nuevo si el exponente de correlación αbin de la
secuencia binaria obtenida a partir de un umbral r va a coincidir con el de la secuencia
real α de partida. En el capítulo 4 (sección 4.4.2) vimos que, si 0 < α < 1, se conservan las
correlaciones si se consideran los pasos por 0. En trabajos recientes [Kalra and Santhanam,
2021] en los que se estudia si se pueden inferir las correlaciones de largo alcance de una serie
temporal a partir de sus eventos extremos, resultados numéricos muestran que para un
umbral r = µ+σ (siendo µ y σ la media y desviación estándar de la señal, respectivamente)
las correlaciones son similares. Sin embargo, se observa que, a medida que se aumente el
umbral, parece que empiezan a disminuir. Para un umbral alto (como ocurrirá con las
palabras) es entonces esperable que se pierdan correlaciones.

6.2. Vínculo entre relevancia y correlaciones de largo
alcance

Mostramos aquí, al igual que en la primera parte de la tesis, resultados obtenidos
usando el libro The Origin of Species de Charles Darwin (6th Edition), que tiene una
longitud de N = 193786 palabras y un vocabulario de 8186 palabras distintas.

Al tratarse de un texto largo, no hay grandes diferencias entre usar la medida de
clustering C [Carpena et al., 2009] ó K(N, n) [Carpena et al., 2016a], diferencias que
habría si se tratase de un texto corto. En primer lugar, calculamos la medida de relevancia
C para las 8186 palabras distintas para obtener un ranking de relevancia (ordenado en
orden decreciente de C). Además, para cada palabra con frecuencia al menos 100 (un total
de 252 palabras), consideramos la secuencia binaria que representa sus apariciones a lo
largo del texto (véase metodología) y cuantificamos las correlaciones de dicha secuencia
por medio del DFA. Consideramos un valor mínimo para la frecuencia con el objetivo de
evitar resultados afectados por una baja estadística.

En la figura 6.1 mostramos los resultados del DFA aplicado a una palabra relevante,
‘species’ (posición 4 en el ranking), y a una palabra no relevante, ‘but’ (posición 8185
en el ranking). Observamos que a distancias cortas se obtiene para ambas palabras un
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Capítulo 6

exponente de correlación α próximo a 0.5. Sin embargo, a una distancia que está más
allá de los efectos de las reglas gramaticales, observamos un crossover en el exponente de
escala de la palabra relevante hacia un valor de α significativamente mayor que 0.5, lo
que indica fuertes correlaciones de largo alcance.
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Figura 6.1: Método DFA aplicado a las secuencias binarias que representan las apariciones
de las palabras ‘species’ (relevante) y ‘but’ (no relevante) a lo largo del libro The Origin
of Species de Charles Darwin

Nótese que el exponente 0.5 obtenido a escalas pequeñas se extiende en un rango que
supera las escalas a las que la función F (`) no se comporta como una ley de potencias
[Carpena et al., 2022]. Por otro lado, vimos también que [Carpena et al., 2017] (sección
4.4.2), cuando la secuencia es estacionaria, el DFA interpreta erróneamente ausencia de
correlaciones en la secuencia del signo en lugar de anticorrelaciones. Así que, en trabajos
futuros, podríamos plantearnos la posibilidad de que, a escalas pequeñas, el exponente
0.5 que observamos se corresponda a anticorrelaciones debido a la repulsión que imponen
las reglas gramaticales. La existencia de un crossover a escalas intermedias en las corre-
laciones aparece en general solo para palabras relevantes (palabras con valores altos de
C), mientras que palabras no relevantes tienen un exponente de correlación próximo a
0.5 en todas las escalas y no presentan un crossover a un segundo régimen. Para ilustrar
este comportamiento calculamos un ajuste lineal por mínimos cuadrados de logF (`) ver-
sus log ` en un rango de distancias ` desde 1000 a 10000 para obtener un valor para el
exponente de correlación a escalas grandes, que denotaremos α2.

En la figura 6.2 mostramos la distribución de probabilidad de α2 para las 50 palabras
más informativas y para las 50 menos informativas del ranking de relevancia. La separación
entre las dos distribuciones sugiere que α2 se puede usar para distinguir las palabras
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6.3. Propiedades que reproduce el modelo

relevantes de un texto: cuanto mayor sea el valor de α2, mayor será la relevancia, como
podemos ver en la tabla 6.1. Obsérvese que las distribuciones de probabilidad de α2 para
las 50 palabras más frecuentes y para las 50 menos frecuentes casi no difieren entre ellas
(véase el recuadro en la figura 6.2), de modo que estos resultados son independientes de
la frecuencia de aparición.
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Figura 6.2: Distribución de probabilidad del exponente de escala α2 obtenido mediante
un ajuste lineal por mínimos cuadrados de logF (`) versus log ` en un rango de distancias
` desde 1000 a 10000. Para las 50 palabras más informativas versus las 50 menos infor-
mativas del libro The Origin of Species de Charles Darwin. Inset: lo mismo para las 50
palabras más frecuentes versus las 50 menos frecuentes.

El vínculo entre correlaciones de largo alcance y relevancia también se ha observado
para otros libros y en otros idiomas, lo que sugiere que se trata de una característica
universal (véase Apéndice A). Otros trabajos que usan secuencias binarias en las que la
escala temporal son las frases, y la función de autocorrelación en lugar del DFA, llegan a
conclusiones similares [Ogura et al., 2019].

6.3. Propiedades que reproduce el modelo

Presentamos algunos resultados del modelo que hemos propuesto para reproducir las
propiedades de correlación de las palabras. En la figura 6.3 se muestra el proceso de
generación de una palabra artificial que modele la distribución de la palabra ‘parts’ a lo
largo del libro The Origin of Species (para una elección adecuada de los parámetros, véase
metodología). En este caso, los parámetros son α = 0.88, r = 2.96989 y a = 10. Nótese
que se necesita partir de un exponente de correlación α superior al de la palabra ‘parts’
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word α2 word α2
seeds 0.945 case 0.500
islands 0.905 also 0.499
young 0.901 whether 0.498
water 0.889 hence 0.495
flowers 0.859 so 0.493
forms 0.849 either 0.491

varieties 0.843 both 0.484
organs 0.836 give 0.484
breeds 0.833 then 0.471
species 0.816 us 0.464

Tabla 6.1: Las primeras 10 palabras y las últimas 10 palabras extraídas del libro The
Origin of Species mediante el exponente de correlación a escalas grandes α2

(por ello no está incluida en la tabla 6.1), ya que el valor del umbral es alto, a lo que
hay que sumar el efecto de la repulsión. Mostramos aquí los resultados para ‘parts’ como
palabra representativa promedio (su frecuencia en el texto es 233), pero el modelo se puede
aplicar a cualquier palabra. Como podemos ver en la figura 6.3b y 6.3c, la distribución
espacial de la palabra modelada concuerda con la de la palabra real, dando lugar a una
estructura de clusters similar.

Si aplicamos el DFA a las secuencias binarias generadas mediante 256 iteraciones
del modelo y promediamos las curvas, obtenemos que el modelo conserva con precisión
la estructura de correlaciones de la palabra (véase la figura 6.4). La curva promedio del
modelo proporciona un ajuste muy bueno de las correlaciones de la palabra ‘parts’ a todas
las escalas. Observamos que el modelo parece reproducir la distribución de una palabra a
lo largo del texto, así como sus correlaciones de largo alcance.

Nos centramos ahora en la distribución de probabilidad de las distancias entre apa-
riciones de la palabra ‘parts’, para ver si el modelo también es capaz de reproducirla.
Como comentamos previamente, para ajustar esta distribución se ha usado en la lite-
ratura la stretched exponential [Altmann et al., 2009]. En la figura 6.5 representamos
log(− log(Q(d))) versus log d, donde Q(d) es la distribución acumulada complementaria
de las distancias entre apariciones de la palabra. En esta escala, la stretched exponential
(véase la ecuación 6.3) corresponde a una línea recta de pendiente β, pero ese comporta-
miento solo se observa para distancias grandes. A distancias cortas, que se ven afectadas
por las reglas gramaticales, la distribución real está sobreestimada. Sin embargo, si repre-
sentamos la distribución de distancias proporcionada por nuestro modelo (mostrada por
la línea roja de la figura 6.5), vemos que el modelo es capaz de reproducir fielmente el
comportamiento en todo el rango de distancias ya que hemos tenido en cuenta la repulsión
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Figura 6.3: Proceso de generación de una palabra artificial que modele la distribución de la
palabra ‘parts’ a lo largo del libro The Origin of Species: a) secuencia de números aleatorios
x(i) con exponente de correlación α (línea negra) y un umbral r (línea roja) usado para
convertir la secuencia real en una binaria, b) apariciones de la palabra modelada a lo largo
del texto, c) apariciones de la palabra real a lo largo del texto
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Figura 6.4: Detrended Fluctuation Analysis aplicado a la secuencia binaria que representa
las apariciones de la palabra ‘parts’ (cuadrados negros) a lo largo del libro The Origin of
Species de Charles Darwin, y el ajuste obtenido por medio de la palabra modelada (línea
roja continua). Se dibuja una recta con pendiente 0.5 (línea gris discontinua) a efectos
comparativos.

Q

Figura 6.5: Distribución acumulada complementaria Q(d) de las distancias entre aparicio-
nes de la palabra ‘parts’ (cuadrados negros) en el libro The Origin of Species (representada
en una escala en la que la stretched exponential es una línea recta, véase la ecuación 6.3),
y el ajuste obtenido por medio de la palabra modelada (línea roja continua). Se dibuja
una recta con pendiente β = 0.55 (línea gris discontinua) a efectos comparativos.
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que presentan las palabras reales a distancias cortas.
Por último, calculamos el valor promedio de la medida de relevancia C sobre todas

las iteraciones del modelo, y la comparamos con el valor obtenido para la palabra real.
Para la palabra ‘parts’, para la que C = 9.71, obtenemos un promedio < C >= 12.55 con
desviación estándar sdC = 3.9, y por tanto el valor real C está dentro del intervalo de
confianza.

Los resultados del modelo son generales: hemos visto que es posible encontrar pará-
metros adecuados que proporcionan ajustes similares para otras palabras de este libro,
para otros libros y en diferentes idiomas (resultados pendientes de sistematizar y detallar
en trabajos futuros en los que se automatice la obtención de los parámetros).

6.4. Conclusión

Los resultados mostrados a lo largo de este capítulo nos llevan a concluir que: i) El
grado de correlaciones de largo alcance de una palabra a escalas grandes está directamente
relacionado con su relevancia y ii) Las correlaciones de largo alcance que se han observado
en textos se deben a la distribución compleja de las palabras relevantes a lo largo del
texto. Las palabras comunes, que tienen una distribución homogénea, no contribuyen a
la existencia de correlaciones de largo alcance.

Por otro lado, hemos propuesto un modelo que es capaz de conservar todas las propie-
dades de interés de las palabras en textos escritos: reproduce el comportamiento complejo
caracterizado por la presencia de correlaciones a escalas grandes, la estructura espacial
caracterizada por la distribución de distancias, y el grado de relevancia cuantificado por
medidas de relevancia basadas en clustering.
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Conclusiones

Esta investigación estudia las secuencias simbólicas formadas por las palabras que
constituyen un texto, y la información que se puede obtener a partir de la manera en la
que se distribuye una palabra concreta a lo largo de la secuencia. Esto nos lleva a estudiar
propiedades que también serán aplicables a otros tipos de secuencias simbólicas.

En la primera línea de trabajo, teniendo como objetivo la mejora en la detección
de palabras clave en textos, especialmente cortos, y en la evaluación de los resultados
obtenidos podemos destacar que:

I. Hemos realizado una adaptación de métricas para evaluar el comportamiento de dis-
tintos detectores de palabras clave, por medio de las cuales hemos comparado dos
aproximaciones distintas, basadas en cuantificación de clustering y en cálculo de en-
tropía, respectivamente. Hemos implementado mejoras en la medida de clustering y
hemos estudiado la dependencia de la medida entrópica respecto de la partición del
texto necesaria para su cómputo. Hemos comparado el comportamiento de ambas
aproximaciones en textos de distinto tamaño y hemos obtenido que la medida entró-
pica proporciona resultados precisos solo para elecciones adecuadas de la partición
del texto considerado, mientras que la medida de clustering proporciona resultados
iguales o mejores, sin necesidad de realizar ninguna partición previa.

II. Hemos obtenido la expresión analítica de la distribución de las distancias entre
ocurrencias sucesivas de un símbolo en una secuencia de tamaño N , suponiendo
que sus n apariciones se sitúan al azar. Al estudiar las propiedades de dicha dis-
tribución, hemos encontrado un valor de frecuencia para el que el coeficiente de
variación es máximo y hemos comprobado que en el caso asintótico, es decir, en el
límite para n y N grandes, se obtiene la distribución geométrica. El conocimiento
de la distribución exacta, junto al uso de condiciones de contorno, nos ha permitido
definir una medida de clustering K(N, n) más sensible a la detección de palabras
de frecuencia baja (que serán comunes en un texto corto) y obtener su valor má-
ximo. Hemos encontrado que estaremos en una situación de clustering extremo si
Kb(N, n) ≤ K(N, n) ≤ Kmax(N, n), siendo Kb(N, n) ≡

√
(n− 1)/2nKmax(N, n).
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Estos resultados nos han permitido clasificar las palabras clave en dos clases: ge-
néricas (relativamente frecuentes y con valor de K inferior a la cota Kb(N, n)) y
específicas (su frecuencia no es grande y su valor de K supera la cota de clustering
extremo).

En la segunda línea, en la que teníamos como objetivo si se podía establecer un vínculo
entre la relevancia de una palabra y las correlaciones de largo alcance, y establecer un
modelo que reproduzca su distribución espacial a partir de las correlaciones, podemos
destacar que:

I. Hemos realizado un estudio numérico sistemático de las distribuciones de las lon-
gitudes entre pasos consecutivos por 0 para procesos invariantes de escala con co-
rrelaciones en ley de potencias. Al realizar dicho estudio hemos encontrado tres
regímenes (stretched exponential, cola en ley de potencias y saturación) con com-
portamiento distinto de la distribución, en función de las correlaciones del proceso.
Hemos obtenido conclusiones similares en procesos que presentan un crossover de
un exponente de correlación a escala pequeña a otro a escala grande. Con este es-
tudio hemos establecido la base para el modelo que propondremos para reproducir
las correlaciones de largo alcance en palabras.

II. Hemos representado las ocurrencias de una palabra en un texto mediante una se-
cuencia binaria y hemos analizado sus correlaciones. Hemos obtenido que el grado
de correlaciones de una palabra a escala grande está directamente relacionado con
su relevancia, pudiendo usarse para detectar palabras clave, que hemos concluido
que son las responsables de las correlaciones de largo alcance presentes en textos.

III. Hemos planteado un modelo que, basado en las correlaciones a larga escala de una
palabra, en su frecuencia de aparición y con el uso de un factor de repulsión reprodu-
ce el comportamiento de las palabras relevantes: su patrón de apariciones formando
clusters, la forma funcional de su distribución espacial y el crossover a un exponen-
te de correlación mayor a larga escala en la secuencia binaria que representa sus
apariciones.

Aplicaciones y líneas futuras

La medida de clustering K(N, n) que hemos definido se puede aplicar a otro ejemplo
paradigmático de secuencias simbólicas, las proteínas, para detectar el clustering de ami-
noácidos. Una proteína es una secuencia de 20 aminoácidos diferentes que se puede ver
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como un texto en el que cada palabra del vocabulario es un aminoácido. El conocimiento
de la distribución exacta obtenida es importante en este caso debido a que la longitud
promedio de las proteínas es relativamente corta y también lo son las frecuencias de ami-
noácidos individuales. Para más información y detalles al respecto, se puede consultar
[Carpena et al., 2016a].

Por otro lado, el análisis numérico sistemático de las distribuciones de las longitudes
entre pasos consecutivos por 0 para procesos invariantes de escala con correlaciones en ley
de potencias, tiene implicaciones en el estudio de sistemas correlacionados-desordenados.
Para más detalles al respecto, se puede consultar [Carretero-Campos et al., 2012].

Como líneas futuras de continuación de esta investigación podemos mencionar:

I. Explorar distintas posibilidades para la automatización de la estimación de los pa-
rámetros del modelo planteado en el capítulo 6.

II. Estudiar la distribución de los ‘segundos vecinos’, es decir, de las distancias entre
la aparición de una palabra y la segunda vez que aparece a partir de ese momento.
Este análisis permitiría determinar si la interacción entre apariciones de una misma
palabra ocurre sólo a ‘primeros vecinos’, es decir, si el autor del texto ‘olvida’ más
allá de la anterior aparición de una palabra dada.

III. Investigar si los textos generados por inteligencia artificial presentan las mismas pro-
piedades estadísticas que los generados por humanos. Sería interesante, por ejemplo,
comparar la distribución de valores de la medida de clustering K para todas las pala-
bras del vocabulario de un texto real escrito por una persona y de un texto generado
con IA de la misma longitud, o mejor todavía, de un conjunto de textos de ambos
tipos. La distribución de valores de K recoge tanto la frecuencia como la estructura
de las palabras en el texto, y puede servir para encontrar similitudes y diferencias
entre ambos tipos de texto.

IV. Plantear un modelo físico de partículas en un medio lineal discreto que interaccionan
con las mismas reglas que las palabras (relevantes): fuerzas repulsivas a distancias
cortas y atractivas a distancias largas. Estudiar qué fuerzas habría que considerar
para conseguir que la distribución de las partículas en el modelo unidimensional se
parezca a la observada en las palabras. Esto permitiría modelar un texto como un
auténtico modelo físico en el que establecer analogías interesantes.
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Apéndice A

A lo largo de esta memoria los métodos planteados para detectar palabras relevantes se
han aplicado fundamentalmente al texto literario The Origin of Species, por ser un texto de
referencia en este contexto, que se usa para evaluar y comparar distintas aproximaciones.
Para mostrar que en realidad los resultados obtenidos tienen carácter general, en este
apéndice detallamos la aplicación de dichos métodos a otros dos textos: por un lado, A
Brief History of Time, de Stephen Hawking y, por otro, esta tesis doctoral. Nótese que se
trata de un texto en inglés y otro en español, con el objetivo de mostrar cómo las técnicas
que proponemos son efectivas independientemente del idioma considerado.

Nos centraremos en aplicar la medida de clustering K(N, n) desarrollada en la primera
parte de esta memoria que nos permitía, no sólo obtener las palabras más relevantes de
un texto, sino también hacer una distinción entre palabras clave genéricas y específicas
(véase capítulo 3). Por otro lado, también mostraremos los resultados obtenidos si que-
remos clasificar las palabras a partir del exponente de correlación a escala grande α2 de
la secuencia binaria que representa las apariciones de cada palabra, como hicimos en la
segunda parte de esta memoria (véase capítulo 6).

A Brief History of Time
Una vez eliminado prólogo, glosario y agradecimientos, el libro A Brief History of

Time, de Stephen Hawking, tiene una longitud de N = 61016 palabras y un vocabulario
formado por 4262 palabras distintas. Si computamos la medida de clustering K(N, n)
(definida en la sección 3.3) obtenemos el ranking de relevancia que se muestra en la tabla
A.1. Observamos cómo las 10 primeras palabras nos dan una idea clara de los contenidos
de los que trata el texto. Cabe mencionar que en el glosario que aparece al final del libro
encontramos, entre otros, los términos ‘black hole’, ‘imaginary time’, ‘string theory’ y
‘elementary particles’ en los que aparecen las 5 primeras palabras del ranking obtenido.

Recordemos que en el capítulo 3 (sección 3.3.3) se estudiaron los valores extremos de
K(N, n) y se estableció el valor máximo de clustering, Kmax(N, n), y la cota inferior de
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word K
black 4.676

imaginary 4.101
string 3.998
hole 3.961

particles 3.850
thermodynamic 3.788

disorder 3.616
newton 3.533

inflationary 3.396
holes 3.371

Tabla A.1: Ranking de las 10 palabras más relevantes extraídas del libro A Brief History
of Time, de Stephen Hawking, mediante la medida de clustering K(N, n).

clustering extremo, Kb(N, n). Aplicando estos resultados podemos observar (véase figura
A.1) que, aunque las palabras ‘particles’ (posición 5 en el ranking deK) y ‘thermodynamic’
(posición 6 en el ranking deK) tienen valores muy próximos deK, sólo una de ellas supera
la cota de clustering extremo. En el caso de ‘thermodynamic’, su valor de K es superior
a Kb(N, n), lo que nos permite clasificarla como palabra clave específica, ya que sólo
se supera la cota cuando la palabra se usa en un contexto específico del texto. Podemos
comprobar que esta es la situación de ‘thermodynamic’ observando sus posiciones a lo largo
del texto representadas en la figura A.2. Todas sus apariciones (n = 22) están contenidas
en el capítulo 9, titulado The Arrow of Time, haciendo referencia a ‘the thermodynamic
arrow of time’. Sin embargo, como vemos en las figuras A.1 y A.2, la palabra ‘particles’ está
situada bastante por debajo de la cota de clustering extremo y, aunque está clusterizada, se
usa en diferentes contextos. ‘Particles’ tiene, por tanto, las características de una palabra
clave genérica. Estos dos ejemplos muestran la validez de los umbrales determinados en
el capítulo 3 para distinguir entre palabras clave genéricas y específicas.

En cuanto a la conexión entre las correlaciones de largo alcance de una palabra y
su relevancia en un texto vamos a considerar ahora, como hicimos en el capítulo 6, la
secuencia binaria que representa las apariciones a lo largo del texto de cada palabra con
frecuencia mayor o igual a 100 (para evitar resultados afectados por una baja estadísti-
ca). Recordemos que llamábamos α2 al exponente de correlación a escalas grandes que se
obtenía al aplicar el método DFA a dichas secuencias. En la tabla A.2 observamos en A
Brief History of Time el mismo vínculo entre correlaciones de largo alcance y relevancia
que ya mostramos en el capítulo 6 para The Origin of Species (tabla 6.1). Observamos
que las primeras palabras aparecen en términos contenidos en el glosario del libro tales
como ‘strong force’, ‘neutron star’, ‘conservation of energy’, ‘light cone’ y ‘space-time’,
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Figura A.1: Valores de clustering K(N, n) para las palabras del vocabulario del libro A
Brief History of Time como función de la frecuencia n. Incluimos solo palabras con n > 3.
Las líneas corresponden al valor máximo de clustering Kmax(N, n) y a la cota inferior de
clustering extremo, Kb(N, n).
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Figura A.2: Posiciones de las palabras ‘thermodynamic’ (n = 22, panel superior) y ‘par-
ticles’ (n = 185, panel inferior) en el libro A Brief History of Time en el que N = 61016.
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a diferencia de las últimas palabras, claramente no informativas sobre el contenido del
texto (como, por ejemplo, ‘so’, ‘but’ y ‘this’). Estos resultados siguen sugiriendo, como
ya comentamos, que el grado de correlaciones de largo alcance de una palabra a escalas
grandes está directamente relacionado con su relevancia.

word α2 word α2
force 0.902 as 0.501
stars 0.840 very 0.501
energy 0.839 some 0.497
light 0.812 all 0.491
star 0.804 because 0.486
i 0.799 so 0.484

universe 0.791 other 0.481
space 0.787 however 0.476
particle 0.776 but 0.471
particles 0.749 this 0.465

Tabla A.2: Las primeras 10 palabras y las últimas 10 palabras extraídas del libro A Brief
History of Time mediante el exponente de correlación a escalas grandes α2.

Sobre el comportamiento complejo de las palabras relevantes en textos: he-
terogeneidad espacial y correlaciones de largo alcance

Realizamos ahora un análisis similar de esta tesis doctoral, concretamente el texto
formado por el resumen, introducción, capítulos 1 al 6 y conclusiones (eliminamos índices
y bibliografía). Dicho texto tiene una longitud de N = 28710 palabras y un vocabulario
formado por 2866 palabras distintas.

En la tabla A.3 mostramos las 10 primeras palabras del ranking asociado a la medida
de clustering K(N, n). El lector podrá juzgar que se trata de palabras clave en el contenido
desarrollado en esta memoria tales como ‘correlaciones’, ‘alcance’, ‘palabra’, ‘secuencia’
y ‘binaria’. Podemos de nuevo fijarnos en un par de palabras con valores altos de K que
podamos distinguir como palabras clave específicas o genéricas, según superen o no la cota
de clustering extremo Kb(N, n). Observamos que la palabra ‘régimen’ está por encima de
dicha cota y se trataría de una palabra clave específica ya que sus apariciones están
contenidas, casi en su totalidad, en el capítulo 5 de esta memoria (véase figura A.4). En
dicho capítulo se habla de la distinción entre ‘régimen en stretched exponential’, ‘régimen
de cola en ley de potencias’ y ‘régimen de saturación’ en las distribuciones de los tiempos
de primer paso. Sin embargo, la palabra ‘secuencia’, por debajo de la cota de clustering
extremo (figura A.3), aparece en distintos contextos de esta memoria (como se observa en
la figura A.4) y diremos que es una palabra clave genérica de esta tesis doctoral.
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word K
correlaciones 6.545

dfa 4.410
secuencia 4.348
exponente 4.245
alcance 3.958
binaria 3.858
régimen 3.614
glosario 3.613
escala 3.583
palabra 3.534

Tabla A.3: Ranking de las 10 palabras más relevantes extraídas de esta tesis doctoral
(resumen, introducción, capítulos 1 al 6 y conclusiones) mediante la medida de clustering
K(N, n).
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Figura A.3: Valores de clustering K(N, n) para las palabras del vocabulario de esta tesis
doctoral (resumen, introducción, capítulos 1 al 6 y conclusiones) como función de la
frecuencia n. Incluimos solo palabras con n > 3. Las líneas corresponden al valor máximo
de clustering Kmax(N, n) y a la cota inferior de clustering extremo, Kb(N, n).
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Figura A.4: Posiciones de las palabras ‘régimen’ (n = 22, panel superior) y ‘secuencia’
(n = 138, panel inferior) en esta tesis doctoral (resumen, introducción, capítulos 1 al 6 y
conclusiones) en la que N = 28710.

word α2 word α2
correlaciones 0.721 que 0.513
secuencia 0.696 con 0.508
palabra 0.675 el 0.502

distribución 0.667 a 0.502
palabras 0.606 como 0.486

Tabla A.4: Las primeras 5 palabras y las últimas 5 palabras extraídas de esta tesis doc-
toral (resumen, introducción, capítulos 1 al 6 y conclusiones) mediante el exponente de
correlación a escalas grandes α2.
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Por último, mostramos en la tabla A.4 las primeras y últimas cinco palabras ordenadas
por el exponente de correlación a escala grande α2. Podemos observar el vínculo entre
correlaciones de largo alcance y relevancia, estando de nuevo ‘correlaciones’, ‘secuencia’ y
‘palabra’ entre las primeras palabras del ranking. Nótese que, al ser este texto más corto,
el número de palabras con frecuencia al menos 100 es bastante más reducido.

Consideramos que los resultados mostrados en este Apéndice, correspondientes a dos
textos tan distintos como A Brief History of Time y esta memoria, ilustran que las técnicas
desarrolladas en la misma funcionan adecuadamente en textos con diferentes estilos y en
distintos idiomas, y tienen por tanto validez general.
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