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INTRODUCCION



La investigacion sobre la desigualdad econdmica y la pobreza estd cobrando un
nuevo auge en los ultimos afios. Ello se debe a que se estdn produciendo multitud de
aportaciones en el campo tedrico de la medicion de estos fendmenos, desde la
sofisticacion continua de los indices de desigualdad y pobreza, hasta la profundizacion en
los criterios éticos o de bienestar asociados a dichos indices. Sin embargo, estas
aportaciones no tienen su correspondiente desarrollo en el campo empirico. No se
desarrollan métodos de estimacion satisfactorios, y la calidad de la informacioén deja
mucho que desear, lo que constituye, sin duda, el mayor problema en este terreno.

La informacion sobre la distribucion de la renta suele publicarse en forma de datos
agrupados, generalmente en decilas o quintilas. Esto implica que la calidad de las
estimaciones de indices de desigualdad y pobreza con dichos datos suele ser muy pobre.
Estd demostrado que con datos agrupados se llega a una importante subestimacion de la
desigualdad en una distribucion. Por otra parte, la informacion de base en la que se basan
estas publicaciones no es facil de conseguir y, sobre todo, de manejar, debido al nimero
muy elevado de observaciones de que constan las encuestas.

El objetivo basico de este trabajo consiste en encontrar un método para la
estimacion de indices de desigualdad y pobreza que sea eficaz, y a la vez sencillo y poco
exigente en lo que se refiere a los datos.

El método que aqui se propone se basa en utilizar los datos agrupados para estimar
econométricamente la curva de Lorenz de la distribucion. Asi, se puede obtener, partiendo
de informacion agrupada, una representacion continua de la distribucion, que refleja la
desigualdad existente, sin incurrir en la subestimacion de la desigualdad inherente al
agrupamiento.

Una vez estimada una curva de Lorenz continua se pueden obtener mediante
integracién numérica los indices de desigualdad y pobreza asociados a ella. Por otra parte,
para los indices que no se relacionan directamente con la curva de Lorenz, se ha
encontrado una relaciéon con la derivada de la curva de forma que también pueden
obtenerse integrando dicha derivada.

El trabajo se ha dividido en tres partes. En primer lugar, se ha realizado un estudio
sobre las propiedades fundamentales de la curva de Lorenz con el objeto de poder
discernir cudles de las formas matematicas propuestas pueden representar a la curva de
Lorenz. Ademas, se han analizado las diferentes formas funcionales que se han aplicado a
la curva de Lorenz, tanto en el terreno tedrico, como en el empirico, puesto que se han
comparado estimaciones para provincias espafiolas con caracteristicas especiales para
observar su comportamiento.

En segundo lugar, se han analizado los indices de desigualdad y pobreza mas
relevantes en la literatura econdmica, comparando sus propiedades y comportamiento.

Por ultimo, se resefan las expresiones que ligan a los indices de desigualdad y
pobreza con la curva de Lorenz o con su primera derivada, en forma continua, y se han
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estimado dichos indices para los datos de la distribucion de la renta por provincias en
Espaia segtn la Encuesta de Presupuestos Familiares de 1980-81.



1.- AJUSTE ECONOMETRICO DE FORMAS FUNCIONALES

CONTINUAS A LA CURVA DE LORENZ



1.1.- LA CURVA DE LORENZ

La curva de Lorenz fue propuesta por este autor italiano en 1905, con el proposito
de proporcionar un instrumento que permitiera comparar la desigualdad existente en
diferentes distribuciones de renta. Desde entonces, la curva de Lorenz se ha convertido en
un instrumento clésico en el estudio de la desigualdad econémica, aunque se puede aplicar
a muchos otros campos.

Por si misma la curva de Lorenz constituye un criterio para ordenar distribuciones
segun su grado de desigualdad. Este criterio de ordenacion parcial (parcial puesto que sélo
puede aplicarse cuando las curvas de Lorenz no se cortan) estd muy vinculado con un tipo
especial de funciones de bienestar social, las funciones S-concavas, y en estudios muy
recientes se estan aplicando en su analisis conceptos mas modernos como son los
relacionados con la dominancia estocastica.

No obstante, en este trabajo la curva de Lorenz se utiliza como un instrumento para
obtener estimaciones de indicadores de desigualdad y pobreza. Esto es posible debido a
que hay muchos de estos indicadores que estan basados en la curva de Lorenz. De hecho,
el indice de desigualdad mas conocido, el indice de Gini, estd muy relacionado con la
curva de Lorenz.

Como la curva de Lorenz se utilizara para obtener indices de desigualdad y
pobreza, se dejan de lado los aspectos de la dominancia estocastica, y se trataran a fondo
los relacionados con las propiedades que definen a la curva, las formas funcionales que
puede adoptar y los métodos econométricos de estimarlas.

1.1.1.- DEFINICION DE LA CURVA DE LORENZ

Toda funcion de distribucion de variable no negativa y media finita tiene asociada
una Curva de Lorenz. La definicién formal mas general de la Curva de Lorenz consta de
dos ecuaciones, que dan una expresion para la ordenada y otra para la abscisa de la curva
en cada punto de la curva, que dependen de la funcion de distribucion subyacente.
Siguiendo a Kendall y Stuart se puede definir la curva de Lorenz de la forma siguiente:

Dada una funcion de distribucion F(x), con media p y densidad f(x), para x>0, su
curva de Lorenz asociada L=[(F(x),L(x))/xg[0,00)] viene dada por:

Abscisa:

p=F(x) = f F(O)dt (1)

Ordenada:
1 X
TORIACES f tf (D)t @)



Para cada valor de x, la ecuacion de la abscisa da los valores de la funcion de
distribucion, F(x),mientras que la ecuacién de la ordenada da el momento centrado
incompleto de primer orden (también llamado funcion de distribucion del momento
centrado de orden 1), F.

La curva de Lorenz es una funciéon L:[0,0)-->L[0,1), puesto que ambas coordenadas
son distribuciones acumulativas. Es decir, la curva de Lorenz esta inscrita en el cuadrado
de lado 1.

Las ecuaciones anteriores nos dardn una Unica expresion para la representacion
cartesiana de la curva de Lorenz (L(p)), (despejando t en (1) y resolviendo en (2)), si la
funcién inversa de F(x) esta bien definida (es decir si p=F(x) tiene una solucion
matematica de x en funcion de p y por tanto es invertible):

F~1(t) = Mxin{x: F(x) >t} (3)

La expresion resultante es la propuesta por Gastwirth(1971) como definicién general de

la curva de Lorenz:
p

Lip) =p~?! f F7l(t)dt ,o<p<1 4)

0

1.1.2.-PROPIEDADES DE LA CURVA DE LORENZ

La curva de Lorenz puede definirse de forma alternativa a las anteriores a partir de
sus propiedades matematicas fundamentales. Dicha forma de caracterizar la curva de
Lorenz se suele utilizar a la hora de buscar funciones matematicas, independientes de
funciones de distribucion particulares, que puedan representar a una curva de Lorenz.

Asi, podriamos definirla como:

Sea L(p) una funcién definida y continua en [0,1] con segunda derivada L"(p). L(p)
serd una curva de Lorenz si y solo si:

i) L(0)=0
i) L(1)=1
iii) L'(0) >0
iv) L"x)>0
Las condiciones 1 y ii significan que la curva debe pasar por los puntos (0,0) y
(1,1), es decir, debe estar inscrita en un cuadrado de lado uno. Las condiciones iii y iv nos

dicen que la curva debe ser creciente monodtona y ademas convexa hacia el origen. Estas
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propiedades son facilmente demostrables'.

Otras propiedades que verifica la curva de Lorenz son:

v) L'(p)=x/p

vi) L"(p) =1/ pf(x)

vii) L(p) <p

viii) 0 <| L(p)dp < 1/2

ix) L'(p) =1, en p=F(w)

x) p-L(p)=8/2p, enp=F(w)

x) L'(p)--> o cuando p -->1

La propiedad v relaciona el valor de la pendiente de la curva de Lorenz con la renta
marginal. Esta propiedad es muy util para cualquier célculo que implique valores
marginales de renta, como son por ejemplo las lineas de pobreza. Por otra parte, la
propiedad vi es la relacion existente entre la segunda derivada de la curva de Lorenz y la
funcién de densidad de x, f(x).

La propiedad vii nos dice que la curva de Lorenz siempre estard por debajo de la
diagonal principal, también llamada linea de equidistribucion. La linea de equidistribucion
es la curva de Lorenz correspondiente a una distribucion perfectamente equidistribuida, es
decir, en la que todos los individuos tienen la misma renta.

La propiedad viii es una consecuencia logica de la vii puesto que si la curva esta
siempre debajo de la bisectriz el area que comprende sera forzosamente menor a 0,5.

La pendiente de la curva de Lorenz, segtn la propiedad ix se hace 1 en el valor que
corresponde a la renta media, es decir, la pendiente de la curva de Lorenz se hace paralela
a la linea de equidistribucion en dicho punto.

La maxima diferencia entre p y L(p) se produce en el punto correspondiente a la
media de la distribucion, es decir, donde la pendiente de la curva de Lorenz es igual a 1.
Esta discrepancia entre p y L(p), segun la propiedad x es igual a la mitad del cociente entre
la desviacion media relativa y la media de la distribucion. Este ratio es también conocido
como Indice de Pietra y se ha usado como indicador de desigualdad.

1 Ver por ejemplo Dagum,C.(1980) o Levine,D.B. y Singer,N.B.(1970).
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Por ultimo, la propiedad xi merece un comentario aparte. Para funciones de
distribucion continuas con aproximacion asintotica al eje horizontal por la derecha, es
decir, sin un valor maximo de la variable finito, se cumplird que la pendiente de la curva
de Lorenz tenderd a infinito al aproximarse p a 1. Esta propiedad no se considera
generalmente como necesaria o definitoria de la curva de Lorenz. De hecho, algunas de las
formas continuas propuestas no la cumplen. No obstante, se deberia comprobar cudl es el
valor de la pendiente de la curva en el punto p=1, ya que, si no infinito, si debe ser un
valor suficientemente alejado de p como para permitir un abanico de rentas altas
suficientemente abierto y realista.

1.2.- AJUSTE DE FORMAS CONTINUAS A LA CURVA DE LORENZ

1.2.1.- LA CURVA DE LORENZ EMPIRICA Y LA UTILIDAD DEL AJUSTE DE
FORMAS CONTINUAS A LA CURVA DE LORENZ

Con frecuencia, la informacion estadistica sobre la distribucién de la renta esta
disponible, o publicada, en forma de datos agrupados. Ademas, en el caso de contar con
informacion estadistica de base (encuestas por ejemplo) mdas detallada sobre la
distribucion, el elevado nimero de observaciones hace muy engorroso el trabajo con datos
micro y se prefiere agrupar en intervalos delimitados por fractiles. Esto significa que la
poblacion se ha dividido en un niimero, generalmente reducido, de clases o intervalos de
renta, y por tanto s6lo se dispone de ese numero de puntos de la curva de Lorenz. La curva
de Lorenz consiste entonces en una linea poligonal, llamada generalmente Curva de
Lorenz empirica.

Se llama curva de Lorenz empirica a aquella curva de Lorenz que se construye
directamente a partir de los datos procedentes del agrupamiento o de una muestra de la
poblacion, es decir, datos discretos. Estos datos consisten en un par de valores (pi,L(pi))
para cada una de los intervalos (xi.1,Xi) en los que se ha agrupado a la poblacion siguiendo
un orden creciente.

La expresion matemadtica de la curva de Lorenz empirica es:

p
Lip)=pu? f Fi(t)dt ,0<p<1 ®)

0

Utilizar la curva de Lorenz empirica para calcular o derivar indicadores de
desigualdad y pobreza induce necesariamente a un error consistente en la infravaloracion
del area de concentracion. Esto se explica teniendo en cuenta que al agrupar a la poblacion
en intervalos de renta se esta perdiendo informacion: la desigualdad existente dentro de
cada intervalo. En otras palabras, al utilizar la curva de Lorenz empirica (poligonal) se
estd suponiendo que la distribucion dentro de cada intervalo es uniforme, es decir, que
todos los individuos del intervalo tienen asociado el valor medio del grupo, p;. Esta
suposicion implica asi mismo que la Curva de Lorenz empirica representa una
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distribucion menos desigual que la poblacional.

Por otra parte, cuanto mayor sea el nimero de datos, es decir, més vértices tenga la
poligonal, menor serd la magnitud de dicho error.

Graficamente, se puede observar la afirmacion anterior, ya que el area comprendida
entre la linea de equidistribucion y la poligonal que constituye la curva de Lorenz empirica
es menor que la comprendida entre la linea de equidistribucién y la curva de Lorenz
poblacional.

Se han propuesto varios métodos para evitar el serio error de agrupamiento cometido al
usar la linea poligonal para la estimacion de indicadores de desigualdad y pobreza. Los
mas utilizados son:

- Ajuste de una forma continua a la curva de Lorenz
- Ajuste de una funcion de distribucion continua a la distribucion de la renta.
- Calculo de cotas a la curva de Lorenz

El ajuste de funciones continuas a los datos discretos de la curva de Lorenz
empirica es un método muy utilizado en los estudios de desigualdad econdémica y pobreza.
Entre otras importantes ventajas de este método de trabajo se encuentran:

a) Si el ajuste es bueno se pueden conseguir resultados muy parecidos a los que se
obtendrian a partir de la informacion estadistica de base, pero a un costo mucho menor.
b) El célculo de indicadores de pobreza y desigualdad se simplifica enormemente,

sobre todo cuando la forma funcional tiene asociada una féormula sencilla para obtenerlos.
De todas formas aquellos indicadores asociados a la curva de Lorenz se pueden obtener
integrando numéricamente.

c) La forma continua ajustada se convierte en un excelente instrumento para
interpolar dentro de los intervalos o extrapolar en los grupos superiores y/o inferiores de
renta. Esta caracteristica es especialmente importante a la hora de estimar indicadores de
pobreza cuando se utilizan lineas de pobreza no especificadas en el disefio de los datos de
base.

d) Mediante la derivada de la curva ajustada se pueden realizar simulaciones de la
funcion de distribucion de la renta subyacente, lo cual permite estimar valores marginales
de renta, cuantiles e indicadores asociados directamente a la distribucion y no a la curva de
Lorenz.

1.2.2.- APROXIMACIONES ALTERNATIVAS

El error de agrupamiento cometido al trabajar con datos de la distribucion de la
renta agrupados es un problema que ha sido muy estudiado. El ajuste de una forma
funcional continua a la curva de Lorenz es una propuesta relativamente reciente, y usada
exclusivamente para la estimacion de indicadores de desigualdad. No obstante, hay otras
posibles soluciones al mencionado tipo de error.

La mas conocida es, sin duda, el ajuste de funciones de densidad continuas a la
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distribucion de la renta, a partir de las cuales se puedan derivar los indicadores de
desigualdad. El estudio de funciones de densidad aplicables a la distribucion de la renta es
un campo de una larga tradiciéon y muy prolifico, que sigue siendo objeto de frecuentes
aportaciones. Se han propuesto infinidad de funciones de densidad a la distribucion de la
renta. Algunas de estas funciones tienen asociados indicadores de desigualdad facilmente
estimables, incluso algunas tienen una expresion de la curva de Lorenz explicita.

Otra posible solucion propuesta para la correccion del error de agrupamiento es la
obtencion de cotas inferiores y superiores a la curva de Lorenz, lo més proximas posibles,
ante la imposibilidad de obtener los valores poblacionales de la misma.

A continuacion se trataran de forma breve ambas aproximaciones.

1.2.2.1.- AJUSTE DE FUNCIONES DE DISTRIBUCION DE LA RENTA

Las primeras funciones que se propusieron como candidatas para describir la
distribucion de la renta, tipicamente asimétrica hacia la derecha, fueron la de Pareto y la
log-normal. Ambas son funciones sencillas, con uno y dos pardmetros, respectivamente.
No obstante, los ajustes que proporcionan no son muy buenos, prefiriéndose la funcion de
Pareto para las colas altas de la distribucion, y la log-normal para los tramos medios.
Posiblemente, ésta es la causa de que las Curvas de Lorenz que tienen asociadas no suelan
dar buenos resultados.

Posteriormente se ha propuesto una gran diversidad de funciones de distribucion,
generalmente  generalizando funciones, cuya complejidad ha ido creciendo
progresivamente, llegdndose incluso a funciones con cuatro pardmetros. A mayor
complejidad se consiguen mejores ajustes, pero a costa de una dificultad creciente en el
manejo. En el grafico 1.2.2.1.a pueden observarse algunas de las mas frecuentes y las
relaciones entre ellas.

En relacion con la estimacion de indicadores de desigualdad, hay que mencionar lo
siguiente: Generalmente las funciones mencionadas generan una formula de célculo més o
menos compleja del Indice de Gini. No obstante, obtener otros indicadores de desigualdad
o pobreza resulta practicamente imposible. Ello se debe a que las ecuaciones de la curva
de Lorenz asociadas no suelen ser funciones explicitas, como puede apreciarse en la tabla
1.2.2.1, en la que se muestran las curvas de Lorenz asociadas a algunas funciones de
distribucion de la renta.
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TABLA 1.2.2.1 (I): FAMILIAS PARAMETRICAS DE CURVAS DE LORENZ
ASOCIADAS A VARIAS FUNCIONES DE DISTRIBUCION

Fx)=1—e™, x>0

FUNCION DE DISTRIBUCION CURVA DE LORENZ
IGUALITARIA
0 x<u
F(x) =
=1 x> n L(p)=p
UNIFORME
2
xX—a ap — 6 %
F(x) = , a<x<a+?6 L(p) =
0 0
a-+ 7
EXPONENCIAL

(1 —p)Ln(1 -p)

Lp)=p+ a+n

EXPONENCIAL 2 PARAMETROS

Flx)=1—e -0 x>gq

(1—p)Lln(1-p)

L) =r+—070

Fuentes: Dagum, C.(1980), Gastwirth, J, (1972,1973).
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TABLA 1.2.2.1 (I): FAMILIAS PARAMETRICAS DE CURVAS DE LORENZ
ASOCIADAS A VARIAS FUNCIONES DE DISTRIBUCION

FUNCION DE DISTRIBUCION

CURVA DE LORENZ

GEOMETRICA

F(x) =1—-y%, 0<y<i1

LP)=1—ky* '+ (A —p)k[p— (1 —y* )]

PARETO

a

F(x)=1—(%), x>aa>1

a-1

Lp)=1-10-p)a

SING-MADDALA

F(x)=1—-(1+ a;x%)™ %, y=0

1

1
L) =B[1- (1 -p)is 1+ 05— —
2

1

a,

DAGUM I

FO =1+, x>0,618>0

L) = B|pFi B+ 51—
p_ p'ﬁ 6' 6

,0>1

Fuentes: Dagum, C.(1980), Gastwirth, J, (1972,1973).
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1.2.2.2- CALCULO DE COTAS SUPERIORES E INFERIORES A LA CURVA DE
LORENZ

Este método fue desarrollado por Gastwirth(1972), y posteriormente Mehran realiz6
una aportacion en 1975. Con ¢él se pretende obtener una cota superior y una inferior al
indice de Gini poblacional, cuando se trabaja con datos agrupados. Estas cotas del indice
de Gini Poblacional van asociadas geométricamente a una curva de Lorenz inferior y a una
curva de Lorenz superior, respectivamente, a la curva de Lorenz poblacional.

La curva de Lorenz superior (que proporciona una cota inferior al indice de Gini) mas
sencilla es la consistente en la linea poligonal que une los puntos de la curva de Lorenz
obtenida de los datos agrupados, es decir, la curva de Lorenz empirica. Como ya se sabe,
esta poligonal subestima el 4rea de concentracion y el indice de Gini, por lo que constituye
una cota inferior del mismo.

Como curva de Lorenz inferior (y cota superior del indice de Gini) podemos considerar,
en primer lugar, un caso sencillo, propuesto por Gastwirth,J.L.(1972). Consiste en la curva
de Lorenz resultante de la suposicion de que la renta se reparte dentro de cada intervalo
(xi-1,xi) dando la menor renta posible, xi.;, a una fraccion f de la poblacion del intervalo, y
al resto la renta méxima posible, x;. El valor de f lo podemos obtener a partir de la renta
media del intervalo p;.

Xi — Xj—1

Asi tendremos en cada intervalo (pi.;,pi) una curva de Lorenz consistente en una linea
qugbradg en el punto de abscisa pi, que une (pi.1,L(pi-1)) con (p;,L(pi)). El valor de
(pi ,L(pi )), llamado punto de interpolacion, lo obtenemos de

pi = Pi-r + f(i = pioyy
Y — I (. Xi-1 (7
L) = L) + £ ()
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La expresion de esta curva de Lorenz inferior quedaria, por tanto:

L(pi—1) + [L(®}) — L(pi—1)] % Pi-1 <P <P} (8)
L(p)= )
L(p}) + [L(p) — L(DD ;’;_Zi;. pi-1 <P <D; )

Se pueden obtener expresiones de curva de Lorenz superiores e inferiores mas proximas
entre si, si la funcion de distribucion subyacente posee una tasa de riesgo instantanea
decreciente (DHR, Decreasing Hazard Rate) de densidades decrecientes®. La funcién de
distribucion de la renta s6lo cumple esta propiedad en la cola superior, por lo que las cotas
obtenidas con este método solo pueden aplicarse a los intervalos (xi.;,X;) que verifiquen la
propiedad DHR. Utilizando esta propiedad se pueden obtener las siguientes Curvas de
Lorenz superior e inferior.

Curva de Lorenz superior:

[L(p:) — L(pi_1)] P —Dis ®-pi)?]
L(p) = L(p;_y) + X;_ + (= x) ——
P Pi1 Ui ' lpi — DPi-1 Hi 2 (p; — Di-1)? (10)
Curva de Lorenz inferior:
L(p) =
L) + L)) — Lpi D] 2222 p < p <}
' p; — Di-1 ' (11)
[L(p:) — L(p{)] p—pi (@ —pi)?
L(p}) + . X W —x)———| pi<p<pi
P W iy —p; i = xi-1) @ —pz| ‘PSPPSR (12

En el caso de esta curva de Lorenz inferior se demuestra que la distribucion mas
desigual posible cuando la funcion de distribucion satisface la propiedad DHR es aquella
en la que dentro de cada intervalo (xi.1,X;) la renta se reparte dando a una fraccion f de la
poblacion del grupo la renta mas baja posible xi;, y distribuyendo el resto de la renta
uniformemente entre el resto de la poblacion del grupo. El valor de f viene dado por:

2w —x-1)[L(py) — L(p7)]
f=1-
Xi = Xi—1 (13)

Ahora la curva de Lorenz inferior sera lineal en (pi.;,p; ), y no lineal en (p; ,p;).

Las Curvas de Lorenz superiores e inferiores anteriores (excepto en el caso sencillo de
la curva de Lorenz empirica) exigen para su calculo el conocimiento de los limites y la
media de cada intervalo de renta en los que se agrupa la poblacion. Cuando no se conocen
estos datos, se puede usar como Curva de Lorenz inferior la propuesta por Mehran(1975),
basada en las tangentes a la curva de Lorenz poblacional en los puntos (pi,L(pi)). Las

2 Una funcién de distribucion F(x) definida en [a,0) cumple la propiedad DHR si -
log[1-F(x)] es concavo para x>a. Ver Gastwirth(1972).
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pendientes de dichas tangentes se calculan a través de los puntos donde se cortan, es decir,
los puntos de interpolaciéon (p; ,L(pi )).Estos valores se obtienen iterativamente segun el
procedimiento siguiente:

Pi = 2pi = Pi~1; Pr-1=1 (14)
L(p:) = 2L(pi-1) = L(pi-1); L(p1) =0 (15)
Las pendientes de las tangentes son:
B3 si B3 > b1:
bi= b siBi<bi <Bin
Bi-*—l Si bi > Bi+1
donde
pe = Lo — L®D)
‘ pi — P}
g = L(p;) — L(pi-1) (16)
l bi —Di—1

De esta manera, obtenemos una curva de Lorenz inferior, que no es tan precisa como las
que aporta Gastwirth(1972), pero, por otra parte, necesita menos informacioén para su
calculo.
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1.2.3.- FORMAS FUNCIONALES DISPONIBLES

Dentro de la gran variedad de formas funcionales que se pueden ajustar a la curva de
Lorenz podemos distinguir entre dos tipos bien diferenciados:

- Formas funcionales derivadas de una funcion de distribucion de la renta.
- Formas funcionales que son independientes de las funciones de distribucion de la
renta.

Entre las especificaciones procedentes de funciones de distribucion conocidas solo
se ha utilizado, y con escaso éxito, la correspondiente a la Ley de Pareto. Esta funcion es
muy simple, pues s6lo consta de un pardmetro y no proporciona buenos ajustes.

La idea de utilizar especificaciones independientes de funciones de distribucion
particulares fue introducida por Kakwani y Podder(1973), y ha sido seguida por diversos
autores. En general se considera una funciéon admisible para representar una curva de
Lorenz cuando cumple las propiedades i) a iv) del epigrafe 1.2.1. A continuacién se
comentaran brevemente las funciones que se han propuesto en la literatura desde entonces,
y que figuran en la tabla 1.2.3. Por otra parte, las relaciones que existen entre ellas se
pueden ver en la figura 1.2.3.
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TABLA 3.3.1 (I).-FAMILIAS PARAMETRICAS DE CURVAS DE LORENZ NO
ASOCIADAS A FUNCIONES DE DISTRIBUCION PARTICULARES.

Kakwani y Podder(1973) L(p) = p%e~F1-D)

n=an“(V2—mn)
Kakwani y Podder(1976) 1 1
n= ﬁ(p +L(P), ©= 7@~ LoD

Kakwani (1980) Lp)=p—Ap*(1-p)f, 0<a,<1

Rasche, Gaffney, Koo, _ 1
y Obst (1980) Lip) =[1-(1—-p)“]k

17



TABLA 3.3.1 (II).-FAMILIAS PARAMETRICAS DE CURVAS DE LORENZ NO
ASOCIADAS A FUNCIONES DE DISTRIBUCION PARTICULARES.

Gupta (1984) L(p) = pAP~1, A> 0
1
—(bp +e) — (ap®* + Bp + €?)2
Villasef L) = >
illasenor y _ ~
Arnold(1989) e=—(a+b+d+1), a<0,-e>0

a = p? - 4a, d>0,a+d—1<0
B = 2be — 4d

Ortega y otros (1991)

L(p):p“[l—(l—p)ﬁ]; a=20,0<p<1

Bassman y otros (1990)

L(p) = pP+be=9(1-p*)-h(1-p)
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4 Parametros: BASSMAN (0)

g=0 g=-h
3 Parémetros: I I
VILLASENOR BASSMAN (1) BASSMAN (2)
[
a=0 h=0
2 Parametros:
KAKWANI(76) RASCHE ORT. KAKWANI(73) BASSMAN (3)
p=1 L\ ’— a=1 a=1
1 Parémetro: PARETO GUPTA

Figura 1.2.3: FAMILIAS PARAMETRICAS DE CURVAS DE LORENZ
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Funcion propuesta por Kakwani y Podder (1973)

Fue la primera funcion no derivada de una funcion de distribucion propuesta para
. ., 3 . .
el ajuste de la curva de Lorenz. Su especficacion general “es la siguiente:

L(p) = p%e PP (17)

Como se puede observar, esta especificacion se puede linealizar tomando

logaritmos y, por tanto, puede ser estimada con Minimos Cuadrados Ordinarios. Sin

enbargo, Kakwani y Podder proponen, ademas, un método de estimacioén consistente a

través de MCG. No obstante, dicho método no mejora sustancialmente los resultados
obtenidos con MCO, segun prueban en su aplicacion empirica para Australia.

La integral de esta curva, a la hora de calcular indicadores de desigualdad, puede
obtenerse directamente a través de las tablas de la distribucion gamma incompleta si 88 es
negativo, y a través de las de la funcion hipergeométrica si a y B son no negativos.

La pendiente de esta especificacion para la curva de Lorenz en el punto p=1 es
igual a L'(1)=0+B". Por tanto, la renta maxima que permite esta curva es igual a p(a+B),

siendo p la renta media. Este valor parece no ser suficientemente alto.

Por tltimo, en general esta especificacion de la curva de Lorenz parece ajustarse
. . L. ., 5
mejor a los tramos bajos de la distribucion que a los tramos altos”.

Funcion propuesta por Kakwani y Podder (1976)

Kakwani y Podder proponen en 1976 una nueva forma de estimar la curva de
Lorenz. Se trata de realizar un cambio de ejes de coordenadas, de forma que se pueda
apreciar mejor la simetria de la curva. Para ello se toma como eje de abscisas la linea de
equidistribucion, manteniendo el origen en (0,0).

La funcién propuesta queda:

n=an*(2—mn)

1= +LE) T=20-Le) 4o

Esta funcion también puede linealizarse y, por tanto, ser estimada con Minimos
Cuadrados Ordinarios.

Las medidas de desigualdad relacionadas con el ratio de concentracion de esta
curva se pueden obtener ficilmente a través de la férmula del ratio de concentracion

3 Ademas de esta especificacion proponen un caso particular, con sélo un parametro,
cuando o=1.
4 La derivada de la curva es igual a L'(p)=(¢™""?) (op™'+Bp®).
5 Ver A. Fernandez Morales, G. Martin Reyes y A. Garcia Lizana (1988).
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(indice de Gini):
RC=2a(\2)""*"*B(1+0,1+8B)

Sin embargo, esta especificacion tiene un importante inconveniente, a nuestro
entender, consistente en que el cambio de coordenadas realizado para la estimacion es
incomodo de deshacer. Para obtener frecuencias estimadas es necesario resolver con
métodos numéricos una ecuacidon no lineal bastante complicada. Esto dificulta
enormemente la interpolacion a lo largo de la curva.

Funcién propuesta por Rasche, Gaftney, Koo y Obst (1980)

La curva propuesta por Rasche y otros tiene una interesante propiedad consistente
en que incluye a la curva de Lorenz derivada de la Ley de Pareto como caso particular

cuando b=1. Su especificacion es la siguiente:
1

Lip)=[1-1~-p)*P (19)
El indice de Gini asociado a esta curva es facil de calcular, a través de la formula:

G=1-(2/0) B( 1/a, 1/B +1)

Esta funcion tiene como inconveniente citado con frecuencia la imposibilidad de
linealizacion. Ello implica que su estimacion debe realizarse a través de métodos no
lineales, como por ejemplo Minimos Cuadrados No Lineales. No obstante, esto no
constituye un problema de importancia, dado que la mayoria de los paquetes de software
econométrico incorporan este método de estimacion, y en las pruebas realizadas se han
necesitado pocas iteraciones, como se verd mas adelante.

Funcién propuesta por Kakwani(1980)

Kakwani vuelve a proponer una especificacion diferente para la curva de Lorenz
en 1980. Su especificacion es:
L(p) =p—Ap*(1—-p)f, 0<a,<1 (20)
Esta curva da mejores ajustes que las propuestas por el mismo autor en ocasiones
anteriores, y también puede estimarse usando Minimos Cuadrados Ordinarios. No
obstante, y a pesar de que ha sido usada varias veces en la literatura econémica, esta
especificacion no es admisible en un sentido estricto, puesto que no esta garantizada la
propiedad i) mencionada en al epigrafe 1.2.1. Es decir, con esta curva nos podemos
encontrar con valores negativos de L(p).

Los valores negativos de L(p) aparecen en el extremo inferior de la distribucion, y
solo para valores muy pequefios de p. Por tanto, si bien para estudios de toda la
distribucion no tendran mucha importancia, cuando se estudie la cola izquierda de la
Curva, por ejemplo en estimaciones de indicadores de pobreza, si que pueden distorsionar
los resultados.
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Funcién propuesta por Gupta (1984)

La curva de Ranjan Gupta(1984) es, en realidad, el caso particular de la propuesta
por Kakwani y Podder (1973), cuando o=1 (Gupta llama A a la expresion e™). Su
especificacion es:

L(p) =pAP~1, A>0 (21)

Se puede estimar a través de Minimos Cuadrados Ordinarios utilizando la
transformacion logaritmica siguiente:

Ln(%?)=(1—4ﬂqu) (22)

Esta especificacion constituye el miembro mas sencillo, con s6lo un parametro, de
la familia de curvas propuesta por Bassman y otros(1990), que también incluye a la de
Kakwani y Podder (1973).

Funcion propuesta por Villasefior y Arnold (1989)

La propuesta de Villasefior (1989) consiste en ajustar a la curva de Lorenz
empirica una rama de elipse. La especificacion de la curva queda:

—(bp + &) — (ap? + Bp + €22

L(p) = >
e=—(a+b+d+1), a<0,—-e>0 (23)
a = p?—4a, d>0,a+d—1<0

B = 2be — 4d

El método de estimacion es de tipo no lineal, y la funcion a estimar tiene tres
pardmetros, lo cual resta un grado de libertad frente a las especificaciones anteriores, que
solo tienen uno o dos parametros.

Este caso tiene la ventaja de que tanto la funcion de distribucion como la funcién
de densidad asociadas a la curva se pueden determinar, ya que las derivadas de esta curva
son invertibles, lo cual facilita los problemas de interpolacion. En cambio, las formulas de
calculo del indice de Gini son muy complicadas.

Funcién propuesta por el Ortega y otros (1991)

La curva de Lorenz propuesta por Ortega y otros también pertenece al grupo de las
especificaciones no linealizables, por lo que su estimacién se debe realizar usando
métodos no lineales, lo cual no es demasiado problematico, como ya se menciond. La
forma funcional es la siguiente:
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Lp)=p*[1-(1-p)f]; a=00<p<1 (24)

Por otra parte tiene el atractivo tedrico de que, igual que la especificacion de
Rasche y otros, incluye como caso particular a la de Pareto. Ademas el calculo del indice
de Gini y otros Indicadores asociados resulta muy sencillo. Por ejemplo, las formulas de
calculo de los indicadores de Gini, Kakwani y Chackravarty son las siguientes:

Funcién propuesta por Bassman, Hayes, Slottje y Johnson (1990)

Estos autores han propuesto una forma funcional que generaliza la de Kakwani y
Podder(1973), afiadiendo dos nuevos parametros. De esta manera nos encontramos con la
forma general de 4 parametros y cinco formas particulares de 3, 2 y un parametro. La
especificacion de la forma general es la siguiente:

L(p) — pap+be—g(1—p2)—h(1—p) (25)
Las formas particulares de esta especificacion son las siguientes:

Tres parametros:
1) g=0
i1) h=-g

Dos parametros:
iii) g=0, h=0
iv) g=0, a=1 (especificacion de Rasche(1973) con dos parametros)

Un parametro:
v) g=0, h=0, a=1 (especificacion de Kakwani y Podder(1973) con un
parametro o Gupta(1984))

La estimacion de estas curvas se puede realizar siempre con Minimos Cuadrados
Ordinarios, ya que la funcion general puede linealizarse tomando logaritmos. Ademas se
pueden realizar contrastes de hipotesis para determinar el nimero 6ptimo de parametros a
incluir, estando generalmente entre dos y tres. Entre las formas particulares de esta curva,
las que parecen dar peor resultado son la de un sélo parametro y la de dos parametros, que
coincide con la de Kakwani y Podder(1973).

Por otra parte, los autores no dan formulas de calculo para ningtn indicador de
desigualdad.

1.3.- ESTIMACION Y ANALISIS COMPARATIVO DE LAS DIFERENTES
FORMAS FUNCIONALES PARA LA CURVA DE LORENZ

Con el fin de realizar un andlisis comparativo mas detallado que el del apartado
anterior, y utilizando los ultimos datos disponibles para Espaia de la distribucion del
ingreso, se han realizado varias estimaciones de las formas funcionales mas usuales para la
curva de Lorenz.
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Para utilizar un abanico amplio de distribuciones, y poder analizar la sensibilidad y
flexibilidad de las diferentes formas funcionales, se han estimado las Curvas de Lorenz
correspondientes a Espafia en el afio 1988, como un valor intermedio, y a las siguientes
provincias, como valores extremos:

La Rioja (Mayores Indice de Gini, L(0,1) y L(0,9))
Cuenca (Menor Indice de Gini y menor L(0,9))
Ciudad Real (Menor L(0,1))

Los datos proceden de la Encuesta Continua de Presupuestos Familiares del ano
1988 para Espana, y de la Encuesta de Presupuestos Familiares de 1980-81, para las
provincias analizadas.

Las formas funcionales que se han seleccionado son:

1 Parametro:
Pareto Especificacion de Pareto
Gupta Especificacion de Gupta(1984)

2 Parametros:

Kakwani Especificacion de Kakwani y Podder (1973)

Rasche Especificacion de Rasche y otros (1980)

Ortega Especificacion de Ortega y otros (1991)

Bassman3 Especificacion de Bassman y otros(1990) con g=0,h=0.
3 Parametros:

Bassmanl Especificacion de Bassman y otros(1990) con g=0.

Bassman2 Especificacion de Bassman y otros(1990) con g=-h.

4 Parametros:
Bassman0 Especificacion general de Bassman y otros(1990).

Las estimaciones se han realizado con el software econométrico de Micro-TSP.
Los resultados de las mismas se pueden ver en las tablas 1.3.1,1.3.2,1.3.3y 1.3.4.
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TABLA 1.3.1: Ajustes de la curva de Lorenz a la distribucion del ingreso en Cuenca (1980-81)

p L(p) (Real) L(p) Ajustado
Pareto Gupta Kakwani Basman3 Rasche Ortega Bassmanl Bassman2 BassmanQ

0.1 0.0261 0.047915 0.026253 0.027419 0.026695 0.024068 0.023075 0.025786 0.025695 0.026208
0.2 0.0642 0.098766 0.060917 0.061264 0.063751 0.062662 0.061423 0.066115 0.065878 0.062846
0.3 0.1102 0.153139 0.106015 0.104915 0.108175 0.111348 0.110380 0.111754 0.112619 0.112300
0.4 0.1672 0.211842 0.163999 0.161129 0.162356 0.169616 0.169241 0.164574 0.166285 0.170411
0.5 0.2370 0.276043 0.237842 0.233127 0.229908 0.238072 0.238429 0.228655 0.229975 0.235999
0.6 0.3189 0.347545 0.331136 0.324803 0.315597 0.318305 0.319311 0.309540 0.308862 0.312061
0.7 0.4153 0.429408 0.448218 0.440894 0.425681 0.413373 0.414636 0.414662 0.410641 0.406377
0.8 0.5311 0.527650 0.594316 0.587176 0.568444 0.529399 0.530021 0.554228 0.546716 0.533040
0.9 0.6796 0.658039 0.775722 0.770688 0.754938 0.681775 0.679843 0.742551 0.734305 0.716423
SEC 0.008528 0.014508 0.012221 0.007267 0.000026 0.000024 0.004668 0.003417 0.001503

TABLA 1.3.2: Ajustes de la curva de Lorenz a la distribucién del ingreso en La Rioja (1980-81)

p L(p) L(p) Ajustado

(Real) Pareto Gupta Kakwani Basman3 Rasche Ortega Bassmanl Bassman2 BassmanQ
0.1 0.0335 0.066306 0.037864 0.033708 0.033244 0.029979 0.029685 0.033331 0.033232 0.0335
0.2 0.0830 0.135239 0.084357 0.083087 0.084487 0.081012 0.080650 0.084254 0.084513 0.0820
0.3 0.1466 0.207255 0.140954 0.144944 0.146992 0.145887 0.145621 0.146629 0.147047 0.1468
0.4 0.2227 0.282965 0.209353 0.219484 0.220562 0.222709 0.222634 0.220335 0.220611 0.2229
0.5 0.3095 0.363233 0.291510 0.307556 0.306340 0.310882 0.311026 0.306467 0.306341 0.3097
0.6 0.4081 0.449349 0.389671 0.410337 0.406141 0.410596 0.410910 0.406739 0.406059 0.4078
0.7 0.5224 0.543416 0.506417 0.529244 0.522296 0.522859 0.523202 0.523337 0.522121 0.5197
0.8 0.6507 0.649363 0.644708 0.665903 0.657638 0.650020 0.650129 0.658903 0.657399 0.6503
0.9 0.8001 0.776726 0.807940 0.822142 0.815541 0.797846 0.797300 0.816566 0.815330 0.8067
SEC 0.016694 0.001246 0.000785 0.000307 0.000030 0.000040 0.000297 0.000307 0.000
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TABLA 1.3.3: Ajustes de la curva de Lorenz a la distribucion del ingreso en Ciudad Real (1980-
81)

p L(p) L(p) Ajustado
(Real) Pareto Gupta Kakwani Basman3 Rasche Ortega Bassmanl Bassman2 BassmanQ
0.1 0.0191 0.056298 0.025069 0.019849 0.019648 0.020636 0.020100 0.019026 0.019038 0.019160
0.2 0.0595 0.115490 0.058470 0.056715 0.057788 0.060110 0.059373 0.059776 0.059376 0.058479
0.3 0.1111 0.178119 0.102279 0.108176 0.109627 0.113508 0.112904 0.112992 0.113334 0.113230
0.4 0.1781 0.244925 0.159033 0.174862 0.175211 0.179761 0.179519 0.177432 0.178706 0.180127
0.5 0.2605 0.316965 0.231825 0.258158 0.256028 0.258940 0.259164 0.254732 0.256090 0.258238
0.6 0.3548 0.395849 0.324416 0.359888 0.354459 0.351989 0.352621 0.348137 0.348199 0.349360
0.7 0.4617 0.484257 0.441379 0.482236 0.473658 0.460970 0.461730 0.462260 0.459791 0.458242
0.8 0.5901 0.587343 0.588255 0.627729 0.617575 0.590033 0.590312 0.603219 0.598010 0.593135
0.9 0.7466 0.718141 0.771757 0.799237 0.791059 0.749035 0.747705 0.778997 0.773156 0.767022
SEC 0.019675 0.003272 0.004667 0.002908 0.000028 0.000014 0.001303 0.000839 0.000482

TABLA 1.3.4: Ajustes de la curva de Lorenz a la distribucion del ingreso en Espafia (1988)

p L(p) L(p) Ajustado
(Real) Pareto Gupta Kakwani Basman3 Rasche Ortega Bassmanl Bassman2 BassmanQ

0.1 0.026870 0.059150 0.031054 0.027452 0.027035 0.025571 0.025052 0.026664 0.026593 0.026907
0.2 0.070637 0.121142 0.070726 0.069597 0.071120 0.070206 0.069544 0.072159 0.072134 0.070148
0.3 0.127784 0.186498 0.120810 0.124439 0.126572 0.127991 0.127483 0.128223 0.128788 0.128572
0.4 0.197447 0.255924 0.183430 0.192855 0.193751 0.197606 0.197438 0.194800 0.195759 0.198622
0.5 0.278908 0.330431 0.261104 0.276367 0.274435 0.278959 0.279198 0.273838 0.274470 0.278707
0.6 0.372710 0.411544 0.356801 0.376895 0.371241 0.372823 0.373398 0.368387 0.367803 0.370055
0.7 0.480844 0.501790 0.474028 0.496713 0.487533 0.481034 0.481696 0.482466 0.480028 0.477068
0.8 0.606925 0.605989 0.616918 0.638441 0.627486 0.607384 0.607620 0.621187 0.617027 0.607834
0.9 0.761802 0.736182 0.790335 0.805072 0.796221 0.760991 0.759890 0.790991 0.786762 0.775353
SEC 0.015718 0.001793 0.003175 0.001689 0.000002 0.000010 0.001111 0.000775 0.000208
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Las curvas de un solo pardmetro, como es logico, son las que proporcionan peores
ajustes. En general, y atendiendo al criterio de la suma de errores al cuadrado, parece
proporcionar mejor ajuste la especificacion de Gupta que la de Pareto. No obstante, tienen
un comportamiento bien diferenciado. La especificacion de Pareto ajusta peor en la rama
izquierda que en la derecha, de manera que sobreestima los valores de L(p) de forma
exagerada hasta los deciles 6,7 y 8. En cambio, subestima los valores de L(p) para los
ultimos deciles.

La curva correspondiente a la especificacion de Gupta tiene un comportamiento
distinto. En la rama izquierda de la curva se comporta mejor que en la derecha.
Sobreestima L(p) en los primeros deciles pero en menor cuantia, y en la rama derecha, sin
embargo, da valores muy altos a L(p), divergiendo de los valores reales cuanto menores
sean estos. Es decir, empeora el ajuste para distribuciones con valores bajos de la rama
derecha de la curva (Cuenca, Ciudad Real). Este comportamiento en la region derecha de
la curva de Lorenz lo muestran todos los miembros de la familia de curvas de Bassman,
hallandose més exagerado en aquellos que al tener un nimero de parametros mas bajo son
menos flexibles.

Entre las especificaciones con dos parametros hay que distinguir entre las que son
linealizables tomando logaritmos, que pertenecen a la familia de Bassman, y las que no
son linealizables. En general, se observa que son mucho mas flexibles, y por tanto
proporcionan ajustes mejores, las curvas no linealizables.

Las curvas de la Familia de Bassman con dos pardmetros (Bassman3 y Kakwani)
muestran el comportamiento tipico ya citado en la region derecha de la curva, es decir, una
sobreestimacion exagerada de los valores de L(p). Segun el error cuadratico medio, la
curva de Bassman3 parece dar resultados ligeramente superiores. No obstante, a pesar de
ofrecer errores cuadraticos mayores que las curvas no linealizables, hay que mencionar
que en todas las estimaciones realizadas las mejores aproximaciones al valor de L(0.1) son
las de estas dos especificaciones.

Las curvas de dos pardmetros no linealizables, Rasche y Bassman, son las que
ofrecen las sumas de errores al cuadrado menores, incluso inferiores a las curvas de la
familia de Bassman de 3 y 4 parametros. El comportamiento de ambas especificaciones es
muy parecido, resultando practicamente indistinguibles graficamente.

En relacion a las curvas de la familia de Bassman de 3 y 4 parametros, hay que
sefialar que tienen comportamientos muy parecidos. Suelen sobreestimar los valores altos
de la curva, aunque menos en el caso de 4 parametros. Estas curvas, a pesar de contar con
un numero relativamente alto de pardmetros, no ofrecen mejores ajustes que las curvas no
linealizables, con s6lo dos parametros.

A los comentarios anteriores se pueden afiadir algunas consideraciones relativas a
la region izquierda de la curva de Lorenz, que es la relevante a la hora de la estimacion de
indicadores de pobreza. Dentro de esta region izquierda de la curva de Lorenz se pueden
distinguir dos zonas atendiendo al comportamiento de las diferentes especificaciones. En
la cola muy baja de la distribucion (desde p=0 hasta p=0.15), se observa que las curvas
que se acercan mas al valor real de L(0.1) son las linealizables con dos parametros. El
resto de las especificaciones suele subestimar los valores de la curva de Lorenz en esta
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zona, excepto las curvas de un s6lo parametro, que pasan a mucha distancia por encima.
En la cola baja (a partir de p=0.15) la situacion cambia: las curvas no linealizables
aproximan mejor los valores de L(0.2), mientras que las linealizables se van alejando, por
defecto, a medida que el valor de L.(0.2) es menor.
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Fig.l.3.1l: Curvas de Lorenz Ajustadas: Espanha 1988

Fig.1.3.2: Curvas de Lorenz Ajustadas: Espaha 1988
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Fig.1.3.3:Curvas de Lorenz Ajustadas. Riojal980-81

Fig.l.3.4:Curvas de Lorenz Ajustadas.Rioja 1980-81



Fig.l.3.5:Curvas de Lorenz Ajustadas.C.Reall980-81

Fig.l.3.6:Curvas de Lorenz Ajustadas.C.Reall980-81



Fig.l1.3.7:Curvas de Lorenz Ajustadas.Cuencal980-81

Fig.l1l.3.8:Curvas de Lorenz Ajustadas.Cuencal980-81



2.- INDICADORES DE DESIGUALDAD Y POBREZA
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2.1.- INDICADORES DE DESIGUALDAD

Los indices de desigualdad tienen una tradicion larga en la Estadistica Econdmica.
Ya a principios de siglo se desarrollaban varias lineas de investigacion en este campo. Por
un lado la de los autores italianos relacionada con la curva de Lorenz y el indice de Gini;
y por otro la relacionada con las funciones de bienestar social y los indices de Dalton. En
la actualidad, con la abundante produccién de indices de pobreza se ha revitalizado la
literatura de los indices de desigualdad.

Los indices de desigualdad pretenden resumir en una sola medida el grado de
desigualdad o concentracién de una distribucion. Para ello se compara la distribucion
estudiada con una distribucion de referencia considerada objetiva o normativamente
deseable (generalmente la equidistribuida).

El uso més frecuente de estos indices es el estudio de la desigualdad de la renta, ya
sea ¢ésta medida a través del ingreso, del gasto o de la riqueza. Sin embargo, se pueden
aplicar a cualquier tipo de distribucion.

Tradicionalmente, se han clasificado los indicadores de desigualdad en indicadores
positivos e indicadores normativos. Esta distincién se realiza atendiendo a la presencia
explicita en la formulacion del indicador de criterios éticos, generalmente asociados a
especificaciones de funciones de bienestar social. Sin embargo, esta distincion se hace
cada dia més difusa: se ha escrito mucho sobre las funciones de bienestar y criterios éticos
asociados, de forma implicita, a los indicadores positivos. De hecho, todos los indicadores
se corresponden univocamente con una funcion de bienestar social, segiin se desprende del
algoritmo de Atkinson-Kolm-Sen®. Por otra parte, se han desarrollado generalizaciones
normativas de indicadores tan tipicamente positivos como puede ser el indice de Gini.

Otra clasificacion usual de los indicadores de desigualdad es aquella que atiende a
la base del indicador. De esta forma se pueden clasificar en indicadores de base
estadistica, con base en la teoria de la informacidn, y con base normativa.

La clasificacion que se utilizard aqui, con fines expositivos, es la que retne a los
indicadores en: indicadores estadisticos sencillos, indicadores asociados a la curva de
Lorenz, indicadores basados en la teoria de la informacion, e indicadores basados
explicitamente en una funcién de bienestar.

2.1.1.- AXIOMATICA DE LOS INDICADORES DE DESIGUALDAD

Existe una gran variedad de indices de desigualdad propuestos en la literatura

6 El algoritmo de Akinson-Kolm-Sen es una expresion que genera, de forma
univoca, a partir de una funcion de bienestar su indicador de desigualdad asociado (en
el epigrafe dedicado a los indicadores de desigualdad basados explicitamente en
funciones de bienestar se trata con mas amplitud).
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estadistica y econométrica. Cada uno de ellos responde a definiciones y comportamientos
muy diversos. Por ello, para poder comparar y seleccionar los adecuados a cada caso
resulta util disponer de un conjunto de propiedades deseables en los indices de
desigualdad. En general, aquellos que satisfagan un nimero mayor de propiedades que
otros serdn mas deseables. No obstante, segin el objetivo del analisis, o el fin a que se
dediquen dichos indicadores, puede resultar deseable o prioritaria determinada propiedad
frente a otras.

Las propiedades o principios que se suelen citar como deseables en un indice de
desigualdad son las siguientes’:

1.- Principio de transferencias de Pigou-Dalton: Cualquier transferencia de un
individuo con renta a otro con menos renta, siempre que se conserve el orden relativo
entre ellos, debe disminuir el valor del indice de desigualdad.

2.- Independencia de escala en la renta: Cualquier adicion (o substraccion) proporcional
a las rentas de todos los individuos debe dejar inalterado el valor del indice de
desigualdad.

3.- Independencia de escala en los individuos: Cualquier adicion (o substraccion) a la
poblacion proporcional a sus ingresos debe dejar inalterado el valor del indice de
desigualdad.

4.- Simetria: Cualquier permutacion de rentas entre personas debe dejar inalterado el
valor del indice de desigualdad. Es decir, el indice no debe ser sensible a la posicion de
ningun individuo en particular.

Los indices que cumplen estas cuatro primeras propiedades se denominan indices
S-convexos. Ello se debe a que se puede encontrar una funcién de bienestar social S-
concava que ordene las distribuciones de forma exactamente opuesta a como lo haria
cualquiera de estos indices. Por otra parte, el criterio de ordenacidon que proporcionan
estos indices también coincide con el criterio de ordenacién parcial® de la curva de Lorenz,
o dominancia en sentido de Lorenz.

5.- Normalizacién: El recorrido del indice de desigualdad debe ser [0,1], correspondiendo
el valor 0 para la igualdad perfecta, y el valor 1 para la desigualdad méxima.

6.- Principio de las transferencias decrecientes’: Cualquier transferencia de renta de una
persona con renta y; a otra con renta yi-c (c<y;) disminuird en mayor grado el valor del
indice de desigualdad que otra transferencia igual de un individuo con renta y; (y;>yi) a un
individuo con renta yj-c.

7.- Descomponibilidad aditiva: Si la poblacion esta particionada en un nimero

7 La mayor parte de ellas se remonta a Dalton(1920).
8 El criterio de ordenacion generado por la curva de Lorenz es parcial, ya que solo se
puede aplicar en caso de que las curvas no se corten.
9 Este principio se suele denominar en la terminologia anglosajona "Diminishing
Transfer Axiom" (DTA).
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determinado de grupos, el indicador de desigualdad del conjunto de la poblacion debe
poder ser expresado como una suma ponderada de los indicadores de desigualdad
correspondientes a cada subconjunto de la poblacion.

En la tabla 2.1.1.1 se puede observar qué propiedades de entre las anteriores
satisface cada uno de los indicadores que se citan en los epigrafes siguientes.
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TABLA 2.1.1.1. PROPIEDADES DE LOS INDICES DE DESIGUALDAD

PROPIEDAD
INDICADOR 1 2 3 4 5 6 7
ELTETO Y FRIGYES NO  |[SI SI SI SI NO  |SI
Var(Log(y)) NO  |[SI SI SI NO |NO |[SI
SMAXN NO  |[SI SI SI SI NO  |SI
DMR(Me) NO |[SI SI SI NO |NO |[SI
PIETRA NO  |[SI SI SI SI NO  |SI
GINI SI SI SI SI SI NO |NO
KAKWANI SI SI SI SI SI SI*  |NO
CHACKRAVARTY SI SI SI SI NO |SI* |NO
THEIL SI SI SI SI NO |NO |[SI
SHORROCKS SI SI SI SI NO [SI*  |SI
DALTON SI NO |SI SI NO |NO |[SI
ATKINSON SI SI SI SI SI SI SI*

* S6lo la cumplen algunos miembros de esta clase de indices.
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2.1.2.- INDICADORES ESTADISTICOS SENCILLOS

Los indicadores de desigualdad mas sencillos provienen del campo de la
Estadistica. Son indicadores muy simples, que satisfacen pocas de las propiedades
deseables. No obstante, tienen a su favor interpretaciones muy intuitivas.

En un primer grupo se pueden encontrar indicadores de desigualdad basados en
medidas de posicion y promedios. El Indicador de Champernowne (1973) consiste en la
diferencia normalizada entre la media aritmética y la geométrica de la distribucion, es
decir,

u (26)

Otras medidas de desigualdad que usan medidas de posicion son los Indicadores
de Elteto y Frigyes (1968), consistentes en ratios normalizados de medias de la
distribucion.

EFl=[ p- E(X/x<p)]/ p
EF2=[ E(X/x>p) - E(X/X<p) ]/ E(X/X>p)
EF3=[ E(X/X>p) - p ]/ E(X/x>p)

donde p es la media de la distribucion, E(X/x<u) es la renta media de los
individuos con renta inferior a la media global, y E(X/x>u) es la renta media de los
individuos con renta superior a la renta media.

Es logico que para medir la desigualdad se acuda, por otra parte, a medidas de
dispersion. En este sentido se han usado a veces la variancia, la desviacion estandar y el
coeficiente de variacion. Sin embargo, dentro de este grupo de medidas, es mas popular la
Variancia del logaritmo de la renta. El uso de esta medida se debe a que una de las
funciones de distribucion que tradicionalmente se ha ajustado a la distribucion de la renta
es la log-normal. Por tanto una medida de dispersion de esta distribucion es, en cierto
sentido, apropiada para estudiar la desigualdad.

Las medidas relacionadas con la variancia son muy sensibles a los valores
extremos de la derecha de la distribucion, puesto que ésta es asimétrica a la derecha. Para
corregir este defecto se ha propuesto utilizar como referencia para las desviaciones valores
distintos a la media, como puede ser el extremo superior (xmax del recorrido, propuesto
por Bartels(1977). Asi se puede obtener el siguiente indicador, basado en la desviacion
estandar y normalizado:

N -1
N
-1

Xmx

SMAXN = \JE(X — Xpax)? (27)
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Otra forma de evitar la acusada sensibilidad a los valores extremos consiste en
utilizar desviaciones absolutas medias, en vez de desviaciones cuadraticas. Segun el valor
de referencia de las desviaciones se obtienen diferentes indicadores. Los mas citados son
la Desviaciéon relativa media respecto a la mediana, y la Desviacion relativa media
respecto a la media. Esta tltima, normalizada, es conocida como indice de Pietra. El
indice de Pietra responde a la expresion:

»_ LEQX = p)
2 [ (28)

El indice de Pietra tiene una interpretacion muy interesante. Graficamente consiste
en la méaxima desviacion de la curva de Lorenz respecto a la linea de equidistribucion. Por
otra parte, representa el porcentaje de la renta total que habria que transferir de los
individuos con renta superior a p al resto de la poblacion para conseguir la
equidistribucion.

También se han propuesto como indicadores de desigualdad, aunque de forma
ocasional y con matizaciones, diferentes medidas de asimetria, como los coeficientes de
Pearson o de Champernowne.

2.1.3.- INDICE DE GINI Y GENERALIZACIONES

El indice de Gini es sin duda el indicador de desigualdad mas conocido. Se debe a
Gini, que lo dedujo en 1914 a partir de una medida de dispersion propia, la diferencia
media (mean difference). Es un indicador muy conocido, estudiado, y también criticado. A
partir del indice de Gini han surgido varias generalizaciones que pretenden subsanar las
deficiencias detectadas en este indicador.

INDICE DE GINI

El indice de Gini se puede definir'® como:
A
G=—
20, (29)

Donde 1’y es el momento de orden 1 respecto al origen y A; es la diferencia media
(mean difference). La diferencia media se define como:

A, = f f |x — yldF (0)dF () (30)

—00 —00

10 Siguiendo a Kendall y Stuart(1969). Estos autores también dan féormulas para el
caso discreto.
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donde X e Y son dos variables idénticamente distribuidas.

Una de las caracteristicas mas atractivas del indice de Gini consiste en que se
puede deducir graficamente a partir de la curva de Lorenz. Asi el indice de Gini es dos
veces el area comprendida entre la curva de Lorenz y la linea de equidistribucion. Es facil
observar que el Indice de Gini varia entre 0 y 1. Toma el valor 0 para el caso de la
equidistribucion y el valor 1 para el caso de maxima desigualdad (cuando toda la densidad
se concentra en un solo punto).

El indice de Gini satisface las cinco primeras propiedades mencionadas en el apartado
2.1.1. Por tanto, viola, por un lado, el Principio de las transferencias decrecientes y, por
otro, la Descomponibilidad Aditiva.

El indice de Gini satisface el Principio de las transferencias, es decir, es un indice
S-Convexo. Sin embargo, no satisface la version de las transferencias decrecientes. Ello
se debe a que su funcidon de bienestar asociada es lineal, y no céncava. Tiene, por tanto,
una estructura lineal para un perfil de renta determinado, como se vera a continuacion.

El Indice de Gini se ha considerado tradicionalmente como un indicador positivo,
por no incluir de forma explicita en su formulacion criterios éticos o de bienestar. No
obstante, se puede encontrar la funcidon de bienestar social que, si no de forma explicita, si
de forma implicita, estd asociada a este indicador.

Siguiendo a Weimark (1981), se puede expresar el indice de Gini como
12XQEi-Dy,

) 31)

De esta expresion, que se corresponde con el algoritmo de Atkinson-Kolm-Sen (en
el que E(y) = & representa el ingreso equivalente, es decir, la cantidad de renta total con la
que, distribuida de forma igualitaria, se obtendria el mismo nivel de bienestar), se obtiene
que la funcioén de evaluacion social del ingreso equivalente es

= :(y) = Z(Zl - 1)% (32)

es decir, en la funcion de evaluacion social correspondiente al indice de Gini los ingresos,
ordenados de mayor a menor, se van ponderando con la serie de los n primeros numeros
impares. La arbitrariedad de estas ponderaciones ha provocado fuertes criticas al indice de
Gini.

Ademas, la funcion de bienestar social del indice de Gini es lineal para un perfil
dado de renta con un orden concreto. No hay, por tanto, una funciéon de bienestar social
estrictamente concava que ordene las distribuciones en sentido exactamente contrario al
indice de Gini.

Las principales criticas que ha recibido el indice de Gini tienen su origen,
precisamente, en la falta de sensibilidad debida a la estructura lineal de su funcion de
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evaluacion social.

Por otra parte, tal como sefiala Yitzhaki (1983), el Indice de Gini no puede tener
una funcioén de bienestar social separable. Por ejemplo, si todas las personas incrementan
su renta en lo mismo, sin cambiar el orden relativo dentro del conjunto, no varian las
ponderaciones, y en cambio, la funcion de bienestar social deberia cambiar, puesto que la
utilidad marginal es decreciente. La no separabilidad aditiva, también resta potencia al uso
de este indice a la hora de realizar estudios, tanto de descomposicion del indice en
componentes de la renta, como de tipo regional.

Hay autores, como Donaldson y Weimark(1980) o Kakwani(1980) que echan en
falta alguna parametrizacion que permita incorporar de forma explicita juicios de valor
alternativos. Este defecto lo subsanan generalizando el indice de Gini.

FAMILIA DE INDICES DE GINI GENERALIZADOS DE KAKWANI

Kakwani, en 1980, propone un indicador de pobreza que generaliza el indicador de
Sen, del cual deriva un indicador de desigualdad. El procedimiento para pasar de uno a
otro se inspira en Sen(1976), y se trata de aplicar el indicador de pobreza a toda la
poblacion, en vez de al colectivo bajo la linea de la pobreza. Toda esta serie de
indicadores, tanto de desigualdad como de pobreza, se basan en integrales ponderadas de
la curva de Lorenz.

El indice de desigualdad de Kakwani, K(k), responde a la siguiente expresion:
=—— " (u—x)(n+1—0)F (33)

k HZ?:li i=1 i
Este indice es en realidad una familia de indices, pues depende de un parametro k.

Cuando k=1 (' y para valores altos de n en el caso discreto) nos encontramos con el Indice
de Gini.

Yitzhaki(1983) ha estudiado con detenimiento esta familia de indices, asi como sus
propiedades. Para ello utiliza el indice de igualdad siguiente:

W) =vw -1 [}(1-F®) L(F®))dF (34)

de forma que K(k)=1-8"(v+1). Es decir, el Indice de igualdad de Yitzhaki es el
complementario a 1 del Indice de desigualdad de Kakwani, donde los parametros de uno y
otro indice siguen la relacion k=v-1.

Expresado de esta forma se pueden obtener los siguientes casos particulares de esta
familia de indices de igualdad seglin los valores del pardmetro v:

- v=0 8" (0)= Yimax/lt
- v=1 8 (1)=1

- v=2 §'2)=G

- V=00 8*(00)2 Ymin/
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A partir del uso de propiedades de dominancia, Yitzhaki demuestra que los valores
de v comprendidos entre 0 y 1 reflejan aversion a la igualdad, mientras que los valores
mayores que 1 muestran aversion a la desigualdad.

Ademas, dentro de la region v>1, el valor de v afecta a las ponderaciones de la
integral de la curva de Lorenz de forma diferente en tres zonas (las ponderaciones de la
integral no dependen de la forma de la funcion de distribucidn, informacion que va
contenida exclusivamente en la forma de la curva de Lorenz, sino de los rangos(1-F)
procedentes de la ordenacion creciente de las rentas). Cuando 1<v<2 las ponderaciones
aumentan con el rango (1-F). Cuando v=2 son independientes; y para v>2 las
ponderaciones disminuyen con el rango.

Valor de v Comportamiento de 1" (v)

0<v<l Aversion a la igualdad

v=1 Neutralidad ante la desigualdad

v>1 Aversion a la desigualdad
I<v<2 Ponderaciones crecientes con el rango
v=2 Ponderaciones independientes del rango
v>2 Ponderaciones decrecientes con el rango

La familia de indices de desigualdad de Kakwani no cumple la descomponibilidad
aditiva, como les ocurre a todos los indices derivados hasta ahora del de Gini.

Por otra parte, la sensibilidad al lugar de la distribucion donde ocurren las
transferencias dependera del valor del parametro k, ya que, por ejemplo, para k=1 no se
cumple el Principio de las transferencias decrecientes.

Entre las deficiencias de esta familia de indices hay que sefalar que, aunque
mejora algunos aspectos del indice de Gini, sigue sin resolver la descomponibilidad
aditiva. Ello se debe a que, como demuestra Yitzhaki(1983), el tipo de agregacion en base
a rangos del tipo (1-F(y)) no puede representar funciones de bienestar aditivamente
separables.

Por otra parte, a pesar de que este tipo de indices incluye una parametrizacion que
permite incluir criterios éticos, no resulta tan claro como el tipo de parametrizacion del
tipo del indice de Atkinson.

FAMILIA DE INDICES DE GINI GENERALIZADOS DE CHACKRAVARTY

Como se ha mencionado antes, el indice de Gini no satisface el Principio de las
transferencias decrecientes. Motivado por esta falta de sensibilidad del indice de Gini,
Chackravarty(1988) propone como indicador de desigualdad una generalizacion del indice
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de Gini que si lo cumple.

Partiendo de la expresion que liga al Indice de Gini con la curva de Lorenz,
Chackravarty propone el siguiente indice:

Iy =2¢7" UO o(p - L(p))dpl (35)

Esta clase de indices de desigualdad depende de la forma de la funcion ¢. El
propio Chackravarty(1988) propone como forma idénea la consistente en ¢(z)=z" con lo
que el indice queda reducido a la siguiente expresion, que depende del parametro a:

1

1 a
Co=2 [ f (r- L(p))“dp] (36)
0
Como casos particulares de esta familia de indices tenemos:
Para 0=1 tendremos C: = Indice de Gini,
Para o --> o Cs --> 2 veces el Indice de Pietra.

Siempre que ¢ sea una funcidn regular (continua, estrictamente creciente, estrictamente
convexa y cumpla ¢(0)=0), el indice de Gini Generalizado de Chackravarty, I,, sera
continuo entre 0 y 2, simétrico, satisfara el principio de Pigou-Dalton, y sera estrictamente
convexo dado un simplex determinado, (es decir, cumplird el Principio de las
transferencias decrecientes). La funcion ¢(z)=z" es una funcion regular y, por tanto, (36)
satisface todas las propiedades mencionadas.

La funcidon de evaluacion social asociada a este indice generalizado de Gini es
W =u2—1p) (37)

W es estrictamente concava en un simplex dado, linealmente homogénea y
simétrica. Cuando no hay consideraciones de eficiencia, por ejemplo, cuando p es
constante, un incremento en I, es equivalente a una disminucion en W.

Aunque este tipo de indice propuesto por Chakravarty subsana el problema de
insensibilidad del indice de Gini al lugar donde se realizan las transferencias, sigue sin
resolver el problema de la descomponibilidad aditiva.

Por otra parte, el atractivo del indice de Gini de su facil e intuitiva interpretacion
en base a la curva de Lorenz queda algo diluido en esta especificacion.

Otra deficiencia de esta familia de indicadores consiste en que no queda claro el

significado del parametro en relacion con criterios éticos, tales como el grado de aversion
a la desigualdad.
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2.1.4.- INDICADORES BASADOS EN LA TEORIA DE LA INFORMACION

En la medicion estadistica de la concentracion y de la desigualdad econdmica, se
ha acudido al terreno de la teoria de la informacién. Mas concretamente al concepto y
medicién de la entropia. En los sistemas fisicos se denomina entropia al desorden
existente en los mismos, que, por otra parte, tienden al estado de méaxima entropia, de
maximo desorden. Por otra parte, en el campo de la teoria de la informacion, el concepto
de entropia representa la informacion esperada en situaciones de incertidumbre. En la
medicion de la desigualdad, por su parte, parece adecuado el uso de las medidas de
entropia como indicadores de disparidad o de desigualdad.

Los indicadores de desigualdad procedentes de las medidas de entropia se derivan
de la medida de entropia de Rényi de orden o

N
1
1_alog<2p${>, a>0a+1

n=1

N
= an log(p,h), a=1
n=1

Esta medida vale 0 cuando toda la densidad se concentra en un s6lo punto (méaxima
concentracion o desigualdad), y su valor maximo es log(N), correspondiente a una
situacion en que la densidad se reparte por igual en todos los puntos (equidistribucion).
Por tanto, para medir la desigualdad, se necesita una transformacion de esta medida que, al
menos, crezca y disminuya en el mismo sentido que la desigualdad. La transformacion que
se ha utilizado es Log(N)-I(p), que toma valor 0 para la situacion de equidistribucion, y
Log(N) para la méxima concentracion.

Iy (p) =
(38)

Cuando a=1, la medida Log(N)-I4(p) se convierte en el conocido indice de Theil,
que para el caso continuo toma la forma:

T = foooi—:log (i—i) dF () (39)

En el caso discreto, el indice de Theil tiene la siguiente expresion:

N
T = Z X 1og ("—) (40)
i=1 N K

En (39) se puede observar que este indice se puede expresar como una integral o
suma ponderada de las tangentes de la curva de Lorenz (xi/n), donde las ponderaciones
son los logaritmos de ellas mismas.

El indice de Theil oscila entre el valor 0, para las situaciones de equidistribucion, y
Log(N), para la situacion de méxima concentracion (toda la renta se concentra en un solo
individuo). Por tanto, no es un indice normalizado. Esta deficiencia se puede subsanar
obteniendo el indice de Theil Normalizado, T/Log(N).

Bartels(1977) propone como indicador de desigualdad, dentro de esta area la
Medida de Entropia de Rényi de orden 2, es decir, donde 0=2. Esta medida tiene sobre el
indice de Theil ventajas de calculo, puesto que las ponderaciones de las tangentes de la
curva de Lorenz son mas sencillas. No obstante, esta medida no ha sido utilizada
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posteriormente.

Las principales objeciones que se encuentran a los indicadores derivados de la
teoria de la informacion, o basados en el concepto de entropia, se refieren precisamente a
que dicho concepto no tiene un significado claro en la medicioén de la desigualdad. Se da
la paradoja de que la maxima desigualdad o concentraciéon coincide con la minima
entropia, y la equidistribucion se corresponde con la entropia maxima.

FAMILIA DE INDICES DE ENTROPIA GENERALIZADA DE SHORROCKS

A partir de las medidas de entropia se ha derivado una familia de indicadores de
desigualdad uniparamétrica mas amplia, la Familia de indices de Entropia Generalizada de
Shorrocks. Esta familia incluye como casos particulares a varios indicadores, como el
indice de Theil, a la variancia del logaritmo de la renta, e incluso a una transformacion del
indice de Atkinson.

La expresion de esta familia de indices, para el caso discreto, es la siguiente:

1 1 O
SC=——Z[<—> —1], c#01
ne(e— 1) Lil\u
1 X Vi
nl=1
1 Vi Vi
si=5. () ()
1= u 9 1

i=1

Esta familia de indices incluye los siguientes casos particulares:

Valor de ¢ Indice

c=0 Desviacion logaritmica media
Transformaciéon monotona de un miembro de
la familia de Atkinson

c=1 Indice de Theil

c=2 Coeficiente de Variacion al cuadrado

La relacion entre el indice de Shorrocks cuando c=o y una transformacion
monoétona de la familia de Atkinson, mas concretamente aquella con una funciéon de
bienestar social con utilidad logaritmica del ingreso, es la siguiente:

1

1—eSe=1— ]_[ (";)_ (42)

El parametro c de esta familia de indicadores permite afiadir criterios éticos a la
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medicion de la desigualdad. Esto es posible debido a que el indice se hace mas sensible a
las transferencias en la cola inferior de la distribucion a medida que ¢ decrece. En el caso
extremo, cuando c tiende a -oo, el indice s6lo se fija en el extremo inferior de la
distribucion, y genera ordenaciones similares a las del criterio maximin de Rawls. De
todos los valores posibles de ¢, Shorrocks(1980) encuentra que el que, a su parecer, genera
un indicador con mejores propiedades es c=1, es decir, el indice de Theil.

Shorrocks (1980) propuso esta familia de indicadores como los unicos indicadores
de desigualdad relativos que cumplen las siguientes propiedades:

a) Continuidad y Simetria
b) Diferenciabilidad y S-Convexidad estricta
c) Descomponibilidad aditiva

d) Principio de Pigou-Dalton

Esta familia de indicadores, por otra parte, cumple todas las propiedades del
epigrafe 2.1.1, excepto la normalizacion, puesto que varian entre 0 y (1/c(c-1))(n""'-1) para
c>0,c#1, y entre 0 y Log(N) para c=1; y la version fuerte del axioma de las transferencias
para los valores de ¢=0,1,2.

Ademas de las criticas generales a los indicadores basados en el concepto de
entropia, podemos anadir la que Chackravarty(1988) realiza al encontrar que los valores
de S¢ no son mondtonos en c.

2.1.5.- INDICADORES BASADOS EXPLICITAMENTE EN FUNCIONES DE
BIENESTAR SOCIAL

Ya se ha visto en epigrafes anteriores que todos los indicadores de desigualdad
positivos valoran de diferente forma los niveles de ingreso, unos son mas sensibles a los
niveles altos de renta, mientras que otros dan mas importancia a los niveles medios o
altos. Como réplica a este tipo de medicion, se ha desarrollado una serie de indicadores
basados directamente en funciones de bienestar social. Estas funciones de bienestar social
miden el bienestar asociado a cada nivel de renta, de forma que en dicha mediciéon se
incluyen directamente todas las presunciones normativas incorporadas al indice.

INDICADOR DE DALTON

En 1920, Dalton propuso como indicador de desigualdad la medida resultante al
comparar el bienestar actual (w ) frente al bienestar madximo que se podria conseguir con
la renta total actual equidistribuida (max w):

? =1

(43)
max w

El significado de este tipo de indicador es claro, supone el coste, en términos de
bienestar, de soportar la distribucion actual en vez de una distribucion igualitaria, con el
mismo nivel de renta total.
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Segun el tipo de funciéon de bienestar elegida, se pueden generar diversos
indicadores de Dalton. El mas utilizado, que usa una funcion de bienestar del tipo U(x,) =
log xn, es el siguiente:

u
D=1—log; (44)

donde i representa la media geométrica de la distribucion.

El principal problema del indice de Dalton consiste en que no es invariante ante
transformaciones mondtonas en la funcion de bienestar social, problema que resuelven los
indicadores del tipo Atkinson-Kolm-Sen

INDICADORES DE ATKINSON-KOLM-SEN

Mas recientemente se ha propuesto otra forma de generar indicadores de
desigualdad a partir de la funciéon de bienestar social. Son los llamados indicadores del
tipo de Atkinson-Kolm-Sen. En este tipo de indicador se compara la renta media actual (p)
con la que seria necesaria para conseguir el mismo nivel de bienestar actual con rentas
equidistribuidas, llamada ingreso equivalente (u"):

E
JA-K-S — 1 — u_ (45)
u

La expresion (20) es en realidad un algoritmo para generar indicadores de
desigualdad a partir de funciones de bienestar social. Para cada funcidon de bienestar social
que defina un ingreso equivalente, mediante este algoritmo se genera, de forma univoca,
un indicador de desigualdad asociado.

El significado de los indicadores de Atkinson-Kolm-Sen consiste en el coste, ahora
en términos de ingreso, de mantener la distribucion actual frente a una situacion de
equidistribucion con el mismo nivel de bienestar. En otras palabras, el porcentaje de la
renta total que se podria ahorrar para obtener el mismo bienestar que el actual
redistribuyendo la renta.

El indicador de desigualdad mas conocido de este tipo es el indice de Atkinson,
cuya expresion, en forma discreta, es la siguiente:

=)

i=1

1
1-€

(46)

n

Al/n
-1 L]
U

i=1
Para llegar a la expresion de este indicador, Atkinson(1970) parte de una funcion
de bienestar social continua, creciente, simétrica, S-Concava y aditivamente separable.

El parametro & se puede interpretar como un parametro de aversion a la
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desigualdad contenida en el indice. A medida que ¢ crece, el indice se hace més sensible a
las transferencias en el extremo inferior de la distribucion. Por tanto, cuando € ->o0 se
llegaria a un indicador que genera ordenaciones equivalentes al criterio de Rawls, es decir,
solo tiene en cuenta transferencias que afecten al individuo mas pobre. Por otra parte,
cuando €=0 los criterios de ordenacion de distribuciones del indice s6lo tendrian en cuenta
la renta total, siguiendo un criterio utilitarista.

En realidad, como sefiala Dagum(1990), la expresion anterior puede ser
interpretada en funcion de la Funcion Generatriz de Medias de Gini, que es una funcion
que genera medias de cualquier orden:

M) 1 [fooo y" dF()’)]r (47)

A, =1
" u u

Las medias que genera la funcion M(r) son las siguientes:

Valorder Valor de M(r)

r<-1 Media Armoénica Generalizada
r=-1 Media Armodnica

r—0 Media Geométrica

r=1 Media Aritmética

r>1 Media Cuadratica Generalizada
r=2 Media Cuadratica

El indice de Atkinson es muy utilizado en la actualidad. No obstante, se le ha
realizado una serie de criticas entre las que destacamos las siguientes:

Autores como Bartels(1977) opinan que los indicadores basados en funciones de
bienestar son en realidad indicadores estadisticos, y que en su definicion se podria
prescindir facilmente del paso intermedio de definir la funcion de bienestar asociada, y
que por tanto no difieren tanto de los indicadores estadisticos positivos.

Otros autores, como Dagum(1990), critican la necesidad de elegir el valor del
pardmetro de aversion a la desigualdad, puesto que tal hecho confiere un alto grado de
subjetividad al indice.

También Dagum(1990) critica la eleccion de la funcion de bienestar social
individualista, puesto que este tipo de funcion sélo tiene en cuenta el valor de la renta de
cada individuo, sin tener en cuenta en la valoracion de su bienestar al resto de los
individuos.

Otra critica que se suele realizar al indice de Atkinson se basa en la incapacidad de
dicho indice de tener en cuenta rentas negativas, mientras que otros indices, incluso mas
sencillos, como el indice de Gini, si pueden operar con ellas.
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2.2.- INDICADORES DE POBREZA

El desarrollo de indicadores de pobreza ha sido posterior al de los indicadores de
desigualdad. Hasta la aportacion de Sen(1973) sélo existian los que aqui se denominan
indicadores sencillos o unidimensionales. No obstante, a partir de dicha fecha se ha
producido una abundante literatura al respecto.

El desarrollo de los indices de pobreza en la década de los afos setenta se debe a la
reaccion de Sen frente a los indices unidimensionales, que no tienen en cuenta aspectos
distributivos. Esta preocupacion de los aspectos distributivos entre los pobres responde al
concepto de "privacion relativa" introducido por Sen. La "privacion relativa" consiste en
que el sentimiento o la sensacion de pobreza, para una misma renta individual, es tanto
mayor cuanto peor repartido esté el resto de la renta.

Los indicadores de pobreza se han clasificado en este trabajo en dos grupos:
unidimensionales y multidimensionales o complejos. Los indicadores unidimensionales
solo tienen en cuenta un aspecto de la pobreza, la extension o la profundidad, por ejemplo.
Los indicadores multidimensionales o complejos, por su parte, combinan en una sola
medida varios aspectos de forma conjunta. Dentro de los indicadores multidimensionales,
siguiendo a Foster y otros (1984) se han agrupado en: Indicador de Sen vy
generalizaciones, entendiendo como generalizaciones aquellos indicadores que aportan al
de Sen simplemente un esquema de ponderaciones ampliado con alguna parametrizacion
(ya que la mayoria de los indicadores de pobreza, en algiin sentido u otro son ampliaciones
de la aportacion de Sen); indices basados en indices de desigualdad; y finalmente indices
de Foster.

2.2.1.- AXIOMATICA DE LOS INDICADORES DE POBREZA

De forma paralela a la axiomatica de los indicadores de desigualdad, existe una
serie de propiedades deseables en los indicadores de pobreza. La primera aportacion en
este sentido se debe a Sen(1973), que propuso los tres primeros axiomas que se citan a
continuacion. A partir de dicha aportacion, el conjunto de axiomas que, en teoria, debe
cumplir un indicador de pobreza, se ha ampliado. Los més importantes son los siguientes:

1.- Dominio del indice: Los cambios en las rentas de individuos no pobres no deben
afectar al indice de pobreza.

2.- Monotonia: Un descenso en la renta de un individuo pobre, quedando inalteradas las
demas, debe incrementar el valor del indice.

3.- Axioma débil de las transferencias: Una transferencia regresiva entre dos individuos
pobres, siempre que el nimero de individuos pobres no varie, debe incrementar el indice
de pobreza. (La version fuerte de este axioma implica un aumento en el valor del indice
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incluso cuando el receptor de la transferencia cruce la linea de la pobreza, de forma que el
, . . 11
nimero de pobres disminuye.)

4.- Simetria: Una permutacion de los individuos debe dejar inalterado el valor del indice
de pobreza.

Estas cuatro primeras propiedades equivalen al criterio de dominancia en sentido
de Lorenz. Es decir, los indices de pobreza que satisfagan estas cuatro propiedades
ordenardn a las distribuciones de renta segun su pobreza de forma equivalente a como lo
hacen las curvas de Lorenz, cuando no se intersectan y las distribuciones tienen la misma
media. Esto también equivale a decir que dichos indices son S-Convexos, es decir, son
funciones estrictamente decrecientes y estrictamente S-Convexas de los valores de las
rentas por debajo de la linea de la pobreza.

5.- Sensibilidad a las transferencias basada en los rangos: Una transferencia regresiva
de una cantidad fija de renta entre dos individuos pobres separados un nimero
determinado de puestos en la ordenacion segin sus rentas debera tener un efecto tanto
mayor en el indice de pobreza como mayores sean los puestos que ocupan en la
ordenacion.

6.- Sensibilidad a las transferencias basada en las rentas: Una transferencia regresiva
de una cantidad fija de renta entre dos individuos pobres cuyas rentas difieren en una
cantidad también fija debera tener un efecto tanto mayor en el indice de pobreza como
menores sean las rentas de dichos individuos.

7.- Descomponibilidad aditiva: Si la poblacion estd particionada en un nimero
determinado de grupos, el indice de pobreza del conjunto de la poblacion debe poder ser
expresado como una suma ponderada de los indicadores de desigualdad correspondientes
a cada subconjunto de la poblacion.

8.- Monotonia subgrupal: Si la poblacion esta dividida en un numero determinado de
grupos, un aumento en la pobreza de uno de ellos, manteniéndose constante la del resto de
los grupos, debe incrementar la pobreza del conjunto de la poblacion.

Las propiedades que satisfacen los principales indicadores de pobreza, que se
analizaran en los epigrafes siguientes, se reflejan en la tabla 2.2.1.

11 En este sentido, Kundu y Smith(1983), en su Teorema de la Imposibilidad,
demuestran que el axioma fuerte de las transferencias sera violado por todo indice de
pobreza que satisfaga las dos propiedades de monotonia siguientes: i) al afiadir un
individuo no pobre a la poblacion el indice debe disminuir, ii) al afiadir un individuo
pobre a la poblacion el indice debe aumentar.
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TABLA 2.2.1. PROPIEDADES DE LOS INDICES DE POBREZA

PROPIEDADES
INDICE 1 2 3 4 5 6 7 8
I. BASICO SI NO NO SI NO NO SI SI
[.LDESVIACION SI SI NO SI NO NO NO SI
SEN SI SI SI SI NO NO NO NO
KAKWANI SI SI SI SI ST* SI NO NO
THON SI SI ST* SI NO NO NO NO
BLACKORBY SI SI SI SI NO NO SI SI
TAKAYAMA SI NO SI SI NO NO NO NO
CLARK SI SI SI SI NO NO SI SI
FOSTER(2) SI SI NO SI NO NO SI SI
FOSTER(3) SI SI SI SI NO NO SI SI
FOSTER(4) SI SI SI SI SI SI SI SI

* S6lo la cumplen algunos miembros de esta clase de indices.
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2.2.2.- INDICADORES SENCILLOS O UNIDIMENSIONALES

Los indicadores unidimensionales son los indicadores de pobreza mas antiguos, y
ademas los mas sencillos. Basicamente son dos: el Indicador Basico (Head Count Ratio en
la literatura anglosajona) y el Indicador o Tasa de Desviacion (Aggregate Income Gap
Ratio en la literatura anglosajona).

INDICADOR BASICO

El Indicador Bésico mide un sélo aspecto de la pobreza: su extension. Es decir,
este indicador refleja el porcentaje de la poblacion cuya renta estd por debajo de la linea de
la pobreza. Si denominamos z a la linea de la pobreza, y F(y) a la funcion de distribucion
de la renta, tendremos que

IB =F(2) (48)

Este indicador tiene en la sencillez su ventaja y su inconveniente. Por un lado es el
mas facil de obtener, aunque por otra parte, la informacion que ofrece sobre la pobreza es
muy limitada.

Ademas incumple propiedades importantes del epigrafe anterior, entre otras todas
las relacionadas con las transferencias.

INDICADOR DE DESVIACION

El indicador de desviacion surgié en principio para complementar al Indicador
Basico. Puesto que este ultimo mide la extension de la pobreza, resulta adecuado encontrar
un indicador que mida otro importante aspecto de la pobreza: su intensidad. Para ello, el
Indicador de Desviacion consiste en la media de las desviaciones de la renta de cada uno
de los q individuos pobres respecto a la linea de la pobreza, o "gaps".

q

1 — vy

,D:_Zuzl_“_q (49)
qi:l VA Z

En otras palabras, como se aprecia en (24), el Indicador de Desviacion se puede
expresar como la distancia relativa entre la linea de la pobreza y la renta media de los
pobres g, es decir, es una medida de la profundidad de la pobreza. Este indicador sigue
sin cumplir ninguno de los axiomas relativos a las transferencias mencionados en el
epigrafe 2.2.1.

2.2.3.- INDICE DE SEN Y GENERALIZACIONES

El indice de Sen fue el primer indicador de pobreza que cumplia el axioma (débil)
de las transferencias. La motivacion de este indice estd en poder contar con un indicador
de pobreza que tenga en cuenta, no sélo la extension o la profundidad de la pobreza, sino
que incluya aspectos distributivos en su medicion.
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La formulacién original del Indice de Sen, para datos discretos, es la siguiente:
q
s= 2y (50)
" (q+ Dnzs . giti
1=

donde g; son las desviaciones de la renta de cada individuo respecto a la linea de la
pobreza, y rj son los rangos de cada individuo dentro de la ordenacion segun sus rentas.

La medida de Sen consiste, tal y como se observa en (25), en una suma ponderada
y normalizada de los "gaps" individuales, utilizando como ponderaciones el puesto de
cada individuo en la ordenacion de la distribucion. Este tipo de ponderaciones es el mismo
que incorpora el indice de Gini.

De hecho, el indice de Sen se puede expresar como una combinacion del indice de
Gini de la poblacion bajo la linea de la pobreza con los indicadores de pobreza

unidimensionales:
q

— 51
@+ D 1)

De (26) se desprende que el indice de Sen aplicado a toda la poblacion, en vez de a
la poblacion pobre, se aproxima al indice de Gini para valores altos de n.

S =IB[ID + (1 — ID)Gp

El indice de Sen satisface las cuatro primeras propiedades citadas en el epigrafe
2.2.1. Por tanto, se puede decir que el indice de Sen es un indice S-Convexo (es una
funcién estrictamente decreciente y estrictamente S-Convexa de los q primeros individuos
de la poblacion), o lo que es lo mismo, sigue el criterio de dominancia en sentido de la
curva de Lorenz para valores constantes de g, cuando é€ste se puede aplicar.

Pero no es el unico indice que cumple las propiedades mencionadas. Se han
propuesto diversos indices que, partiendo del de Sen, las cumplen, incorporando en
algunos casos mejoras.

Las principales criticas al indice de Sen se basan en la imposibilidad de
descomponer aditivamente el valor del indice, es decir, al violar las propiedades 7 y 8 del
epigrafe 2.2.1, la aplicacion del mismo en determinados estudios se ve realmente
restringida.

Por otra parte, tampoco cumple las propiedades basadas en la sensibilidad a las
transferencias, motivo este que ha propiciado la aparicion de algunas generalizaciones del
indice de Sen.

INDICES DE KAKWANI

El indice de Pobreza de Kakwani es una generalizacion del indice de Sen. Con esta
clase de indices Kakwani pretende mejorarlo encontrando una clase de indices que ademas
cumpla la sensibilidad a las transferencias, al menos, la basada en los rangos. La clase de
indices de Kakwani consiste en una version del indice de Sen en la que las ponderaciones
de los "gaps" aparecen elevadas a un parametro k:
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q
q
Ky = mz giry (52)
=1

Para valores de k>0, este indice satisface las propiedades enunciadas por
Sen(1973), es decir, es un indice S-Convexo. Pero, y esta es la motivacion de este indice,
para valores de k>1, el indice también satisface la sensibilidad a las transferencias basada
en los rangos. Por otra parte, la sensibilidad a las transferencias basada en las rentas solo la

cumple a partir de un valor de k suficientemente alto, que dependera del valor de n.

Aunque esta clase de indices de pobreza mejora respecto al indice de Sen la
sensibilidad a las transferencias, basada en los rangos, las criticas que soporta el indice de
Sen son del mismo modo aplicables a la clase de indices de Pobreza de Kakwani.

INDICES DE THON

Thon(1979) propone una generalizacion del indice de Sen que cumple la version
fuerte del axioma de las transferencias. Para conseguirlo, suma a cada ponderacion en (50)
un numero fijo igual a (n-q):

q
2
szZgi(ri+n—q) (53)

Este indicador de pobreza da mas importancia a criterios distributivos que a otros
aspectos, tales como el numero de pobres. Para conseguir que el indicador satisfaga el
axioma fuerte de las transferencias, el indice se ha hecho menos sensible al nimero de
individuos bajo la linea de la pobreza. Hay autores, como Sen(1982), que no consideran el
axioma fuerte de las transferencias deseable para los indicadores de pobreza, tanto por el
efecto que provoca en el indicador de insensibilizacién al namero de pobres, como por
verlo més adecuado a indicadores de desigualdad que de pobreza.

2.2.4.- INDICES DE POBREZA BASADOS EN INDICES DE DESIGUALDAD

En la aportacion de Sen(1973), queda clara la relacion que existe entre indicadores
de desigualdad y pobreza. Ha habido varias lineas basicas de desarrollo de indicadores de
pobreza a partir de los de desigualdad. Este método ha sido criticado por Foster y
otros(1984) al sefialar que este tipo de indicadores, al ser derivado de indices de
desigualdad relativos, suele violar la monotonia.

INDICES DE BLACKORBY Y DONALDSON

Blackorby y Donaldson(1980) fueron los primeros en generar indices de pobreza a
partir de indices de desigualdad. Estos autores demuestran que, siempre que se sustituya el
indice de Gini en la expresion del indice de Sen (26) por un indice de desigualdad relativo
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S-Convexo (R), se obtendra una medida de pobreza que cumple el axioma de las
transferencias:
B =IB(ID — (1 —1ID) (54)

No obstante, esta clase de indicadores no ha tenido mucha repercusion y, entre
otras criticas, Foster y otros(1984) consideran esta clase de indicadores demasiado
restringida, puesto que en la expresion del indice de Sen se pueden modificar otros
miembros de la ecuacidon para obtener medidas de pobreza, y no solo sustituyendo el
indice de desigualdad.

Por otra parte, Foster y otros(1984) anaden que la monotonia puede verse violada
en esta clase de indicadores de pobreza, sobre todo si el indicador de desigualdad utilizado
no es normalizado.

INDICE DE TAKAYAMA

Un procedimiento alternativo al anterior para generar indices de pobreza a partir de
indices de desigualdad ha sido propuesto por Hamada y Takayama(1977) vy
Takayama(1979). Consiste en aplicar un indicador de desigualdad a la distribucion de la
renta censurada en la linea de la pobreza, es decir, asignando a todos los individuos no
pobres una renta igual a la linea de la pobreza. Estos autores consideran que asi se incluye
en la medicion de la pobreza mas informacion que en los indices que no ven mas alléd de la
linea de la pobreza.

La medida propuesta por Takayama(1979) consiste en el indice de Gini de la
distribucion de la renta censurada en la linea de la pobreza.

El indice de Takayama, como ¢l mismo sefiala, viola la monotonia. Por otra parte,
Foster y otros(1984) seialan que en realidad el vector de los ingresos censurado no afiade
informacion al vector de las rentas de los individuos bajo la linea de la pobreza.

INDICES DE CLARK

Otro método de generar indices de pobreza a partir de indicadores de desigualdad
consiste en utilizar la siguiente expresion del indice de Sen:

S=1BID(1+G,) (55)

donde Gq es el indice de Gini aplicado a los "gaps" en vez de a las rentas de los individuos
bajo la linea de la pobreza. Asi, Clark y otros(1981) proponen sustituir G, por otros
indicadores de desigualdad para generar diferentes indices de pobreza.

Los indicadores de pobreza generados por este método estan sujetos al mismo tipo
de criticas que los propuestos por Blackorby y Donaldson(1980), ya que en realidad es un
método muy parecido.
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2.2.5.- INDICES DE FOSTER

Foster y otros(1981) han propuesto una familia de indices de pobreza que ha tenido

bastante éxito. Se trata de una familia uniparamétrica que tiene la expresion siguiente:
q

E, = %Z (%)H, a>1 (56)

i=1

Foster y otros prestan especial atencion a un miembro de esta familia, F;. Este
indice se puede considerar como una suma ponderada de los "gaps" individuales, de la
misma manera que el indice de Sen, s6lo que en este caso las ponderaciones son los
propios "gaps". Ademas, se puede expresar en funcion de la combinacion de indicadores
de desigualdad y pobreza:

F; = IB[ID? + (1 — ID)2CV}] (57)

donde Cq es el coeficiente de variacion de la poblacion bajo la linea de la pobreza.

Esta familia de indices incluye como casos particulares el Indicador Basico (0=1) y
el producto IB*IH (0=2). Entre las propiedades que exhibe esta familia se encuentran: A
partir de o>1 satisfacen la monotonia; para o>2 satisfacen el axioma de las transferencias;
y para o3 satisfacen la sensibilidad a las transferencias basada en las rentas.

Otras importantes propiedades que satisfacen todos los miembros de la familia son
la descomponibilidad aditiva y la monotonia subgrupal, que resultan de gran interés para
estudiar la pobreza de una poblacion y de determinados grupos, como por ejemplo en el
analisis regional.

La familia de indicadores de Foster tiene implicaciones muy interesantes en los
problemas de dominancia. En Foster y Shorrocks(1983), se puede ver como las
ordenaciones parciales obtenidas a través de la dominancia de diverso orden de las
funciones de distribucién se corresponden exactamente con las de los miembros de esta
familia de indices del mismo orden.
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3.- ESTIMACION DE INDICADORES DE DESIGUALDAD Y POBREZA

PARA LAS PROVINCIAS ESPANOLAS (1980-81)
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3.1.- ESTIMACION DE INDICADORES DE DESIGUALDAD Y POBREZA

La mayoria de los indicadores de desigualdad y pobreza se definieron para el caso
discreto, es decir, para su aplicacion al conjunto de todos los individuos de una poblacion,
o a datos agrupados. Como ya se comentd en epigrafes anteriores, trabajar con los datos
completos de la poblacion es dificil, y pocas veces se cuenta con dichos datos. Por otra
parte, los datos agrupados, que son los que estan disponibles generalmente, inducen a
serios errores de agrupamiento.

Para soslayar estos problemas, se puede acudir a la forma continua de los
indicadores de desigualdad y pobreza, y trabajar sobre distribuciones continuas ajustadas
con procedimientos econométricos a los datos agrupados.

En este sentido, se pueden clasificar los indices de desigualdad y pobreza en
indices relacionados directamente con la curva de Lorenz e indices no relacionados con la
misma. Esta dicotomia es estudiada, desde una Optica algo distinta, por Yitzhaki(1983),
que compara los indices de desigualdad de Atkinson y Kakwani, como paradigmas de
ambos tipos de indicadores. Los indices basados en la curva de Lorenz (o en el indice de
Gini) utilizan como ponderaciones para las rentas de cada individuo los rangos dentro de
la ordenacion segun la renta. Esto quiere decir que, en realidad, se estan integrando
ordenadas de la funcion de distribucion (1-F(y)). Los indices del tipo de Atkinson, en
cambio, usan ponderaciones basadas en las propias rentas (y), es decir, se integran
abscisas de las funciones de distribucion.

En este trabajo se propone el uso de la curva de Lorenz en vez de la funcion de
distribucion, ya que los indices que no estdn directamente vinculados con la curva de
Lorenz se pueden expresar en funcion de su derivada, mientras que los primeros son mas
dificiles de expresar a través de la funcion de distribucion.

3.1.1.- INDICES RELACIONADOS DIRECTAMENTE CON LA CURVA DE
LORENZ

El indice de desigualdad con una relacién mas directa con la curva de Lorenz es el
indice de Gini. Como ya se vio este indice es igual a dos veces el area comprendida entre
la curva de Lorenz y la linea de equidistribucion. En forma continua se puede expresar
como:

6=2 [(p-Lo)dp (58)

donde L(p) representa a la curva de Lorenz.

Los indices de desigualdad derivados del indice de Gini también pueden ser
expresados en forma continua en funcion de la curva de Lorenz. De hecho, estos indices
son integrales ponderadas de la curva de Lorenz.

La familia de indices de desigualdad de Kakwani, en forma continua, responde a:
1
Ke=1-a@+1) [ L) -p)dp (59)
0

Por otra parte, los indices de Chakravarty se definen a partir de la curva de Lorenz
como:
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1/a

1
Ce=2| [ @~ L@)dp (60)
0

Los indicadores de pobreza que estan relacionados con la curva de Lorenz (o con
el indice de Gini) también pueden ser expresados en forma continua como integrales de la
curva de Lorenz. En este caso, las integrales tienen un recorrido desde 0 hasta el punto de
la curva que corresponde a la linea de la pobreza, p~ (frente a las integrales de los indices
de desigualdad que tenian un recorrido (0,1)).

El limite superior de estas integrales, p , se puede calcular de varias formas. Por un
lado, corresponde al punto de la curva con abscisa en el indicador basico. Por otra parte,
también se puede obtener acudiendo al punto donde la pendiente de la curva es igual a la
razon entre la linea de la pobreza y la media de la distribucion.

El propio indice de Sen estd muy relacionado con el indice de Gini y, por tanto,
con la curva de Lorenz. La expresion en forma continua del indice de Sen es la siguiente:

*

S=p"—

14
2 . _ 61
pe Of L(p)(p* — p)dp (61)

Otros indices de pobreza derivados del indice de Sen tienen expresiones
equivalentes. La familia de indices de pobreza de Kakwani tiene su forma continua:

*

+1
Ko =p" — a(zp—k)#f L(p)(p* —p)* *dp (62)

0

Se puede observar que cuando estos indices de pobreza se aplican a toda la
poblacion, es decir, se considera como linea de pobreza la renta mas alta, el indice de Sen
se convierte en el indice de Gini, y los indices de pobreza de Kakwani se convierten en los
indices de desigualdad del mismo autor.

3.1.2.- INDICES RELACIONADOS CON LA DERIVADA DE LA CURVA DE
LORENZ

Hay un gran ntimero de indicadores de desigualdad y pobreza que no estan
relacionados directamente con la curva de Lorenz. Sin embargo, acudiendo al vinculo que
existe entre la derivada de la curva de Lorenz y los valores marginales de la renta, se
pueden expresar en funcion de la derivada de la curva de Lorenz.

La derivada de la curva de Lorenz se puede definir como
' y
L'(p) = " (63)
Por tanto, todos aquellos indicadores basados en sumas o integrales de la expresion

y/u se pueden estimar a partir de la derivada de la curva de Lorenz.

Los indices de desigualdad basados en la Teoria de la Informacién pertenecen al
grupo de los que se pueden definir a partir de la derivada de la curva de Lorenz. Por
ejemplo, el indice de Theil tiene la siguiente expresion:

El indice de Entropia Generalizada de Shorrocks, dentro de este grupo, tendria su
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expresion en:

1 x c
Sc = C(C—_l)f((ﬂ(p)) - 1)dp, c#0,1

1

S, = Of Ln <T1p)> dp, ¢ =0 (65)

1

5 = f L) Ln(L (p))dp, ¢ =1

0

Los indices de desigualdad basados explicitamente en funciones de bienestar social
también pueden expresarse a través de la derivada de la curva de Lorenz. La familia de

indices de desigualdad de Atkinson puede definirse como:
1
1-€

1
Ae=1- f(L'(p))“ e>0  e#1 (66)
0

Entre los indices de pobreza que se pueden expresar como funcion de la derivada
de la curva de Lorenz, se encuentra la conocida familia de indices de Foster y otros, que
responde a:

*

p L, a-1
0

VA

3.2.- ESTIMACION DE INDICADORES DE DESIGUALDAD Y POBREZA PARA
LAS PROVINCIAS ESPANOLAS (1980-81)

En este epigrafe, se encuentran los resultados de la aplicacion de los métodos
explicados en los apartados anteriores a los datos de distribucion de la renta por provincias
en Espana.

Los datos utilizados son los mas recientes de distribucion familiar de la renta por
provincias, es decir, los procedentes de la Encuesta de Presupuestos Familiares (1980-81)
del LN.E. En esta publicacion, los datos de la distribucion de la renta vienen referidos al
ingreso familiar.

Por otra parte, los datos vienen en forma del porcentaje de la renta total que
absorbe cada decila de ingreso, es decir, se ha contado con diez puntos para el ajuste
econométrico de cada curva de Lorenz.

La especificacion de la curva de Lorenz que se ha utilizado es la de Ortega y otros
(1991), cuyos resultados pueden verse en el Anexo 1. La razon para la eleccion de esta
especificacion radica en que de todas las especificaciones probadas en el epigrafe 1.3,
parece ser la que, en términos generales se comporta mejor.

Una vez estimada la curva de Lorenz para cada provincia, se ha procedido a la
estimacion de los indices de desigualdad y pobreza. Los indices de desigualdad se han
obtenido integrando las curvas de Lorenz estimadas y sus derivadas, de acuerdo con las
formulas de los epigrafes 3.1.1 y 3.1.2, para cada provincia. Se han seleccionado los
siguientes indices de desigualdad:
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- Kakwani o = 0.5, 1 (Gini), 1.5, 2, 3,4

- Chakravarty o= 0.1, 1 (Gini), 1.5, 2, 3, 4
- Shorrocks ¢c=-1, 0, 1 (Theil), 2, 3, 4

- Atkinson €= 0.5, 1.5, 2, 3,4

El resultado de estas estimaciones puede verse en las tablas 3.2.1 a 3.2.4.

Los indices de pobreza se han estimado a partir de los mismos datos que los
indices de desigualdad. Es decir, se han usado las mismas estimaciones de la curva de
Lorenz.

La linea de la pobreza se ha fijado para estas estimaciones en la mitad de la renta
media nacional, que es el estandar fijado por la Comunidad Europea en los estudios de
pobreza.

La estimacion de los indices se ha realizado, también, integrando las curvas de
Lorenz ajustadas y sus derivadas para cada provincia, de acuerdo con las expresiones de
los epigrafes 3.1.1 y 3.1.2. Los indices que se han estimado son los siguientes:

- Indicador Basico

- Indicador de Desviacion

- Indice de Sen

- Indice de Takayama

- Indices de Kakwani oo = 0.5, 1 (Sen), 1.5, 2, 3, 4
- Indices de Fostera =2, 3, 4

El resultado de las estimaciones puede verse en las tablas 3.2.5 a 3.2.7.
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INDICES DE DESIGUALDAD DE KAKWANI.
PROVINCIAS ESPANOLAS 1980-81

PROVINCIA K(1) K(0.5) K(1.5) K(2) K(3) K(4)
ALAVA .281921 .220255 .344436 .389642 .452689 .495910
ALBACETE .320279 .244684 .392007 .443777 .515496 .564102
ALICANTE .327382 .254502 .395087 .443106 .508802 .553003
ALMERIA .382658 .297645 .455386 .505829 .573347 .617795
ASTURIAS .311073 .235790 .383963 .437118 .511343 .561917
AVILA .377774 .293233 .450649 .501366 .569439 .614353
BADAJOZ .340543 .264255 .409960 .458984 .525754 .570460
BALEARES .334849 .257750 .405955 .456633 .526120 .572846
BARCELONA .304786 .236877 .370547 .417716 .482941 .527262
BURGOS .337811 .255481 .414053 .469006 .544812 .595817
CACERES .351270 .275146 .419024 .466270 .529972 .572315
CADIZ .312141 .236492 .385257 .438564 .512975 .563652
CANTABRIA .321209 .250681 .387300 .434141 .498239 .541414
CASTELLON .302576 .232371 .371239 .421048 .490479 .537875
CIUDAD REAL .350423 .265671 .427307 .482319 .557700 .608120
CORDOBA .334493 .261590 .401190 .448087 .511808 .554463
CORUNA .326522 .251628 .396520 .446551 .515368 .561799
CUENCA .402617 .318939 .471657 .518494 .580123 .620219
GERONA .306871 .236199 .375348 .424820 .493549 .540346
GRANADA .356194 .272659 .430963 .483982 .556196 .604348
GUADALAJARA .324508 .246495 .398194 .451487 .525347 .575342
GUIPUZCOA .275237 .215286 .336934 .381687 .444291 .487332
HUELVA .363094 .276899 .439634 .493895 .567686 .616752
HUESCA .382429 .302922 .449685 .495579 .556325 .596090
JAEN .350034 .267074 .425094 .478579 .551717 .600629
LEON .347543 .266386 .421073 .473356 .544792 .592598
LERIDA .286515 .219585 .354222 .403866 .473737 .521831
LUGO .337485 .260488 .408093 .458248 .526844 .572892
MADRID .337950 .261426 .407988 .457637 .525448 .570938
MALAGA .330834 .253497 .402801 .454366 .525356 .573214
MURCIA .317380 .244231 .386900 .436867 .505941 .552749
NAVARRA .328299 .255312 .395983 .443949 .509533 .553636
ORENSE .340145 .260930 .412714 .464447 .535334 .582920
PALENCIA .335905 .252762 .413320 .469350 .546839 .599027
PALMAS LAS .336519 .259107 .407709 .458396 .527838 .574497
PONTEVEDRA .315243 .239410 .388048 .440955 .514620 .564702
RIOJA, LA .270491 .207004 .337113 .386510 .456731 .505486
SALAMANCA .354006 .272803 .426660 .477972 .547723 .594239
SANTA CRUZ .334140 .257919 .404417 .454408 .522878 .568905
SEGOVIA .349311 .275188 .415248 .461004 .522489 .563288
SEVILLA .329862 .254523 .399833 .449718 .518185 .564299
SORIA .361790 .277358 .436696 .489635 .561527 .609342
TARRAGONA .317509 .241263 .390397 .443283 .516820 .566758
TERUEL .325743 .251214 .395466 .445289 .513817 .560061
TOLEDO .324325 .251872 .392027 .440154 .506128 .550587
VALENCIA .335305 .261500 .402844 .450437 .515201 .558587
VALLADOLID .286551 .221049 .352629 .400824 .468409 .514849
VIZCAYA .301861 .234538 .367441 .414565 .479834 .524250
ZAMORA .359598 .282127 .427638 .474861 .538269 .580265
ZARAGOZA .332591 .252136 .407637 .461775 .536578 .587026
CEUTA Y M. .356856 .271774 .433138 .487406 .561441 .610808
ESPANA .343577 .263353 .416705 .468790 .540078 .587867
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INDICES DE DESIGUALDAD DE KAKWANI.
PROVINCIAS ESPANOLAS 1973-74

ALAVA
ALBACETE
ALICANTE
ALMERIA
ASTURIAS
AVILA
BADAJOZ
BALEARES
BARCELONA
BURGOS
CACERES
CADIZ
CANTABRIA
CASTELLON
CIUDAD REAL
CORDOBA
CORUNA
CUENCA
GERONA
GRANADA
GUADALAJARA
GUIPUZCOA
HUELVA
HUESCA
JAEN

LEON
LERIDA
LUGO
MADRID
MALAGA
MURCIA
NAVARRA
ORENSE
PALENCIA
PALMAS LAS
PONTEVEDRA
RIOJA, LA
SALAMANCA
SANTA CRUZ
SEGOVIA
SEVILLA
SORIA
TARRAGONA
TERUEL
TOLEDO
VALENCIA
VALLADOLID
VIZCAYA
ZAMORA
ZARAGOZA
ESPANA

.324192
.378405
.328291
.329890
.317953
.374645
.374536
.327133
.302016
.368660
.374976
.379352
.315627
.327768
.407246
.374987
.333550
.353222
.329725
.398365
.366236
.319528
.353803
.313884
.369209
.397907
.326870
.352594
.341168
.376880
.358947
.325229
.412499
.377512
.314455
.337703
.348327
.411224
.366663
.335359
.360909
.367337
.342898
.395752
.385138
.325021
.381768
.320880
.350984
.386788
.362436

.252397
.290664
.252167
.250337
.243157
.281387
.289302
.248898
.233854
.278916
.288282
.292064
.247220
.251186
.311884
.297531
.256375
.274734
.253335
.306523
.276494
.253276
.274539
.248316
.290471
.314312
.247797
.270387
.265905
.288011
.281062
.244889
.313466
.288228
.244091
.258333
.268255
.314567
.281022
.253037
.278999
.275860
.264241
.300829
.295064
.250535
.298602
.250196
.267476
.302122
.277604

.391205
.454424
.399343
.404389
.389182
.456784
.448533
.400643
.368503
.448061
.450393
.454789
.380259
.399394
.487102
.441077
.404932
.423166
.400845
.475893
.445984
.381259
.424472
.375696
.437308
.467401
.401330
.426495
.409413
.454242
.427499
.401334
.495257
.455209
.381395
.410802
.420607
.491843
.442136
.411978
.433338
.448716
.414472
.476651
.462609
.394807
.452760
.387189
.426477
.458658
.437664

.438739
.507727
.450218
.458166
.440609
.515267
.500285
.453680
.416417
.504503
.503311
.507580
.426030
.450783
.542612
.486197
.455894
.472209
.451723
.529796
.502803
.424352
.474109
.419057
.484290
.514734
.455194
.478909
.457412
.508707
.475175
.456681
.552922
.509929
.429226
.463077
.471800
.547840
.495381
.467350
.484227
.506846
.465258
.533376
.516889
.444713
.501790
.434232
.480295
.508269
.490851

.503802
.579573
.520255
.532536
.511902
.594722
.569989
.527045
.482920
.581262
.574710
.578646
.488662
.521623
.616641
.545974
.525862
.538576
.521712
.601839
.580204
.482651
.541354
.477967
.547044
.577222
.529820
.550357
.522598
.582295
.539293
.533610
.629779
.583865
.495110
.534875
.541574
.622417
.567549
.543883
.553106
.586093
.534614
.609523
.589919
.513395
.567243
.498654
.553889
.574431
.563085

.547614
.627016
.567504
.582753
.560261
.647222
.616069
.576634
.528224
.632164
.621925
.625548
.530885
.569445
.664909
.585161
.572951
.582760
.568896
.649008
.631583
.521633
.586141
.517499
.588422
.617978
.580286
.598064
.566174
.630926
.581798
.585691
.679710
.632712
.539705
.583143
.588220
.670947
.615450
.595440
.598887
.638646
.581081
.659397
.638007
.559763
.610294
.542070
.603091
.617884
.611119
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INDICES DE DESIGUALDAD DE CHAKRAVARTY.

PROVINCIAS ESPANOLAS 1980-81

ALAVA
ALBACETE
ALICANTE
ALMERIA
ASTURIAS
AVILA
BADAJOZ
BALEARES
BARCELONA
BURGOS
CACERES
CADIZ
CANTABRIA
CASTELLON
CIUDAD REAL
CORDOBA
CORUNA
CUENCA
GERONA
GRANADA
GUADALAJARA
GUIPUZCOA
HUELVA
HUESCA
JAEN

LEON
LERIDA
LUGO
MADRID
MALAGA
MURCIA
NAVARRA
ORENSE
PALENCIA
PALMAS LAS
PONTEVEDRA
RIOJA, LA
SALAMANCA
SANTA CRUZ
SEGOVIA
SEVILLA
SORIA
TARRAGONA
TERUEL
TOLEDO
VALENCIA
VALLADOLID
VIZCAYA
ZAMORA
ZARAGOZA
CEUTA Y M.
ESPANA

.266436
.302218
.309015
.360494
.293360
.355976
.321309
.315971
.287874
.318413
.331212
.294351
.303230
.285680
.330283
.315607
.308190
.378590
.289752
.335852
.306056
.260158
.342232
.359875
.330055
.327792
.270495
.318451
.318891
.312164
.299612
.309870
.320889
.316458
.317534
.297344
.255274
.333865
.315326
.329273
.311325
.341086
.299490
.307466
.306161
.316393
.270665
.285132
.338930
.313587
.336391
.324088

.281922
.320279
.327382
.382657
.311073
377774
.340544
.334849
.304786
.337811
.351270
.312141
.321209
.302576
.350423
.334493
.326522
.402617
.306870
.356194
.324508
.275237
.363094
.382429
.350035
.347543
.286515
.337485
.337950
.330834
.317380
.328299
.340145
.335905
.336518
.315243
.270490
.354005
.334140
.349311
.329862
.361790
.317509
.325743
.324326
.335305
.286551
.301862
.359598
.332591
.356857
.343577

.293260
.333479
.340786
.398763
.324031
.393621
.354568
.348626
.317150
.351978
.365876
.325154
.334333
.314937
.365117
.348264
.339908
.420043
.319389
.371021
.337993
.286283
.378294
.398811
.364606
.361946
.298248
.351371
.351851
.344467
.330364
.341747
.354194
.350112
.350371
.328333
.281646
.368681
.347870
.363901
.343394
.376872
.330685
.339088
.337586
.349097
.298185
.314095
.374637
.346473
371777
.357794

.302055
.343703
.351162
.411195
.334070
.405858
.365418
.359289
326731
.362945
.377166
.335236
.344495
.324518
.376485
.358919
.350273
.433473
.329091
.382486
.348437
.294854
.390046
.411449
.375879
.373088
.307347
.362116
.362608
.355021
.340421
.352156
.365067
.361110
.361092
.338475
.290300
.380030
.358495
.375177
.353871
.388531
.340891
.349422
.347852
.359768
.307207
.323577
.386257
.357220
.383316
.368794

.315003
.358734
.366409
.429416
.348830
.423799
.381352
.374956
.340825
.379053
.393734
.350057
.359431
.338613
.393178
.374568
.365506
.453124
.343362
.399318
.363787
.307474
.407294
.429958
.392433
.389452
.320738
.377902
.378410
.370532
.355210
.367452
.381038
377262
.376843
.353383
.303037
.396689
.374108
.391723
.369265
.405643
.355896
.364610
.362941
.375441
.320488
.337525
.403301
.373012
.400256
.384951

.324219
.369418
.377245
.442335
.359320
.436523
.392671
.386089
.350849
.390494
.405494
.360590
.370046
.348638
.405030
.385684
.376333
.467032
.353511
.411268
.374694
.316459
.419537
.443069
.404187
.401073
.330264
.389117
.389636
.381555
.365724
.378322
.392385
.388731
.388034
.363979
.312098
.408518
.385202
.403464
.380206
.417790
.366559
.375406
.373665
.386576
.329938
.347448
.415393
.384230
.412283
.396428
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INDICES DE DESIGUALDAD DE CHAKRAVARTY.

PROVINCIAS ESPANOLAS 1973-74

ALAVA
ALBACETE
ALICANTE
ALMERIA
ASTURIAS
AVILA
BADAJOZ
BALEARES
BARCELONA
BURGOS
CACERES
CADIZ
CANTABRIA
CASTELLON
CIUDAD REAL
CORDOBA
CORUNA
CUENCA
GERONA
GRANADA
GUADALAJARA
GUIPUZCOA
HUELVA
HUESCA
JAEN

LEON
LERIDA
LUGO
MADRID
MALAGA
MURCIA
NAVARRA
ORENSE
PALENCIA
PALMAS LAS
PONTEVEDRA
RIOJA, LA
SALAMANCA
SANTA CRUZ
SEGOVIA
SEVILLA
SORIA
TARRAGONA
TERUEL
TOLEDO
VALENCIA
VALLADOLID
VIZCAYA
ZAMORA
ZARAGOZA
ESPANA

.306030
.356568
.309814
.311081
.300055
.352596
.352986
.308561
.285258
.347249
.353385
.357460
.297987
.309295
.383308
.352908
.314744
.333115
.311159
.375111
.344930
.301413
.333672
.296205
.347802
.374321
.308219
.332513
.321865
.355101
.338361
.306456
.388051
.355676
.296928
.318569
.328565
.386979
.345623
.316040
.340303
.345782
.323499
.372544
.362806
.306787
.359591
.302928
.330920
.364274
.341679

.324192
.378406
.328291
.329890
.317953
.374645
.374536
.327133
.302017
.368660
.374977
.379353
.315627
.327768
.407245
.374987
.333550
.353222
.329725
.398366
.366236
.319528
.353804
.313884
.369209
.397907
.326870
.352594
.341168
.376880
.358948
.325229
.412499
.377512
.314455
.337703
.348328
.411225
.366663
.335359
.360909
.367338
.342898
.395752
.385138
.325021
.381768
.320880
.350983
.386789
.362436

.337450
.394291
.341783
.343632
.331036
.390715
.390212
.340703
.314273
.384264
.390686
.395274
.328508
.341261
.424626
.391030
.347277
.367866
.343280
.415254
.381767
.332744
.368466
.326789
.384774
.415020
.340499
.367232
.355238
.392731
.373929
.338953
.430256
.393405
.327260
.351669
.362735
.428824
.381984
.349472
.375913
.383055
.357045
.412627
.401378
.338337
.397881
.333986
.365617
.403141
.377556

.347713
.406560
.352230
.354272
.341171
.403136
.402320
.351211
.323773
.396327
.402822
.407571
.338482
.351708
.438032
.403411
.357903
.379186
.353775
.428286
.393776
.342972
.379802
.336779
.396792
.428213
.351054
.378553
.366121
.404977
.385505
.349580
.443954
.405683
.337179
.362479
.373878
.442399
.393825
.360396
.387510
.395208
.367990
.425654
.413919
.348647
.410318
.344133
.376937
.415759
.389246

.362796
.424554
.367583
.369907
.356071
.421355
.420077
.366654
.337749
.414026
.420622
.425602
.353144
.367063
.457668
.421548
.373517
.395802
.369198
.447378
.411398
.357995
.396441
.351460
.414411
.447523
.366564
.395176
.382103
.422939
.402487
.365194
.464014
.423692
.351763
.378360
.390242
.462278
.411201
.376444
.404528
.413037
.384066
.444747
.432306
.363803
.428542
.359048
.393559
.434247
.406402

.373517
.437317
.378495
.381016
.366663
.434276
.432674
.377629
.347692
.426584
.433250
.438392
.363567
.377975
.471580
.434398
.384612
.407598
.380159
.460908
.423901
.368667
.408254
.361892
.426904
.461195
.377584
.406979
.393453
.435681
.414537
.376283
.478224
.436467
.362133
.389643
.401864
.476359
.423532
.387841
.416607
.425685
.395485
.458281
.445345
.374575
.441461
.369650
.405362
.447350
.418580
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INDICES DE DESIGUALDAD DE SHORROCKS.
PROVINCIAS ESPANOLAS 1980-81

ALAVA
ALBACETE
ALICANTE
ALMERIA
ASTURIAS
AVILA
BADAJOZ
BALEARES
BARCELONA
BURGOS
CACERES
CADIZ
CANTABRIA
CASTELLON
CIUDAD REAL
CORDOBA
CORUNA
CUENCA
GERONA
GRANADA
GUADALAJARA
GUIPUZCOA
HUELVA
HUESCA
JAEN

LEON
LERIDA
LUGO
MADRID
MALAGA
MURCIA
NAVARRA
ORENSE
PALENCIA
PALMAS LAS
PONTEVEDRA
RIOJA, LA
SALAMANCA
SANTA CRUZ
SEGOVIA
SEVILLA
SORIA
TARRAGONA
TERUEL
TOLEDO
VALENCIA
VALLADOLID
VIZCAYA
ZAMORA
ZARAGOZA
CEUTA Y M.
ESPANA

.167934
.270431
.238929
.358062
.276354
.352474
.267037
.277741
.204648
.348746
.264553
.280028
.221037
.225541
.374349
.238212
.258256
.347509
.227260
.348073
.297979
.159194
.385544
.300182
.344537
.320259
.206232
.275335
.270162
.283084
.245363
.239642
.299828
.366894
.280372
.278669
.188247
.317048
.268529
.248535
.261248
.357595
.281600
.254895
.235997
.245468
.193557
.201096
.276803
.324728
.372519
.310519

.138122
.187930
.187736
.260358
.181937
.254435
.204389
.201356
.162704
.216365
.213820
.183449
.179138
.165383
.231600
.193784
.190682
.280540
.168951
.232648
.196471
.131577
.245120
.251114
.226410
.220064
.149864
.203197
.202661
.198932
.180754
.188652
.209935
.217731
.203277
.185559
.135396
.225426
.199050
.209250
.194046
.239464
.187874
.189395
.184601
.195820
.147051
.159737
.223916
.207871
.237205
.214838

.127181
.163783
.173159
.238879
.154147
.232316
.187635
.180149
.149146
.182240
.201815
.155221
.167006
.145979
.196515
.182084
.171125
.268994
.150410
.203987
.168007
.121045
.211809
.242827
.196496
.194053
.130538
.183419
.184235
.175286
.161228
.174227
.185717
.180114
.182042
.158375
.116329
.202220
.179682
.200764
.174909
.210802
.160710
.170358
.169671
.182509
.130724
.146146
.212125
.176601
.204290
.189520

.147391
.186298
.218330
.338221
.166050
.321968
.241084
.219158
.178352
.203921
.279391
.167203
.211934
.164071
.227521
.240818
.205846
.441320
.172446
.251049
.187433
.138613
.258571
.382803
.235011
.236669
.140397
.227577
.231525
.206612
.188863
.220568
.224272
.196111
.222538
.173461
.120101
.257079
.221461
.285812
.213255
.264255
177226
.205365
.211368
.238235
.144664
.173326
.301688
.198082
.244900
.229430

.208315
.266042
.367161
.727235
.216914
.665529
.423657
.351861
.270174
.288898
.557663
.218622
.357378
.226281
.343904
.439160
.321949
1.219018
.245924
.420036
.261048
.191317
.430346
.969018
.373529
.386753
.179081
.377698
.392063
.314724
.281064
.373607
.358053
.266092
.360614
.233045
.142849
.451375
.362464
.593750
.341691
.457923
.241023
.321978
.347803
.426264
.192171
.258567
.634137
.280253
.393474
.369044

.362286
.480005
.839735
2.394811
.342078
2.076161
1.038390
757477
.525943
.519407
1.633434
.345394
.817137
.384593
.684058
1.127635
.664539
5.524468
.439689
.970172
.454989
.320392
.990097
3.907526
.799156
.859871
.269747
.853406
.911426
.626998
.537478
.863578
.766945
.448340
.787353
.383649
.193442
1.114121
.801490
1.829461
.731342
1.114677
.404356
.666602
.770198
1.067233
.306805
.491621
1.997873
.501738
.857955
.800494
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INDICES DE DESIGUALDAD DE SHORROCKS.
PROVINCIAS ESPANOLAS 1973-74

ALAVA
ALBACETE
ALICANTE
ALMERIA
ASTURIAS
AVILA
BADAJOZ
BALEARES
BARCELONA
BURGOS
CACERES
CADIZ
CANTABRIA
CASTELLON
CIUDAD REAL
CORDOBA
CORUNA
CUENCA
GERONA
GRANADA
GUADALAJARA
GUIPUZCOA
HUELVA
HUESCA
JAEN

LEON
LERIDA
LUGO
MADRID
MALAGA
MURCIA
NAVARRA
ORENSE
PALENCIA
PALMAS LAS
PONTEVEDRA
RIOJA, LA
SALAMANCA
SANTA CRUZ
SEGOVIA
SEVILLA
SORIA
TARRAGONA
TERUEL
TOLEDO
VALENCIA
VALLADOLID
VIZCAYA
ZAMORA
ZARAGOZA
ESPANA

.230516
.400182
.270586
.314162
.262912
.529948
.362798
.298159
.207615
.449951
.384810
.392106
.206376
.276258
.538163
.280842
.279355
.286433
.272704
.464738
.453893
.193807
.294429
.189169
.289460
.344513
.310693
.331300
.257382
.421686
.280427
.333955
.639276
.429178
.221185
.303656
.305695
.568801
.373163
.352387
.323126
.495905
.291442
.538898
.438150
.254816
.335659
.222280
.352292
.353711
.363356

.183444
.262442
.194482
.203774
.184639
.276467
.252778
.198634
.161213
.259985
.256644
.262189
.171702
.195111
.312201
.240254
.200541
.219432
.196076
.292754
.258188
.172793
.221357
.167106
.235586
.274768
.200683
.226533
.203211
.264082
.223885
.203445
.329960
.265808
.173632
.208496
.218257
.320460
.246626
.214892
.232965
.264932
.210869
.299564
.274919
.188783
.255916
.179099
.228549
.264032
.241004

.169884
.231414
.172728
.173715
.161405
.224931
.227423
.170853
.145977
.217919
.227259
.232933
.161565
.171966
.268428
.233896
.178555
.202759
.174313
.257288
.214890
.168118
.203038
.161529
.224514
.262064
.170460
.199958
.189077
.228866
.210911
.168716
.274669
.229551
.159036
.182727
.195507
.273650
.216647
.179521
.210894
.216060
.189347
.252375
.239567
.169526
.238899
.166509
.197495
.245009
.211473

.214335
.302095
.205097
.194823
.183645
.257810
.304508
.193069
.170342
.257218
.296383
.308676
.206185
.201618
.360796
.366738
.215009
.270949
.207860
.350869
.249844
.230543
.268101
.216130
.331020
.418848
.189209
.246836
.249144
.289379
.296202
.180959
.355006
.289034
.193297
.216458
.244959
.367418
.273579
.197804
.276502
.244807
.235505
.318936
.311592
.203543
.348960
.210142
.235115
.358410
.264092

.359483
.568840
.315095
.274892
261770
392699
.594045
.274825
.248135
.408193
.554997
.595873
.348401
.303664
.736402
.911565
.339355
.513500
.321898
.725240
.386161
.435973
.499172
.391262
.744257
1.105546
.262103
.413308
.455423
.517010
.610223
.237831
.683875
.513324
.303134
.334624
.417781
.752114
.482219
.273117
.513505
.363602
.394704
.581383
.587892
.316938
.786399
.351286
.371374
.814854
.455242

.817440
1.567490
.634620
.489571
.470478
.797843
1.713299
.495185
.456091
.879004
1.514917
1.699213
.795863
.594196
2.297344
3.577590
.712482
1.405995
.656302
2.289823
.799138
1.162682
1.334999
.980345
2.571188
4.734920
.453699
.953820
1.178413
1.323997
1.872426
.380633
1.977756
1.304062
.623520
.683476
.987031
2.360299
1.205286
.472184
1.374631
.709540
.907087
1.545442
1.630350
.649505
2.747495
.793415
.787817
2.888001
1.100402
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INDICES DE DESIGUALDAD DE ATKINSON

PROVINCIAS ESPANOLAS 1980-81

ALAVA
ALBACETE
ALICANTE
ALMERIA
ASTURIAS
AVILA
BADAJOZ
BALEARES
BARCELONA
BURGOS
CACERES
CADIZ
CANTABRIA
CASTELLON
CIUDAD REAL
CORDOBA
CORUNA
CUENCA
GERONA
GRANADA
GUADALAJARA
GUIPUZCOA
HUELVA
HUESCA
JAEN

LEON
LERIDA
LUGO
MADRID
MALAGA
MURCIA
NAVARRA
ORENSE
PALENCIA
PALMAS LAS
PONTEVEDRA
RIOJA, LA
SALAMANCA
SANTA CRUZ
SEGOVIA
SEVILLA
SORIA
TARRAGONA
TERUEL
TOLEDO
VALENCIA
VALLADOLID
VIZCAYA
ZAMORA
ZARAGOZA
CEUTA Y M.
ESPANA

.069478
.089426
.093740
.128685
.084715
.125212
.101436
.097752
.081114
.099727
.108750
.085306
.090403
.079834
.107168
.098315
.092942
.145022
.082080
.110623
.091937
.066243
.114976
.130744
.106803
.105287
.071791
.099377
.099734
.095369
.087781
.094294
.100836
.098912
.098740
.086853
.064374
.109398
.097401
.108128
.094894
.114179
.088059
.092511
.091930
.098596
.071667
.079548
.114223
.096596
.111047
.102883

.188373
.257132
.246230
.323555
.255329
.318939
.265554
.267391
.218574
.296887
.269859
.257401
.234593
.228092
.312348
.249375
.254743
.330444
.230903
.306028
.270795
.180439
.322750
.301252
.301562
.291122
.211230
.267659
.265638
.267693
.244449
.247013
.279262
.302363
.269343
.258288
.194946
.293166
.263037
.261627
.257710
.312374
.260614
.252842
.243357
.253182
.204576
.215385
.279481
.285331
.315051
.285287

.250862
.350592
.322887
.416953
.355549
.413128
.347717
.356699
.289923
.410549
.345596
.358586
.306074
.310385
.427819
.322229
.340158
.409688
.312014
.410081
.373025
.240923
.435058
.374753
.407609
.390065
.291516
.354701
.350366
.361091
.328736
.323540
.374475
.422896
.358870
.357467
.272988
.387666
.348983
.331582
.342752
.416634
.359877
.337217
.320188
.328831
.278559
.286323
.355922
.393372
.426618
.382731

379419
.546371
.475871
.594645
.569609
.593689
.510707
.538267
.435650
.641073
.490226
.574317
.447511
.485238
.656923
.463738
.515039
.552156
.482449
.616673
.586457
.365914
.654544
.507525
.620000
.589033
.466852
.530194
.520235
.553259
.503707
.475946
.567742
.665485
.540438
.567742
.448398
.575259
.522855
.462355
.515725
.621913
.569521
.509815
.474459
.477171
.437142
.431830
.500365
.615505
.646875
.579759

.506464
.703936
.613492
.731372
.732262
.732297
.651445
.688105
.572693
.792039
.617873
.736649
.578121
.640519
.802879
.592028
.664468
.670210
.634553
.764057
.744536
.490892
.797715
.621862
.769215
.738970
.626445
677232
.664836
.707040
.655391
.613012
.719097
.813319
.689852
.728817
.612255
.721650
.670048
.579770
.663554
.767442
.729813
.658452
.613517
.610198
.587201
.569301
.626479
.770142
.792391
.730686
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INDICES DE DESIGUALDAD DE ATKINSON

PROVINCIAS ESPANOLAS 1973-74

ALAVA
ALBACETE
ALICANTE
ALMERIA
ASTURIAS
AVILA
BADAJOZ
BALEARES
BARCELONA
BURGOS
CACERES
CADIZ
CANTABRIA
CASTELLON
CIUDAD REAL
CORDOBA
CORUNA
CUENCA
GERONA
GRANADA
GUADALAJARA
GUIPUZCOA
HUELVA
HUESCA
JAEN

LEON
LERIDA
LUGO
MADRID
MALAGA
MURCIA
NAVARRA
ORENSE
PALENCIA
PALMAS LAS
PONTEVEDRA
RIOJA, LA
SALAMANCA
SANTA CRUZ
SEGOVIA
SEVILLA
SORIA
TARRAGONA
TERUEL
TOLEDO
VALENCIA
VALLADOLID
VIZCAYA
ZAMORA
ZARAGOZA
ESPANA

.091976
.125089
.093915
.095012
.088125
.122999
.122740
.093358
.079555
.118715
.122830
.125806
.087464
.093609
.145125
.125925
.096965
.109393
.094741
.138910
.117240
.090774
.109602
.087310
.120834
.141174
.093341
.108400
.102087
.123971
.113599
.092810
.148933
.124385
.086345
.099377
.105861
.148003
.117304
.098424
.113895
.118251
.102573
.136886
.129574
.092092
.128607
.090161
.107397
.131914
.114577

.240663
.335729
.261074
.279901
.252707
.371051
.320929
.272147
.218836
.345965
.328786
.333568
.224540
.263279
.391097
.289253
.267442
.280319
.262695
.366390
.345826
.219909
.283954
.214722
.289847
.326788
.277049
.297935
.261556
.341791
.280703
.285185
.417454
.344457
.231450
.279596
.285763
.400841
.320405
.296966
.299092
.358199
2277192
.384899
.351312
.252458
.314828
.235049
.304873
.324188
.314760

.315084
.444248
.350722
.385494
.344187
.514303
.420153
.373165
.292903
.473380
.434588
.439214
.291660
.355469
.518149
.359256
.358032
.363813
.352503
.481456
.475557
.278820
.370221
.273963
.366255
.407592
.382863
.398171
.339395
.457221
.358915
.400088
.560933
.461601
.306215
.377456
.379033
.531967
.427041
.413069
.392191
.497692
.367844
.518490
.466753
.337148
.401311
.307268
.413003
.413979
.420529

.463267
.652415
.535098
.603835
.536188
.768107
.611897
.583153
.446650
.713424
.638861
.641944
.423213
.545881
.744085
.485038
.542956
.526661
.536799
.694450
.719365
.387956
.539397
.385232
.508542
.554442
.602712
.598257
.491673
.677402
.507782
.637476
.798850
.684240
.458030
.577229
.565577
.760768
.635323
.648678
.574822
.751395
.550105
.755383
.684344
.510731
.564212
.450701
.629005
.583012
.628482

.598281
.791785
.687520
.759849
.693554
.883827
.753057
.740289
.590015
.845462
779913
.781596
.546687
.700113
.862955
.594788
.694159
.664670
.688820
.824602
.850349
.489213
.680137
.489527
.631633
.675786
.759711
.746715
.626172
.814581
.636891
.791990
.900605
.820295
.597473
.730258
713277
.874721
.778956
.799273
.718271
.873267
.698101
.872738
.818752
.659971
.696362
.582893
.777504
.716351
.773641
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INDICES DE POBREZA

PROVINCIAS ESPANOLAS 1980-81

ALAVA
ALBACETE
ALICANTE
ALMERIA
ASTURIAS
AVILA
BADAJOZ
BALEARES
BARCELONA
BURGOS
CACERES
CADIZ
CANTABRIA
CASTELLON
CIUDAD REAL
CORDOBA
CORUNA
CUENCA
GERONA
GRANADA
GUADALAJARA
GUIPUZCOA
HUELVA
HUESCA
JAEN

LEON
LERIDA
LUGO
MADRID
MALAGA
MURCIA
NAVARRA
ORENSE
PALENCIA
PALMAS LAS
PONTEVEDRA
RIOJA, LA
SALAMANCA
SANTA CRUZ
SEGOVIA
SEVILLA
SORIA
TARRAGONA
TERUEL
TOLEDO
VALENCIA
VALLADOLID
VIZCAYA
ZAMORA
ZARAGOZA
CEUTA Y M.
ESPANA

.076049
.315340
.180852
.424608
.184707
.400328
.433579
.207700
.097648
.192797
.489359
.244975
.139535
.179729
.431227
.277387
.217338
.382498
.160457
.363149
.289660
.078148
.325947
.210287
.428833
.305129
.144689
.307548
.120388
.239360
.253680
.110910
.364799
.202041
.223311
.165536
.157827
.369717
.256532
.258230
.250764
.332508
.181250
.360610
.368348
.198090
.113579
.097361
.442228
.209474
.217019
.209628

.259966
.343198
.295874
.364934
.341976
.361027
.342497
.324094
.278842
.361387
.343595
.348223
.279704
.311288
.389826
.298795
.318352
.333887
.306496
.367112
.353783
.256795
.374437
.287524
.378058
.351461
.307314
.331723
.305683
.334844
.320812
.287767
.352879
.371282
.326109
.338517
.307330
.353708
.323386
.287676
.321182
.363959
.339732
.333926
.321109
.294612
.291386
.278559
.335767
.354837
.361055
.338263

.027438
.149586
.075614
.211471
.088171
.197459
.203710
.094136
.038726
.096824
.228642
.118959
.055122
.078700
.228765
.115454
.096355
.175078
.068947
.182491
.141905
.028025
.168070
.084367
.221761
.147579
.062711
.141431
.051527
.111220
.113655
.045597
.177591
.103005
.101181
.078118
.068584
.180030
.115486
.103436
.112532
.166374
.085391
.166557
.163416
.081270
.046792
.038165
.202690
.102970
.107712
.098737

.019289
.097948
.050668
.134226
.060031
.126382
.127231
.063305
.026485
.066212
.139191
.079602
.037388
.053074
.146695
.075367
.064680
.111471
.046877
.118833
.094038
.019573
.111020
.056331
.141358
.097479
.042669
.092398
.035534
.074534
.075218
.030960
.114580
.070964
.067996
.053525
.046378
.116049
.076545
.067855
.074540
.109300
.058452
.106723
.103874
.054668
.032032
.026340
.125760
.070105
.073630
.066750
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INDICES DE POBREZA

PROVINCIAS ESPANOLAS 1980-81

ALAVA
ALBACETE
ALICANTE
ALMERIA
ASTURIAS
AVILA
BADAJOZ
BALEARES
BARCELONA
BURGOS
CACERES
CADIZ
CANTABRIA
CASTELLON
CIUDAD REAL
CORDOBA
CORUNA
CUENCA
GERONA
GRANADA
GUADALAJARA
GUIPUZCOA
HUELVA
HUESCA
JAEN

LEON
LERIDA
LUGO
MADRID
MALAGA
MURCIA
NAVARRA
ORENSE
PALENCIA
PALMAS LAS
PONTEVEDRA
RIOJA, LA
SALAMANCA
SANTA CRUZ
SEGOVIA
SEVILLA
SORIA
TARRAGONA
TERUEL
TOLEDO
VALENCIA
VALLADOLID
VIZCAYA
ZAMORA
ZARAGOZA
CEUTA Y M.
ESPANA

.076049
.315340
.180852
.424608
.184707
.400328
.433579
.207700
.097648
.192797
.489359
.244975
.139535
.179729
.431227
.277387
.217338
.382498
.160457
.363149
.289660
.078148
.325947
.210287
.428833
.305129
.144689
.307548
.120388
.239360
.253680
.110910
.364799
.202041
.223311
.165536
.157827
.369717
.256532
.258230
.250764
.332508
.181250
.360610
.368348
.198090
.113579
.097361
.442228
.209474
.217019
.209628

.020832
.109238
.054540
.155966
.064179
.145542
.149517
.068334
.028272
.070683
.169162
.086317
.040069
.056971
.169110
.083912
.070212
.128734
.050206
.134326
.103487
.021131
.123053
.061501
.163131
.108254
.045491
.103038
.037831
.081165
.082404
.032953
.129742
.076023
.073843
.057052
.049530
.131784
.083979
.075324
.081561
.122029
.062592
.121434
.119302
.059392
.034131
.028166
.149508
.075340
.079367
.071925

.009215
.055145
.025069
.080503
.032920
.074857
.073501
.033466
.012857
.037660
.081955
.044524
.017891
.027279
.092832
.037985
.033881
.061807
.023856
.070762
.053674
.009258
.066140
.027285
.087303
.055573
.021774
.050523
.018118
.040568
.039794
.015190
.066304
.041280
.036231
.029127
.023662
.067262
.040710
.033125
.039383
.064064
.031951
.059444
.056406
.027072
.015886
.012802
.071673
.039525
.042067
.036359

.005279
.033200
.014179
.048782
.020246
.045328
.042827
.019803
.007374
.023818
.046807
.027396
.009992
.015929
.059421
.020968
.019808
.035258
.013882
.043901
.033072
.005269
.041789
.014919
.054701
.033886
.012777
.029682
.010671
.024335
.023216
.008739
.040147
.026482
.021440
.017874
.013847
.040629
.023796
.017890
.022965
.039691
.019578
.034766
.032020
.015173
.009201
.007343
.040727
.024677
.026443
.022043
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INDICES DE POBREZA

PROVINCIAS ESPANOLAS 1980-

81

ALAVA
ALBACETE
ALICANTE
ALMERIA
ASTURIAS
AVILA
BADAJOZ
BALEARES
BARCELONA
BURGOS
CACERES
CADIZ
CANTABRIA
CASTELLON
CIUDAD REAL
CORDOBA
CORUNA
CUENCA
GERONA
GRANADA
GUADALAJARA
GUIPUZCOA
HUELVA
HUESCA
JAEN

LEON
LERIDA
LUGO
MADRID
MALAGA
MURCIA
NAVARRA
ORENSE
PALENCIA
PALMAS LAS
PONTEVEDRA
RIOJA, LA
SALAMANCA
SANTA CRUZ
SEGOVIA
SEVILLA
SORIA
TARRAGONA
TERUEL
TOLEDO
VALENCIA
VALLADOLID
VIZCAYA
ZAMORA
ZARAGOZA
CEUTA Y M.
ESPANA

0.031932 0.027438 0.030925 0.033069
0.148774 0.149586 0.162894 0.173117
0.082604 0.075614 0.082272 0.087652
0.208976 0.211471 0.228694 0.242118
0.092393 0.088171 0.095859 0.101893
0.193473 0.197459 0.214090 0.226846
0.202354 0.203710 0.220768 0.234119
0.098860 0.094136 0.102445 0.109003
0.045231 0.038726 0.042404 0.045171
0.100535 0.096824 0.104967 0.111393
0.224324 0.228642 0.247508 0.262055
0.123237 0.118959 0.128893 0.136914
0.061372 0.055122 0.060436 0.064482
0.084396 0.078700 0.085737 0.091309
0.220564 0.228765 0.247710 0.262122

0.118606 0.115454 0.126139 0.134386
0.099096 0.096355 0.105376 0.112227
0.175219 0.175078 0.189851 0.201335
0.073689 0.068947 0.075493 0.080461
0.177356 0.182491 0.198285 0.210241
0.143305 0.141905 0.154064 0.163607
0.033030 0.028025 0.031442 0.033609
0.169210 0.168070 0.181666 0.192489
0.088457 0.084367 0.092527 0.098669
0.219419 0.221761 0.239580 0.253618
0.144919 0.147579 0.160835 0.170820
0.068578 0.062711 0.068408 0.072861
0.143149 0.141431 0.153842 0.163543
0.056303 0.051527 0.056591 0.060297
0.112868 0.111220 0.121352 0.129086
0.117767 0.113655 0.123709 0.131663
0.052851 0.045597 0.049535 0.052702
0.178385 0.177591 0.192389 0.204120
0.101897 0.103005 0.112494 0.119418
0.103279 0.101181 0.110581 0.117704
0.081964 0.078118 0.085168 0.090567
0.074963 0.068584 0.074643 0.079497
0.180189 0.180030 0.195047 0.206880
0.118542 0.115486 0.125836 0.133901
0.106362 0.103436 0.113346 0.120845
0.117182 0.112532 0.122356 0.130188
0.165253 0.166374 0.180480 0.191406
0.087379 0.085391 0.093422 0.099389
0.167451 0.166557 0.180926 0.192224
0.163008 0.163416 0.177951 0.189185
0.083707 0.081270 0.089451 0.095439
0.052779 0.046792 0.051260 0.054629
0.043620 0.038165 0.042166 0.044988
0.198738 0.202690 0.219965 0.233185
0.105038 0.102970 0.112083 0.119063
0.106386 0.107712 0.117706 0.125019
0.102403 0.098737 0.107422 0.114202

0.036473
0.188510
0.096088
0.262126
0.111138
0.245860
0.254164
0.119081
0.049669
0.121168
0.283786
0.149142
0.070865
0.099966
0.283385
0.147000
0.122685
0.218610
0.088158
0.228033
0.177994
0.037079
0.208700
0.108123
0.274505
0.185779
0.079844
0.178238
0.066083
0.140810
0.143833
0.057865
0.221768
0.129744
0.128535
0.098840
0.087119
0.224651
0.146192
0.132333
0.142189
0.207748
0.108442
0.209297
0.206176
0.104616
0.059991
0.049485
0.252989
0.129613
0.135957
0.124547

0.039021
0.199648
0.102317
0.276467
0.117844
0.259509
0.268655
0.126437
0.053026
0.128202
0.299468
0.157986
0.075607
0.106322
0.298478
0.156273
0.130330
0.231123
0.093817
0.240780
0.188367
0.039681
0.220287
0.115101
0.289408
0.196566
0.084985
0.188918
0.070342
0.149325
0.152721
0.061708
0.234489
0.137132
0.136429
0.104849
0.092730
0.237453
0.155158
0.140807
0.150954
0.219474
0.115009
0.221691
0.218559
0.111378
0.063966
0.052831
0.267323
0.137218
0.143815
0.132055
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4.- CONCLUSIONES
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En este trabajo se ha desarrollado un método para la estimacion de indices de
desigualdad y pobreza a partir de datos agrupados, mas concretamente, porcentajes de la
renta total absorbida por cada decil (o en general, fractil). El método se resume en dos
fases:

-Ajuste econométrico de una forma funcional continua a la curvaa de Lorenz procedente
de los datos empiricos.

-Integracion numérica de las expresiones que ligan a los indices de desigualdad y pobreza
con la curva de Lorenz o con su primera derivada.

Para llevar a cabo estas dos fases se ha realizado un andlisis tanto de las formas
funcionales disponibles para la curva de Lorenz como de los indices de desigualdad y
pobreza del que se desprenden las siguientes conclusiones:

-Los indices de desigualdad y pobreza pueden calcularse a partir de distribuciones
empiricas discretas, o a partir de distribuciones continuas. En el primer -caso,
distribuciones discretas, se puede trabajar con los datos originales, que son dificiles de
conseguir y suponen un volumen de informacién ingente, o bien con datos agrupados, que
son mas accesibles, pero inducen a errores de agrupamiento.

-Para obtener los indices de distribuciones continuas, se necesita seleccionar y ajustar a
los datos empiricos una funcidon que los represente con la suficiente precision. Las
funciones de distribucion que se han ajustado a la distribucion de la renta no son utiles en
este campo, puesto que las que son suficientemente sencillas para generar sin dificultad los
indicadores ofrecen ajustes pobres; en cambio, las funciones que ajustan mejor son mas
complicadas y no siempre generan facilmente los indices de desigualdad y pobreza.

-La funcion de distribucidon no es la tnica funcidon continua que puede representar la
distribucion de la renta. La curva de Lorenz también representa de manera univoca la
distribucion de la renta.

-La curva de Lorenz presenta ciertas ventajas frente a la funcion de distribucion para
representar a la distribucion de la renta a la hora de estimar indices de desigualdad y
pobreza:

-Su relacion con la mayoria de los indices de desigualdad y pobreza es mas sencilla y, por
tanto, los genera mas facilmente.

-Permite comparaciones, en sentido de desigualdad y bienestar social, mas simples,
incluso graficamente.

-Los datos de la distribucion de la renta en forma de proporcion de renta total absorbida
por grupos de renta son frecuentes en las publicaciones estadisticas oficiales.

-Formas funcionales sencillas proporcionan ajustes muy buenos a las curvas de Lorenz
empiricas.

-Se han propuesto diversas formas funcionales para representar a la curva de Lorenz. Son
familias de funciones paramétricas sencillas en las que el nlimero de pardmetros varia de
uno a cuatro.

-Sélo una de las formas propuestas para la curva de Lorenz se deriva de una funcion de
distribucion conocida, la de Pareto. Esta es la que proporciona peores ajustes.
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-Atendiendo al método de ajuste econométrico aplicable, las funciones propuestas para
representar a la curva de Lorenz se pueden agrupar en funciones linealizables y funciones
no linealizables con logaritmos. Las funciones linealizables se pueden ajustar usando
Minimos Cuadrados Ordinarios, mientras que las no linealizables han de ser estimadas por
meétodos no lineales, como los Minimos Cuadrados No Lineales.

-Para analizar el comportamiento empirico de las diversas especificaciones disponibles, se
han realizado estimaciones de la curva de Lorenz correspondientes a Espafia en 1988, y a
provincias con caracteristicas extremas (los indices de Gini mas alto y mas bajo de Espafia
en 1980-81, y las ordenadas mas altas y bajas para los deciles 1 y 10), llegandose a las
siguientes conclusiones:

-En general, y atendiendo a la suma de errores cuadraticos y los coeficientes de
determinacion, ajustan mejor las funciones no linealizables que las linealizables (incluso
con un niumero menor de coeficientes estimados).

-Dentro del grupo de las especificaciones linealizables, las especificaciones
correspondientes a la familia de Bassman, con miembros de 1, 2, 3 y 4 pardmetros, tienen
un comportamiento empirico comun, sobreestiman la regiéon derecha de la curva de
Lorenz, de forma mds acusada en los casos en que los valores empiricos son menores y en
las especificaciones de menos coeficientes.

-Las especificaciones no lineales, Rasche y Ortega, son las que proporcionan mejores
ajustes, mostrando ambas un comportamiento muy parecido.

-En la regiéon muy baja de la curva de Lorenz, no se mantienen los comportamientos
citados, arrojando las especificaciones de Bassman con dos pardmetros mejores ajustes
que las funciones no linealizables.

-Parece desprenderse del andlisis realizado que las especificaciones de la curva de Lorenz

mas adecuadas para la estimacion de indices de desigualdad y pobreza son las propuestas
por Rasche y otros y por Ortega y otros. No obstante, en el caso de estimar indices de
pobreza para el extremo inferior de la distribucion, es decir, con una linea de la pobreza
cerca del primer decil, seria recomendable usar alguno de los dos miembros de dos
pardmetros de la familia de Bassman.

- Los indices de desigualdad se han clasificado tradicionalmente en dos grupos:
indices positivos (indices sencillos, indice de Gini y derivados e indices de entropia) e
indices normativos (indices de Dalton y Atkinson), atendiendo a la especificacion explicita
en su formulacion de criterios €ticos o de bienestar. Esta distincion parece estar perdiendo
vigencia puesto que se han desarrollado algoritmos que permiten determinar las funciones
de evaluacion social asociadas a cualquier indice de desigualdad.

- Atendiendo a criterios de bienestar social, es muy importante tener en cuenta los
indices de desigualdad que verifican el Principio de las transferencias de Pigou-Dalton
(indices S-convexos) y los que ademés verifican el Principio de las transferencias
decrecientes. Aquellos indices que no verifican ninguno de los dos principios
mencionados no se pueden considerar adecuados para una medicion coherente de la
desigualdad. Los que verifican el primero de los principios se corresponden con funciones
de bienestar social S-concavas, es decir, son coherentes con el criterio de la curva de
Lorenz, aunque pueden generar funciones de bienestar social lineales. En cambio, los que
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verifican el segundo de los principios se derivan de funciones de evaluacidon social
concavas, es decir, son sensibles al lugar de la distribuciéon donde ocurren las
transferencias, pudiendo ponderar cada vez mas las colas bajas de las distribuciones.
Ademas son mas flexibles para incorporar criterios éticos a voluntad del investigador.

- Los indices de pobreza se enfrentan a una disyuntiva similar, aunque hay autores
que opinan que la sensibilidad al lugar donde ocurren las transferencias, debido a su
incompatibilidad manifiesta con el Axioma de la monotonia, puede no ser una
caracteristica deseable en los indices de pobreza. Hay que tener en cuenta que la mayor
parte de los indices de pobreza, por muy sofisticados que sean, pueden expresarse en
funcion del Indicador Bésico y, en la practica, la componente del indice debida al
Indicador Basico suele dominar el valor del indice.

- Atendiendo a los métodos empiricos de estimacion y la relacion con la curva de
Lorenz, se pueden agrupar los indices de desigualdad en aquellos que integran abscisas de
la funcion de distribucion, como los de Atkinson, o los de Entropia, y los que integran
ordenadas (o rangos en la ordenacion creciente segun la renta), como el de Gini y los que
de ¢l se derivan. Los indices que pertenecen al segundo grupo pueden obtenerse
calculando integrales ponderadas y normalizadas de la curva de Lorenz. Los del primer
grupo, en cambio, se pueden obtener integrando la primera derivada de la curva de
Lorenz.

- Por otra parte, los indices de desigualdad relacionados con la primera derivada de
la curva de Lorenz poseen la descomponibilidad aditiva, por generar funciones de
bienestar social aditivamente separables, mientras que los relacionados directamente con
la curva de Lorenz no.

- Los indices de pobreza estan muy relacionados con los indices de desigualdad, y
les son aplicables los dos puntos anteriores, encuadrandose la mayoria de ellos en el grupo
de los relacionados con la curva de Lorenz, ya que son generalizaciones del indice de Sen,
que, a su vez, depende del indice de Gini. En el grupo de los aditivamente
descomponibles, se encuentra la familia de Foster y otros, que incluye al Indicador Basico.

Por ultimo, el método desarrollado en este trabajo no ha quedado en una simple
propuesta, sino que ha sido aplicado a la distribucion de la renta familiar por provincias en
Espana, segiin la informacion de la Encuesta de Presupuestos Familiares de 1980-81,
publicada por el ILN.E. Es decir, se ha probado con un grupo de 52 distribuciones del
ingreso familiar, incluyéndose en este trabajo los resultados de las dos fases.
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ANEXO 1

ESTIMACIONES DE LA CURVA DE LORENZ PARA LAS

PROVINCIAS ESPANOLAS (1980-81)
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En este Anexo se recogen los resultados de la estimacion de la distribucion de la
renta correspondiente a las provincias espafolas en 1980-81 de las siguientes
especificaciones de la curva de Lorenz:

- Pareto

- Gupta (1984)

- Kakwani y Podder (1973)

- Rasche y otros (1980)

- Equipo ECB (1990)

- Kakwani (1980)

- Bassman y Slottje (1990)-0 (4 pardmetros)
- Bassman y Slottje (1990)-1 (3 pardmetros)
- Bassman y Slottje (1990)-2 (3 pardmetros)
- Bassman y Slottje (1990)-3 (2 pardmetros)

Los datos proceden de las Encuestas de Presupuestos Familiares de los afos
mencionados, y corresponden a ingresos familiares después de impuestos.

Las estimaciones se han realizado con el programa RATS version 4.30, que utiliza
para el ajuste de Minimos Cuadrados No Lineales el método de Gauss-Newton.

En las tablas aparecen, para cada estimacion, los valores de los coeficientes
estimados, seguidos del correspondiente estadistico t. Como medidas de bondad del ajuste
aparecen el coeficiente de determinacién (R?), la suma de errores al cuadrado (SEC) y el
error estandar de la estimacion(EE). Cuando la estimacion se realiza con una
transformacion logaritmica, estas medidas aparecen seguidas de una L (R’L, SECL y
EEL), y se incluyen el coeficiente de determinacién y la suma de errores al cuadrado
correspondientes a la forma no linealizada.
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ESPECIFICACION PARETO

ALAVA
ALBACETE
ALICANTE
ALMERIA
ASTURIAS
AVILA
BADAJOZ
BALEARES
BARCELONA
BURGOS
CACERES
CADIZ
CANTABRIA
CASTELLON
CIUDAD REAL
CORDOBA
CORUNA
CUENCA
GERONA
GRANADA
GUADALAJARA
GUIPUZCOA
HUELVA
HUESCA
JAEN

LEON
LERIDA
LUGO
MADRID
MALAGA
MURCIA
NAVARRA
ORENSE
PALENCIA
PALMAS LAS
PONTEVEDRA
RIOJA, LA
SALAMANCA
SANTA CRUZ
SEGOVIA
SEVILLA
SORIA
TARRAGONA
TERUEL
TOLEDO
VALENCIA
VALLADOLID
VIZCAYA
ZAMORA
ZARAGOZA
CEUTA Y M.
ESPANA

0.616228
0.585427
0.562311
0.497856
0.599641
0.503362
0.553094
0.561361
0.589072
0.568115
0.528905
0.597690
0.565790
0.605804
0.549967
0.552063
0.569697
0.466023
0.591782
0.538905
0.582645
0.627715
0.533210
0.485545
0.549858
0.547248
0.626902
0.557011
0.553743
0.565966
0.582080
0.558875
0.556764
0.572822
0.557811
0.593181
0.651162
0.536479
0.557688
0.529512
0.564451
0.531971
0.591510
0.571822
0.569284
0.549767
0.617238
0.596485
0.518359

0.57198
0.542266
0.551847

26.48957
39.94642
26.60213
29.11944
31.38342
30.29198
31.59993
31.01544
31.75339
36.18954
29.15158
25.96334
30.79524
28.80935
31.53739
29.84978
32.61531
36.72953
32.01852
27.45146
28.11813
31.03572
32.89312
36.05188
36.30032
34.70725
35.93167

27.5567

26.0901
29.38068

.988919
.979059
.985281
.981619
.979106
.982214
.979998
.980891
.987316
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.986240
.979411
.987582
.980930
.976270
.985238
.982514
.986134
.985222
.977619
.977803
.988001
.975825
.988709
.975960
.979676
.982270
.981039
.982497
.981920
.982664
.986437
.979692
.975020
0.981656
0.979291
0.982413
0.980580
0.983522
0.986707
0.982918
0.977321
0.978321
0.981842
0.983684
0.986310
0.986519
0.985278
0.986192
0.977582
0.975148
0.980020
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.023333
.041612
.026287
.026242
.043764
.025846
.035076
.034646
.024621
.046261
.021606
.042841
.022193
.040216
.042434
.025290
.032468
.016908
.029336
.038060
.044007
.026270
.040516
.014773
.042722
.035317
.039901
.033811
.030706
.033297
.033602
.023848
.036476
.048675
.032809
.042393
.042630
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.029236
.020783
.031077
.037552
.044252
.033946
.029952
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.043082
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.004623
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.003897
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.003733
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.003771
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.754976
.699388
.753265
.763758
.747134
.811649
.662933
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.812108
.761182
.818212
.774671
.702543
.694577
.832360
.676263
.839447
.688198
.721199
.753584
0.75501
.767907
.738245
.760586
.802246
.728353
.642264
.750444
.704980
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.739199
.766944
.833580
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.702754
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.008876
.013699
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.012065
.009751
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ESPECIFICACION GUPTA 1984
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CEUTA Y M.
ESPANA
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.490657
.655786
.692633
.669798
.326514
.434815
.647264
.324057
.155815
.755745
.763708
.455336
.313194
.651804
.441669
.617374
.419393
.565675
.330266
.609431
.946156
.310324
.228191
.029409
.024883
.222333
.719403
.842338
.763036
.586346
.779979
.893892
.327827
.816624
.682590
.941936
.125423
.792050
.512735
.626706
.195351
.721501
.365412
.323549
.672576
.292758
.342126
.764768
.222404
.371394
.040061



ESPECIFICAION KAKWANI Y PODDER 1973
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CEUTA Y M.
ESPANA

1.331156
1.111379
1.243916
1.20488
1.26227
.041609
.964812
.095329
.225774
.243425
.074115
.299996
.167178
.218756
.404909
.062357
.163344
.924646
.322329
.231299
.074527
.275567
.105173
.053733
.127176
.157518
.279479
1.14046
1.22337
.168908
.248349
.286743
.186722
.346665
.172847
.242691
.201653
.164517
.200024
.969913
.144465
.100746
.283217
.006069
.034724
.168645
.342664
.292336
.982429
.362108
.230139
.205936
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57338
04187
81562
20298
53276
37719
90223
57552
79644
75383
48101
62257
73416
29712

25.2892

.506073
.036497
.828547
.153091
.797176
.384967
.301443
.111163
.768213
.957687
.181156
.750096
.919319
.778400
.760752
.116373
.972500
.630509
.653216
.022063
.140629
.552041
1.25932
1.33873
1.149733
.090421
0.634143

1.0442
.917719
.001308
.800869
.779825
.001328
.800259
.007893
.838203
.692353
.101672
.949316
.314092
.011281
.240774
.770996
.201911
.134443
.977478
.534592
.645988
.359382
.745983
.033739
.001332
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4.68757
16.47153
6.341451
7.235833
14.35647
11.33639
12.15956

12.8777
7.816997
14.47062
8.956858

11.7448
8.388454
8.652152
6.952585
8.843346
10.86058

9.44683
7.013034
9.433888
20.47499
5.113723
15.48422
7.768564
12.92065
11.85216
9.240798
9.734691
7.384245
12.94973
8.009494
6.198757
9.733599
11.77448

10.6854
14.00227
18.09675
10.33651

9.23183
10.16628
10.83146
12.86379
8.939469
17.48738
12.53559
7.962495
6.403251
5.438172
10.94817
8.802258
9.915349
10.63502

.998636
.999536
.998096
.997453
.999665
.998381
.998572
.999139
0.99887
.999549
.997984
.999567
.998593
.999053
.998874
.998063
.999087
.996652
.999050
.998799
.999642
.998568
.999301
.996709
.999139
.999085
.999453
.998695
.998312
.999336
.998883
.998288
.998845
.999547
.999016
.999608
.999818
.998786
.998834
.997930
.999002
.998999
.999196
.999417
.998985
.998286
.999212
.998381
.998169
.999288
.998894
.999057
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.015056
.005115
.022052
.032805
.003983
.019281
.014798
.009617
.012476
.005658
.022464
.005269
.015515
.010455
.015466
.020586
.010358
.038483
.011207
.015162
.004009
.015054
.008544
.038362
.010228
.010934
.006083
.014863
.019953
.007723
.012915
.020445
.013671
.005967
.011493
.004629
.001890
.014674
.013659
.021583
.011260
.012018
.009609
.006102
.010579
.019467
.009004
.018228
.019915
.009278
.014041
.011452

.001882
.000639
.002756
.004100
.000497
.002410
.001849
.001202
.001559
.000707
.002808
.000658
.001939
.001306
.001933
.002573
.001294
.004810
.001400
.001895
.000501
.001881
.001068
.004795
.001278
.001366
.000760
.001857
.002494
.000965
.001614
.002555
.001708
.000745
.001436
.000578
.000236
.001834
.001707
.002697
.001407
.001502
.001201
.000762
.001322
.002433
.001125
.002278
.002489
.001159
.001755
.001431

.943994
.979899
.928317
.889950
.981271
.923340
.958891
.963210
.950164
.975866
.916184
.978847
.936762
.971123
.949845
.935264
.959014
.857757
.954608
.946936
.986176
.954255
.964110
.853723
.966554
.957041
.977476
.951220
.935142
.964702
.956747
.921847
.955836
.975096
.953548
.978932
.991583
.942360
.946448
.919658
.956501
.955467
.972810
.973852
.961139
.926554
.961752
.942455
.918785
.964061
.956224
.954402

.005082
.001848
.006441
.009784
.001753
.006816
.003666
.003336
.004506
.002253
.007388
.001983
.005653
.002654
.004667
.005732
.003724
.012221
.004167
.004848
.001281
.004145
.003284
.012629
.003064
.003916
.002091
.004408
.005853
.003230
.003952
.007032
.004027
.002346
.004220
.001963
.000785
.005213
.004851
.007009
.003940
.004044
.002529
.002363
.003482
.006550
.003525
.005218
.007120
.003355
.004026
.004165



ESPECIFICAION RASCHE 1980

84.02868
97.48531

ALAVA
ALBACETE
ALICANTE
ALMERIA
ASTURIAS
AVILA
BADAJOZ
BALEARES
BARCELONA
BURGOS
CACERES
CADIZ
CANTABRIA
CASTELLON
CIUDAD REAL
CORDOBA
CORUNA
CUENCA
GERONA
GRANADA
GUADALAJARA
GUIPUZCOA
HUELVA
HUESCA
JAEN
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MADRID
MALAGA
MURCIA
NAVARRA
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PALENCIA
PALMAS LAS
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RIOJA, LA
SALAMANCA
SANTA CRUZ
SEGOVIA
SEVILLA
SORIA
TARRAGONA
TERUEL
TOLEDO
VALENCIA
VALLADOLID
VIZCAYA
ZAMORA
ZARAGOZA
CEUTA Y M.
ESPANA

.764370
.769572
.718050
.665159
.800817
.674287
.708280
.734686
.745530
.778013
.674487
.800852
.715392
.777493
.759780
.695429
.740768
.603707
.766970
0.72873
.779923
.771463
.732643
.619068
.742616
.733218
.804179
.725046
.719071
.750838
.754732
.716208
.738171
.793548
.732409
.790939
.831139
.713291
.728596
.662244
.733947
.719766
.786789
.739540
.723760
0.70149
.788405
.749905
.662570
.777000
.741572
.737005
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276.
266.
232.

6429
2856
0688

82.17943
49.73472

136.
172.
206.
419.
198.
176.
103.
163.
103.

5066
1395
3284
2096
6471
8179
6633
9762
3552

388.946

149.
112.
354.
104.
172.
125.

5396
0747
7336
3883
6923
3587

88.79055

101.
189.
214.
122.
242.
117.
436.

92.
181.
232.
285.

4246
6958
9036
0163
9297
9826
1814
7531
4794
7968
0856

290.515

164.
312.
258.
147.
269.
124.
156.

0738
4036
3105
8199
5302
5716
3755

82.59074

104.

9335

275.523
98.39787
119.747

138.
185.
180.
464.

9923
6291
1444
0048

.753219
.693098
.733241
.708927
.677246
.706350
.724149
.706017
.738328
.661373
.744007
.675754
.744943
.710502
.660940
.746227
.711852
.747726
.714421
.682103
.677716
.756072
.668966
.759795
.677325
.689744
.708499
.711753
.717059
.696115
.711256
.733820
.695230
.650137
.705911
.680424
.706750
.700189
.713033
.760083
.713804
.683036
.681064
.714137
.731836
.738790
.723211
.738266
.744704
.669361
.669021
.691603

80.32064
90.11594

266.
258.
210.

1932
6263
4458

79.38714
47.81406
128.672

164.

3817

186.805

412.
179.
171.

8423
9834
3321

96.48003

149.
101.
366.
152.
104.
330.

3657
0099
9431
5645
9009
7808

95.33698
164.913

115.

8634

90.40822
93.83412
177.333

198.

0764

115.786

231.
109.
409.

7036
9649
3127

89.33964

169.
208.
268.
264.

8479
3062
9371
7631

149.85

295.
244.
147.

9709
9571
5204

255.189
116.623

142.

7598

78.04841

100.
267.

6766
6058

91.87149

114.
137.
168.
.9475
.5928

1682
6434
8968

0.999879
0.999911
0.999989
0.999989
0.999984
0.999888
0.999676
0.999956
0.999971
0.999980
0.999995
0.999978
0.999974
0.999920
0.999969
0.999925
0.999994
0.999969
0.999933
0.999993
0.999922
0.999971
0.999949
0.999909
0.999921
0.999977
0.999981
0.999945
0.999986
0.999940
0.999995
0.999906
0.999975
0.999984
0.99999
0.99999
.999967
.999991
.999987
.999965
.999988
.999949
.999965
.999879
.999926
.999989
.999911
.999941
.999960
.999975
.999975
.999996

.000109
.000081
.000009
.000009
.000014
.000099
.000288
.000039
.000025
.000018
.000003
.000020
.000023
.000072
.000028
.000065
.000004
.000026
.000061
.000005
.000071
.000026
.000046
.000078
.000071
.000020
.000017
.000048
.000012
.000054
.000003
.000084
.000022
.000014
.000009
.000009
.000030
.000007
.000010
.000030
.000010
.000046
.000032
.000109
.000066
.000009
.000081
.000052
.000034
.000022
.000022
.000003

.000013
.000010
.000001
.000001
.000001
.000012
.000036
.000004
.000003
.000002
.000000
.000002
.000002
.000009
.000003
.000008
.000000
.000003
.000007
.000000
.000008
.000003
.000005
.000009
.000008
.000002
.000002
.000006
.000001
.000006
.000000
.000010
.000002
.000001
.000001
.000001
.000003
.000000
.000001
.000003
.000001
.000005
.000004
.000013
.000008
0.000001
0.000010
0.000006
0.000004
0.000002
0.000002
0.000000
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ESPECIFICACION EQUIPO

ECB 1990

94.75952
82.77863

ALAVA
ALBACETE
ALICANTE
ALMERIA
ASTURIAS
AVILA
BADAJOZ
BALEARES
BARCELONA
BURGOS
CACERES
CADIZ
CANTABRIA
CASTELLON
CIUDAD REAL
CORDOBA
CORUNA
CUENCA
GERONA
GRANADA
GUADALAJARA
GUIPUZCOA
HUELVA
HUESCA
JAEN

LEON
LERIDA
LUGO
MADRID
MALAGA
MURCIA
NAVARRA
ORENSE
PALENCIA
PALMAS LAS
PONTEVEDRA
RIOJA, LA
SALAMANCA
SANTA CRUZ
SEGOVIA
SEVILLA
SORIA
TARRAGONA
TERUEL
TOLEDO
VALENCIA
VALLADOLID
VIZCAYA
ZAMORA
ZARAGOZA
CEUTA Y M.
ESPANA

.339715
.461223
.384076
.444475
.491430
.448587
.404502
.438397
.370204
.532531
.369363
.494649
.361444
.422631
.536678
.361782
.424789
.374468
.415100
.492740
.494035
.333962
.523325
.347763
.501665
.474392
.423229
.427626
.417175
.456969
.423890
.383015
.461324
.557157
.438730
.485773
.424067
.454545
.424049
.339786
.421753
.492588
.485217
.420528
.386377
.375503
.394612
.369947
.369967
.513335
.521356
.469401

22.
25.
74.

37628
23948
55819

141.4217

77.
26.

13639
53439

12.3594

31.
65.

50071
45798

65.0333

83.
78.
73.
25.
76.
21.
.61633
41.
39.
60.
29.
40.
34.
32.
26.
50.
51.
27.
48.

67

96992
67536
68425
18662
25001
77159

76023
15967
88226
70307
17603
40283
12639
29627
91791
60098
58779
18093

38.6944

76.
30.
40.
99.
67.
83.
40.
72.

76624
02935
28967
56959
48981
95533
22128
07193

122.4486

26.
56.
30.
39.
20.
23.

08598
74155
83336
86875
70927
28782

176.2449
30.5823

29.
35.
75.

75329
02854
37761

40.6113
118.8803

.711546
.701831
.653718
.587246
.734652
.596575
.640354
.664806
.686232
.702489
.608609
.734192
.654122
.715928
.680248
.632389
.673396
.533430
.704227
.650568
.709708
.720522
.651080
.553625
.665471
.658104
.746879
.655469
.650146
.680368
.689331
.651707
.665569
.718099
.662017
.723560
.779187
.638433
.659704
.600124
.666146
.640638
.718875
.672835
.659923
.636825
.731541
.691245
.595813
.703456
.661566
.662998

300.
537.

1542
8594

232.143
99.15866

48.
111.
263.
188.
366.
235.

2244
9287
4589
8291
0472
5758

312.594
87.79993

224.

9423

94.32273

244.
194.
140.

7108
6603
2299

198.803
91.19584

171.
106.
156.

2489
7672
2672

83.31017

170.
174.
101.
181.
130.
273.
121.
136.
274.
240.
257.
131.
255.
449.
123.
208.
101.
123.

3503
3876
0757
2756
6646
9653
4259
9784
1293
3231
9295
6199
0556
9404
3631
1217
7379
1683

75.64232

92.
735.
111.
119.

6908
9413
4361
2392

.5055
.4769
.0823
.3112

.999897
.999881
.999989
.999996
.999986
.999903
.999590
.999929
.999986
.999979
.999992
.999986
0.99999
0.999892
0.999984
0.999886
0.999985
0.999971
0.999956
0.999978
0.999907
0.999968
0.999928
0.999954
0.999881
0.999970
0.999974
0.999911
0.999972
0.999950
0.999988
0.999935
0.999954
0.999990
0.999984
0.999988
0.999957
0.999986
0.999995
0.999929
0.999979
0.999917
0.999949
0.999844
0.999889
0.999998
0.999932
0.999935
0.999956
0.999985
0.999948
0.999994

.00009321
.00010897
.00000949
.00000296
.00001283
.00008624
.00036534
.00006385
.00001205
.00001948
.00000676
.00001243
.00000895
.00009890
.00001409
.00010043
.00001341
.00002494
.00003969
.00001951
.00008594
.00002839
.00006564
.00003932
.00010823
.00002681
.00002399
.00007999
.00002527
.00004515
.00001050
.00005818
.00004164
.00000882
.00001389
.00001062
.00004007
.00001246
.00000403
.00006170
.00001875
.00007532
.00004693
.00014101
.00009864
.00000162
.00006190
.00005847
.00003832
.00001391
.00004733
.00000488

.00001165
.00001362
.00000119
.00000037
.00000160
.00001078
.00004567
.00000798
.00000151
.00000244
.00000085
.00000155
.00000112
.00001236
.00000176
.00001255
.00000168
.00000312
.00000496
.00000244
.00001074
.00000355
.00000821
.00000491
.00001353
.00000335
.00000300
.00001000
.00000316
.00000564
.00000131
.00000727
.00000521
.00000110
.00000174
.00000133
.00000501
.00000156
.00000050
.00000771
.00000234
.00000942
.00000587
.00001763
.00001233
.00000020
.00000774
.00000731
.00000479
.00000174
.00000592
.00000061



ESPECIFICACION KAKWANI 1980

PROVINCIA LOG(A) t o t B t R’L SEC(107%) EEL(107*) R? SEC(107%)
ALAVA -.7025163 -27.0 .8132460 54.1 .5606382 37.3 .9981131 1.6120 2.6867 .9992971 .4079
ALBACETE -.3640660 -65.9 .9660236 302.6 .6757402 211.7 .9999389 L0727 .1212 .9999535 .0264
ALICANTE -.5165831 -41.9 .8825562 123.9 .5512528 77.4 .9996654 .3622 .6037 .9997656 .1263
ALMERIA -.3854055 -61.0 .9119459 249.7 .5061097 138.5 .9999254 .0952 .1587 .9999041 .0467
ASTURIAS -.4224365 -22.1 .9138105 82.8 .6795094 61.6 .9991571 .8679 1.4465 .9995683 .2555
AVILA -.3497868 -13.9 .9471960 65.3 .5316307 36.6 .9989023 1.4998 2.4996 .9984071 .7836
BADAJOZ -.3233435 -11.6 1.0084760 62.6 .6279720 39.0 .9986964 1.8492 3.0820 .9989615 .5444
BALEARES -.3802314 -91.4 .9544956 396.9 .6198389 257.7 .9999664 .0412 .0688 .9999657 .0186
BARCELONA -.5795696 -51.2 .8674888 132.5 .5693504 86.9 .9996959 .3058 .5097 .9998951 .0588
BURGOS -.3419258 -17.9 .9353236 84.8 .6610099 59.9 .9992179 .8684 1.4474 .9994795 .2967
CACERES -.4479380 -95.4 .9239855 340.3 .5220096 192.2  .9999592 .0526 .0877 .9999559 .0222
CADIZ -.4395960 -18.5 .8986463 65.6 .6678614 48.8 .9986588 1.3366 2.2277 .9995204 .2841
CANTABRIA -.5407227 -50.4 .8851353 142.7 .5431523 87.6 .9997516 .2744 .4574 .9998662 .0720
CASTELLON -.4560219 -18.5 .9262426 65.2 .6684197 47.1 .9986634 1.4379 2.3965 .9993133 .3985
CIUDAD REAL -.3785741 -32.5 .8981984 133.6 .6099781 90.7 .9996933 .3225 .5375 .9997396 .1449
CORDOBA -.4460270 -22.3 .9427473 81.5 .5630988 48.6 .9992552 .9553 1.5922 .9993107 .3588
CORUNA -.4388291 -57.9 .9225692 210.7 .6063098 138.5 .9998796 .1368 .2280 .9999291 .0391
CUENCA -.3532395 -37.9 .9556013 177.6 .4618825 85.8 .9998691 .2067 .3445 .9997415 L1139
GERONA -.5659544 -30.9 .8515304 80.5 .5865647 55.5 .9991484 L7972 1.3286 .9996884 L1790
GRANADA -.3568693 -42.8 .9295068 192.7 .5958918 123.5 .9998587 .1660 .2768 .9998434 .0837
GUADALAJARA  -.3254311 -12.5 .9772850 65.2 .6922584 46.1 .9986760 1.6036 2.6727 .9991809 .4693
GUIPUZCOA -.6674555 -26.6 .8487666 58.5 .5998829 41.3 .9983610 1.4999 2.4999 .9994284 .3341
HUELVA -.2884102 -26.6 .9683194 154.4 .6202093 98.9 .9997801 .2807 .4679 .9997875 .1130
HUESCA -.4509977 -33.1 .9070698 115.3 .4451885 56.6 .9996859 L4412 .7354 .9995663 .1995
JAEN -.3062546 -32.2 .9697371 176.5 .6402649 116.5 .9998278 .2154  .3590 .9999129 L0472
LEON -.3694578 -37.6 .9377963 165.1 .6026028 106.1 .9998073 .2302 .3836 .9998074 .1038
LERIDA -.5202034 -28.9 .8924449 85.7 .6810209 65.4 .9992031 .7732 1.2888 .9996317 .2214
LUGO -.4001976 -24.2 .9401861 98.4 .6015574 62.9 .9994597 .6512 1.0853 .9994860 .2765
MADRID -.4500953 -28.5 .9063367 99.3 .5709588 62.5 .9994760 .5942  .9904 .9995682 .2314
MALAGA -.4221996 -17.1 .9208187 64.6 .6100009 42.8 .9987134 1.4492 2.4153 .9990245 .5414
MURCIA -.4795523 -58.9 .8989748 190.9 .6104041 129.6 .9998497 .1582  .2638 .9999127 .0491
NAVARRA -.5523259 -28.6 .8555375 76.6 .5280752 47.3 .9991348 .8893 1.4822 .9995684 .2326
ORENSE -.3864937 -49.0 .9342410 205.0 .6108745 134.0 .9998732 .1482  .2471 .9999093 .0494
PALENCIA -.3560232 -23.0 .9165049 102.6 .6654311 74.4 .9994567 .5698 .9496 .9996977 .1753
PALMAS LAS -.4187818 -33.7 .9223640 128.5 .5954078 82.9 .9996806 .3679 .6131 .9997308 .1462
PONTEVEDRA -.4153891 -29.6 .9192450 113.3 .6693113 82.5 .9995541 L4696 .7827 .9997767 .1305
RIOJA, LA -.5029293 -66.0 .9226798 209.5 .7407654 168.2 .9998641 .1385 .2308 .9999598 .0248
SALAMANCA -.3843353 -32.2 .9280668 134.4 .5747022 83.2 .9997180 .3400 .5667 .9997497 .1316
SANTA CRUZ -.4592212 -48.7 .9030724 165.6 .5740541 105.2  .9998100 L2123  .3539 .9998916 .0587
SEGOVIA -.4225769 -39.2 .9586041 153.7 .5319330 85.3 .9998035 L2774  .4624 .9997469 .1254
SEVILLA -.4345217 -93.5 .9262579 344.7 .5979283 222.5 .9999556 .0515 .0858 .9999659 .0186
SORIA -.3109406 -48.8 .9639921 261.5 .6045873 164.0 .9999246 .0969 .1616 .9998971 .0540
TARRAGONA -.4099431 -33.0 .9203712 128.4 .6686769 93.3 .9996531 .3666 .6111 .9997839 .1256
TERUEL -.3656762 -40.1 .9839252 186.8 .6438972 122.2 .9998473 .1980 .3300 .9998757 .0680
TOLEDO -.4137638 -54.7 .9638722 220.4 .6127806 140.1 .9998928 L1365 .2275 .9999449 L0297
VALENCIA -.4995935 -77.4 .8947468 239.7 .5353147 143.4 .9999137 L0994 .1657 .9999549 .0237
VALLADOLID -.6350080 -29.9 .8299011 67.5 .6016610 48.9 .9987494 1.0771 1.7952 .9995992 .2376
VIZCAYA -.5742234 -18.6 .8664771 48.6 .5873847 32.9 .9976924 2.2653 3.7755 .9987805 .6907
ZAMORA -.4059834 -25.5 .9501149 103.3  .5234969 56.9 .9995680 .6030 1.0050 .9994189 .2860
ZARAGOZA -.4084518 -24.0 .8959807 91.3 .6350712 64.7 .9993246 .6868 1.1447 .9996851 .1804
CEUTA Y M. -.3196439 -35.2 .9453278 180.0 .6222011 118.4 .9998347 L1969 .3282 .9998845 .0625
ESPANA -.3942288 -48.4 .9220747 195.8 .5991561 127.2  .9998618 L1582  .2637 .9999129 .0473



ESPECIFICACION

BASSMAN 1990-1 (I)

ALAVA
ALBACETE
ALICANTE
ALMERIA
ASTURIAS
AVILA
BADAJOZ
BALEARES
BARCELONA
BURGOS
CACERES
CADIZ
CANTABRIA
CASTELLON
CIUDAD REAL
CORDOBA
CORUNA
CUENCA
GERONA
GRANADA
GUADALAJARA
GUIPUZCOA
HUELVA
HUESCA
JAEN

LEON
LERIDA
LUGO
MADRID
MALAGA
MURCIA
NAVARRA
ORENSE
PALENCIA
PALMAS LAS
PONTEVEDRA
RIOJA, LA
SALAMANCA
SANTA CRUZ
SEGOVIA
SEVILLA
SORIA
TARRAGONA
TERUEL
TOLEDO
VALENCIA
VALLADOLID
VIZCAYA
ZAMORA
ZARAGOZA
CEUTA Y M.
ESPANA

.325889
.911709
.778748
.770590
.150101
.402742
.817589
.122302
.669985
.095595
.700041
.733946
.696070
.339393
.862486
.347470
.999472
.481850
.504366
.198307
.937482
.024409
.444538
-11.
.221703
.500048
.308455
.425941
.891376
.301444
.992128
.679930
.985767
.912474
.435929
.655732
.921734
.060199
.863648
.767678
.806731
.703128
.957171
.304833
.439200
.194458
.423934
.229277
.779227
.860063
.145998
.311174

745340

.2199116
.6309386
.6953205
.0253124
.3079912
.3056367
.8663345
.4812853
.3756443
.0518553
.1601301
.1239788
.1661268
.1439700
.1048810
.5765255
.2139596
.3626620
.4802861
.3259186
.3099808
.1457520
.2115365
.4597907
.8740723
.4896164
.7536369
.3807183
.4464638
.4662198
.7231794
.2010557
.8532529
.5056723
.1536731
.4110205
.6162606
.1088830
.3274830
.1462570
.4327687
.2342818
.2589930
.4657559
.5642938
.1336129
.4756472
.8028033
.0006943
.0358352
.8726534
.2129440

=N

=

(%]

NR R RPRWEREN

=N

I v

[ o |

.7764082
.2062225
.2791770
.0326570
.5794283
.2497162
.6503202
.0585327
.4784749
.8850122
.6267663
.8169097
.4090326
.8802705
.0124730
.9533641
.0226925
.5947547
.4913145
.3894677
.6955680
.4111690
.4497703
.7663318
.3137342
.1186502
.2985316
.4810236
.9250079
.1579710
.7397206
.5242691
.6980030
.1731063
.0085512
.3869897
.4270764
.0568273
.3459951
.3319116
.2293771
.0541053
.8263251
.3515634
.2167677
.6055515
.4023020
.2990520
.1404875
.1671184
.6758892
.0309091

N

WNOAR U W

.713559
.799039
.578684
.047729
.853090
.720314
.697755
.706807
.687620
.964228
.597184
.282546
.353297
.259109
.243867
.297047
.761540
.500556
.535372
.092199
.551975
.829406
.330288
.209097
.697867
.956560
.092090
.679321
.122490
.651521
.814324
.157302
.281699
.914592
.029293
.669730
.520656
.040866
.829981
.165507
.159136
.677572
.995568
.048433
.382411
.784890
.381867
.162318
.490274
.684420
.384414
.969922



ESPECIFICACION BASSMAN 1990-1 (II)

.9986960
.9968660
.9939136
.9784682
.9970758
.9596839
.9960471
.9937507
.9945123
.9961934
.9840052
.9980377
.9913437
.9988781
.9895534
.9935073
.9954011

ALAVA
ALBACETE
ALICANTE
ALMERIA
ASTURIAS
AVILA
BADAJOZ
BALEARES
BARCELONA
BURGOS
CACERES
CADIZ
CANTABRIA
CASTELLON
CIUDAD REAL
CORDOBA
CORUNA
CUENCA
GERONA
GRANADA
GUADALAJARA
GUIPUZCOA
HUELVA
HUESCA
JAEN

LEON
LERIDA
LUGO
MADRID
MALAGA
MURCIA
NAVARRA
ORENSE
PALENCIA
PALMAS LAS
PONTEVEDRA
RIOJA, LA
SALAMANCA
SANTA CRUZ
SEGOVIA
SEVILLA
SORIA
TARRAGONA
TERUEL
TOLEDO
VALENCIA
VALLADOLID
VIZCAYA
ZAMORA
ZARAGOZA
CEUTA Y M.
ESPANA

.9999795
.9999505
.9999133
.9998319
.9999431
.9996325
.9999419
.9999049
.9999159
.9999218
.9997797
.9999745
.9998640
.9999802
.9998304
.9999183
.9999314
.9994527
9999197
9999265
.9998977
.9999647
.9998809
9996029
9999000
.9998661
9999694
9999570
9999460
.9998426
.9999479
.9999287
.9999127
.9999481
.9998867
.9999430
.9999879
.9998856
.9998828
.9998505
.9999033
.9999096
.9999595
.9998928
.9998876
.9998793
.9999355
.9999651
.9996071
9999703
.9999166
.9999078

9224220

.9945977
.9936862

9965471
9984155
9890123
9496078
9931000
9893894
9991060
9963960
9954789
9889307

9963791
.9943961
.9931919
.9953985
.9937564
.9966403
.9993616
.9917873
.9913956
.9893306
.9930936
.9909816
.9969041
.9937209
.9943181
.9908450
.9968223
.9984578
.9747341
.9974965
.9930833
.9928698



ESPECIFICACION BASSMAN 1990-1

ALAVA
ALBACETE
ALICANTE
ALMERIA
ASTURIAS
AVILA
BADAJOZ
BALEARES
BARCELONA
BURGOS
CACERES
CADIZ
CANTABRIA
CASTELLON
CIUDAD REAL
CORDOBA
CORUNA
CUENCA
GERONA
GRANADA
GUADALAJARA
GUIPUZCOA
HUELVA
HUESCA
JAEN

LEON
LERIDA
LUGO
MADRID
MALAGA
MURCIA
NAVARRA
ORENSE
PALENCIA
PALMAS LAS
PONTEVEDRA
RIOJA, LA
SALAMANCA
SANTA CRUZ
SEGOVIA
SEVILLA
SORIA
TARRAGONA
TERUEL
TOLEDO
VALENCIA
VALLADOLID
VIZCAYA
ZAMORA
ZARAGOZA
CEUTA Y M.
ESPANA

1.
0.
2.
2.
0.
1.
1.
1.
1.
0.
2.
0.
.646188
.603071
.798519
.151483
.310088
.607679
.410499
.688299
.006356
.913303
.112426
.580690
.486455
.404707
.087679
.740135
.048092
.070976
.664405
.810572
.741261
.919040
.340896
.748463
.477166
.481965
.565350
.992001
.451549
.459896
.525376
.015112
.463585
.900992
.223042
.034555
.802076
.060052
.760281
.362041
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645078
973007
211703
528692
574084
834873
890373
346599
510573
567683
067835
484842
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1.
1.
2.
2.
1.
1.
1.
1.
1.
1.
1.
1.
1.
1.
2.
1.
1.
1.
1.
1.
1.
2.
1.
2.
1.
1.
1.
1.
.007234
.578801
.885365
.979701
.853153
.698408
.686047
.529150
.384279
.731707
.799129
.732310
.700015
.659490
.867022
.394582
.594880
.896210
.810757
.071019
.672136
.767820
.903850
.727228
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960775
483777
090399
172684
481988
743868
688313
610712
803914
460694
865535
485559
797222
832297
093254
885792
664752
922681
862168
877460
076960
007843
530931
041437
696085
695140
695765
806460

11.4
10.8
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1.
0.
1.
1.
-0.
0.
0.
0.
1.
-0.
1.
-0.
1.
1.
1.
1.
0.
1.
1.
1.
-1.
1.
0.
1.
0.
0.
0.
1.
1.
0.
1.
1.
1.
0.
0.
0.
-0.
0.
0.
1.
0.
0.
1.
0.
0.
.320563
.943900
.813514
.819085
.535475
.094202
.645191

482604
139738
845102
903756
103186
833146
983762
516693
057864
271433
318578
163987
070700
159496
413414
484479
611218
521823
051886
018863
132944
760883
085453
780976
647190
607680
680713
059387
558147
293356
211171
408911
103621
310737
613069
066588
115523
689823
942980
093968
743446
524042
072977
025222
634833
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.9994517
.9998214
.9995854
.9991236
.9997187
.9992857
.9998119
9996801
9995568
9995672
9992616
9995634
.9993916
9998969
.9996927
.9995989
.9995682
.9985290
9996073
.9995529
9995608
.9998285
.9995996
.9985273
9997879
.9996272
.9998158
.9996061
.9995429
9996344
.9997209
9991539
.9997472
9997392
.9994928
.9997378
.9998788
.9993342
.9995210
9991730
.9996241
.9995747
9998996
.9997298
9996863
.9993420
9996360
.9996888
.9990922
.9995253
.9997525
.9995381

1.3694
.2044
.3625
.1701
.3647
.4416
.3475
.2654
.8303
.2441
.2838
.4833
.2554
.1047
.6539
.4584
.6886
.3456
.4124
.0990
.2285
.2645
.6082
.3463
.2896
.7887
.5116
.2564
.4580



ESPECIFICACION BASSMAN 1990-2

ALAVA
ALBACETE
ALICANTE
ALMERIA
ASTURIAS
AVILA
BADAJOZ
BALEARES
BARCELONA
BURGOS
CACERES
CADIZ
CANTABRIA
CASTELLON
CIUDAD REAL
CORDOBA
CORUNA
CUENCA
GERONA
GRANADA
GUADALAJARA
GUIPUZCOA
HUELVA
HUESCA
JAEN

LEON
LERIDA
LUGO
MADRID
MALAGA
MURCIA
NAVARRA
ORENSE
PALENCIA
PALMAS LAS
PONTEVEDRA
RIOJA, LA
SALAMANCA
SANTA CRUZ
SEGOVIA
SEVILLA
SORIA
TARRAGONA
TERUEL
TOLEDO
VALENCIA
VALLADOLID
VIZCAYA
ZAMORA
ZARAGOZA
CEUTA Y M.
ESPANA

| I B B | | -

.8217544
.6560837
.7637199
.6280878
.5870258
.3922645
.2943719
.4228275
.2723705
.7948540
.1453428
.5368134
.1811239
.2436516
.4709182
.2652993
.2032555
.0145005
.3576724
.0504736
.5583600
.8687852
.8208270
.4328441
.4020164
.3333146
.0624351
.0448134
.5114874
.4887261
.3189399
.5981700
.0587244
.3005497
.2212518
.5102062
.5586193
.2078816
.0482938
.0989908
.1662369
.4887012
.1800016
.8629306
.3723633
.3222143
.3752652
.8773070
.3520860
.0338783
.0292249
.1957906
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1.569426
1.452393
1.597204
1.669464
1.519570
1.527624
1.425978
1.478500
1.526166
1.546968
1.518738
1.543239
1.517586
1.520860
1.714808
1.490483
1.509270
1.524961
1.585684
1.611357
1.397715
1.533411
1.518111
1.574605
1.525748
1.538666
1.517225
1.528276
1.593798
1.507501
1.563587
1.612009
1.559477
1.622998
1.530711
1.519879
1.421990
1.557853
1.553130
1.448290
1.506924
1.527632
1.578592
1.395106
1.429587
1.549327
1.563416
1.585445
1.461609
1.635287
1.612998
1.562967

49.7

78.1

70.3

56.3

61.2

74.5

59.5

71.2

40.7

-1.517211
-0.244706
-1.774257
-1.935198
-0.085655
-0.920514
-0.957530
-0.605943
-1.110043

0.007353
-1.372561
-0.098292
-1.150903
-1.087161
-1.347286
-1.455072
-0.733740
-1.630947
-1.098112
-1.095096

0.758145
-1.623970
-0.267461
-1.883093
-0.671465
-0.694515
-0.717695
-1.110964
-1.554826
-0.413630
-1.201054
-1.519533
-1.085678
-0.440238
-0.747360
-0.221707
-0.015220
-0.858110
-1.018802
-1.207223
-0.819024
-0.655866
-1.001766
-0.158594
-0.691761
-1.382693
-0.999422
-1.728675
-0.943204
-0.710884
-1.082294
-0.771991

-3.8

-3.0

1.4

-0.6

-2.9

-1.0

-1.2

-1.6

.9996814
.9998379
9997845
.9994416
.9997184
.9993972
.9998853
.9997402
.9996969
9995494
.9994706
.9995599
9995591
9999567
.9997811
.9997720
9996593
.9988604
.9997318
.9996855
.9994176
.9999388
.9996216
.9989340
.9998338
9996961
.9998746
.9997433
.9997412
.9996712
.9998363
.9994253
.9998351
.9997758
.9995877
.9997533
.9998751
9994606
9996469
.9993917
.9997147
.9996504
.9999439
.9997394
.9997543
.9995535
.9997486
9998662
.9992373
9996135
.9998371
.9996316



ESPECIFICACION BASSMAN 1990-3

PROVINCIA o t B t R’L SECL(107?) EEL(107%) R* SEC(107?)
ALAVA .4375879 5.5 1.487363 72.8 .9988542 .1051 1.5025 .9387 .3555
ALBACETE .8591994 27.3 1.439157 177.5 .9998160 .0165 .2367 .9871 .0732
ALICANTE .7089801 8.2 1.501238 67.6 .9986901 L1242 1.7756 .9262 .3976
ALMERIA .9781996 9.4 1.564793 58.3 .9982547 .1816 2.5951 .8749 .6098
ASTURIAS .6581234 16.1 1.514937 144.1 .9997159 .0278 .3984 .9842 .0934
AVILA 1.1563260 16.2 1.477835 80.3 .9991040 .0854 1.2204 .9209 .3891
BADAJOZ 1.0891590 22.3 1.374187 109.4 .9995212 .0397 .5682 .9734 .1391
BALEARES .9257838 20.0 1.445726 121.5 .9996066 .0356 .5096 .9707 .1588
BARCELONA .6490069 10.1 1.466126 89.2 .9992493 .0681 .9738 .9504 .2781
BURGOS .7887502 14.9 1.547366 114.0 .9995494 .0464 .6640 .9791 .1188
CACERES .9939343 12.2 1.444499 69.2 .9987782 .1096 1.5665 .9146 .4296
CADIZ .6184002 11.9 1.537922 115.6 .9995567 .0446 .6379 .9807 .1137
CANTABRIA .7741687 10.9 1.455336 80.0 .9990739 .0833 1.1912 .9357 .3458
CASTELLON .6587328 13.0 1.462057 112.1 .9995279 .0429 L6131 .9784 .1250
CIUDAD REAL .6473798 9.1 1.641936 89.6 .9992533 .0847 1.2101 L9477 .2908
CORDOBA .9424656 12.9 1.411781 75.0 .9989580 .0894 1.2772 .9426 .2984
CORUNA .8122877 14.9 1.469583 105.1 .9994676 .0493 .7047 .9638 .1994
CUENCA 1.3682480 12.8 1.436746 52.2 .9978897 .1907 2.7251 .8352 .7267
GERONA .5538017 8.8 1.526289 94.3 .9993249 .0659 .9427 .9526 .2719
GRANADA .8584978 13.1 1.552126 91.9 .9993014 L0719 1.0279 .9498 .2681
GUADALAJARA .9290706 14.1 1.438721 85.1 .9992099 L0721 1.0302 .9883 .0668
GUIPUZCOA .4791715 6.4 1.445574 75.5 .9989412 .0923 1.3190 .9557 .2587
HUELVA 1.0428300 21.4 1.503645 119.7 .9995978 .0397 .5684 .9702 .1581
HUESCA 1.1301940 9.9 1.472752 50.3 .9976761 .2160 3.0871 .8238 .8101
JAEN .9593578 22.3 1.489430 134.5 .9996795 .0309 L4414 .9753  .1339
LEON .9097887 17.4 1.501101 111.8 .9995325 .0454 .6496 .9616 .2065
LERIDA .5332792 12.9 1.478406 138.9 .9996906 .0285 .4082 .9814 .1117
LUGO .8773285 14.1 1.468186 91.8 .9993037 .0644 L9212 .9583  .2241
MADRID .7790767 9.8 1.509701 74.1 .9989158 .1047 1.4963 L9361 .3420
MALAGA .8320548 17.7 1.485129 122.8 .9996118 .0368 .5271 .9676 .1795
MURCIA .6779805 11.0 1.498625 94.7 .9993361 .0631 .9022 .9603 .2232
NAVARRA .6630998 7.4 1.529820 66.7 .9986491 .1325 1.8937 L9123  .4723
ORENSE .8424290 14.7 1.500755 101.8 .9994324 .0548 .7829 .961 .207
PALENCIA .6659646 15.5 1.599187 144.7 .9997171 .0307 L4399 L9717 .129
PALMAS LAS .8415888 14.3 1.490287 98.5 .9993944 L0577 .8245 .957 .233
PONTEVEDRA .6942315 17.7 1.507887 149.5 .9997366 .0256 .3664 .982 .101
RIOJA, LA .5712531 22.5 1.421167 217.1 .9998750 .0108 .1544 .995 .030
SALAMANCA .9201459 13.5 1.511439 86.3 .9992133 L0772 1.1038 .944 .294
SANTA CRUZ .7973502 12.5 1.498025 91.2 .9992891 .0680 .9718 .947 .283
SEGOVIA 1.1010310 14.3 1.382994 69.9 .9988144 .0987 1.4104 .923 .376
SEVILLA .8460578 15.7 1.462625 105.6 .9994741 .0483 .6908 .961 .209
SORIA 1.0330950 19.2 1.492158 108.0 .9995041 .0480 .6870 .962 .195
TARRAGONA .6515019 13.5 1.524409 123.1 .9996086 .0386 .5519 .978 .124
TERUEL .9945699 26.9 1.386528 145.6 .9997296 .0228 .3267 .981 .099
TOLEDO .9465516 20.2 1.392171 115.7 .9995671 .0365 .5216 .970 .160
VALENCIA .8254735 10.4 1.474539 72.5 .9988713 .1043 1.4906 .924 .397
VALLADOLID .4542929 7.8 1.509359 100.5 .9994024 .0568 .8124 .959 .238
VIZCAYA .5575589 6.8 1.491944 71.1 .9988068 .1110 1.5861 .941 .329
ZAMORA 1.1349820 15.0 1.410593 72.4 .9988995 .0956 1.3659 .918 .402
ZARAGOZA .6239396 10.5 1.596837 105.0 .9994589 .0583 .8331 .964 .204
CEUTA Y M. .8691200 15.1 1.554459 104.7 .9994642 .0555 .7931 .962 .204
ESPANA .8365724 14.4 1.521212 101.9 .9994334 .0561 .8027 .957 .231



