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Resumen

El rápido desarrollo de los sistemas de comunicaciones inalámbricos en la última década
ha venido de la mano de la profusión de nuevos casos de uso en al ámbito de 4G, 5G y
sus evoluciones, así como al uso de nuevas bandas de frecuencia. Por este motivo, se ha
puesto de manifiesto la necesidad de disponer de modelos más precisos que permitan
capturar los efectos que sufre la señal al propagarse por el medio inalámbrico. En esta
tesis doctoral, se propone el uso de un conjunto de distribuciones no convencionales para
el modelado de canales inalámbricos, como contraposición a las distribuciones habitual-
mente empleadas en la literatura basadas en suma de rayos o combinación de clusters de
señales.

En primer lugar, se realiza una reformulación de la distribución Log-Logística para su
uso en canales inalámbricos, y que viene motivada por la validación empírica realizada
por otros autores en diversos entornos. A partir de dicha reformulación, se establecen
las condiciones para que un canal inalámbrico puede modelarse mediante la distribución
Log-Logística, y se identifican una serie de inconsistencias existentes en la literatura en
este sentido. Por último, se ejemplifica cómo esta distribución es útil para el análisis de
prestaciones de sistemas de comunicaciones afectados por fading.

En segundo lugar, se realiza una reformulación de la distribución de Lomax para el mo-
delado de canales inalámbricos, motivada por la conexión de dicha distribución con una
señal compleja cuyas componentes en fase y cuadratura se distribuyen de acuerdo con
la distribución Student-t (en lugar de Gaussiana). A partir de dicha reformulación, se
establecen las condiciones para que un canal inalámbrico puede modelarse mediante la
distribución de Lomax, y se analizan las ventajas del uso de esta distribución en relación
con otras alternativas que presentan el mismo número de parámetros. La posibilidad de
calcular estadísticos de Laplace, como la función generadora de momentos generalizada,
permite su aplicación directa a un mayor número de escenarios, y una mayor versatili-
dad para el análisis de prestaciones de sistemas de comunicaciones afectados por fading
severo.





Abstract

The rapid development of wireless communication systems in the last decade comes in
hand with the appearance of a number of new use cases in the evolution from 4G to
5G (and potentially 6G), as well as with the use of higher frequency bands. Because of
these aspects, there is a clear need for more accurate models that can capture the pro-
pagation effects suffered by information signals when propagating through the wireless
environment. In this PhD dissertation, we advocate for the use of a set of unconventional
distributions to model wireless channels. This is in contrast with the usual approaches in
the literature based on sum of rays, or in combination of clusters of signals.

First, we reformulate the Log-Logistic distribution (rather well-known in general statis-
tics and other fields beyond communications) to enable its use for wireless channel mo-
deling. This choice is motivated by its recent use by other authors in several scenarios,
and supported by empirical verification, With such reformulation, we clearly establish
the conditions for this distribution to be a valid candidate to model fading channels, and
also identifying some inconsistencies found in the related literature. Then, we exemplify
how the Log-Logistic distribution can be used for analyzing the performance of wireless
communication systems affected by fading.

Second, we also present a reformulation of the Lomax distribution (also well-known in
statistics, economics, and other areas) to allow for its use as a fading distribution. This
choice is motivated by recent works that point out the connection of the Lomax distri-
bution with a complex signal with uncorrelated in-phase and quadrature components
distributed according to Student-t distribution (instead of Gaussian). Based on this new
reformulation, we discuss the conditions required for a wireless channel to be modeled
by the Lomax distribution. Then, the key benefits of this distribution are compared with
state-of-the-art alternatives (with equal number of parameters) conventionally used for
this purpose. The possibility of expressing Laplace-domain statistics in compact closed-
form, such as the generalized moment generating function, allows its direct application
to a larger number of scenarios, and an improved versatility for performance analysis of
wireless communication systems affected by severe fading.
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Capítulo 1

Introducción

En la última década, los sistemas de comunicaciones inalámbricos han experimenta-
do una profunda evolución. Los sistemas clásicos de telefonía móvil y celular desplega-
dos en los 90 y en la primera década del nuevo siglo estaban diseñados principalmente
para proporcionar servicios de voz en estructuras de macroceldas, con prioridad para los
casos de uso en exteriores. El desarrollo de los sistemas de redes inalámbricas de área
local y de los dispositivos tipo smarpthone y tablet han sido claves para la evolución hacia
hacia arquitecturas de red basadas enteramente en transmisión de paquetes de datos a
través de Internet. Así, han aparecido multitud de escenarios y casos de uso para las redes
móviles e inalámbricas que difieren sustancialmente de los considerados hasta entonces.

Si tomamos como ejemplo la gran variedad de casos de uso considerados para quinta
generación (5G) [1], se incluyen nuevos escenarios como device-to-device (D2D), machine-
to-machine (M2M) y vehicular-to-everything (V2X) entre muchos otros. Así, los requisitos
de prestaciones en términos de velocidad de transmisión, latencia o fiabilidad deben de
poder conseguirse en situaciones bastante diferentes. Dado que la naturaleza de los ca-
nales inalámbricos es fuertemente dependiente del escenario de operación, se requiere
de una caracterización precisa de las condiciones reales de propagación en estos nuevos
escenarios. En esta línea, se han desarrollado modelos de canal muy avanzados en el
contexto de 5G, con el objetivo de incorporar en la medida de lo posible la geometría de
transmisor, receptor y entorno [2], [3]. Aunque esta combinación de aspectos geométri-
cos con conceptos estadísticos es útil para generar condiciones razonablemente realistas
de propagación de manera sintética, su complejidad suele ser extraordinariamente alta
debido al elevado número de parámetros de que constan estos modelos.

En un caso general, debido a la propagación multicamino, la señal que llega al recep-
tor se compone de una superposición de ondas electromagnéticas, cada una de las cuales
tendrá una amplitud y una fase determinadas [4]. Por desgracia, la distribución de la se-
ñal recibida para un número arbitrario de componentes sinusoidales es muy complicada
de caracterizar – se trata del conocido como random-phase problem, un problema abierto
por décadas en la literatura. Sin embargo, el problema presenta una solución aproximada
mediante la aplicación del teorema del límite central (CLT), siendo los populares mode-
los de Rayleigh y Rice [5] dos soluciones particulares para los casos sin visión directa, y
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con una componente dominante, respectivamente.

En la literatura reciente, el modelado de canales inalámbricos se ha venido desa-
rrollando fundamentalmente desde dos puntos de vista diferentes1: los modelos basa-
dos en suma de rayos (ray-based), y los modelos basados en suma de grupos de rayos
(cluster-based). Dentro del primer tipo, tenemos ejemplos como los modelos Two-Wave
with Diffuse Power (TWDP) [7], N -Wave with Diffuse Power (NWDP) [8], Fluctuating
Two-Ray (FTR) [9], [10] o Independently Fluctuating Two-Ray (IFTR)[11], y han sido de
gran utilidad para el modelado de canales en body-area networks o en frecuencias mili-
métricas. En cuanto a los modelos cluster-based, se inspiran en la formulación original de
Yacoub para la definición de los modelos κ-µ y η-µ [12], y que ha sido empleada posterior-
mente para el desarrollo de otros modelos generalizados como κ-µ shadowed [13]-[17], o
α-η-κ-µ[18].

Además de estos criterios, que comparten una definición subyacente basada en un
modelo físico de propagación, existe una tercera alternativa que se ha venido empleando
para el modelado de canales estadísticos: el uso de determinadas distribuciones por su
buen ajuste a medidas empíricas, o por su simplicidad analítica. Este es el caso de mode-
los ampliamente usados, como son el de Nakagami-m[19], Weibull [20] o inverse-Gamma
[21]. En ocasiones, de manera posterior a su definición y uso, suelen encontrarse conexio-
nes con modelos físicos subyacentes basados en suma de rayos o de clusters: por ejemplo,
el modelo de Nakagami-m puede relacionarse con un modelo basado en clusters para
valores enteros del parámetro m, mientras que el modelo de Weibull puede conectarse
con un modelo de Rayleigh (basado en rayos) al que se le aplica una transformación no
lineal. Por tanto, esta tercera vía ofrece la posibilidad de considerar distribuciones que, si
bien pueden no tener una clara motivación física a primera vista, puedan ser adecuadas
para el modelado de canales inalámbricos.

1.1. Objetivos

En esta tesis doctoral, se plantea el uso lo que denominaremos distribuciones no con-
vencionales para el modelado de canales inalámbricos con desvanecimientos. Con ello, se
persigue un nuevo enfoque que permita el uso de distribuciones bien conocidas en otros
ámbitos, para el modelado de canales de comunicaciones. De manera más específica, los
objetivos definidos para este trabajo doctoral buscan responder las siguientes preguntas:

¿En qué condiciones puede una distribución estadística cualquiera emplearse para
modelar canales con fading?

¿Puede el uso de una distribución sin (a priori) una clara interpretación física ser
recomendable respecto a otras alternativas?

¿Cuáles son las implicaciones asociadas, desde puntos de vista teórico (análisis de
prestaciones) y práctico (empíricas o físicas)?

1Ambos criterios han sido unificados recientemente [6]
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Para cumplir estos objetivos, se analizan dos distribuciones ampliamente conocidas
en estadística: Log-Logística y Lomax.

1.2. Organización

La memoria de esta tesis doctoral, organizada para su presentación por compendio
de publicaciones, se estructura del siguiente modo:

Capítulo 1: Se presenta una breve introducción al trabajo realizado, y se establecen
su motivación y objetivos principales. Se listan el conjunto de publicaciones que
avalan esta tesis doctoral.

Capítulo 2: Se presenta una breve descripción del estado del arte, así como otros
conceptos preliminares.

Capítulo 3: Se presenta un resumen general de los principales resultados de la tesis
doctoral.

Capítulo 4: Se presentan las principales conclusiones, y se detallan las líneas futuras
de trabajo que emanan de esta tesis.

Apéndice A: Se incluye una copia de las publicaciones que avalan la tesis doctoral.

1.3. Publicaciones

Esta tesis doctoral se avala por las siguientes publicaciones:

[22] I. Sánchez y F. J. López-Martínez, «A Formulation of the Log-Logistic Distribu-
tion for Fading Channel Modeling», Electronics, vol. 11, n.o 15, pág. 2409, 2022. DOI:
110.3390/electronics11152409.

[23] I. Sanchez y F. J. Lopez-Martinez, «The Lomax Distribution for Wireless Chan-
nel Modeling: a Preliminary Study», en 2023 IEEE Seventh Ecuador Technical Chapters
Meeting (ETCM), 2023, págs. 1-4. DOI: 10.1109/ETCM58927.2023.10309028.

[24] I. Sanchez y F. J. Lopez-Martinez, «The Lomax Distribution for Wireless
Channel Modeling: Theory and Applications», IEEE Open J. Veh. Technol., vol. 5,
págs. 162-171, 2024. DOI: 10.1109/OJVT.2023.3342074.

Cabe destacar que [23] obtuvo el premio al mejor artículo científico en el track de Co-
municaciones en la conferencia internacional IEEE ECTM 2023, celebrada en Octubre de
2023. Por su parte, [22] corresponde a una publicación en revista tipo Q2 (Categoría Elec-
trical and Electronic Engineering) dentro del índice JCR de 2022, con factor de impacto 2.9.
Finalmente, [24] corresponde a una publicación en revista tipo Q1 (Categoría Electrical
and Electronic Engineering) dentro del índice JCR de 2022, con factor de impacto 6.4.





5

Capítulo 2

Antecedentes

En este capítulo, se realiza una descripción del estado del arte relacionado con el tema
central de esta tesis doctoral, y se introducen los aspectos fundamentales necesarios para
su contextualización.

2.1. Estado del arte

En este apartado, se describen las tres estrategias dominantes en la literatura para
el modelado de canales inalámbricos, correspondientes a formulaciones (i) basadas en
rayos; (ii) basadas en agrupaciones de rayos, o clusters; (iii) basadas en distribuciones
estadísticas no convencionales.

2.1.1. Canales basados en rayos

Según esta formulación, la señal recibida en un entorno afectado por propagación
multicamino puede modelarse como las superposición de un número determinado de
ondas P [25], de amplitudes y fases determinadas:

r = R exp(jφ) =
P∑
i=1

ai exp (jϕi) . (2.1)

En este contexto, es habitual diferenciar entre lo que se denominan ondas dominantes
(o componentes especulares), y las componentes difusas. En general, las componentes es-
peculares suelen ser pocas, de potencia relativamente elevada, y se asocian a condiciones
de propagación en las que hay una visión directa, o bien cuando se produce una reflexión
especular en una superficie. Por su parte, las componentes difusas se suelen asociar a un
número elevado de componentes provenientes de reflexiones no especulares (es decir, en
las que un rayo incidente en una superficie, en general rugosa, genera varias componen-
tes de baja potencia en diferentes direcciones espaciales). Así, es posible reformular (2.1)
como

r = R exp(jφ) =

N∑
i=1

Vi exp (jθi) +

M∑
i=1

Ai exp (jΦi)︸ ︷︷ ︸
Ad=X+jY

, (2.2)



6 Capítulo 2. Antecedentes

donde Vi exp (jθi) representa la i-ésima componente especular. En general, suele asumir-
se que su amplitud es constante y que su fase es aleatoria, uniformemente distribuida en
el intervalo [0, 2π), e independiente entre las diferentes componentes. Matemáticamente,
esto se expresa como θi ∼ U [0, 2π). Para la componente difusa, suele asumirse que se
genera mediante la combinación de un número suficientemente alto de componentes re-
lativamente débiles e independientes, por lo que es posible aplicar a este término el CLT.
Así, la componente difusa Ad se puede aproximar por un término Gaussiano y de media
cero, donde X,Y ∼ N (0, σ2). Definiendo Ω0 como la potencia media de la componen-
te difusa, podemos escribir E{|Ad|2} = Ω0 = 2σ2, y donde E{·} representa el operador
esperanza.

El modelo descrito mediante la ecuación (2.2) incluye al modelo de Rayleigh como
caso especial paraN = 0; es decir, para el caso en el que no hay componentes especulares
presentes. De igual manera, paraN = 1 se obtiene el modelo de Rice, y que consta de una
única componente especular o dominante. ParaN = 2 se tiene el modelo de dos rayos con
componente difusa, denominado TWDP y formulado por Durgin, Rappaport y de Wolf
[7]. El caso general se analiza, por ejemplo, en [8], aunque su complejidad analítica crece
sustancialmente cuando N > 2. Para un modelo de 2 rayos con componente difusa (es
decir, el modelo TWDP), es habitual caracterizar la distribución empleando los siguientes
parámetros:

K =
V 2
1 + V 2

2

2σ2
, (2.3)

∆ =
2V1V2
V 2
1 + V 2

2

, (2.4)

y dondeK representa el cociente entre lo potencia total asociada a las componentes domi-
nantes especulares, y la potencia total de la componente difusa. Por su parte, el parámetro
∆ representa la amplitud relativa de las dos componente especulares, tomando valores
∆ → 0 cuando solamente hay una componente especular (es decir, el caso Rice), o bien
∆→ 1 cuando ambas componentes especulares tienen igual amplitud.

Dentro de esta familia de modelos, es posible incorporar diferentes generalizaciones
de estos modelos mediante la consideración de amplitudes aleatorias para las compo-
nentes especulares. Así, es posible generalizar el modelo TWDP añadiendo fluctuaciones
a sus componentes dominantes, de diferentes maneras. Por ejemplo, el modelo de dos
rayos fluctuantes (FTR) definido en [9] considera una fuente común de fluctuación pa-
ra sus dos componentes especulares. El caso de fluctuaciones independientes para cada
componente especular (IFTR), aunque originalmente fue sugerido también en [9], fue
formalizado posteriormente en [11].

2.1.2. Canales basados en clusters

La formulación basada en clusters fue originalmente propuesta por Yacoub a la hora
de proponer los modelos κ-µ y η-µ [12]. En ella, la señal recibida puede descomponerse
en varias agrupaciones o clusters de ondas, y en los que cada cluster se compone de ondas
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que han sufrido scattering y con retardos similares. Por su parte, la dispersión de retardo
de los diferentes clusters es relativamente grande. En cada cluster, la señal consta de una
componente dominante, y su correspondiente componente difusa. Matemáticamente, la
envolvente de potencia de la señal recibida puede expresarse como:

W =

µ∑
i=1

(Xi + ξpi)
2 + (Yi + ξqi)

2, (2.5)

donde µ representa el número de clusters, Xi e Yi son variables aleatorias Gaussianas
e independientes, de media cero y varianza σ2, y que representan a las partes reales e
imaginaria de la componente difusa para el i-ésimo cluster de ondas. Por último pi y qi
son las partes reales e imaginarias correspondientes a la i-ésima componente dominante.
En general, suelen considerarse constantes, aunque pueden generalizarse para incluir
fluctuación en la componentes dominantes a través de la variable ξ, y que corresponde a
una variable Nakagami-m normalizada, es decir, con E[ξ2] = 1.

El modelo físico que se ha descrito corresponde con el modelo κ-µ shadowed origi-
nalmente definido en [13], y para el que la relación señal-ruido (SNR) instantánea puede
definirse como γ = γW/W , y donde γ = E[γ] representa la SNR media, mientras que
W = E[W ] = d2 + 2σ2µ corresponde a la potencia media de la señal recibida. El paráme-
tro d2 =

∑µ
i=1 p

2
i + q2i captura la potencia agregada de las componentes dominantes, de

modo que es posible definir un parámetro κ = d2/(2σ2µ) similar a la K de Rice, repre-
sentando la relación entre la potencia total de las componentes dominantes y la potencia
total de las componentes difusas. Este modelo puede expresarse de manera más compac-
ta usando notación compleja [17]

W =

µ∑
i=1

|Z̃i + ξρ̃i|2, (2.6)

y donde ahora Z̃i y ρ̃i se relacionan con las variables en (2.6) como Z̃i = Xi + jYi y
ρ̃i = pi + jqi.

2.1.3. Canales basados en distribuciones estadísticas no convencionales

Debido a la complejidad matemática de los modelos basados en rayos, y al hecho de
que la mayoría de los casos de uso para comunicaciones inalámbricas tenían lugar en ex-
teriores y sobre largas distancias, durante décadas los modelos prominentes han sido los
modelos de Rayleigh y Rice. Sin embargo, cabe destacar como excepción a estos modelos
físicamente bien justificados un tercer modelo contendiente: es el caso de la distribución
de Nakagami, conocida habitualmente como Nakagami-m [19]. En esta distribución, la
envolvente de amplitud de la señal (R = |r| en la ecuación (2.1)) se distribuye de acuerdo
a la siguiente función de densidad de probabilidad (PDF):

fR(r) =
2mm

Γ(m)Ωm
r2m−1 exp

(
−mr

2

Ω

)
, (2.7)
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donde m ∈ (0,∞] es el parámetro1 de forma de la distribución, Γ(·) es la función Gam-
ma, y Ω = E[R2]. De otro modo, este modelo se corresponde con una distribución de la
potencia recibida W = R2 que sigue la distribución Gamma

fW (w) =
mm

Γ(m)Ωm
wm−1 exp

(
−mw

Ω

)
. (2.8)

A diferencia de los modelos de Rayleigh y Rice, el modelo de Nakagami no se propu-
so basándose en una realidad física subyacente, sino simplemente basándose en criterios
estadísticos, puesto que permitía obtener un mejor ajuste a determinadas medidas empí-
ricas. Debido a su simplicidad analítica, este modelo se ha empleado ampliamente en la
comunidad científica como una alternativa a los modelos de Rice y Rayleigh, incluyendo
a este último como caso particular cuando m = 1. Tras la definición de los modelos basa-
dos en clusters a primeros del siglo XXI, se demuestra que el modelo Nakagami-m puede
encuadrarse dentro de este tipo de formulación para valores enteros o semi-enteros del
parámetro m.

Siguiendo esta filosofía basada en emplear modelos estadísticos sin una motivación
física evidente a priori, se han propuesto diferentes modelos en la literatura: es el caso del
modelo de Weibull [20], [26], ampliamente empleado en diversos campos de la estadísti-
ca y que ha sido muy utilizado en el ámbito de teoría de la comunicación para el análi-
sis de prestaciones de sistemas de comunicaciones. Estudiando la literatura relacionada,
encontramos otros ejemplos como: distribución inverse-Gaussian [27], inverse-Gamma
[21], [28], log-logística [29], de Lomax [30], [31] e incluso hiperexponencial [32]. Aunque
las dos primeras han sido estudiadas con profundidad en la literatura, no es el caso del
resto. Esto motiva el trabajo a desarrollarse en el marco de esta tesis doctoral.

2.2. Modelo de sistema

En adelante, y por simplicidad aunque sin pérdida de generalidad, se va a considerar
el siguiente modelo canónico para un sistema de comunicaciones punto a punto. En él,
un transmisor envía un mensaje a un receptor a través de un canal de comunicaciones
inalámbrico. El símbolo transmitido x pertenece a una constelación S cuya energía media
se considera normalizada; es decir, ES

{
|x|2
}

= 1.

La señal recibida y puede expresarse como:

y =
√
PTSThx︸ ︷︷ ︸
yrx

+n, (2.9)

donde PT se define como la potencia disponible en el transmisor, ST captura las pérdidas
globales sufridas por la señal, y que incluye las ganancias de las antenas transmisora y

1Clásicamente, se establece que m ≥ 0,5, aunque matemáticamente la distribución está bien definida
para m > 0.
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receptora, las pérdidas dependientes de la frecuencia, así como las pérdidas de propaga-
ción debidas a la distancia (path loss) de tipo d−α, y donde d es la distancia en metros y α
es el exponente de pérdidas que suele tomar valores entre 2 y 4. El término n correspon-
de al ruido blanco aditivo Gaussiano ruido blanco Gaussiano aditivo (AWGN), y que se
modela mediante una variable aleatoria Gaussiana de media cero y varianza N0, es decir
n ∼ CN (0, N0). Por último, h es una variable aleatoria que modela el comportamiento
del canal con desvanecimientos, que se supone que es plano en el rango de operación
(transmisión de banda estrecha). Por conveniencia, es habitual asumir que la variable h
se encuentra normalizada, de modo que E{|h|2} = 1.

La SNR instantánea en el receptor puede expresarse como

γ =
PTST |x|2

N0
|h|2, (2.10)

y donde la SNR media se define como γ , E {γ} = PTST /N0. En lo sucesivo, y a no ser
que se indique lo contrario, se llevará a cabo una caracterización estadística de la variable
γ que representa la SNR instantánea del canal. En ocasiones, será de interés estudiar la
distribución de la amplitud de la señal útil recibida, y que se denota como r = |yrx|.
En este caso, la distribución de r puede obtenerse a partir de la de γ de manera directa
empleando técnicas estándar de transformación de variables aleatorias [33].
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Capítulo 3

Resumen de los resultados

En este capítulo, se presenta un resumen de los principales resultados obtenidos en
este trabajo. En concreto, se procede a describir la caracterización estadística de las distri-
buciones Log-Logística y de Lomax para el modelado de canales de comunicaciones, en
el ámbito de los sistemas inalámbricos.

3.1. Canales Log-Logísticos

3.1.1. Introducción

La investigación en modelado estocástico de canales ha sido intensa desde los tra-
bajos originales de Nakagami y Beckmann en los años 60 [4], [19]. Durante décadas, los
modelos de canal basados en el CLT como los de Rice y Rayleigh han sido los más em-
pleados para modelar condiciones de propagación en presencia de propagación multica-
mino, para los casos con visión directa (LOS) y sin visión directa (NLOS), respectivamen-
te. En otros escenarios donde un modelado alternativo se hacía necesario, la distribución
de Nakagami-m ha venido empleándose debido a su sencilla formulación matemática,
comparada con otras alternativas como los modelos Nakagami-q o de Beckmann. Con el
inicio del nuevo siglo, se han propuesto nuevas alternativas para el modelado de canales
inalámbricos, dando lugar a nuevas distribuciones más generales y que suelen referir-
se como modelos de canal generalizados [12], [13], [34], [35]. Dichos modelos han sido
verificados en entornos de propagación reales, y han sido muy útiles para caracterizar
condiciones de propagación más generales que los canales de Rayleigh, Rice o Nakaga-
mi.

Aun así, el mecanismo que gobierna la propagación de las ondas electromagnéticas
es muy complicado matemáticamente, por lo que estos modelos a veces no son suficientes
para caracterizar con precisión los canales en determinados escenarios, o para ajustarse
bien a medidas reales. En ciertos casos, la elección de una determinada distribución para
modelar los canales inalámbricos no responde a razones que encuentren una clara justifi-
cación física, sino que se hace simplemente por conveniencia. Por ejemplo, la distribución
de Weibull se propuso en [20], [36] como alternativa en entornos interiores, simplemente
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por no ser excesivamente complicada desde el punto de vista matemático, mejorando el
ajuste en relación a las distribuciones clásicas.

De igual manera, en algunos contextos se ha considerado el uso de la distribución
Log-Logística (LL) 1 [37], [38] para modelar las fluctuaciones en la amplitud o en la poten-
cia de las señales recibidas en sistemas de comunicaciones afectados por fading. Algunos
ejemplos corresponden a canales en redes de área corporal [39], [40], redes celulares en la
banda de milimétricas con desalineamiento de ganancia [32], dispersión en entornos con
alta densidad de hojas [29], canales aire-tierra en sistemas de comunicaciones con drones
(vehículos aéreos no tripulados (UAV)) [41], [42], comunicaciones ópticas inalámbricas
submarinas afectadas por turbulencia [43], y otros muchos escenarios [44]-[47]. Sin em-
bargo, y pese al interés que ha suscitado recientemente el uso de la distribución LL en el
modelado de canales inalámbricos, no se ha llevado a cabo una caracterización estadís-
tica integral de esta distribución con el objetivo específico de formalizar su uso en este
ámbito.

Es por ello que se propone reformular la distribución LL, para lo cual proponemos
el nombre alternativo de distribución-L. Así, se definen de manera clara sus estadísti-
cos fundamentales, y se destacan las principales diferencias con otros modelos, así como
sus ventajas. Es interesante destacar que en algunos casos, el ajuste de la distribución LL
no se asocia con una distribución válida para modelar físicamente un canal de comuni-
caciones; esto se solventa empleando la reformulación a través de la distribución-L. A
modo de ejemplo, se ilustra cómo puede emplearse la distribución-L para el análisis de
prestaciones de sistemas de comunicaciones en presencia de fading, analizando métricas
habituales como la probabilidad de outage (OP) y la capacidad media. Finalmente, se ilus-
tra la influencia de los parámetros de la distribución en dichas métricas de prestaciones,
gracias a técnicas de análisis asintótico.

3.1.2. Caracterización Estadística

En adelante, nos centraremos en caracterizar estadísticamene la distribución-L para
el modelado de la SNR instantánea en el receptor, y que denotaremos por γ de acuer-
do a lo definido en la Sección 2.2. Sin embargo, es preciso destacar que de manera si-
milar a la distribución Log-Normal, una transformación de tipo potencia n-ésima sobre
una variable que sigue la distribución-L da lugar a otra variable que también sigue la
distribución-L. Matemáticamente, si z ∼ L (α, β), entonces zn ∼ L (αn, β/n). Por tanto,
la distribución-L puede en realidad emplearse tanto para caracterizar las fluctuaciones
aleatorias de la SNR como las de la amplitud de la envolvente del canal |h|.

1también conocida como distribución de Fisk.
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Para una variable γ que se distribuye de acuerdo a la distribución LL convencional,
su PDF puede expresarse como [37]:

fγ(γ) =
β/α (γ/α)β−1(
1 + (γ/α)β

)2 , (3.1)

donde α > 0 y β > 0 son los parámetros de escalado y forma de la distribución LL,
respectivamente. Para poder modelar el canal inalámbrico (en este caso, su SNR ins-
tantánea) adecuadamente, se propone una reformulación de manera que aparezca de
manera explícita la SNR media como parámetro. Así, empleando (3.1), se obtiene que
γ , E {γ} = απ/β

sin(π/β) , válida para β > 1. Usando la definición habitual de la función
sinc(·), se establece la equivalencia α = γ · sinc (1/β). Debido a la restricción β > 1, todas
las sucesivas evaluaciones de la función sinc(·) tienen un argumento menor que 1, y por
tanto dan lugar a valores positivos. Considerando todo lo anterior, se define de manera
formal la PDF de la distribución-L como:

fγ(γ) =
β · sinc (1/β)β

γ

(γ/γ)β−1(
sinc (1/β)β + (γ/γ)β

)2 . (3.2)

Así, la distribución-L consta de un parámetro de forma (β), además del parámetro que
modela la SNR media. De este modo, puede clasificarse dentro del conjunto de distribu-
ciones para la SNR que constan de un único parámetro, como son las versiones (elevadas
al cuadrado) de las distribuciones de Rice, Nakagami-m, Nakagami-q o Weibull. Al igual
que la distribución inverse gamma [21], el momento de orden 1 de γ se define únicamente
para β > 1. Como dicho momento se corresponde con la SNR media γ, este hecho im-
pone una restricción física al rango de valores válidos para el parámetro β para los que
puede modelar un canal inalámbrico físicamente consistente. Cabe destacar que la distri-
bución LL se usa a menudo por su capacidad para modelar un comportamiento de tipo
heavy-tail, con un decaimiento más lento que la distribución exponencial. Sin embargo,
esto ocurre solamente para valores de β < 1 [38], lo que se corresponde con el rango de
valores de β para los que la distribución-L no está definida. Por tanto, la PDF en (3.2)
queda definida para γ ≥ 0 y β > 1. Para obtener una expresión de la función de distribu-
ción de probabilidad (CDF) de la distribución-L, basta con integrar sobre (3.2), lo que da
el siguiente resultado:

Fγ(γ) =
(γ/γ)β

sinc (1/β)β + (γ/γ)β
. (3.3)

Por su parte, los momentos de la distribución quedan definidos, para k < β, mediante

E
{
γk
}

= γk
sinc (1/β)k

sinc (k/β)
. (3.4)

A partir de la expresión de los momentos, se puede calcular una métrica muy habitual en
canales con fading, denominada amount of fading (AoF). Empleando la definición del AoF
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en [48], se tiene:

AoF =
E[γ2]

γ2
− 1 =

sinc (1/β)2

sinc (2/β)
− 1, (3.5)

y que es válido únicamente para β > 2.

Un aspecto interesante de esta distribución es que su CDF inversa, conocida también
como función cuantil, puede expresarse de manera cerrada como:

F−1γ (p; γ, β) = γ sinc (1/β)

(
p

1− p

)1/β

, (3.6)

y donde 0 ≤ p ≤ 1 indica un valor de probabilidad. Esto es una de las ventajas de la
distribución-L, ya que facilita la generación de muestras incorreladas de la distribución
mediante el método de inversión de la CDF.

3.1.3. Aplicaciones

Una vez se han caracterizado los estadísticos principales de la distribución-L, es mo-
mento de mostrar algunos ejemplos de interés relativos a su uso para análisis de presta-
ciones de sistemas de comunicaciones. Para ello, se eligen dos métricas muy habituales
en el ámbito de la teoría de la comunicación, como son la OP y la capacidad media.

Probabilidad de outage

Por definición, la OP es la probabilidad de que la SNR instantánea γ caiga por debajo
de una SNR umbral definida por γth. Es una métrica muy empleada para cuantificar la
probabilidad de error, sin ceñirse a un esquema de modulación concreto. La OP puede
obtenerse evaluando directamente la CDF de la SNR en el valor umbral:

OP (γth; γ, β) = Fγ(γth). (3.7)

Para el rango de valores en los que la SNR media es suficientemente grande (en
comparación con el valor de SNR umbral elegido), y que suele referirse como régimen de
alta SNR, es posible aproximar la OP en la forma OP ≈ Gc(γth/γ)Gd [49]. El parámetro
Gc suele denominarse power offset o coding gain, mientras que el término Gd se refiera al
diversity order u orden de diversidad. Este último parámetro tiene una gran relevancia, ya
que indica la pendiente con la que decae la OP en función de la SNR. Tomando el límite
en (3.3), se obtiene:

ĺım
γ→∞

OP (γth; γ, β) = OPasy (γth; γ, β)

=

(
γth

γ sinc (1/β)

)β
. (3.8)

En esta expresión, se aprecia cómo el power offset viene dado por Gc = sinc (1/β)−β ,
mientras que el orden de diversidad de la distribución-L es Gd = β > 1. Queda claro que
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cuando β crece, la OP (y por tanto, la probabilidad de error) decae mucho más rápido.
Esto pone de manifiesto que la severidad del fading en canales tipo L está determinada
por el parámetro β.

Capacidad media

La capacidad media normalizada (o eficiencia espectral) se define como [50, (8)]

C [bps/Hz] =

∫ ∞
0

log2(1 + γ)fγ(γ)dγ, (3.9)

y donde γ indica la SNR instantánea en el receptor, mientras que fγ(γ) es la PDF de
γ. El análisis de la capacidad de sistemas de comunicaciones en canales LL no se ha
considerado hasta la fecha.

Sustituyendo (??) en (3.27), la capacidad media queda expresada en forma integral.
Gracias a la sencilla forma de la PDF de la distribución-L, la capacidad puede evaluar-
se de manera numérica de manera muy eficiente empleando software convencional de
cálculo numérico (por ejemplo, empleando la rutina integral en MATLAB).

Con la intención de comprender mejor el rol del parámetro β en la capacidad media,
empleamos una aproximación asintótica válida en el régimen de alta SNR basada en la
técnica asintótica descrita en [51, eq.(8), (9)], y que proporciona una cota inferior muy
precisa para la capacidad mediante:

C ≈ log2(γ)− t, (3.10)

y donde el parámetro t puede verse como una pérdida de capacidad respecto al caso
en el que no hay fading; es decir, pérdida de capacidad con respecto al canal AWGN.
El parámetro t puede calcularse a partir de la expresión de los momentos en (3.4) tras
algunos cálculos, obteniendo:

t =− log2(e)
d

dn

E {γn}
γn

∣∣∣∣
n=0

(3.11)

=− log2(e) log(sinc (1/β)), (3.12)

y log(·) es el logaritmo natural (o neperiano). Podemos ver cómo la pérdida de capacidad
t crece cuando β decrece; es decir, la capacidad mejora cuando β aumenta. Esto es cohe-
rente con las conclusiones obtenidas en el análisis asintótico de la OP, en las que se veía
cómo un menor valor de β implicaba unas peores prestaciones.

3.1.4. Evaluación Numérica

A continuación, se incluyen evidencias gráficas como complemento a los análisis teó-
ricos que se han descrito en el apartado anterior. Además de la evaluación de las expresio-
nes teóricas, se incluyen simulaciones de MC para validación adicional de su corrección.
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En primer lugar, en la Fig. 3.7 se evalúa la PDF de la distribución-L para diferentes
valores de β, y donde se fija la SNR al valor γ = 1 para mayor simplicidad. Podemos
apreciar cómo valores más pequeños de β se corresponden con una PDF con valores más
concentrados cerca del origen. Por tanto, los valores bajos de SNR se vuelven más pro-
bables cuando β decrece. Por el contrario, cuando β crece puede verse como los valores
de la SNR tienden a estar más concentrados en torno al valor medio, que en este caso es
γ = 1.
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FIGURA 3.1: Función densidad de probabilidad de la SNR instantánea en el recep-
tor en canales con la distribución-L, para distintos valores de β. El parámetro γ = 1

y por tanto α = sinc(1/β).
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En la Fig. 3.8 se representa la métrica AoF en función del parámetro β. Recordar que
el momento k-ésimo de la distribución-L se define solamente para k < β, lo que implica
que el AoF está definido solo para β > 2. En la figura puede verse que valores pequeños
de β se corresponden con valores más altos de AoF, lo que implica una mayor severidad
de fading. Un aspecto interesante es que AoF = 1 para β ≈ 2,7, es decir, para este valor
de β se tiene el mismo AoF que en el canal de Rayleigh. Por tanto, queda patente que la
severidad de fading en canales que siguen la distribución-L está determinada por el pa-
rámetro β, y permite emular un comportamiento de tipo hyper-Rayleigh [52] en el sentido
del AoF.
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FIGURA 3.2: Amount of Fading en canales con distribución-L en función de β. El caso
del canal Rayleigh se incluye como referencia. Las líneas continuas corresponden a
la expresión teórica del AoF en (3.18), mientras que los marcadores corresponden a

simulaciones de MC.
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En la Fig. 3.10 se muestra la evolución de la OP en función de la SNR media, para
diferentes valores del parámetro β. El valor de la SNR umbral se establece en γth = 1 (es
decir, γth = 0 dB). Puede comprobarse cómo la OP mejora sustancialmente para valores
mayores de β, lo que es consistente con lo pronosticado por el análisis asintótico. Con-
cretamente, podemos ver cómo la aproximación de alta SNR para la OP converge a la
curva exacta para valores altos de SNR media. Además, se comprueba que la pendiente
de las curvas de OP depende en exclusiva del parámetro β. Es interesante destacar que
parámetro β que controla la pendiente negativa de la OP tiene la restricción física de ser
β > 1; por tanto, y de acuerdo a la definición hecha en [52], puede concluirse que la
distribución-L-distribution NO muestra comportamiento hyper-Rayleigh en el sentido de
la OP.
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FIGURA 3.3: Probabilidad de outage en función de la SNR γ en canales con
distribución-L, para distintos valores del parámetro β. Las łíneas continuas corres-
ponden a las expresiones teóricas en (3.22). Las líneas discontinuas corresponden a
las expresiones asintóticas de la OP en (3.23). El caso del canal Rayleigh se incluye
como referencia, mientras que los marcadores corresponden a simulaciones de MC.
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Por último, en la Fig. 3.12 se evalúa la capacidad media para diferentes valores de β,
incluyéndose como casos de referencia tanto el canal sin fading (es decir, canal AWGN)
con C = log2(1 + γ), así como el canal Rayleigh. Puede apreciarse cómo la capacidad
del canal se reduce cuando β decrece, lo que confirma la intuición sugerida por el aná-
lisis asintótico de capacidad llevado a cabo en la sección anterior. Podemos ver cómo
para valores muy bajos de β, es posible obtener una capacidad inferior incluso a la del
caso Rayleigh. Por tanto, la distribución-L es capaz de tener un comportamiento hyper-
Rayleigh en el sentido de la capacidad [52]. Por el contrario, cuando β aumenta, la pérdida
de capacidad con relación al caso AWGN (y que es una cota superior estricta debido a la
desigualdad de Jensen) se ve reducida de manera notable.
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FIGURA 3.4: Capacidad media vs. γ para canales con distribucioón-L, consideran-
do distintos valores de β. Las łíneas continuas corresponden a las expresiones teó-
ricas en (3.27). Las líneas discontinuas corresponden a las expresiones asintóticas
en (3.28). Los casos de los canales Rayleigh y AWGN se incluyen como referencia,

mientras que los marcadores corresponden a simulaciones de MC.

3.1.5. Ajuste a medidas

En esta subsección, se discuten algunas implicaciones relacionadas con las repara-
metrización propuesta para la distribución LL cuando se emplea para ajuste de canal, y
se identifican algunos problemas relacionados con las bases fundamentales de los cana-
les inalámbricos. Uno de los objetivos de la reparametrización de la distribución LL era
el conseguir una nueva distribución en la que sus parámetros tuviesen en cuenta las li-
mitaciones físicas de dichos canales, y de manera destacada el hecho de que la potencia
recibida es finita. Sin embargo, este ha sido un aspecto que en ocasiones no ha sido tenido
en cuenta en la literatura relacionada, cuando se ha usado la distribución LL para ajuste
basado en los parámetros α y β.
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Por ejemplo, vamos a considerar primero el escenario analizado en [32], en el que se
propone usar la distribución LL para modelar la ganancia con errores de alineamiento en
sistemas de comunicaciones en ondas milimétricas cuando se emplea un patrón de ra-
diación isotrópico. El motivo fundamental de emplear la distribución LL es su capacidad
de modelar comportamiento de tipo heavy-tail que no puede ser reproducido cuando se
usa la distribución exponencial. Observando con detalle el resultado del ajuste que se in-
cluye en [32, Tabla III], podemos comprobar cómo para todas las combinaciones posibles
de números de antenas transmisoras y receptoras (es decir, 4, 16, 64 y 256), el mejor ajuste
siempre se conseguía para valores de β < 1 (específicamente, β ∈ [0,547, 0,877]). Aunque
ese es precisamente el rango de valores del parámetro β que muestra un comportamiento
de tipo heavy-tail, también es el rango de valores para los que el primer momento de la
distribución no está definido, en este caso la ganancia media con desalineamiento. Por
tanto, hay que tener precaución cuando estos valores de parámetros se empleen para
realizar análisis de prestaciones, ya que pueden afectar a la definición de la SNR media.

A continuación, se considera el escenario analizado en [41], [42], y en el que se em-
plea la distribución LL para modelar los desvanecimientos rápidos en comunicaciones
aire-tierra en sistemas UAV operando en frecuencias de 1 y 4 GHz. La distribución LL
proporciona un mejor ajuste que las distribuciones de Rayleigh y Rice en ambos casos,
empleando la parametrización clásica de la distribución LL basada en α y β. En todos los
valores analizados, se obtuvieron valores de α cercanos a uno, lo que es consistente con
el hecho de que las muestras de señal consideradas tienen una mediana cercana a uno,
y el parámetro α corresponde precisamente a la mediana de la distribución LL. Mirando
con detalle los ajustes realizados, es posible comprobar cómo el ajuste para los valores
de amplitud daba los siguientes valores de β, para los escenarios con y sin visión directa:
βLOS ={1.41/1.12} y βNLOS ={1.74/1.38} para las frecuencias de 1/4 GHz, respectivamen-
te. Sin embargo, y como se razona a continuación, estos valores no parecen consistentes
con las condiciones previamente discutidas sobre la valides de la distribución LL para
modelar canales físicos:

En primer lugar, cuando tenemos valores de β ∈ (1, 2), el momento de segundo
orden de la distribución LL no existe. Esto implica que para la envolvente de señal
r se tenga que E{|r|2} → ∞ para los rangos obtenidos de β en el ajuste. Esta in-
consistencia puede verse también del siguiente modo: si la envolvente de amplitud
r ∼ L (αenv, βenv), entonces su envolvente de potencia (o, de manera equivalente,
su SNR) γ ∝ r2 ∼ L (αpow, βpow), con αpow = α2

env y βpow = βenv/2 [38]. Por tanto,
la condición βpow = βenv/2 > 1 debe cumplirse, lo que implica que βenv > 2 es un
requisito para hacer ajustes de envolventes de amplitud.

En segundo lugar, para los escenarios que se están considerando, cabría esperar
que los escenarios tipo LOS estuviesen asociados a una menor severidad del fading
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que los NLOS, así como que para frecuencias superiores se experimentase tam-
bién un fading menos severo debido a la menor importancia relativa de las com-
ponentes difusas en relación a las de visión directa. Los valores de ajuste para β
incluidos en [41] parecen incorrectos, por lo que se ha procedido a rehacer el ajuste
sobre las CDFs empíricas disponibles en dicho artículo empleando la parametri-
zación α − β. Los valores correctos de β en estos casos son βLOS ={6.677/19.9} y
βNLOS ={4.244/9.311} para las frecuencias de 1/4 GHz, respectivamente. Con ellos,
se confirma que un mayor valor de β se corresponde con un escenario más sua-
ve en cuanto a fading. Tal y como se indica en [41], los valores estimados para el
parámetro α son cercanos a 1 en todos los casos.
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FIGURA 3.5: Distribuciones estadísticas del fading rápido en canales aire-tierra en
sistemas UAV a frecuencias de 1 y 4 GHz, en condiciones de visión directa (LOS).
Las CDF empíricas se han extraído de [41], mientras que los valores de ajuste co-
rregidos para la distribución LL se muestran en la figura. Los valores de bondad
de ajuste (goodness-of-fit= son RMSE1GHz = 3,92e− 3 y RMSE4GHz = 1,1e− 2.
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FIGURA 3.6: Distribuciones estadísticas del fading rápido en canales aire-tierra en
sistemas UAV a frecuencias de 1 y 4 GHz, en condiciones sin visión directa (NLOS).
Las CDF empíricas se han extraído de [41], mientras que los valores de ajuste co-
rregidos para la distribución LL se muestran en la figura. Los valores de bondad de
ajuste (goodness-of-fit= son RMSE1GHz = 4,61e− 3 and RMSE4GHz = 3,71e− 2
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3.1.6. Conclusiones

En este apartado, se ha presentado la distribución-L como una reformulación de la
distribución LL, adecuada para aplicaciones de modelado de canal inalámbrico. Sus esta-
dísticos fundamentales se expresan de manera sencilla, lo que hace que puedan emplear-
se para análisis de prestaciones de sistemas de comunicaciones. Un ejemplo se encuentra
en la reciente publicación en [53]. Además, se han puesto de manifiesto algunos proble-
mas prácticos asociados al uso de la distribución LL para ajuste de canales inalámbricos,
evidenciando algunas inconsistencias detectadas en la literatura. Se ha establecido el pa-
pel fundamental del parámetro β en la severidad de los desvanecimientos, y se ha de-
mostrado que la distribución-L puede modelar condiciones de propagación más severas
que el canal Rayleigh, clasificándose dentro de la categoría strong hyper-Rayleigh definida
en [52].

3.2. Canales Lomax

3.2.1. Introducción

Las señales de radio que se emplean para transmitir información experimentan nu-
merosos efectos al atravesar el medio inalámbrico y que incluyen atenuación, retardo,
dispersión o difracción, entre otros. La caracterización conjunta de los efectos sobre la se-
ñal de información suele conocerse como modelado de canal. Aunque un modelo exacto
para estos canales es extremadamente complicado debido a la complejidad del problema
subyacente (formulado mediante las ecuaciones de Maxwell y las leyes electromagnéticas
[54]), existen diversos modelos simplificados que se usan ampliamente en la literatura.
Este es el caso, por ejemplo, de los modelos Gaussianos como los de Rayleigh y Rice [55],
y que se inspiran en el teorema del límite central debido a la recepción de un elevado
número de ondas reflejadas en los scatterers del entorno.

Sin embargo, debido a que la propagación de las ondas de radio es mucho más sofis-
ticada que lo que dichos modelos simplificados pueden capturar, existen otros modelos
alternativos para canales inalámbricos que son más completos, aunque a la vez más com-
plicados matemáticamente [4], [12], [13], [19], [34], [35]. Las referencias anteriormente
expuestas contemplan distribuciones que incorporan efectos de propagación adicionales
como clustering, fluctuación de las componentes de visión directa, o incluso no linealida-
des. En otros casos, la elección de una distribución determinada obedece a calidad en el
ajuste a datos experimentales, o incluso a razones de simplicidad matemática. Podemos
encontrar varios ejemplos de distribuciones ampliamente usadas en el ámbito de la es-
tadística y propuestas para su uso en modelado de canales inalámbricos, como son los
casos de Weibull [20], [36], inverse-gamma [21] o Log-Logística [22].

Mirando con más profundidad en la literatura relacionada, encontramos que la dis-
tribución de Lomax2 ha sido considerada por algunos autores en el ámbito del modelado

2relacionada con la distribución de Pareto de Tipo II.
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de canal inalámbrico [30], [31]. A primera vista, el uso de esta distribución puede parecer
poco convencional desde un punto de vista físico. Sin embargo, los autores en [31] co-
nectan la distribución de Lomax con una señal compleja subyacente que se distribuye de
acuerdo a una distribución conjunta de tipo student-T , y en la que sus partes real e ima-
ginaria están incorreladas y se distribuyen de acuerdo a una distribución de Lomax. En
otro contexto, la distribución de Lomax aparece a la hora de caracterizar la distribución
de la potencia recibida en canales Rayleigh, en los que existe cierta incertidumbre para-
métrica [56]. Esta puede deberse a una estimación imperfecta debido al efecto de tener
un número finito y reducido de muestras, algo habitual en entornos tipo comunicaciones
ultra-fiables y de baja latencia (URLLC). En la literatura de comunicaciones, la distribu-
ción de Lomax se ha empleado en diversos escenarios, y que incluyen distribución de
contenidos en comunicaciones D2D [57], [58], análisis de prestaciones en presencia de in-
terferencia [59], medidas de espectro cooperativas en redes inalámbricas cognitivas [60],
y otros muchos [61]-[63].

Motivados por todas estas consideraciones, nuestro objetivo es formalizar de manera
analítica el uso de la distribución de Lomax como una alternativa para el modelado del fa-
ding en sistemas de comunicaciones inalámbricas. Como se verá más tarde, esto requiere
una redefinición de sus parámetros de manera que puedan incorporarse adecuadamente
restricciones físicas como la existencia de su momento de primer orden (es decir, la poten-
cia media recibida). En adelante, emplearemos la notación distribución-Lx para referirnos
a dicha reparametrización de la distribución de Lomax. Se van a presentar expresiones
cerradas para la PDF, CDF y los momentos, así como de otros estadísticos importantes
en el dominio de Laplace, tales como la Función Generadora de Momentos (MGF) y la
MGF generalizada (GMGF). A modo de ejemplo, se calculan métricas de prestaciones
para sistemas de comunicaciones que operan en canales sujetos a la distribución-Lx, co-
mo son la capacidad media y la probabilidad de outage. Además, se incluyen métricas
adicionales como de probabilidad de error, recepción con diversidad basada en selection
combining (SC), y modelado de canales tipo composite.

3.2.2. Estadísticos

La definición clásica de la distribución de Lomax se hace de acuerdo a la siguiente
PDF:

fγ(γ) =
α

λ

[
1 +

γ

λ

]−(α+1)
, (3.13)

y donde α > 0 y λ > 0 son sus parámetros de forma y escala, respectivamente. De
igual manera que se hizo con la distribución LL, queremos emplear una formulación de
la distribución de Lomax para modelar la SNR instantánea γ, y establecer que la SNR
media sea explícitamente un parámetro de la misma. Así, calculando el momento de
primer orden empleando (3.13), tenemos que γ = E {γ} = λ

α−1 . Esto nos permite expresar
el parámetro de escala como λ = (α− 1) γ. Con esta redefinición paramétrica, la PDF de
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la distribución-Lx viene dada por:

fγ(γ) =
α

γ (α− 1)

[
1 +

γ

γ (α− 1)

]−(α+1)

, (3.14)

donde γ > 0 y α > 1. Esta expresión se obtiene mediante simple sustitución de λ en
(3.13).

Si comparamos (3.14) con (3.13), comprobamos cómo la expresión para la
distribución-Lx solamente es válida para α > 1. Esto se debe a que para α ≤ 1, el
momento de primer orden de la distribución de Lomax no está definido. Por tanto, la
distribución-Lx únicamente tiene sentido físico cuando α > 1, es decir, cuando la poten-
cia media recibida (o en su caso, la SNR media) toma un valor finito. Teniendo esto en
cuenta, la CDF de la distribución-Lx puede expresarse como:

Fγ (γ;α, γ) = Fγ(γ) = 1−
[
1 +

γ

γ (α− 1)

]−α
, (3.15)

lo que se obtiene por integración directa de (3.14).

Un aspecto interesante es que, gracias a esta redefinición de la distribución de Lo-
max, se puede demostrar fácilmente la convergencia en distribución a la distribución
exponencial. Tomando sobre la CDF el límite cuando α tiende a infinito, se tiene:

ĺım
α→∞

1−
[
1 +

γ

γ (α− 1)

]−α
= 1− e−

γ
γ . (3.16)

De igual modo, es posible encontrar una expresión cerrada para los momentos de
orden k de la distribución-Lx:

E
{
γk
}

= γk
(α− 1)k Γ (α− k) Γ (1 + k)

Γ (α)
, (3.17)

donde nuevamente γ > 0 y α > k, y Γ(·) es la función Gamma [64, eq. (8.31)].

Con la expresión de los momentos, y haciendo uso de las propiedades de la función
Gamma Γ(z + 1)zΓ(z), se puede obtener un expresión simplificada para el AoF [48]:

AoF =
E[γ2]

γ2
− 1 =

2 (α− 1)2 Γ (α− 2)

Γ (α)
− 1 =

α

α− 2
, (3.18)

válida para α > 2.

Un aspecto diferenciador de la distribución-Lx es que su CDF inversa (o función
cuantil) puede expresarse de manera cerrada. Esto permite la generación de secuencias
incorreladas de variables aleatorias mediante el método de la transformación inversa.
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Despejando γ en (3.15), se obtiene:

F−1γ (p; γ, α) = γ (α− 1)
[
(1− p)− 1

α − 1
]
, (3.19)

y donde 0 ≤ p ≤ 1 indica un valor de probabilidad.

Estos resultados permiten una caracterización completa de la distribución-Lx en tér-
minos de sus estadísticos de primer orden. Sin embargo, y a diferencia del caso de la
distribución LL, es posible caracterizar esta distribución en el dominio de Laplace, calcu-
lando métricas adicionales como la MGF y su forma generalizada GMGF. Para el caso de
esta última, es posible encontrar una expresión cerrada de la misma como:

Mn
γ (s) , E{γnesγ} = α (α− 1)n γnU (n+ 1, n+ 1− α, s(1− α)γ) , (3.20)

usando la integral que aparece en [64, pág. 9.211.4], y donde U (·, ·, ·) es la función con-
fluente hipergeométrica de Tricomi [64, Eq. (9.211)].

La GMGF aparece de manera natural en muchos escenarios de interés en comunica-
ciones, a la hora de calcular métricas de probabilidad o de capacidad. Algunos ejemplos
son: cálculo de la probabilidad de outage en escenarios limitados por interferencia [65],
[66], seguridad en capa física [67], detección de energía [68], análisis de capacidad [69] o
modelado de canales tipo composite [21]. Además, esta función incluye como caso parti-
cular la MGF convencional para n = 0, dando lugar a la siguiente expresión:

Mγ (s) = αU (1, 1− α, s(1− α)γ) . (3.21)

Esto aporta beneficios adicionales desde una perspectiva de análisis de rendimiento,
ya que varias métricas de rendimiento en comunicaciones inalámbricas se expresan en
términos de la función generadora de momentos MGF y sus generalizaciones [48].

Ahora comparamos la distribución Lx con otras distribuciones utilizadas en la litera-
tura para modelar canales inalámbricos. Para una comparación justa, solo consideramos
los casos de distribuciones con un parámetro de forma [9], [20], [22], [70], [71]. En la Tabla
3.1, se presentan cuáles de las funciones estadísticas relevantes están disponibles en for-
ma cerrada, tomando la convención habitual en la literatura que considera como closed-
form como aquella que incluye un número finito de funciones bien conocidas [72]. Esto
incluye clásicamente funciones especiales como las funciones de Bessel o las funciones
hipergeométricas, pero no funciones más complicadas como las funciones de Meijer-G o
Fox-H. Observamos que uno de los beneficios clave de la distribución de tipo Lx es que
todas las cinco métricas estadísticas admiten una expresión en forma cerrada. Esto sola-
mente ocurre con la distribución Nakagami-m, si incluimos la implementación numérica
de su ICDF disponible en MATLAB o Mathematica dentro de la definición en forma cerra-
da (por eso la entrada correspondiente en la 3.1 está marcada con un asterisco). Incluso en
distribuciones por lo demás tratables como las distribuciones Rician y Folded-Normal, la
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Fading model Closed-form statistics
PDF CDF MGF GMGF ICDF

Nakagami-m X X X X *
Rician X X X X 7

Weibull X X 7 7 X
Hoyt X X X X 7

Inverse Gaussian X X X X 7

Folded-normal X X X X 7

Log-logistic X X 7 7 X
Lomax X X X X X

TABLA 3.1: Comparación entre modelos de fading .

inversión de la función de distribución acumulativa debe implementarse numéricamente
[73].

3.2.3. Aplicaciones

Con las definiciones y expresiones anteriores en la Sección 3, es posible realizar un
análisis de rendimiento de sistemas de comunicación inalámbrica que operan bajo cana-
les de atenuación tipo Lx. A continuación, analizaremos varios escenarios que incluyen
métricas de rendimiento relevantes en comunicaciones inalámbricas. Estas incluyen la
probabilidad de corte (OP), la capacidad del canal, el análisis de la tasa de error y el mo-
delo de atenuación compuesta, denominado comúnmente como composite fading. Tam-
bién se evalúa el efecto de la diversidad bajo atenuación tipo Lx, considerando el caso de
la estrategia de Combinación por Selección (SC).

Probabilidad de Corte

Tal y como se indicó en la sección 3.1.3, la OP se define como la probabilidad de que
la SNR esté por debajo de cierto umbral, es decir,

OP (γth; γ, α) , Pr {γ < γth} = Fγ(γth). (3.22)

Por lo tanto, puede evaluarse directamente a partir de la CDF en (3.15). De igual ma-
nera, para valores suficientemente grandes del SNR promedio, y siempre que la OP
admite una aproximación ajustada de tipo ley de potencias; es posible expresar OP ≈
Gc(γth/γ)Gd[49] bajo ciertas condiciones. Recordar que Gc se conoce como power offset,
mientras que a Gd se refiere como diversity order. Tomando un límite en (3.15), se puede
derivar dicha aproximación para el caso del fading en Lx:

ĺım
γ→∞

OP (γth; γ, α) = OPasy (γth; γ, α) =
αγ

γ (α− 1)
. (3.23)

Se puede identificar Gc = α
α−1 como el power offset, y Gd = 1 como el orden de

diversidad de la distribución Lx. A partir de (3.23), se puede ver fácilmente que a medida
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que α aumenta (es decir, a medida que disminuye la severidad del desvanecimiento), la
OP se reduce.

El análisis de la OP puede extenderse directamente al caso de la recepción de di-
versidad. Para este propósito, consideramos la estrategia de bajo coste SC, en la cual un
receptor de múltiples ramas equipado con L antenas de recepción elige aquella con la
mayor relación SNR para la recepción. Matemáticamente, esto se puede expresar como:

γSC = máx
k

(γk) , k = 1 . . . L. (3.24)

Por lo tanto, la OP para la estrategia SC se expresa como [48]

OPSC (γth; γ, α) = FγSC(γth) = (Fγ(γth))L , (3.25)

donde se asume, por simplicidad, el caso con ramas de recepción independientes e idén-
ticamente distribuidas (i.i.d.). La función asintótica de la CDF para el caso SC también se
puede derivar como:

ĺım
γ→∞

OPSC (γth; γ, α) =

(
αγ

γ (α− 1)

)L
. (3.26)

Se observa cómo incluso al utilizar una estrategia de recepción simple como SC, se puede
lograr una diversidad completa, ya que la orden de diversidad aumenta con L.

Capacidad de Canal

Por definición, la capacidad de canal promedio normalizada [50] se expresa como:

C [bps/Hz] =

∫ ∞
0

log2(1 + γ)fγ(γ)dγ. (3.27)

Ahora, reemplazando (3.14) en (3.27), se puede evaluar la capacidad promedio. Una ex-
presión analítica en términos de funciones hipergeométricas del tipo 3F2(·) se puede
obtener siguiendo pasos similares a los de [74]. También es posible evaluarla de mane-
ra eficiente en forma numérica mediante herramientas de software convencionales (por
ejemplo, la función integral de MATLAB). Ahora, de manera similar al caso de la OP,
también es posible obtener una aproximación simple válida para valores suficientemente
grandes de la SNR. Específicamente, utilizando la formulación en [51, ecuaciones (8), (9)],
se obtiene una cota inferior ajustada para la capacidad promedio como:

C ≈ log2(γ)− t, (3.28)

con

t =− log2(e)
d

dn

E {γn}
γn

∣∣∣∣
n=0

(3.29)

=− log2(e) (log (α− 1)− γe −Ψ (α)) , (3.30)
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y donde γe = 0,57721 . . . es la constante de Euler-Mascheroni, y Ψ(·) es la función Digam-
ma [75, eq. 6.1.3]. El parámetro t se puede calcular a partir de (3.17) utilizando la regla
de la cadena para derivadas, y tiene dimensiones de capacidad. Por lo tanto, t representa
cierta pérdida de rendimiento con respecto al caso sin fading (ver Notación en la publica-
ción A.3 para más detalles), para el cual t = 0. Al igual que con la OP, un valor mayor de
α se traduce en una mayor capacidad.

El caso de la estrategia SC también puede considerarse aquí, observando que la fun-
ción PDF bajo SC se puede expresar como:

fγSC(γ) = Lfγ(γ)Fγ(γ)L−1. (3.31)

la capacidad a través de (3.27) puede ser evaluada.

Probabilidad de Error de Símbolo

Una de las aplicaciones más populares de la MGF es la evaluación de las probabili-
dades de error en presencia de desvanecimientos. El enfoque de la MGF propuesto por
Simon y Alouini para el análisis de la probabilidad de error de símbolo (SEP) [48] es uno
de los pilares de la teoría de la comunicación moderna. Con este enfoque, la SEP de prác-
ticamente todos los esquemas de modulación modernos se puede expresar en términos
de la MGF de la distribución de fading subyacente.

Como ejemplo de aplicación simple, para el caso específico de la modulación binaria
por desplazamiento diferencial de fase (BDPSK), la SEP bajo devanecimientos de tipo Lx

se puede expresar de forma cerrada utilizando (3.21) como:

SEP (γ) =
1

2
Mγ (−1) = αU (1, 1− α, (α− 1)γ) . (3.32)

Modelado de fading compuesto

Hasta ahora, solo hemos considerado el caso de utilizar la distribución Lx para mode-
lar el fast-fading. En muchos casos, la potencia promedio recibida experimenta otro tipo
de fluctuaciones causadas por efectos macroscópicos debidos a obstáculos. A menudo,
estos se conocen como atenuación por ensombrecimiento, o simplemente shadowing, y
ocurren en escalas de tiempo diferentes en comparación con el desvanecimiento rápido.
En esta situación, la potencia recibida instantánea se puede reformular como:

W = PTSTSG, (3.33)

donde S es un proceso aleatorio independiente deG = |h|2 encargado de modelar el efec-
to del shadowing. Por conveniencia, se define S como una variable aleatoria normalizada,
y su efecto promedio agregado se captura mediante ST. Por lo tanto, los efectos conjun-
tos de S y G sobre la variable aleatoria W suelen denominarse desvanecimiento compuesto,
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donde la operación de composición se identifica con un producto de variables aleatorias
independientes.

Clásicamente, se asume que S sigue una distribución log-normal. Sin embargo, de-
bido a la mala tratabilidad analítica de dicha distribución, se han propuesto las distri-
buciones gamma [76] e inversa-gamma [21] como buenas candidatas para reemplazar
la distribución log-normal para modelar la atenuación por shadowing. En el caso de esta
última, se demostró recientemente en esta última referencia que la PDF de W se puede
expresar en términos de la GMGF de la distribución de fading subyacente (es decir, de
G), como:

fW (u) =
W

m
(m− 1)m

um+1Γ(m)
Mm
G

(
(1−m)W

u

)
, (3.34)

donde m ∈ R+, ,m > 1 es el parámetro de forma de la distribución inversa-gamma, y
W = PTST. Por lo tanto, la caracterización compacta de la distribución Lx en el dominio
de Laplace proporciona una expresión en forma cerrada para (3.34) a través de (3.20).

3.2.4. Evaluación Numérica

En esta sección, evaluamos algunas de las métricas de rendimiento previamente de-
rivadas. Cuando sea necesario, se han incluido simulaciones de Monte Carlo (MC) como
una verificación para validar las expresiones teóricas. En diferentes instancias, se ha in-
cluido el caso de desvanecimiento Rayleigh con fines de referencia.

Estadísticos de la distribución Lomax

Primero, evaluamos en la Figura 3.7 la PDF de la distribución Lx para varios valores
de α. El parámetro γ se establece en uno, por simplicidad. Se observa que para valores
grandes de α (es decir, desvanecimientos más suaves), la PDF de Lx tiende a comportarse
de manera similar a la distribución exponencial (es decir, la distribución de la SNR bajo
desvanecimiento tipo Rayleigh). Por el contrario, a medida que α se reduce (es decir,
mayor severidad de atenuación), la probabilidad de valores más bajos de SNR aumenta.

En la Figura 3.8, se representa el AoF en función del parámetro α. Recordemos que la
AoF está definida solo para α > 2. Confirmamos el papel del parámetro α para capturar
la severidad del desvanecimiento, ya que la AoF es inversamente proporcional a α. Se
observa que, para valores finitos de α, el AoF para el fading Lx siempre es mayor que el
del caso de Rayleigh. Por lo tanto, esto implica que la distribución Lx es de tipo hyper-
Rayleigh en cuanto la AoF [52].

En la Figura 3.9, se confirma la validez de la expresión de la GMGF en 3.20. Se observa
que dicha GMGF no está limitada solo a valores enteros de los parámetros α y/o n, como
es en ocasiones el caso en otras distribuciones [65]. Vemos cómo, para un α dado y un s
negativo más grande, la evaluación de la GMGF produce un valor más pequeño a medida
que n crece. Esto se traduce en un valor más pequeño de una medida de probabilidad, por
ejemplo, una probabilidad de error más pequeña. Se obtiene una conclusión similar para
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FIGURA 3.7: Lx PDF para diferentes valores de α. El caso de fading Rayleigh es
usado para fines de comparación (línea verde sólida). Marcas representan las si-
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FIGURA 3.8: Lx AoF para diferentes valores de α. El caso de fading Rayleigh es
usado para fines de comparación (línea roja discuntinua). Marcas representan las

simulaciones MC.

un n fijo a medida que α crece (es decir, a medida que la severidad del desvanecimiento
disminuye).
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FIGURA 3.9: Lx GMGF para diferentes valores de α y n, como una función de s.
Marcas representan las simulaciones MC.
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FIGURA 3.10: OP vs. γ bajo fading Lx para diferentes valores de α. El caso fading
Rayleigh es incluido con fines de comparación. Líneas cortadas corresponden a

expresiones asindóticas en ec. (13).

Probabilidad de Corte

En la Figura 3.10, se estudia la OP bajo fading Lx, considerando nuevamente dife-
rentes valores del parámetro α. Primero, consideramos el caso de recepción de una sola
rama, y establecemos el umbral γth = 1 (es decir, 0 dB). Observamos que para valores
mayores de α, la OP mejora (como confirma la teoría). El caso de Rayleigh sirve como
límite inferior de rendimiento para valores suficientemente grandes de α; por lo tanto,
la distribución Lx también es hyper-Rayleigh en el sentido de la OP [52]. También obser-
vamos que la OP asintótica coincide estrechamente con la exacta en el régimen de alta
SNR.

En la Figura 3.11, evaluamos el caso de utilizar un mayor número de ramas de re-
cepción y una estrategia SC. Las líneas sólidas y discontinuas representan los casos de
desvanecimientos más suave (α = 10) y más severos (α = 1.2), respectivamente. Las lí-
neas punteadas indican los valores asintóticos de la OP. Como predice la teoría, el esque-
ma SC logra una diversidad completa, de modo que el decaimiento asintótico es ahora
proporcional a L, el número de ramas de recepción.
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FIGURA 3.11: OP vs. γ bajo fading Lx usando SC recepción, para diferentes valores
de α and L. Líneas cortadas corresponden a expresiones asintóticas en ec. (16).
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FIGURA 3.12: Capacidad promedio vs. γ bajo fading Lx para diferentes valores de
α. El caso de fading Rayleigh y no fading (AWGN) son incluidos como referencia.

Líneas entrecortadas corresponde a la expresión asindótica in ec. (18).

Capacidad de Canal

Ahora evaluamos la capacidad promedio en la Figura 3.12 para diferentes valores de
α, considerando el caso de recepción de una sola rama. Los casos de Rayleigh y AWGN
(es decir, sin atenuación) se incluyen con fines de referencia. A medida que α aumenta,
la capacidad también crece y tiende a la del caso de Rayleigh, pero siempre permanece
muy por debajo de la referencia AWGN. De manera similar, a medida que α disminuye, la
capacidad se reduce, mostrando una gran brecha de rendimiento en comparación con el
caso de Rayleigh. En todos los casos, observamos que la capacidad bajo desvanecimientos
distribuidos como Lx siempre es inferior a la del caso de Rayleigh para valores finitos de
α. Por lo tanto, la distribución Lx exhibe un comportamiento hyper-Rayleigh en el sentido
de la capacidad [52].

En la Figura 3.13, analizamos el aumento de la capacidad debido al uso de la estrate-
gia SC, para diferentes valores de L y α. Para mayor claridad, representamos la métrica
∆C , CSC(γ, L) − CSC(γ, 1), es decir, la ganancia de capacidad debido al esquema de
diversidad, en comparación con el caso sin diversidad. En primer lugar, observamos un
comportamiento intuitivo en el que la ganancia de capacidad aumenta con L, indepen-
dientemente del régimen de SNR. También observamos que la ganancia de capacidad
se vuelve más notable en el régimen de alta SNR cuando los desvanecimientos son más
severos (es decir, para valores más bajos de α). Esto confirma la importancia de los es-
quemas de diversidad como contramedidas al fading, especialmente en el caso de desva-
necimientos profundos.
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dio por rama, para diferentes valores de α y L.
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FIGURA 3.14: SEP vs. γ bajo fading Lx para diferentes valores de α.

Probabilidad de Error de Símbolo

Es hora de analizar el rendimiento en términos de errores bajo desvanecimientos dis-
tribuidos Lx. Como se describe en la Sección 3.2.3, utilizamos el caso de DPSK binario con
fines ejemplares. En la Figura 3.14, representamos la Probabilidad de Error de Símbolo
(en este caso, también coincidente con la probabilidad de error de bit) para diferentes va-
lores de α, mediante la evaluación directa de (3.32). Observamos una tendencia similar a
la de la Figura 3.10, es decir, la probabilidad de error es mayor a medida que α se reduce,
y decae con una pendiente unitaria independientemente de α.
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FIGURA 3.15: PDF del modelo de atenuación compuesta basado en la distribución
inversa-gamma, para diferentes valores de m y α. Se considera W = 2.

Fading Compuesto

Finalmente, ejemplificamos la flexibilidad de la distribución Lx para extender su
comportamiento y modelar fading compuesto. Consideramos que el coeficiente de po-
tencia de fading por shadowing, S, sigue una distribución inversa-gamma, y el coeficiente
de potencia de fast-fading, G, sigue una distribución Lx. Por lo tanto, la PDF conjunta está
dada por (3.34) y se representa en la Figura 3.15 para varios valores de m (parámetro de
severidad de sombra) y α (parámetro de severidad de fading). Utilizamos una escala lo-
garítmica para la PDF, con el fin de obtener una mejor representación. Observamos que
aumentar la severidad general del fading compuesto, es decir, reducir m o α, hace que
los valores más bajos sean más probables. Sin embargo, notamos que los valores de m y
α no son directamente intercambiables, lo que confirma las diferentes características de
la distribución Lx en comparación con la inversa-gamma.
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Capítulo 4

Conclusiones y líneas futuras

Tras la descripción de las principales contribuciones de esta tesis, en este capítulo
final se resumen las principales conclusiones que derivan del trabajo realizado. Además,
se plantean algunas líneas de trabajo futuras que pueden servir para desarrollar aún más
las planteadas y desarrolladas en el ámbito de esta tesis.

4.1. Conclusiones

En esta tesis se ha contribuido al campo del modelado estadístico de canales con
desvanecimientos, mediante el uso de distribuciones no convencionales como la Log-
Logística y la distribución de Lomax. Las principales conclusiones que se han obtenido
del trabajo realizado son las siguientes

En lo relativo a la primera de las cuestiones que nos planteábamos en los objetivos,
sobre ¿En qué condiciones puede una distribución estadística cualquiera emplearse
para modelar canales con fading? Se ha establecido la necesidad de que las distri-
buciones empleadas para modelado de canal inalámbrico deben redefinirse con la
precaución de que su potencia media esté definida, y sea explícitamente uno de
los parámetros de la distribución. De esta manera, se dota de cierto sentido físico a
las distribuciones empleadas, y se posibilita su uso para análisis de prestaciones de
sistemas de comunicaciones. Se han detectado y corregido algunas inconsistencias
identificadas en la literatura, relacionadas con el uso de la distribución log-logística
con un conjunto de parámetros que no satisfacían estas condiciones.

En cuanto a la pregunta ¿Puede el uso de una distribución sin (a priori) una clara
interpretación física ser recomendable respecto a otras alternativas? Hemos podido
comprobar que dependiendo del caso, existen ventajas en términos de compleji-
dad/simplicidad analítica. Pese a que la distribución pueda no tener a priori una
motivación física, es importante establecer el efecto de modificar sus parámetros
en aspectos cuantificables, como por ejemplo la severidad del fading o el orden de
diversidad.

Por último, en relación a la cuestión ¿Cuáles son las implicaciones asociadas, desde
puntos de vista teórico (análisis de prestaciones) y práctico (empíricas o físicas)?,
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se ha podido responder desde ambas vertientes. La caracterización de una distri-
bución en cuanto a sus estadísticos fundamentales, incluyendo estadísticos en el
dominio de Laplace, permite una mayor versatilidad y facilita su uso para aplica-
ciones más sofisticadas. Es el caso, por ejemplo, de la distribución de Lomax, para la
cual su GMGF puede expresarse de manera cerrada. Además, el hecho de que estas
distribuciones proporcionen un ajuste mejor que otras alternativas en determinadas
condiciones, justifican su uso desde un punto de vista práctico.

4.2. Líneas futuras

Pese a que los objetivos originalmente planteados para esta tesis doctoral se consi-
deran ampliamente superados, existen varias líneas de trabajo que emanan de los resul-
tados obtenidos, y que pueden posibilitar nuevas contribuciones de relevancia. A conti-
nuación se ilustran algunas de ellas:

La redefinición formal de las distribuciones log-logística y de Lomax posibilita su
uso para análisis de prestaciones de sistemas de comunicaciones afectados por este
tipo de fading. Trabajos recientes [53] han tomado como base nuestros resultados
[22] para el análisis de prestaciones en entornos donde se emplean comunicacio-
nes ópticas inalámbricas para comunicaciones submarinas. El desarrollo de nuevas
herramientas analíticas que permita avanzar en el análisis de prestaciones es una
línea con gran potencial.

Durante el trabajo inicial de la tesis, se identificaron otras distribuciones no conven-
cionales candidatas para su uso en el modelado de canal inalámbrico. Un ejemplo
es el de la distribución hiperexponencial, propuesta para modelar la ganancia de
sistemas de comunicaciones en la banda de milimétricas sujetos a errores de apun-
tamiento [32]. La redefinición de esta u otras distribuciones siguiendo el procedi-
miento aquí empleado es una alternativa de trabajo en esta línea.

Las distribuciones aquí propuestas tienen un único parámetro de forma. Es posi-
ble considerar distribuciones generalizadas con parámetros adicionales, de modo
que permitan una mayor flexibilidad, aunque potencialmente a costa de una ma-
yor complejidad matemática. La generalización de las distribuciones de Lomax o
log-logística para considerar efectos como los que se tienen en canales compues-
to (composite) o producto, siguiendo la metodología propuesta en [21], es una línea
futura de trabajo con recorrido.
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Abstract: In some scenarios, the log-logistic (LL) distribution is shown to provide the best fit to field
measurements in the context of wireless channel modeling. However, a fading channel model based
on the LL distribution has not been formulated yet. In this work, we introduce the L-distribution
as a reformulation of the LL distribution for channel modeling purposes. We provide closed-form
expressions for its PDF, CDF, and moments. Performance analysis of wireless communication systems
operating under L-fading channels is exemplified, providing exact and asymptotic expressions for
relevant metrics such as the outage probability and the average capacity. Finally, important practical
aspects related to the use of the L-distribution for channel fitting purposes are discussed in two
contexts: (i) millimeter-wave links with misaligned gain, and (ii) air–ground channels in unmanned
aerial vehicle communications.

Keywords: fading channels; log-logistic distribution; performance analysis; wireless communications

1. Introduction

The research in stochastic fading models has been intense since the prominent works
by Nakagami and Beckmann [1,2]. For decades, fading models arising from the central
limit theorem (CLT), such as Rayleigh and Rice ones, have been widely used to model
propagation conditions in multipath fading channels for non-line-of-sight (NLOS) and line-
of-sight (LOS) conditions, respectively. In those scenarios in which a more sophisticated
modeling was required, the Nakagami-m model is usually preferred because of its simple
mathematical tractability, compared to other alternatives such as Nakagami-q or Beckmann
fading models. With the new century, a number of relevant and more general fading
distributions have been proposed [3–6], which have proven useful to accommodate to a
wider set of propagation environments while being supported by empirical evidences.

Still, because of the complex nature of the propagation mechanisms that affect electro-
magnetic waves, the use of different distributions is required in some scenarios in order
to better respond to field measurements. In many cases, the choice of a certain target
distribution to model fading channels does not respond to a physically-justified choice
of distribution, but instead to convenience. For instance, this is the case of the Weibull
distribution, which was proposed in [7,8] as an alternative to model indoor propagation
channels because of a reasonable analytical simplicity and its improved fit compared to
other alternatives.

In some contexts, the use of the log-logistic (LL) distribution (also known as Fisk dis-
tribution) [9,10] has been proposed to model the amplitude or power fluctuations of the
signals affected by fading. Several examples include in-body to out-of-body channels [11,12],
millimeter-wave cellular networks with misaligned gain [13], scattering caused by foliage [14],
air–ground channels in the context of unmanned aerial vehicle (UAV) communications [15,16],
underwater optical wireless communications affected by turbulence [17], and others [18–21].

Electronics 2022, 11, 2409. https://doi.org/10.3390/electronics11152409 https://www.mdpi.com/journal/electronics
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F. Javier López-Martı́nez
Dept. Signal Theory, Networking and Communications,

Universidad de Granada,
Granada 18071, Spain.

ComSP Lab, TELMA Research Institute,
Universidad de Málaga,
Málaga 29010, Spain.

fjlm@ugr.es

Abstract—We investigate the application of the Lomax dis-
tribution for wireless fading modeling purposes. By a proper
redefinition of its shape parameters, we present closed-form
expressions for its main statistics: probability density function,
cumulative distribution function, moment generating function,
and raw moments. Then, relevant performance indicators such as
the amount of fading, the average capacity and outage probability
are derived, and compared to the relevant case of Rayleigh fading.

Keywords—Fading channels, Lomax distribution, performance
analysis, wireless communications.

I. INTRODUCTION

Radio signals used to transmit information experience a
number of effects when traversing the wireless medium, in-
cluding attenuation, delay, scattering, diffraction, and many
others. The characterization of these aggregate effects over the
desired information signal is referred to as channel modeling.
While an exact model for such channels is very challenging
due to the complexity of the problem, e.g., based on Maxwell
equations and electromagnetic laws [1], some simplified mod-
els are of widespread use in the literature. For instance, this is
the case of the Gaussian models like Rayleigh and Rice [2],
inspired in the central limit theorem due to the reception of a
large number of scattered waves.

However, since radio propagation is far more involved than
what these simplified models are able to capture, the literature
is rich in other alternatives for stochastic wireless channel
modeling [3–8]. In these aforementioned cases the resulting
distributions are based on some propagation effects such as
clustering, line-of-sight fluctuation, or non-linearities. How-
ever, in other circumstances the choice of a given distribution
is only based on goodness of fit to experimental data, or
even its mathematical simplicity. Several examples of such
distributions borrowed from the field of statistics include the
Weibull [9, 10] or Log-Logistic [11] ones.

This work was funded in part by Junta de Andalucı́a through grant
EMERGIA20-00297, in part by MCIN/AEI/10.13039/501100011033 through
grant PID2020-118139RB-I00, in part by Universidad de Málaga and TELMA
Research Institute, and in part by Universidad de las Américas.

Digging a bit deeper into the literature, the Lomax1 dis-
tribution has also been considered by some authors as a
candidate for wireless channel modeling [12]. At first glance,
the use of such a distribution may seem unconventional
from a physical perspective. However, the authors in [12]
connect the Lomax distribution with an underlying complex
signal distributed according to a joint T-distribution, being its
uncorrelated real and imaginary parts Lomax distributed. In
the communications literature, the Lomax distribution has been
used in a number of scenarios, including content delivery in
D2D communications [13, 14], bit error performance under
interference [15], cooperative spectrum sensing in cognitive
radio networks [16], and others [17–20].

Paper contribution: Motivated by the above considerations,
we formalize the use of the Lomax distribution as a can-
didate to model fading in wireless channels. This requires
a redefinition of its parameters, so that physical restrictions
such as the existence of its first moment (i.e., the average
received power) are properly included. In the sequel, we
will use the shorthand notation Lx distribution to refer to
such a redefinition of the Lomax distribution. Closed-form
expressions for its probability density function (PDF), cumula-
tive distribution function (CDF), moment generating function
(MGF), and raw moments are derived. The performance of
wireless communication systems operating under Lx fading
is exemplified, computing relevant performance metrics such
as the outage probability (OP) and average capacity (AC) in
exact and asymptotic form.

Structure: The remainder of this paper is organized as fol-
lows: The main statistics of the Lx distribution are derived in
Section II, and their application to derive performance metrics
in communications is carried out in Section III. Numerical
results are given in Section IV, whereas the main conclusions
are outlined in Section V.

Notation: F(·)(·) and f(·)(·) denote a CDF and PDF, respec-
tively. F�1

(·) (p; ·) denotes an inverse CDF. M� (s) is a moment

1also known as Pareto Type II distribution.

979-8-3503-3823- 2/23/$31.00 ©2023 IEEE
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ABSTRACT We investigate the application of the Lomax distribution for wireless fading modeling purposes.
By a proper redefinition of its scale parameter, we present closed-form expressions for its main statistics:
probability density function, cumulative distribution function, raw moments and Laplace-domain statistics.
Then, relevant performance indicators are derived, including the amount of fading, channel capacity, outage
probability and error rate. Other applications include diversity reception using selection combining, as well
as composite fading modeling. The Lomax distribution is compared to the relevant case of Rayleigh fading,
and to other benchmark distributions of similar complexity used in the literature.

INDEX TERMS Fading channels, Lomax distribution, performance analysis, wireless communications.

I. INTRODUCTION
Radio signals used to transmit information experience a num-
ber of effects when traversing the wireless medium, including
attenuation, delay, scattering, diffraction, and many others.
The characterization of these aggregate effects over the de-
sired information signal is referred to as channel modeling.
While an exact model for such channels is very challenging
due to the complexity of the problem, e.g., based on Maxwell
equations and electromagnetic laws [2], some simplified mod-
els are of widespread use in the literature. For instance, this is
the case of the Gaussian models like Rayleigh and Rice [3],
inspired in the central limit theorem due to the reception of a
large number of scattered waves.

However, since radio propagation is far more involved than
what these simplified models are able to capture, the literature
is rich in other alternatives for stochastic wireless channel
modeling [4], [5], [6], [7], [8], [9]. In these aforementioned
cases the resulting distributions are based on some propa-
gation effects such as clustering, line-of-sight fluctuation, or
other effects. In general terms, the two dominant approaches
for wireless channel modeling can be categorized as ray-
based and cluster-based. In the former, the received signal is

modeled as a coherent sum of incident waves, each of these
with a different amplitude and phase. In the latter, the received
signal is structured into clusters of waves, where each cluster
is composed by groups of scattered waves with similar de-
lays. Ray-based formulations include popular fading models
in the literature suc as Durgin’s Two-Wave with Diffuse Power
(TWDP) [10] and other generalizations [11], [12], [13], [14].
On the other hand, cluster-based models include Yacoub’s κ-µ
and η-µ models [6], ans subsequent extensions [8], [15], [16],
[17], [18], [19].

Besides these two approaches based on an underlying
physical model for propagation, there exist a third way to
statistical channel modeling: since radio propagation mech-
anisms are very complex to be accurately modeled in every
possible situation, sometimes the use of certain distributions
borrowed from statistics may be justified based on goodness
of fit to experimental data, or even its mathematical sim-
plicity. This is the case, among others, of the Weibull [20],
[21], inverse-gamma [22], [23], Log-Logistic [24] distribu-
tions. Interestingly, after their definition and extensive use
by the research community, these somehow unconventional
models may even be connnected to an underlying physical

© 2023 The Authors. This work is licensed under a Creative Commons Attribution-NonCommercial-NoDerivatives 4.0 License. For more information, see
https://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/162 VOLUME 5, 2024
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