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Resumen

En Geofisica y Ciencias de la Tierra el término fluvial suele usarse para referirse
a los procesos asociados a los rios o corrientes. Estos procesos incluyen la erosion (el
desgaste producido en la superficie de un cuerpo) o deposicién (proceso por el cual
se agrega material a una masa de tierra). La erosion y el depdsito inducen cambios
sobre las superficies donde estos ocurren, que se suelen llamar cambios morfologicos.
Por ejemplo, la evolucion del cauce de un rio es el resultado de la erosiéon del mismo
donde la corriente es muy fuerte y del depdsito donde la corriente es mas débil. La
particulas que son movidas o erosionadas del fondo del cauce y luego depositadas dan
lugar al transporte de sedimentos. Por sedimento entenderemos a la materia solida que
hay en el fluido y que cuando éste estd en reposo se cae al fondo por efectos de la
gravedad. El sedimento puede ser transportado por la corriente de un rio como carga
en suspension (fracciones finas de sedimentos que son llevadas o movidas por el flujo sin
tocar el fondo), y como carga de fondo (fracciones gruesas de sedimento que se mueven
cerca del fondo, ya sea rondando, deslizandose o saltando), véase [108].

Dentro de las diversas aplicaciones que tiene el estudio del transporte de sedimen-
tos, una de las mas importantes esta en el campo de la ingenieria civil. Por ejemplo,
planificar como extender la vida 1til de una presa al formarse el embalse, ya que la
sedimentacion reduce la capacidad del embalse para almacenar agua que puede ser uti-
lizada para riego, para su uso como agua potable, y también disminuye la producciéon
eléctrica. Otras de las aplicaciones que puede tener el transporte de sedimentos se pue-
den encontrar en el &mbito de la ingenieria ambiental, como por ejemplo saber donde
habra mayor concentracién de alimentos para un criadero de peces, o conocer la evolu-
cion de un contaminante en un lago y asi poder tomar decisiones para mitigar el dano
que dicho contaminante pueda ocasionar en el afluente. Hoy en dia, un tema que es de
gran importancia son las inundaciones que ocurren frecuentemente, como resultado del
cambio climatico. Estas inundaciones son el resultado de las lluvias més frecuentas y
con mayor intensidad, que pueden resultar en una mayor acumulacion de agua en los
rios, que aunado a la reduccion de la capacidad de los mismos, debida a la sedimenta-
cion del cauce, dan como resultado el desborde de los mismos. Estos desbordes pueden
resultar en perdidas tanto econdémicas como humanas. Por estas razones, el estudio del
transporte de sedimentos juega un papel importante en el desarrollo de la sociedad.

Para entender como funciona el transporte de sedimentos debemos ser capaces de
entender las relaciones que existen entre el movimiento del agua y el movimiento del

XIX
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material sedimentario. El movimiento del agua esta caracterizado por la evolucion tem-
poral tanto de la altura del agua como de su velocidad, mientras que el movimiento del
material sedimentario se puede cuantificar con la evolucién temporal de la profundidad
del fondo sedimentado y la velocidad con la que éste es transportado. Teniendo en cuenta
esto, surge de modo natural un primer enfoque para poder modelar este tipo de feno-
menos, el cual se basa en acoplar las ecuaciones de Saint-Venant, véase [101], junto con
la ecuacion de Exner, véase [42, 43|. Las ecuaciones de Saint-Venant, también llamadas
shallow water, describen las variables hidrodinamicas: la altura del agua y su velocidad.
La ecuacion de Exner permite predecir la evolucion morfodindmica del fondo, es decir la
evolucion temporal de su altura. La ecuacion de Exner depende de la definicion del flujo
de transporte de solido para la carga por fondo. La definiciéon de este término usualmen-
te se hace de modo empirico y se han propuesto muchas formulaciones, principalmente
empiricas, como las que se pueden encontrar en los trabajos (83, 41, 59, 122|, entre
otras. Este tipo de enfoques ha sido utilizado ampliamente para modelar el transporte
de sedimentos por carga de fondo, véase [10, 20, 79, 12, 87, 106, 67], entre otros.

Como se ha mencionado anteriormente, el transporte de sedimentos también se da
por carga en suspension, la cual corresponde a las particulas que han sido desprendidas
del fondo, como resultado de la erosion del mismo, y que permanecen flotando en
la corriente hasta que ésta no tiene la fuerza suficiente para seguirlas transportando.
Entonces, por efectos de la gravedad, estas particulas son depositadas en el fondo en
regiones aguas abajo. Es por ello que el modelo de Exner necesita ser complementado
para tener en cuenta esta carga suspendida. En [93] se propuso un modelo, basado en las
ecuaciones de Saint-Venant, que toma en cuenta los efectos de la carga suspendida. Méas
aun, en este modelo se introduce una tercera ecuaciéon para modelar la conservacion de la
carga en suspension. Una de las desventajas de este modelo es que no se tienen en cuenta
los cambios morfologicos. En los trabajos [15, 64] se mejora el modelo presentado en
[93], agregando una ecuacién que toma en cuenta los cambios que el fondo pueda tener
como resultado de la corriente y asi poder tener en cuenta como estos cambios afectan
al flujo de la mezcla de agua y sedimentos. Modelos de este tipo han sido empleados, por
ejemplo, en [104, 124, 77, 4, 11, 78, 80]. Todos estos tipos de modelos han sido deducidos
bajo la suposicion de presion hidrostatica, pero en un trabajo reciente, véase [13], se
ha propuesto un modelo matematico con presion no hidrostéatica para el transporte de
sedimentos, es decir, un modelo en el cual los efectos de presiéon no son solo debidos al
peso del fluido en reposo, sino también a la presién hidrodindmica adicional relacionada
con la velocidad del fluido.

Otra de las hipotesis en la que estdn basados la mayoria de los modelos que se han
empleado para el transporte de sedimentos es suponer que la densidad de la mezcla
de agua y sedimentos puede considerarse casi constante, es decir, que la concentracion
de sedimentos en suspension es pequena. Esto lleva a despreciar y no tener en cuenta
las variaciones de la densidad en la parte convectiva del modelo, de forma que sélo
aparecen en los términos de presion. A esta suposiciéon se la conoce como hipotesis de
Boussinesq y puede ayudar a que los modelos resultantes mas sencillos. No obstante, esta
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simplificaciéon, puede ocasionar imprecisiones en los resultados obtenidos para muchas
situaciones reales. Por ejemplo en [34], donde se presenta un modelo para transporte
de sedimentos tanto por carga suspendida como por carga de fondo, deducido sin hacer
uso de la hipotesis de Bussinesq. En él se mencionan los defectos que presentan aquellos
modelos matematicos donde la densidad no es considerada en alguna de las variables
conservadas a determinar, dicho de otro modo, es importante tener en cuenta el cambio
espacial de la densidad en la parte convectiva del modelo.

Una alternativa para modelar matematicamente el transporte de sedimentos sin ha-
cer uso de la hipotesis de Boussinesq es considerar modelos matematicos completamente
tridimensionales, tales como los que se ha propuesto en [69, 65, 90]. Otra opcion es el
uso de modelos basados en particulas como los propuestos en [51, 89]. Las desventajas
de estos tipos de modelos es que su costo, desde el punto de vista computacional, es
muy elevado y que son muy dificiles de implementar en situaciones précticas reales. Una
forma més de modelar el transporte de sedimentos es utilizando modelos de dos fases
y modelos tipo bicapas o multicapas, véase por ejemplo [49, 82]. Estos ultimos pueden
presentar algunas dificultades, como por ejemplo, la desapariciéon de unas de las fases
o la pérdida de hiperbolicidad.

Es por estas razones que en este trabajo nos planteamos los siguientes objetivos:

= Deducir un modelo matemético de tipo aguas someras para el transporte de sedi-
mentos sin hacer uso de la hipotesis de Boussinesq, con lo que se tendra en cuenta
la densidad de la mezcla de agua y sedimentos tanto en el término de presion
como en el término convectivo del modelo.

= Desarrollar esquemas numéricos eficientes y robustos para calcular la solucion
numérica del modelo matemético obtenido.

Esta memoria esta organizada de la siguiente manera:

= En el capitulo uno se presentan algunos modelos que han sido ampliamente es-
tudiados para el transporte de sedimentos. Estos modelos parten del sistema de
aguas someras, a los que se acopla la ecuacion de Exner para la evolucion del fondo.
Como se ha mencionado antes, estos modelos solo tienen en cuenta el transpor-
te por carga de fondo. Ademés se presenta un modelo que toma en cuenta el
transporte de sedimentos tanto por carga de fondo como por carga en suspension.
Finalmente se presenta un modelo para flujos turbiditicos. Estos modelos ayudan
a predecir el comportamiento de las acumulaciones sedimentarias en las margenes
continentales, que resultan de de la acumulacién de sedimentos provenientes de
la masa continental.

= En el capitulo dos se lleva a cabo la deduccion de un modelo matemaético para el
transporte de sedimentos, donde no se ha utilizado la hipotesis de Boussinesq. Se
hace el estudio de hiperbolicidad del modelo obtenido y se presenta una forma de
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aproximar las velocidades caracteristicas del sistema, que se usaran posteriormen-
te en la solucién numeérica del modelo. Por otra parte, también se lleva a cabo el
estudio de hiperbolicidad de uno de los modelos presentados en el capitulo uno.
Finalmente, se hace un breve estudio de las soluciones estacionarias para el mo-
delo deducido, por una parte, se estudian cuando no se tienen en cuenta los flujos
de erosion y depdsito y por lo otra se presentan las soluciones del agua en reposo
cuando los flujos de erosion y depoésito son tomados en cuenta.

En el capitulo tres se presentan los resultados fundamentales que usaremos para
la derivaciéon de un esquema numérico de volimenes finitos para el modelo dedu-
cido. En particular e hace un breve repaso de los esquemas camino-conservativos
de primer orden y su extension a segundo orden. A continuacién se presenta el
esquema numeérico que hemos desarrollado para aproximar la solucién numeérica
del modelo deducido en el capitulo dos. El esquema numérico es de dos pasos,
siguiendo ideas similares a lo hecho en [92, 70, 84, 21|. En el primer paso se con-
sidera la aproximacion de la parte hiperbélica del sistema utilizando un esquema
numérico camino-conservativo, véase |94, 125]. En particular, el esquema numé-
rico considerado no desacopla los términos responsables del transporte por carga
y en suspension. Como se mostro en [32], si se los esquemas numéricos que des-
acoplan la componente hidrodindmica y el transporte de fondo, pueden resultar
inestables, en funcion del régimen del fluido. En el segundo paso del algoritmo,
se aproximan los términos de erosién y depoésito utilizando un esquema semi-
implicito. que hasta donde conocemos, es original. El tratamiento semi-implicito
de estos términos se traduce en un mayor robustez del esquema numérico. En par-
ticular, el esquema resultante preserva la positividad de la densidad y del espesor
del fondo sedimentado. Dado que el esquema numérico elegido en el primer paso
se construye de tal manera que garantiza la positividad de la altura del agua y
de la carga suspendida, podemos garantizar que la solucién global preservara la
positividad y que el esquema es robusto.

En el capitulo cuatro se realiza la extension bidimensional del modelo matemati-
co deducido en el capitulo dos, asi como su aproximacion numérica mediante el
método de lineas, utilizando el esquema numérico presentado en el capitulo tres.
Dicha extension, se hace teniendo en cuenta que el sistema en invariante bajo
rotaciones.

En el capitulo cinco se presentan varios experimentos numéricos, tanto unidi-
mensionales como bidimensionales. Estos experimentos numéricos nos permiten
validar el modelo matematico deducido asi como el esquema numérico propuesto
para resolverlo, comparando los resultados con datos experimentales obtenidos en
canales de laboratorio.

Esta tesis ha dado lugar a las siguientes publicaciones:
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s J.C. Gonzalez-Aguirre, M.J. Castro, T. Morales de Luna. A robust model for
rapidly varying flows over movable bottom with suspended and bedload transport:

Modelling and numerical approach. Advances in Water Resources, doi.org/10.1016
/j.advwatres.2020.103575, 2020.

s J.C. Gonzalez-Aguirre, J.A. Gonzélez-Vazquez, J. Alavez-Ramirez, R. Silva, M.E.
Véazquez-Cendén. Numerical simulation of bed load and suspendedload sediment
transport using well-balanced numerical schemes. Enviado a Communications on
Applied Mathematics and Computation, 2020.

Algunos resultados de esta tesis se han presentado en los siguientes congresos:

= Presentacion oral: One dimensional numerical simulation of sediment transport
based in shallow water flows. IX Symposium on the Iberian Atlantic Margin,
Coimbra (Portugal). Septiembre 2018.

= Poster y charla corta: Numerical simulations of dam-break flows with sediment
transport over movable bottom. Numerical Methods for Hyperbolic Problems
(NumHyp2019), Malaga (Espana). Junio 2019.

= Poster: Numerical simulations of sediment transport based in shallow water equa-
tions. 9*" International Congress on Industrial and Applied Mathematics. Valencia
(Espana). Julio 2019.
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Capitulo 1

Introduccion

La mecénica de fluidos computacional es una de las herramientas mas importantes
para el estudio de multiples fenémenos que ocurren en el medio ambiente, como por
ejemplo, el flujo que se origina después de la rotura de una presa, la inundaciéon pro-
ducida por una una riada, el comportamiento del agua después del desborde de rios, la
evolucién de un agente contaminante en algin cuerpo de agua, la erosién en el lecho de
un afluente, asi como el transporte de sedimentos, entre otros. Para reducir los riesgos
asociados a dichos fenémenos, es necesario tener predicciones muy fiables de los mis-
mos y de las posibles consecuencias. Por desgracia es muy complicado y muy costoso
desarrollar simulaciones fisicas de dichos fenémenos en laboratorio.

Una alternativa es la simulacién numérica de estos fluidos. Para poder llevar a
cabo esto, es necesario tener o desarrollar modelos matematicos que tengan en cuenta
los fenémenos fisicos a tratar. Del mismo modo, es importarte desarrollar esquemas
numéricos que den predicciones fiables, que ayuden a la toma de decisiones.

El transporte de sedimentos en rios y los cambios morfolégicos en los mismos estan
estrechamente relacionados. El término carga, como a menudo se define al transporte
de sedimentos, es la cantidad de sedimento que es transportada en la corriente. Mas
especificamente se usa para definir la tasa (volumen o peso por unidad de tiempo y
ancho) a la cual el sedimento es transportado.

En esta tesis nos centramos en el estudio del transporte de sedimentos tanto por
carga en suspension como por carga de fondo. Para esto tltimo, es necesario estudiar o
desarrollar modelos matemaéticos que tengan en cuenta la interaccion entre la evolucion
morfologica del sedimento y el fluido. Para el primero, hay que tener en cuenta el
continuo intercambio entre el fondo sedimentado del cauce y el sedimento en suspension,
como se representa esquematicamente en la Figura 1.1, lo cual es de suma importancia
en la evoluciéon del fondo de un rio o de las areas costeras. En este capitulo se dara una
breve introduccion al estudio del transporte de sedimentos y presentaremos algunos
modelos matematicos que pueden ser utilizados para predecir y entender los fenémenos
que involucran al transporte de sedimentos.
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Figura 1.1: Esquema del transporte de sedimento por carga en suspension y por carga
de fondo

1.1. Transporte de fondo

El transporte de fondo es el modo de transporte de sedimentos donde las particulas
sedimentarias se deslizan, ruedan o viajan en una sucesion de pequenos saltos, denomi-
nado saltacion, pero siempre cerca del fondo. Esto se puede observar en la Figura 1.1.
Este tipo de transporte usualmente se modela usando un sistema acoplado que contiene
una componente hidrodinamica, que describe el comportamiento del fluido y una com-
ponente morfodindmica, que describe la evolucion del fondo. A este tipo de sistema se
le conoce como sistema tipo Exner para el transporte de sedimentos. La componente
hidrodinamica se modela utilizando las ecuaciones de las aguas someras o ecuaciones de
Saint-Venant [101], y la componente morfodindmica se modela a través de la ecuacion
de Exner, (ver [42, 43]), la cual sostiene que la variacién temporal de un cierto volumen
de la capa de sedimento se debe a la variacién neta del transporte del solido a través
de las fronteras del volumen. El sistema toma entonces la forma:

oh  Ohu

En + Or = 0, (1.1)
ohu 0 5 1 B ob
o + B (hu + §gh ) = —gh ((91’ + Sf) , (1.2)
ob 1 8(]1, .
Ty ] (1.3)

donde h representa la altura del agua, u es el promedio de la velocidad horizontal
del fluido, b es la altura del fondo sedimentado, Sy es el término de friccion, g es la
aceleracion de la gravedad, ¢, mide la tasa por unidad de tiempo del transporte por
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carga de fondo y 9 es la porosidad del fondo sedimentado. Este modelo ha sido empleado
en trabajos como [67, 2, 87, 20|. Notemos que la evolucion del fondo se calcula a partir
de las condiciones hidrodindmicas, mediante el término de transporte de fondo ¢,

1.1.1. Flujo del transporte solido

Para cerrar el sistema tipo Exner, es necesario especificar el término del transporte
de fondo, también conocido como transporte de caudal sélido. Las formulaciones para
éste estan basadas en leyes empiricas y sus expresiones han sido propuestas bajo la
hipotesis de sedimentos granulares no cohesivos.

La mas simple de la formulaciones fue propuesta por Grass [59], en la cual ¢, viene
determinado en funcion de la velocidad fluido y de un coeficiente constate Ay, que toma
en cuenta las propiedades del material solido

g = Agulu/™™ 1 <m, <4 (1.4)

El valor constante A, se suele obtener de forma experimental y varia entre 0 y 1, de
forma que si el valor es muy proximo a cero entonces el modelo refleja una interacciéon
débil entre el fondo sedimentario y el fluido, mientras que si este valor es préximo a
uno, la interaccion entre el fondo y el fluido se dice que es fuerte, [20].

En la préctica, el calculo del flujo del transporte se basa en el esfuerzo de tension

del fondo 73, es decir, en las fuerzas del agua que actian sobre el fondo. En general, se
define

Ty = pogth,

donde py es la densidad del agua y Sy es el término de friccion, que puede calcularse
mediante leyes empiricas. Las mas usadas son:

= Darcy-Weisbach:

fulul
S, = 1.5
donde f es el coeficiente de Darcy-Weisbach.
= Manning:
2
pryulul
Sr="1am (1.6)

donde 15 es el coeficiente de Manning.

Las particulas en un lecho granular con circulacién de corriente de agua en algin
momento comenzaran a moverse. Para saber si una particula puede o no estar en movi-
miento se emplea el diagrama de Shields, propuesto por éste en 1936. En el diagrama de
Shields se propone la curva de principio de movimiento (o curva de Shields) en los ejes
6, esfuerzo de tension del fondo y Re*, Numero de Reynolds granular (véase Figura 1.2).
Si el esfuerzo de tension del fondo esta por de bajo de la curva no habra movimiento,
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Figura 1.2: Curva de Shields

mientras que si éste esta por encima de la curva las particulas podran moverse, [102].
Los valores que estan sobre la curva reciben el valores criticos de Shields y se denota
por ..

El esfuerzo de tension del fondo se define de forma adimensional y se denota por 6,
donde 6 recibe el nombre de parametro de Shields. Este parametro se define como el
cociente de las fuerzas de arrastre y el peso sumergido:

To

= ———7—,
(ps — po)gd

(1.7)

donde py es la densidad del sedimento y d es el diametro del sedimento. En este tipo
de modelos de transporte de fondo o transporte de solido, las particulas sedimentarias
comienzan a moverse cuando el parametro de Shields () es mayor que el parametro
critico de Shields (0..), es decir, cuando el parametro de Shields est4 por encima de la
curva de Shields.

La tasa de transporte de fondo puede ser formulada en funciéon del parametro de
Shields como:

q = sgn(u)QP(0), (1.8)

para alguna funcion ® que depende del pardametro de Shields (6). Aqui @) representa el
caudal caracteristico y se define como

Q=d/¢7="Pq (1.9)
Po
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En la literatura podemos encontrar numerosas formulaciones que dependen del para-
metro de Shields para estimar el transporte de fondo, entre las mas comunes estén:

Meyer-Peter & Miiller, [83]:

®(0) = 8(6 — 6,.)%°. (1.10)

Fernandez Luque y Van Beek, [44]:

®(h) = 5.7(0 — 6,)%>. (1.11)
= Nielsen, [91]:

(0) = 12vV0(0 — 0,). (1.12)
= Ribberink, [100]:

D(0) = 11(0 — 0,)1. (1.13)

En cada una de estas formulaciones el valor (6 — 6,.), se calcula como sigue

6—6, si 0>0,
(6= e)s = { 0 s <0, (1.14)

La hiperbolicidad de este tipo de modelos ha sido estudiada en [32|. En particular
se tiene que cuando el pardametro de Shields se calcula empleando la formulacién de
Darcy-Weisbach el sistema resulta ser siempre hiperboélico. Por otro lado, si se calcula
empleando la formulacion de Manning, el sistema resulta ser hiperbélico condicional-
mente. De hecho se demuestra que si v < 6+/gh el modelo es siempre hiperbélico,
(véase [32]). Por lo tanto, los regimenes habituales de aplicaciéon de estos modelos se
encuentran en la regién de hiperbolicidad.

1.2. Transporte en suspensiéon

En la seccién previa hemos presentado brevemente los sistemas tipo Exner que se
utilizan para modelar el transporte de fondo. En esta seccién haremos lo propio para
los sistemas que se usan para modelar el movimiento de las particulas sedimentarias
en un fluido cuando éstas pierden el contacto con el fondo durante un largo periodo de
tiempo. En este caso las particulas sedimentarias se dicen que estan en suspension y el
modelo de transporte se denomina transporte en suspension o carga suspendida. A la
combinacion de la particulas sedimentarias y el fluido se le suele conocer como la mezcla
(mezcla de agua y sedimentos), que se caracteriza por una concentracion volumétrica c
y cuya densidad viene dada por

p = po+clps — po). (1.15)
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La forma més comun para completar el sistema (1.1) - (1.3) es considerar una
ecuacion de transporte para la concentraciéon volumétrica del material sedimentario

Oc Oc
— +u—=0. 1.16
o on (1.16)
Tomando en cuenta esta tltima ecuacion y la conservacion de la masa (1.1) se sigue
que

Oc Oc oh ohu B

de donde se sigue que
Ohc  Ohuc
—_— =0 1.18
ot o (1.18)

que es la ecuacion de conservacion para la carga en suspension.

Maés atn, el sedimento en suspension no es solo transportado si no que también
existe un intercambio entre el sedimento en suspension y el fondo. Este intercambio es
el resultado de los procesos de erosion del fondo y el deposito. Por lo tanto, la ecuacion
(1.18) se reemplaza por

Ohc ~ Ohuc

- = 1.19
o "o ™ (1.19)

donde ¢, mide el flujo de erosion y deposito y suele definirse como

(bb:Fe_Fd;

siendo F, el flujo de erosion y Fy el flujo de deposito. Estos tltimos flujos también se
formulan empiricamente. Asi, un sistema que tiene en cuenta el transporte por fondo y
suspension puede formularse como:

%ﬁi{% _ 1fb¢, (1.20)
%Jragzc Y (1.22)
%Jrﬁ% _ —1qib¢ (1.23)

donde, como antes, h es la altura del agua, u es el promedio en la columna de agua de la
velocidad horizontal, ¢ es la concentraciéon volumétrica promediada en la vertical, b es
la altura del fondo sedimentado, Sy es el término de friccion, g, es el flujo del transporte
de fondo, g es la gravedad, v es la porosidad, F, y Fj representan el flujo de erosion y
de deposito, respectivamente.
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1.2.1. Procesos de Erosiéon y depésito

En esta seccién presentaremos algunas formulaciones para el calculo del flujo de
erosion y el flujo de deposito. En la literatura podemos encontrar diversas formulaciones

que han sido propuestas para calcular dichos flujos, algunas de ellas se pueden encontrar
en [1, 9, 68, 71, 72, 84, 96].

Flujo de erosién

El flujo de erosion es el resultado de la turbulencia que puede tener el fluido y con ello
pueda arrancar particulas del fondo sedimentado para hacerlas entrar en la corriente.
Una de las formulaciones més empleadas y que se usa en trabajos como [80, 78, 15|, fue
introducida en [64], y se formula como sigue:

_ ~1,7-0.2 : >
P { w0 —0,)uh~'d si >0, (1.24)
0 en otro caso,
donde ¢ es un valor constante adimensional que se calcula como
560(1 — )8
= , 1.25

siendo ¢ un valor constante que debera ser calibrado de acuerdo al experimento que se
quiere recrear, Ry = (ps — po)/po es la densidad relativa sumergida y v es la viscosidad
cinematica del fluido. La expresion (1.25) se deduce de las formulas presentadas en [64]
y [15].

De igual manera, otra formulaciéon bastante popular propone que el flujo de erosion
se puede modelar como el producto de la velocidad de caida (velocidad de asentamiento
supuesto que el agua estd en reposo) por la fraccion de volumen del sedimento en el
fondo por el coeficiente de arrastre

F, = wy P E,. (1.26)

El coeficiente de arrastre de sedimentos F se calcula usando la expresion propuesta
por Garcia y Parker [52],

1.3 % 107725
o _13x10 , (1.27)
1 +43x10-72°
donde
Z::arlﬁiﬂﬁga (1.28)
Wo
y
VR, gdd
R, = Y90 (1.29)

v

es el nimero de Reynolds de la particula y ¢p es el coeficiente de dragado. En [96, 9,
72, 71] se pueden encontrar los valores caracteristicos de los parametros (aq,as). La
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constante P representa la fraccion del volumen de sedimento en el fondo. En [53] se
dice que si P representa la fraccion volumétrica de solidos, entonces, 1) = 1 — P denota
la porosidad del volumen de control. Finalmente wq es la velocidad de caida que puede
obtenerse de forma experimental o usando la formulacién propuesta por Zhang y Xie
[126] y que ha sido empleada en [4, 80, 124, 127], entre otros trabajos.

13.950\ 2 13.95
w, = \/( ; ”) + LO9Rgd — = v (1.30)

Flujos de depésito

En [64] se propone la siguiente formulacion para el calculo del flujo de deposito

Fd = wo(l — Cb)me, (131)

siendo C} la concentracion volumétrica local cercana al fondo. Usualmente esta concen-
tracion (), se supone proporcional a la concentracion volumétrica c, es decir Cj, := acc,
donde « es un coeficiente usualmente mayor que 1—1 (véase [15]). Cao propone calcular
a :=min{2, (1 —v)/c}. Siguiendo [76], el exponente m se calcula utilizando el namero
de Reynolds de la particula,

m = 4.45R, !

Otras formulaciones proponen calcular el flujo de deposito como el producto de la
velocidad de caida por la concentracién por fraccion de volumen cercana al fondo

Fy = wy Gy (1.32)

En este caso, la concentracion cercana al fondo (', se calcula usando la féormula propuesta
por Bradford y Katopodes [9], la cual establece

Ch d
— =04 <D

c sg

1.64
) +1.64, (1.33)

donde Dy, es el tamano geométrico medio de las particulas de la carga en suspension
de la mezcla de sedimentos y agua.

1.2.2. Flujos turbiditicos

Un fenémeno particular que esté relacionado con con el trasporte de sedimentos por
carga en suspension son las llamadas corrientes turbiditicas. Este tipo de corrientes se
caracterizan por generar una pluma hiperpicnal o hyperpycnal plume, en inglés, que
evoluciona a medida que la corriente se adentra el fluido ambiente. Cuando un rio
contiene una concentracion elevada de sedimentos en suspension, en la medida que la
densidad del rio es mayor que la del cuerpo de agua que lo recibe, el rio puede hundirse
y crear una corriente turbiditica. La pluma hiperpicnal puede viajar largas distancias
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hasta perder su densidad al mezclarse con el agua que la rodea y depositar su carga de
sedimentos en el fondo. Un representacion esquematica de una corriente turbiditica se
muestra en la Figura 1.3.

Pw H(x) — h(z,t) — b(x,t)

Arrastre de agua

Fdndo erosionable\ rosion y deposito

Figura 1.3: Esquema de una corriente turbiditica

Las corrientes turbiditicas son de gran importancia por su impacto profundo en
las plataformas continentales y en las cuencas de los océanos. Comtunmente se acepta
que son uno de los procesos potenciales a través de los cuales el sedimento puede ser
llevado al fondo del mar. Una preocupacion adicional son los efectos destructivos que las
corrientes turbiditicas puedan tener en las estructuras submarinas como lo son cables,
tuberias y pilones de puentes.

Algunos modelos han sido desarrollados a partir de experimentos a escala de co-
rrientes turbiditicas conducidas por particulas, [1, 9]. En [84] se introdujo un modelo
general que puede ser usado para describir corrientes turbiditicas.

Consideremos n. > 1 especies de sedimentos con densidad constante p; para j =
1,...,n. transportadas a través de una corriente de agua de densidad pg que desemboca
o se sumerge en un fluido ambiente de densidad p,,.

Las ecuaciones que gobiernan este tipo de fenémenos toman la forma
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¢« Oh Ohu
N + o Oy + O,
Ohu 0 9 2
W‘i‘a—x <hu +Q(R0+Rc>?)
0
= =g (Ro+ Ro) h—(b— H) + ug, + g(bb, (1.34)
Ohc; ~ Ohcju R .
at + 81' _¢b7 .]_ a---ansa
ob aqb o
N + gﬁ_x = —&u,

donde h es la altura de la pluma, v es la velocidad horizontal, ¢; representa la con-
centracion volumétrica promediada en la vertical de la j-ésima especie de sedimentos,

Ne
c= E c; es la concentracion volumétrica total promediada en la vertical y
=1

e Po — Pw S
Ryj==——,j=1....n5 Ro= ;v Re= Rgjc;. 1.35
j o0 P ; 3 Cj ( )

H esla altura del fondo no erosionable medido desde una nivel de referencia. Usualmente
se le suele llamar la profundidad de la capa de roca. Se denota por b a la altura de la
capa de sedimentos en el fondo que puede ser modificada por el fluido por medio la

erosion y el deposito y /o el transporte de fondo y £ = 1o
El término fuente ¢, representa la cantidad de agua del medio que es arrastrada y
que se mezcla con la pluma debido a la turbulencia. En general este arrastre de agua

puede calcularse como
¢77 = Ew|u|7 (136)

donde FE,, representa el coeficiente de arrastre del agua y es calculado como funciéon del
numero de Richardson

El término fuente (bi representa el flujo de erosion y deposito de la j-ésima especie. El
flujo de sedimentos, de la j-ésima especie, en el fondo es determinado por las tasas de
erosion FY y deposito F Cg,

0 = F — Fj.

El flujo total de sedimentos en el fondo se calcula como
¢y=) F/—F]=F.—F, (1.37)
j=1

Para este tipo de sistemas, el movimiento del fluido ambiente (el mar o el océano
que recibe la pluma) no se modeliza.
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1.3. Transporte por fondo y suspensién en rios o ca-
nales

Un modelo ampliamente estudiado para modelar el transporte de sedimentos en
rios o canales es el propuesto por Hu y Cao, 2009 [64] y que ha sido empleado en
[15]. El modelo esta basado en las ecuaciones de las aguas someras (también conocidas
como ecuaciones de Saint-Venant) [101]. En este modelo se anade un término fuente
a la ecuacion de la conservacién de masa que tiene en cuenta el intercambio de masa
resultado de la entrada y salida de las particulas sedimentarias en suspension. Al sistema
de Saint-Venant se le acopla la ecuacion de la conservaciéon de masa para la carga en
suspension, junto con la ecuacion de Exner [42, 43].

8(;/)) N 8(2510) _ pb% (1.38)
a%fu) + (% (hqu + %gh2p> = —g(hp) <% + Sf) : (1.39)
8(5:56) N a(gzc) — b (1.40)
%Jrﬁ% _ _1Q—S—b¢’ (1.41)

donde h es la altura de la mezcla de agua y sedimentos, u es la velocidad horizontal, p es
la densidad de la mezcla, b es la altura de la capa de sedimentos que puede ser modificada
por fluido gracias al flujo de erosion y el flujo de depdsito, Sy es el término de friccion,
c es la concentracion volumétrica del sedimento, ¢, es el flujo de erosion y depésito, ¥
es la porosidad del fondo, g, es el flujo de transporte de fondo y p, = pot0 + ps(1 — )
es la densidad del fondo saturado y la densidad de la mezcla p esta determinada en la
ecuacion (1.15).

Con el fin de tener una ecuacién que describa el comportamiento de la altura de la
mezcla, el sistema de ecuaciones (1.38)-(1.41) se reescribe de la siguiente manera:

Desarrollando la ecuacion (1.38) se tiene:

oh  Ohu ap dp 0b
p(8t+ax)—|—h thuzs = . (1.42)

De la definicion de p (1.15), se puede ver que

X oy L= (g )
at_ pS pO 8t y ax_ pS pO 61‘

Sustituyendo estas expresiones en (1.42), se sigue que:

oh  Ohu ob dc dc
P (E + W) = —Pba + (po — ps) (ha + hu%) . (1.43)
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De la ecuacion (1.40), se obtiene la siguiente igualdad

oc dc oh  Ohu

Sustituyendo (1.41), pero despreciando el transporte por carga fondo g, y (1.44) en
la ecuacion (1.43) se obtiene

I 8_m> (p+clpo = ps)) = 1_ ¢(Pb + (1 =) (po — ps))- (1.45)

Teniendo en cuenta la definicion de la densidad de la mezcla y la densidad del fondo
saturado, (1.45) toma la forma

oh o _ o
ot or  1—1

. (1.46)

La ecuacion (1.46) representa el balance de masa para la mezcla de agua y sedimen-
tos. En el término fuente se tiene en cuenta el intercambio entre la mezcla y el fondo
sedimentado. Dicho término fuente no solo es significativo para eventos extraordinarios
(por ejemplo, rotura de presas e inundaciones) sino que también es significativo para
flujos en los cuales haya la presencia de transporte de sedimentos y evolucién morfolo-
gica. Sin la presencia de este término fuente, los efectos que puedan darse debido a la
entrada de particulas en la corriente, gracias al flujo de erosion y la salida de las mismas
gracias al flujo de dep6sito, no serian tomados en cuenta al modelar la conservacion del
volumen y esto podria acarrear problemas como la creaciéon o destrucciéon de masa de
forma espuria.

Realizando un proceso similar al descrito previamente, la ecuacion (1.39) se puede
reescribir de la siguiente forma

hu) 9 [, 5 1 L\ b
5 +%(hu +§gh = gh _8_x_5f
_ (ps = po)gh* dc_ (pv— p)pu

20 Oz p(l—1)

La ecuacion (1.47) representa la ley de balance para el momento por unidad de
volumen de la mezcla de agua y sedimento.

El segundo término en el lado derecho de la ecuacion (1.47) representa el efecto de
la concentracion volumétrica variable del sedimento en el sentido de la corriente y el
tercer término, representa la transferencia de momento debida al intercambio entre la
columna de agua y el fondo movible. La carga en suspension se modelan mediante

(1.47)

J(he) N J(hcu)
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que representa el balance del sedimento suspendido por unidad de volumen. Por tltimo,
la variacion del fondo se modelan mediante la ecuacion de Exner
ob 1 g o

donde ¢, representa el transporte de la carga de fondo.

Observacion 1.3.1 Los modelos matemdticos presentados previamente consideran una
distribucion hidrostdtica de la presion. En el trabajo de Cantero-Chinchilla et al. [13], se
propone un sistema donde la componente hidrodindmica se modela mediante un sistema
no-hidrostdtico, lo cual es mds realista para el modelado del transporte de sedimentos.
La contrapartida es que, el modelo resultante es computacionalmente mds costoso de
resolver. En este trabajo nos limitaremos a modelos cuya componente hidrodindmica se
supone hidrostdtica.
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Capitulo 2

Derivacion de un nuevo modelo para el
transporte y arrastre de sedimentos en
aguas someras

La mayoria de los modelos que se pueden encontrar en la literatura para modelar
el transporte de sedimentos utilizan la hipotesis de Boussinesq para su deduccion, es
decir, en la deduccién de estos modelos se ha supuesto que las variaciones de la den-
sidad de la mezcla de sedimentos y agua son pequenas, con lo cual, en los términos
de inercia y en la ecuacion de continuidad, se considera constante dicha densidad. Sin
embargo, incluso variaciones pequenas pueden ser relevantes cuando se esta hablando
de la flotabilidad de las particulas sedimentarias, es decir, es necesario conservar las
variaciones de la densidad de la mezcla en el término de flotabilidad en la ecuacion de
movimiento vertical. Ademaés, la hipotesis de Boussinesq suponen una restriccion a la
aplicabilidad del modelo.

En este capitulo se deduce un modelo mateméatico para el transporte de sedimentos,
tanto por carga de fondo como por carga en suspension, sin hacer uso de la hipotesis
de Boussinesq, es decir, que en los términos de inercia y en la ecuacion de continuidad
no se supondra que la densidad de la mezcla puede ser aproximada por una constante.
También se hara el estudio de hiperbolicidad para el sistema deducido asi como para el
sistema que hemos presentado en la secciéon 1.3.

Sean x € 2 C R? el dominio espacial y ¢t > 0 el dominio temporal. Consideremos
agua fluyendo sobre un fondo movible b(x,t), tal que el flujo contiene particulas sedi-
mentarias en suspension de didmetro d y concentracion volumétrica c¢(x,t), dando lugar
a una mezcla de agua y sedimentos que tiene una densidad p(x,t). El movimiento del
flujo puede ser descrito mediante la evolucion temporal de su altura h(x,t) y de su
velocidad u(x, z,t) = (u(x, z,t), v(x, 2, t), w(x, z,t)). Denotaremos por py a la densidad
del agua pura, por ps a la densidad del sedimento, por ¢ a la porosidad del fondo y por
Py = pot+ ps(1—1)) ala densidad del fondo saturado. Como se mencioné en el Capitulo
1, la evolucion del fondo es el resultado de los flujos de erosion F(x,t), deposito Fy(x,t)
y del transporte de fondo ¢(x,t).

15
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2.1. Deduccién de un modelo sin usar la hipoétesis de
Boussinesq

La deducciéon de los modelos clasicos para el transporte de sedimentos emplea la
hipotesis de Boussinesq para flujos con transporte por carga en suspension, ver por
ejemplo [64, 76, 93, 16, 77|, entre otros. Para los casos en los cuales esta suposicion
no sea cierta, los modelos no nos proporcionaran soluciones fiables. Por ello, en este
apartado presentamos la deduccién de un modelo matematico para el transporte de
sedimentos sin usar dicha hipotesis, resultando en un modelo mas realista.

El punto de partida para la derivacion de nuestro modelo son las ecuaciones de
Navier-Stokes y la ecuacion de continuidad para la densidad p(x, t):

op | .. _
N + div(pu) = 0. (2.1)
div(pu) = 0, (2.2)
0
% +div(pu®@u) = -Vp+ V- T + pg, (2.3)

donde p(x,t) denota la presion instantanea. El vector g = (0,0, —g)* es la gravedad y
T = u(Vu + (Vu)) (2.4)

es el tensor de esfuerzos (tensor stress), donde p es el producto del coeficiente de vis-
cosidad cinemaética (v) y la densidad (p). Mas detalles acerca de la deducciéon de este
modelo pueden ser consultadas por ejemplo en [23]. Consideraremos las condiciones de
frontera cinematicas. Dichas condiciones han sido detalladas en [84].

on on on

o T Ul=ng Tt ’U\z=na—y — wle=y = 0, (2.5)
ob 0b 0b ~
N + u’z_b% + v’z:ba_y — W|,mp = — s, (2.6)

donde ¢y = (1 + (9,b)* + (0,0)*)/2¢", ¢* es la tasa normal de deposito/erosion y la
variable 7 = h + b representa la superficie libre del fluido.

En lo que sigue y por simplicidad, consideraremos despreciables las variaciones en
la direccién horizontal y deduciendo un modelo integrado en altura unidimensional. Sin
embargo todo lo aqui expuesto puede ser extendido facilmente en otro caso.

2.1.1. Integracién vertical de las ecuaciones

Para llevar a cabo el proceso de integracion en la vertical, consideraremos que los
efectos horizontales son predominantes, es decir, que los efectos en la vertical son des-
preciables. Del mismo modo supondremos que las variaciones verticales de la velocidad
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son pequenas en comparacion que las variaciones horizontales de la velocidad. Teniendo

en cuenta estas consideraciones, procedemos a integrar sobre la vertical las ecuaciones

para obtener un modelo matematico para el flujo del transporte de sedimentos.
Integrando la ecuacion (2.1) desde z = b hasta z = 7, obtenemos

n n
/8p /(9,0 dz = pw|,=p — pwW|,=y. (2.7)

Teniendo en cuenta las condiciones de frontera cinemética (2.5) y (2.6), la ecuacion

(2.7) toma la forma
a n
5% pdz—l——/ pudz-pgbb (2.8)

La ecuacion de conservacion del momento (2.3) escrita en términos de sus compo-
nentes se escribe como

dpu Opu*  Odpuw  Op ou  Or
o T or T er T Tar TMPam T o) (2:9)
opw  Opwu  Opw? Op or _Ow
AR LA 2.1
o "o o 5z M gp T igm) T e (2.10)
donde 7 = gw + @

x
Junto a la hipdtesis de que las variaciones verticales son despreciables, haremos la
suposicion de presion hidrostatica en (2.10)

dp
9, = P9 (2.11)

Del mismo modo, consideremos despreciables los efectos viscosos horizontales, es
decir, 9,,u = 0. Por lo tanto, integrando (2.9) desde b hasta 7 se tiene que

T dpu " Opu? ko)
P 1z + P dz—i—/ P = PU|mpW |y — pU|pm | 1=y
b

b ot y Ox Ox (2.12)

+ (T le=n = Tla=b),

teniendo en cuenta las condiciones de frontera cinematicas, (2.12) toma la forma

2/71 udz—l—i/77 uQalZ%—g/77 dz = pul,—vd
ot ), © oz J, ” oz J, 07T Pl (2.13)
+ (T lz=g = Tlo=p)-

Definiciéon 2.1.1 Para cualquier funcion f(x, z,t) se define su promedio en la direccion
vertical como

/ fdz. (2.14)
La parte fluctuante J? de [ relativa al promedio se define como

f=r-T (2.15)
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A partir de la Definicion (2.1.1) se puede ver que dadas dos funciones fi, fo se tiene

I PN n
hfi f2 +/ Jifadz = / Jifadz. (2.16)
b b
Usando la Definiciéon (2.1.1) y teniendo en cuenta (2.16), la ecuacion (2.8) se trans-
forma en
Ohp 0 o ~

— +—— | hpu dz | = . 2.1

BN +ax(pu+/b pu z> p Oy (2.17)

Integrando la ecuacion de la presion hidrostatica (2.11) y teniendo en cuenta (2.15),
se tiene que

n
p(z, 2, 1) = go(n — 2) + ¢ / pd, (2.18)

z

por lo tanto
B oy a9 [
%p(x,z,t) =9r5. +g(n— Z)ax + 9%, /z pdz. (2.19)

De esta ultima ecuaciéon podemos obtener que

" Op _On  h*Op o [,
/—dz ghp 8_+g?8_+g/ %/Z pdz | dz. (2.20)

Sustituyendo (2.20) en (2.13) se tiene

a [" 0 h? Op
—/ (pu) dz + —/ (pu?) dz+ghp8xn+ghp—n+g op
b oz 2 Ox

ot
n/o o B B -
+ 9/ (8_/ PdZ) dz = M(T‘zzn — T|a=p) + pul=p 5.
b T J,

Usando la definicién 2.1.1 y teniendo en cuenta la ecuacion (2.15), obtenemos la
ecuacion de momentos promediada en la vertical

(2.21)

ohpw ~ Oh(pw®) O [ h*_\ b
o T o o \9n?) =9y,
~ o [

+ p(T |z — T|amp) + pul.— b<25b 82&/ pudz (2.22)

/ g [ (2 [ 30f)

Consideraremos que el tensor de esfuerzos puede ser expresado en términos de la
velocidad promedio @, con lo cual podemos escribir

(T |omn = Tle=p) = 7(@). (2.23)
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Siguiendo el trabajo desarrollado en [84], escribiremos

&y = - (2.24)

Asumiremos que la partes fluctuantes son despreciables. Comunmente, se puede
expresar la velocidad en la superficie u|,—, y en el fondo u|,—, por medio de la velocidad
promedio u. Las consideraciones entropicas llevan a asumir que u|,—, =0y ul,—, = %ﬂ
(véase |96, 8] para mas detalles). Teniendo en cuenta estas consideraciones, y usando la
definicion de la densidad de la mezcla (1.15) en el término fuente de la ecuacion (2.17),
obtenemos

% + agzu = po®s + Pu(ps — po)- (2.25)
Por su parte, usando las consideraciones senaladas previamente, la ecuaciéon de la con-
servacion de los momentos (2.22), toma la forma

ot 9z oz

Ohpu Ohpu® 0 ( h? ) ob
+ 57 ) =

9P| = —ghﬁa—
v (2.26)

A partir de ahora omitiremos el uso del simbolo ~ para referirnos a las variables
promediadas en la vertical y los efectos del tensor de esfuerzos seran medidos a través
del término de friccion Sy.

Para tener en cuenta las deformaciones del fondo en la ecuacion (2.25), siguiendo
lo hecho en [64], la densidad del sedimento p,, que aparece en el término fuente, suele
escribirse en términos de la densidad del fondo saturado p, = potb + ps(1 — ¥), con lo
cual (2.25) se puede escribir como

Ohp  Ohpu  ¢upe ~ Op
L+ —1_¢+p0(¢b—1_¢>. (2.27)

Consideremos el caso simple donde el sedimento esta confinado en un dominio ce-
rrado, es decir, que no existe flujo de sedimento a través de las fronteras, méas atn
supongamos que u = (. Entonces, en el interior del dominio, la conservaciéon de la masa
del sedimento se expresa como

0
— (hp + ppb) = 0. (2.28)
ot

Bajo las consideraciones previas, estamos diciendo que no existe arrastre de fondo
y el movimiento del fondo es resultado de los procesos de erosion y depoésito. Entonces,
la ecuacién para la evolucion morfodinamica toma la forma

h_

ot 1—v

(2.29)
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Sustituyendo (2.27) y (2.29) en la conservacion de la masa del sedimento (2.28), se
tiene que
- Py

b= T2
Desarrollando la forma integral promediada (2.17) de la ecuacion de continuidad
(2.1), despreciando los términos de fluctuacion y teniendo en cuenta que la densidad

es transportada y considerando la ecuacion (2.30), podemos obtener la ecuacion de
conservacion del volumen del agua

= 0. (2.30)

ot or 1—4
En este punto debemos recalcar que no hemos utilizado la hipotesis de Boussinesq

en el proceso de deduccion del modelo. Finalmente el modelo para el transporte de
sedimentos tanto por carga en suspension como por carga de fondo toma la forma

. (2.31)

% N % _ 1?1&’ (2.32)
c‘)ahtp N c‘)gzu _ 19251/)2)7 (2.33)
%jLﬁ%:_l‘fbw, (2.35)

donde h es la altura del fluido, u es el promedio vertical de la velocidad horizontal, p
es la densidad promedio en la vertical, b es la altura del fondo sedimentado, g es la
gravedad, ¢ es el flujo de sedimentos en el fondo, Sy es término de friccion, 9 es la
porosidad del sedimento y g, representa el flujo de sedimento por carga de fondo. Como
se ha mencionado en la secciéon 1.2, el flujo de sedimentos se calcula como ¢, = F, — F.
En esa misma seccién se han presentado algunas formulaciones para el flujo de erosion
F, y el flujo de depdsito Fy. Para este modelo en particular, se emplea la formulaciéon
dada en (1.26) para el flujo de erosion y la formulacion (1.32) para el flujo de deposito.
Por su parte, el término de friccion se calcula mediante la formulacion de Manning
(1.6).

Comparando el modelo deducido en esta secciéon con el modelo presentado en la
seccion 1.3 podemos ver que la ecuacion de la conservacion del volumen (2.32) es similar
a la ecuacion (1.46). La evoluciéon temporal del fondo sedimentado se modela por la
ecuacion de Exner, como se puede ver en las ecuaciones (2.35) y (1.49).

La ecuacion de la conservacion de los momentos (2.34) se diferencia de la conser-
vacion de los momentos (1.47) porque en (2.34) la densidad de la mezcla aparece en
cada uno de los términos, mientras que en (1.47) la densidad de la mezcla solo esta
presente en los dos tltimos términos del término fuente de dicha ecuaciéon. Mas atn,
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el tercer término en el lado derecho de (1.47) es el responsable de los efectos de la
concentracion variable en el fluido, mientras que estos efectos, en la ecuacion (2.34), se
tienen en cuenta tanto en el término convectivo asi como en los términos de presion.
Ambas modelos poseen un término que modela la transferencia de momento debida al
intercambio de particulas entre el fondo saturado y la columna del fluido

Una diferencia muy marcada entre ambos modelos es la forma como se modela la
evolucion de la carga en suspension. Mientras que en la ecuacion (1.48) se emplea la
concentracion volumétrica del sedimento por unidad de volumen en la ecuacion (2.33)
se usa la densidad de la mezcla.

2.1.2. Formulacion general del modelo

El sistema en ecuaciones diferenciales parciales (2.32)—(2.35) puede ser escrito en
forma vectorial de la siguiente manera:
oW N OF (W) oW

ot 5y T BW)—5—=G(W) +85:(W), (2.36)

donde el vector de variables conservadas toma la forma W = (h, hp, hpu, b)".
El flujo fisico, en el que se consideran los efectos convectivos, se escribe como

hu
hpu
F(W) = hpu2 ) (237)
b
1—9
la matriz B(W) que tiene en cuenta los términos de presion, toma la forma
0 0 0 0
0 0 0 0
B(W) = 2.38
W= 50 9 0 | (2.39)
2 2
0 0 0 O

los términos fuentes que tienen en cuenta la erosion y el depoésito y el término de friccion
tienen la forma

Py
1—9 0
G(W) = 1@5@ S; = 0 (2.39)
0
P

L=
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El sistema (2.36) también puede ser escrito en forma cuasi-lineal como

P aw) 2T~ a(w) +5,(w), (2.40)
donde A(W) = OF(W) + B(W).

oW

2.1.3. Hiperbolicidad del sistema
Dado que el flujo del transporte del fondo ¢, no depende de la profundidad del fondo

b, se tiene que I _ 0.

Counsideremos la matriz

U - E 0
p
A(W) = go . e (2.41)
9 9, 2
th 2h u” 2u ghp
o g o 0
donde
0= 5 0w 5 04
oh’ d(hp)’ d(hpu)

Siguiendo la idea introducida en [32], el flujo del transporte de la carga de fondo
puede ser escrito como funcién del pardmetro de Shields, es decir,

q = sgn(u)®(0),

para alguna funcion ®. En el caso particular de la formulacién de Meyer-Peter & Miiller,
que utilizaremos en este trabajo, se tiene que

o(0) = 8Q(0 — 6,)%>.

Cabe senalar que todo lo argumentado en este trabajo puede ser facilmente generalizado
para cualquier otra formulacion del flujo de transporte de solido. Asi, teniendo en cuenta
la forma de ¢, se tiene que

% f= sgn(u)@’(&)% § = sgn(u)®’'(6) i

a = sgn(u)®'(0) (2.42)

De la definiciéon (1.7) del parametro de Shields, utilizando la formulaciéon de Manning
para el calculo de 73, se ve que
00 1 00 a0 00

R = —U

on ~ 6™ d(hpu)”  O(hp) d(hpu)

(2.43)
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Por lo tanto, sustituyendo (2.43) en (2.42), es facil obtener que

a= —épu& B = —ud. (2.44)

Mediante algunos céalculos simples se puede ver que el polinomio caracteristico de
la matriz A puede escribirse como

PN = —(u = NN’ + aX® + a1\ + ap), (2.45)
siendo

a, = —2u

a = —(ghp (M%) +<gh—u2)>

ag = —ghp (ﬁ—i—g).
P

Es claro pues que u es un valor propio de la matriz A.

Para probar la hiperbolicidad del sistema (2.40) necesitamos asegurar que el poli-
nomio ctbico en el lado derecho de (2.45) tiene tres raices reales. Primero, notemos que
dicho polinomio ctibico puede ser escrito como

Pa(A) = f(A) —d(N), (2.46)

donde
FO) = A ((w=X)?=gh), (2.47)
d(N) = ghp ()\ - gu) 0. (2.48)

Entonces, el polinomio cubico tendra tres raices si la recta d() corta a la curva f(\) en
tres puntos. Esto ocurre si la raiz de d(\), que es oy = —u, esté entre las raices ay de

las rectas dy(A), donde, di(\) son rectas tangentes a la curva f(\) y paralelas a d()\),
respectivamente. Un esquema grafico de la demostracion se puede ver en la Figura 2.1.
De manera explicita, las ecuaciones de las rectas d4(\) son

de(A) = f(As) + ghpd(A = As), (2.49)
donde
A = 2u £ \/u? +33gh(1 + pé)' (2.50)
Por lo tanto, las raices de di(\) son
FO)

(2.51)



24 Deduccién de un modelo sin usar la hipétesis de Boussinesq

Figura 2.1: Esquema grafico de la demostracion de la hiperbolicidad

De aqui se obtiene que el sistema (2.40) sera hiperbolico siempre que se verifique la
relacion

a_ < gu < og. (2.52)

Se puede comprobar facilmente que siempre se tiene la relacion

a_ <u—+/gh<u++/gh<a,. (2.53)

Por otra parte, si |u| < 61/gh, entonces se tiene que

u—\/ﬁ<gu<u+\/g_h. (2.54)

De las desigualdades (2.53) y (2.54) se puede concluir la desigualdad (2.52). Entonces,
siempre que se cumpla la relacion |u] < 6+/gh el sistema (2.40) sera hiperbolico. En
otras palabras, la desigualdad |u| < 61/gh, establece una condicién suficiente pero no
necesaria que deben satisfacer los regimenes para que el sistema (2.40) sea hiperbélico.
En cualquier caso, los regimenes habituales que vamos a considerar corresponden a
fluidos que satisfacen dicha relacién.

2.1.4. Aproximacion de las velocidades caracteristicas

Una forma de conocer las expresiones algebraicas de los valores propios de A es
emplear las ecuaciones de Cardano-Vieta, el problema es que las expresiones que se
obtienen no son sencillas lo que aumenta el coste computacional. Nosotros hemos op-
tado aqui por usar las aproximaciones que resultan al dar una iteraciéon del método de
aproximacion como el método Newton-Rhapson tomando como valor inicial los valores
propios del polinomio caracteristico, f(\), de las aguas someras. Dicho procedimiento
se puede ver en la Figura 2.2.
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fN)

Figura 2.2: Esquema grafico del procedimiento para aproximar las velocidades caracte-
risticas

Consideremos

S_.=u—+/gh, Sna=0, yv Sy=u++/gh, (2.55)

las raices de (2.47).

Se calcula la recta tangente I5(\) a la curva f(\) en el punto (S, 0)

lL(A) = f'(S+) (A = Sx). (2.56)

Se resuelve la ecuacion () = d(\), cuya solucion es

7
N f1(S+)S+ — éghpué (2.57)
T J'(Ss) —ghps '

Se calcula la recta tangente ;4 a la curva f(A) en el punto (0,0) y se soluciona
la ecuacion l,;q(A) = d(A), con lo cual se obtiene

Voo T ghpud
™ 6u2 — gh(14 pd)’

(2.58)

Sean A; < Ay < A3 las raices del polinomio (2.46), las cuales seran aproximadas por
AT < Ay, < A%, respectivamente.

Noétese que la aproximacion A7 es una cota superior de A3, mientras que A_ es una
cota inferior de A;.
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2.2. Hiperbolicidad y estructura espectral del modelo
con hipotesis de Boussinesq

En esta seccion se haré el estudio de hiperbolicidad del modelo (1.46)-(1.49). Primero
se escribe el modelo matematico de forma compacta, para ello se introduce la siguiente
notacion.

Sea W = (h, hu, he,b)T el vector de variables conservadas y sea F(W) el vector del
flujo fisico:
hu
2, L 1o
o hu® 4+ —gh
F(W) = 2 . (2.59)
huc

ab
1=

Sea S(W) el término fuente, que engloba la variacion del fondo S,(W), el término de
friccion Sy(W), el término de los procesos de erosion y deposito S, 4(W), y la variacion
de la concentracion volumetrica del sedimento S.(W), es decir,

g(W) = gb(W) + Sf(W) + Se,d(W) + SC(W),

donde
0 0
0b
N — a2 — —qghS
S(W)=| —9h5. |, S;wy=| 9" |,
0 X
0
®p
1—9
PP P
ge,d(W>: P 1_¢ s
®p
e

1=
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y
0
[ — _(ps _pO)ghzﬁ
S.(W) = 2p ox
0
0

Con esta notacion el sistema (1.46) - (1.49) se puede escribir en forma vectorial como:

oW OF(W) <
o+ 5 =S(W). (2.60)

2.2.1. Hiperbolicidad del modelo

Para llevar a cabo el estudio de hiperbolicidad del sistema (2.60) los términos fuentes
§f y §67d no son tomados en cuenta dado que no intervienen en las velocidades de las
propagacion de ondas.

A continuacién reescribimos el término S.(W) como sigue

0

o —gh dhe  h

S.(W) = | 5, =r) {5 5. ) |- (2.61)
0
0

De aqui podemos ver que en S.(W) hay la presencia de derivadas de variables conser-
vadas. También el término fuente Sy(W) contiene la derivada de una de las variables
conservadas. Lo que quiere decir que estos términos son en realidad productos no con-
servativos que se pueden escribir como

=

S — 0

donde
0 0 0 0
c(ps — po) Ps — Po
S pAPs ZPO) g g —gh
BW)=| 9" 2, 0 —9 2p g (2.63)
0 0 0 0
0 0 0 0
El sistema (2.60) puede ser escrito como:
OW —— __ W — _ OW
4 A R — = 2.64
o aw) 2 o Bw) Y o, (2.64)
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tal que
0 1 0 0
A(W) — B(W gh —u* — ghc<ps 7) 2u gh—pS Fo gh
A(W)-B(W) = 20 , (2.65)
—uc c U 0
Q 15} 0 0
donde
o = 9 8= 94
oh d(hu)

El polinomio caracteristico de (2.65) esta dado como
PA) = (u—A) (A ((u—=A)* — gh) + gh(A8 + a)) . (2.66)

Para probar la hiperbolicidad del sistema es necesario mostrar que P(\) tiene cuatro
raices reales. Es claro que una de ellas es A\ = u. Para probar que el polinomio ctibico
que aparece en (2.66) tiene tres raices reales procedemos como en la seccion 2.1.3.

Sean

FO)=X((w=XA)?=gh) vy dX)=gh(A8+a).

Para garantizar que el polinomio de grado tres tiene tres raices reales debemos probar
que la recta d(\) interseca a la curva f(A) en tres puntos diferentes. Esto ocurre si la
raiz de d(\), denotada por ay, esté entre las raices de las rectas d4()), denotadas por
ag. Las rectas d+ () son tangentes a f(\) y paralelas a d()), como se puede ver en la
Figura 2.1.

Siguiendo el procedimiento descrito en [32], primero se analiza la relacion entre oy
B tanto para el modelo de transporte solido de Grass y el de Meyer-Peter & Miiller.

» Grass: q, = Aguju|™!

Notemos que —huetoces Ou —1 au——huLeo
oS que = T mONeS 5y T Y an T T h2 N

_%_a%@ g u

=——> vy (=

Oqy Oy  Ogqp Ou  Ogqy 1
CTOn T ouoh~  ouh

o(hu) ~ Oud(hu)  Ouh

Es facil ver que

a = —uf. (2.67)

s Meyer-Peter & Miiller: En este caso ¢, = ¢,(6). Considerando la formulaciéon de
Manning para el célculo del parametro de Shields, se tiene que

_oa_0n00 700,

CTOn T 90 on 3n00
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dgy  Ogy 00 20 0gy
O(hu) — 00 O(hu)  hu 00"

De estas dos ultimas relaciones se puede ver que

8=

a= —guﬁ. (2.68)

Teniendo en cuenta (2.67) y (2.68) se puede ver que la raiz la recta d(\) toma la
forma o

g = ~3 = ay = Yu, (2.69)

donde v = 1 para el modelo de Grassy v = % para el modelo de Meyer-Peter & Miiller.

Por lo tanto el sistema (2.64) sera hiperbdlico siempre que se cumpla la relacion
a_ < yu < ay, (2.70)

donde a4 son las raices de las rectas di()\), respectivamente. Es facil comprobar que
siempre se tiene la relacion

a_ <u—r/gh<u<u++/gh<ay, (2.71)

lo cual dice que el sistema seréd siempre hiperboélico cuando se emplea la formulacion de
Grass para el transporte de fondo. Por otra parte, si |u| < 61/gh entonces

u—\/g_h<gu<u+\/ﬁ. (2.72)

Siy = g, combinando (2.71) y (2.72) se verifica la desigualdad (2.70). Esto dice

que el modelo sera hiperbdlico si se verifica la relacion |u| < 6/gh. Al igual que antes,
la desigualdad |u| < 64/gh es una condicién suficiente pero no necesaria para que el
modelo sea hiperbolico.

2.2.2. Estructura espectral

En la seccion 3.5 vamos a describir una discretizacion desacoplada del sistema (1.46)-
(1.48). Para ello serd necesario estudiar la estructura espectral de dicho sistema des-
acoplando la ecuacion de Exner de las ecuaciones que rigen la evolucion del fluido. De
esta forma el sistema (1.46) - (1.49) puede escribirse como

oW OF(W)
MWL) _ gy 213
b 1 Ogq Op

T v e = Ty (2.74)
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donde W = (h, hu, he)T y
hu
1
FW) = | pu2 4 §gh2 , (2.75)
huc

S(W) = 8,(W) +8;(W) + 8c.a(W) + (W),

tal que
0 0
ob | =
Ss(W) =1 —gh— |, SW)=| —ghS; |,
ox
0 0
P
1—9
Se7d(W) = _pb —p ¢b u s
p1=1
o
Yy
0
S((W) = | _Lps = po)gh® ¢
2p Ox
0

La matriz Jacobiana del flujo toma la forma

0 1 0
AW) = | gh—u* 2u 0 |. (2.76)
—uc C u

Es facil comprobar que los valores propios de A(W) estan dados por

A =u—+/gh; do=wu; A3=u+/gh, (2.77)

y los correspondientes vectores propios

1 0 1
V] = )\1 s Vo = 0 s V3 = )\3 . (278)
c 1 c
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Reesritura del sistema

Tal como se ha hecho en la seccién 2.2.1, el término fuente de la derivada de la
concentracion volumétrica, 8.(W) en este caso, se puede reescribir como

0
Se(W)y=| —gh, ~_ (Ohc Oh\ | (2.79)
2p (ps = o) dr oz
0

Dada la presencia de la derivada de variables conservadas en (2.79), este término se
puede considerar como un termino de acople, es decir,

ow
S.(W) =B(W)—, 2.80
(W) = 3w % (2.80)
donde

0 0 0

B(W) = ghM 0 _ghu ‘ (2.81)
2p 2p
0 0 0
Por lo tanto el sistema (2.73) toma la forma
oW ow oW~

donde A(W) es la matriz dada por la ecuacion (2.76) y el término fuente S(W) viene
dado por la relacién

S(W) = 84(W) + 8 (W) + Se.a(W). (2.83)
Analizaremos ahora la estructura espectral del sistema (2.82).
0 1 0
AW) = BW) = | gp 02— gn &P =P0) o pPs—Po | (2.84)
2p 2p
—uc c u

Calculos sencillos permiten mostrar que los valores propios de la matriz (2.84) coinciden
con los valores propios de la matriz (2.76). Los vectores propios de (2.84) estan dados
por la expresiones

1 1 1
Vi=| A V=| M Vi=| A
V] = 1 s Vo = N V3 = 3 . (285)
po+p
C C

Po — Ps
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2.3. Soluciones estacionarias

Una de las dificultades de este tipo de sistemas de ecuaciones en derivadas parciales
esta relacionada con el céalculo de las soluciones estacionarias. Los métodos numéri-
cos usuales que se usan para aproximar las soluciones de leyes de conservacion pueden
resultar poco precisos cuando se usan para aproximar las soluciones de leyes de equili-
brio, en particular cuando se usan para aproximar soluciones estacionarias no triviales
o la evolucion de pequenas perturbaciones alrededor de éstas. En el contexto de las
aguas someras o shallow water Bermudez y Vazquez-Cendon (1994) [5] introdujeron la
condicion llamada propiedad C' o C-property: un esquema se dice que satisface dicha
condicién si resuelve exactamente la solucidon estacionaria correspondiente al agua en
reposo o water at rest en inglés. Esta idea de desarrollar esquemas numéricos que preser-
ven las soluciones estacionarias o un subconjunto de ellas, también llamados esquemas
bien equilibrados o well balanced, ha sido estudiada ampliamente, como por ejemplo en
[3, 6, 26, 17, 28, 56, 94, 95| entre otros. En esta seccién describiremos las soluciones
estacionarias de los sistemas hiperbolicos presentados en las secciones previas.

En primer lugar vamos a considerar la situaciéon en la que se desprecian los términos
de erosion y deposito y friccion. En tal caso las soluciones estacionarias para el sistema
(2.40) se caracterizan como

ohu
o 2.

Ohpu
— 2.

0 u? ghop  Jn _

8—x?+2—pax+gax =0, (2.88)
gy B
% =0, (2.89)

donde 7 = h + b es la superficie libre del fluido.

Teniendo en cuenta a (2.86) y (2.87) podemos concluir que o bien u =0 o p es una
funciéon constante.

Si consideramos que la densidad p es constante, entonces la solucién estacionaria
esta caracterizada por las siguientes condiciones

2
u
hu = cte;  p = cte; 5 + gn = cte;  q, = cte. (2.90)
Notemos que esta serfa la soluciéon estacionaria para el sistema (2.60).
Como un caso particular, se pueden obtener las soluciones estacionarias de agua en
reposo (lake at rest):
u=0; p=cte; n=-cte. (2.91)
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Consideremos ahora que la densidad no es una funcién constante y también supon-
gamos que la velocidad es nula, entonces tenemos como caso particular las soluciones
estacionarias

gh? 0p on
=0; —/—— hp— =10 2.92
u=0; o +ghpz =0, (2.92)
que también puede escribirse como
9p _ _20n
or  hox"

Mas atn, si consideramos que el fondo es plano, obtenemos la soluciéon estacionaria
dada por las condiciones

ol

u ) 5

= cte; b= cte, (2.93)

que se suele llamar el estado estacionario de presion constante.

2.3.1. Estado del agua en calma con erosiéon y depésito

Cuando se trabaja con transporte de sedimentos la caracterizacién de soluciones
estacionarias es mas sofisticada, incluso en muchas situaciones no se puede hablar de la
existencia de las mismas. Un caso simple, pero a su vez interesante a considerar es lo
que ocurre cuando u = 0 y se consideran los términos fuentes que modelan la erosiéon y
deposito en el sistema (2.40).

Bajo la suposicion del agua en calma (u = 0), el modelo (2.40) se reduce a

% - 1¢_5—”¢ (2.94)
3;: - 1¢i”:b : (2.95)
a% (%gh%) = —ghp%, (2.96)
% - — fbw, (2.97)
Combinando las ecuaciones (2.94) y (2.97) se obtiene que
%(h +b) = % =0, (2.98)

lo cual significa que la superficie libre del agua no varia a través del tiempo.
Desarrollando la ecuacion (2.96), la ecuacion de conservacion de momentos toma la

forma 5 L8
__nop
8x<h +b) = 5p 0 (2.99)
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Notese que si la densidad p es una funciéon constante entonces la superficie libre del
agua no varia a través del espacio.
Teniendo en cuenta las ecuaciones (2.95) y (2.94) se obtiene

d_ b

o -9 (oo — p). (2.100)

Teniendo en cuenta las definiciones de p, y p, la ecuacion (2.100) se transforma en

o _ o

ot = i) (P )l =v—0). (2.101)

Bajo el agua en calma se espera que el sedimento suspendido sea depositado progresi-
vamente. Como resultado inmediato de dicho deposito el espesor del fondo sedimentado
incrementa y la altura del agua disminuye. Otro efecto inmediato dado por el depoésito
es la progresiva disminuciéon de la cantidad de sedimentos en la mezcla, lo cual da co-
mo resultado que al final no se tenga una mezcla sino solo agua limpia, por lo que la
densidad de la mezcla tendera a ser la densidad del agua. La variacion temporal de la
mezcla se caracteriza de la siguiente manera

= La densidad de la mezcla es una funcién decreciente a través del tiempo si ¢ <

1 —1p.
= La densidad de la mezcla es una funcién creciente a través del tiempo si ¢ > 1 —1).

= La densidad de la mezcla es una funciéon constante si ¢ =1 — ).



Capitulo 3

Método de volumenes finitos

3.1. Introducciéon

En este capitulo describiremos el procedimiento para desarrollar esquemas numeéricos
bien equilibrados para los sistemas hiperboélicos de ecuaciones en derivadas parciales
que hemos descrito en los capitulos anteriores, como por ejemplo los sistemas dados por
(2.60) y (2.40). Como hemos visto, para el caso de dominios unidimensionales, estos
sistemas pueden ser escritos de la forma

oW n OF (W) 8& _ G(W)@.

ot Ox Ox ox

La variable W (x,t) esta definida en I x [0,7], tal que I € R y toma valores en

un subconjunto abierto y convexo 2 € RY es decir, W(z,t) : I x [0,T] — . Por

su parte F : Q@ — RY y G : Q — R son funciones regulares; B es una funcién

matricial regular B : Q@ — Myyn; v o(x), por lo general, es una funciéon conocida

o(x) : R — R. Para el caso de dominios bidimensionales, el sistema hiperbolico de

ecuaciones en derivadas parciales con productos no conservativos y/o término fuente se
escribe como

+ B(W) (3.1)

(98_\;\7 +div(F(W)) + B(W) - V(W) = G(W) - V(o). (3.2)

En este caso la variable W (x,t) se define para (x,t) € D x [0,T], tal que D C R?
y toma valores en un subconjunto abierto y convexo € RY. La funciéon F = (F;,F»)
es regular de Q a RY x RY; B = (B, B;) es una funcién matricial regular de Q a
Mpyxn X Mpyxn, del mismo modo G = (G, Gy) es una funcién regular de  a R* y
o(x), por lo general, una funciéon conocida de R? a R.

Sistemas de ecuaciones en derivadas parciales de la forma (3.1) y (3.2) aparecen en
muchos modelos de fluidos en diferentes contextos, por ejemplo, ecuaciones de la aguas
someras, modelos de flujo multifase, dinamica de gases, o como para el caso que nos
ocupa, transporte de sedimentos.

35
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No obstante para el transporte de sedimentos, como en los modelos (2.60) o (2.40),
aparecen términos fuentes S(W) que seran tratados en un segundo paso mediante un
splitting, por lo que en (3.1) y (3.2), no se tendran en cuenta los términos que contienen
los procesos de erosion y deposito y el término de friccion. Més atin, estos términos
fuentes son stiff. A pesar de que los esquemas numéricos de voltmenes finitos que se
estudiaran pueden ser extendidos para considerar dicho términos fuentes, en este trabajo
los discretizaremos de forma semi-implicita.

La principal dificultad de los sistemas de la forma (3.1), tanto desde el punto de vista
tedrico como numérico, viene del hecho que la presencia de productos no conservativos:

cuando B # 00 G # 0 y W o o son discontinuos, los productos B(W)aaﬂ y G(W)?
x x

no tienen sentido en la teoria de las distribuciones.

Se han desarrollado diversas teorias matematicas que permiten formalizar la nocién
de solucion débil para un sistema no conservativo: Volpert [123]; Colombeau [29]; Dal
Maso, LeFloch y Murat [35]. La teoria desarrollada en [35] permite definir las soluciones
débiles de los sistemas no conservativos, y ha sido utilizada para establecer la nociéon
de los esquemas numéricos camino-conservativo [94, 95|. El marco de los esquemas
numéricos camino-conservativos permite extender al caso no conservativo la mayoria de
esquemas numeéricos que comunmente son empleados para aproximar los sistemas de
leyes de conservacion.

Una caracteristica que los esquemas numéricos utilizados para resolver sistemas
de ecuaciones de la forma (3.1) deben tener es poder resolver de manera correcta las
soluciones cercanas a un equilibrio, es decir, se les pide que sean bien equilibrados o
que verifiquen la propiedad de conservacion segun la nomenclatura introducida en [5].
El desarrollo de esquemas numéricos bien equilibrados para la aproximacion de leyes
de equilibro y de sistemas no conservativos es uno de los campos de investigacion méas
activos, ver por ejemplo (3, 73, 6, 7, 17, 30, 31, 38, 56, 55, 57, 60, 61, 74, 81, 97, 98, 99,
111, 118, 117] entre otros.

En este capitulo presentaremos brevemente el marco de los esquemas camino-conser-
vativos que usaremos para la aproximacion del sistema introducido en el capitulo an-
terior y, en general, sistemas que pueden escribirse como (3.1) o (3.2). Veremos que
el marco de los esquemas camino-conservativos hace posible extender de manera na-
tural al caso no conservativo los esquemas numeéricos que funcionan para los casos de
leyes de conservacion. Nosotros nos centraremos principalmente en la descripcion de los
esquemas denominados métodos de viscosidad polinomial, [19, 85].

3.2. Preliminares de voliimenes finitos

Consideremos primero el sistema de leyes de conservacién unidimensional

OW  OF (W)
+

o 7 =0. (3.3)
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T1/2 T, 1 Tyl
| 1 Ti—1 | Z; | Ti+1 |
— T |

Figura 3.1: Representacion grafica de una malla de volumenes finitos

La variable W (z,t) esta definida en I x [0,7], siendo I = [0,£] y toma valores en
un subconjunto abierto y convexo 2 € RV es decir, W(z,t) : I x [0,T] — Qy
F:Q — R" es una funcién regular.

Consideremos una discretizacion del dominio espacial [0, £] usando celdas de volua-
menes finitos C; = [x;_1/2, Tiy1/2), @ =1,---, N. Por simplicidad supondremos que el
tamafio de las celdas Az es constante, denotaremos por z;1/, = i Az la intercelda y
por x; = (z + %) Az el centro de la celda. Una representacion grafica de una malla de
volimenes finitos se puede ver en la Figura 3.1. Denotemos por At el paso del tiempo
y por t" = nAt.

Para obtener un esquema de volimenes finitos, se integra la ecuacion (3.3) sobre un
rectangulo arbitrario espacio-tiempo C; x [t", t"*1]:

tnt1
/ W (z, t" ) dz / W (z, t")dr — / / ))dxdt (3.4)
C;

Denotaremos por W7 la aproximacion del promedio de la solucion débil, sobre la
celda C; al tiempo t", es decir

n
’L

IIZ

W du. 35
t" .
- / W) (3.5)

A partir de (3.4), el promedio sobre la celda de volumen finito de la solucion débil
satisface la igualdad

/W A" d /Wxt"

t”+1 (36)
Agj‘ (F(W(ZE1+1/2, t)) — F(W(J]i_l/g, t))) dt
Estéa ultima expresion nos dice como deber ser actualizado el promedio de la soluciéon
débil en la celda C;. Dado que la solucion W (z,t") estd definida por una funcion
constate a trozos W', ¢ =1,..., N, los valores de la solucién no estan bien definidos
en los puntos w;+1/2. Por lo tanto, no se puede llevar a cabo la evaluacion del flujo
fisico en dichos puntos y en consecuencia, el célculo de la integral del lado derecho de
(3.21) no se puede hacer. Entonces, es necesario definir una funcion F;.q/,, llamada
flujo numeérico, tal que
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1 . n n
A F(W (zi41/2,8))dt, = Fliy jg 1= Fir12(W (i, 1), W(@ip, 1")). (3.7)
tn
Entonces el esquema de volimenes finitos para la ley de conservacion (3.3) queda como
Wit —wr - S 3.8
N ( i+1/2 i—1/2) . (3.8)

El método especifico obtenido dependeré de la forma del flujo numérico. En la
literatura se pueden encontrar diversas formulaciones para calcular el flujo numérico,
por ejemplo el flujo de Godunov [54], el flujo HLL introducido por Harten, Lax y van
Leer [63], el flujo HLLC introducido por Toro [115], entre otros. Los esquemas que se
pueden escribir en la forma (3.8) se denominan esquemas conservativos.

Para que un esquema de volimenes finitos calcule bien las aproximaciones para la
ley de conservacion debe ser convergente, es decir, la soluciéon numérica obtenida debe
converger a la solucion exacta de la ecuacion diferencial cuando Ax, At — 0. Para que
un esquema de la forma (3.8) sea convergente debe verificar las siguientes condiciones:

» Consistencia: el esquema numeérico aproxima bien localmente, es decir, si W (x;, t) =
W(x;11,t) = W entonces

~7:i+1/2(Wa W) = F(W)

Lo que dice que el flujo numérico deber coincidir con el flujo fisico si el estado a
la derecha y la izquierda es el mismo.

» Estabilidad: el esquema numeérico debe cumplir con la condicion CFL [33],

At
— <1
)\Ax_’

donde A es el maximo de las velocidades del sistema.
Para obtener unicidad de la solucién, se debe anadir una condiciéon de entropia a

la solucion débil: supongamos que (3.3) esta equipada con el par entropico (H, Q), es
decir, una funcién convexa H : 2 — R y una funciéon Q : Q@ — R tal que VQ(W)" =

F(W
VTA(W), donde V := VH (W) son llamadas variables entrépicas y A(W) = il

es la matriz Jacobiana del flujo. Entonces, una solucion entropica de (3.3) satisface la
desigualdad de entropia

H(W): + Q(W), <0,

en el sentido de las distribuciones.
En este trabajo para tomar en cuenta el término fuente que contiene la pendiente
del fondo y mas atn, para tomar en cuenta que dicho fondo varia a través del tiempo,
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se han estudiado dos técnicas para la solucion del sistema (3.1), ambas técnicas basadas
en esquemas de volimenes finitos para la resolucion de la parte hiperbélica del sistema.
En un primer momento expondremos una técnica desacoplada para el arrastre de fondo
y posteriormente introduciremos una técnica acoplada.

3.3. Meétodo de voliimenes finitos camino-conservativos

En esta seccion se describira brevemente el marco de los esquemas numéricos camino-
conservativos para la resolucion de sistemas hiperbolicos no-conservativos. En particular
nosotros haremos uso de este marco para proponer un esquema numeérico que resuelva
de forma completa el sistema (2.40) y (2.60). En esta seccion se considera una resolucion
acoplada del sistema, es decir, consideraremos como una variable conservada a la altura
del fondo sedimentado y como una componente del flujo fisico al flujo de la carga de
fondo. La ventaja de trabajar de esta forma es que se tienen en cuenta las velocidades
fisicas de todo el fendémeno, pero dependiendo de la formulacion que se elija para el
transporte de fondo la expresion algebraica para dichas velocidades puede o no ser
conocida explicitamente.

Consideremos el sistema de ecuaciones en derivadas parciales cuasi-lineal de primer
orden

oW OW

— W)— =0 ICR, t>0 3.9

ey + A(W) pe , zelCR, > 0, (3.9)
con condicién inicial

W(z,0) = Wy(z); ze€lCR (3.10)

tal que W (x,t) esta definido en I x [0,7] y toma valores en un subconjunto abierto y
convexo € de RY y

WeQr— A(W) c MN><N<R)

es una transformaciéon suave localmente acotada. Supondremos que el sistema es es-
trictamente hiperbolico, es decir, para todo W € ) la matriz A(W) tiene N valores

propios reales y distintos
M(W) <o < An(W),

y A(W) es por lo tanto una matriz diagonalizable.
Cualquier sistema de la forma

ow  OF(w) ow do
o T Tow TBW, =Swig

(3.11)

puede ser escrito en la forma (3.9) considerando o como una variable y agregando la

.. Oo
ecuacion — = 0, entonces

ot
W = { W } , (3.12)



40 Meétodo de volumenes finitos camino-conservativos

y A(W) es la matriz cuya estructura de bloques es la siguiente

J(w) +B(w) | —S(w)

0 0 ’
donde J(w) es la matriz Jacobiana de la funcion flujo F, w esta en un conjunto abierto
convexo en RV,

Para disenar un método de voltimenes finitos para sistemas de la forma (3.9), se
procede como se hace para los sistemas de leyes de conservacion, integrando la ecuacion
en un rectangulo arbitrario espacio tiempo |[a, b] X [to, t1]:

A(W) = (3.13)

/a "Wt )da / W, o) — /t ! / D AW (e, )W (o, dadt. (3.14)

La dificultad viene del hecho de que el tltimo integrando deja de tener sentido
cuando W es discontinuo. Bajo ciertas hipotesis de regularidad sobre A, la teoria intro-
ducida por Dal maso, LeFloch and Murat [35], permite definir el producto A(W)W,
como una medida de Borel usando para ello una familia de caminos Lipschitz conti-
nuos ® : [0,1] x Q© x Q — Q que deben satisfacer ciertas condiciones de regularidad y
compatibilidad. En particular

(I)(O, WL,WR) = WL, @(1, WL,WR) = WR, @(S; W,W) =W. (315)

De acuerdo con esta teoria, dada una funciéon W (x) de variacion acotada, el producto
A(W)W,, se define como una medida localmente acotada. Esta medida coincide con la
derivada de una funcién de flujo en el sentido de las distribuciones, en el caso especial
de que A(W), sea el Jacobiano de una funcion de dicha funcion de flujo (véase [35]
para més detalles).

En la practica, la familia de caminos puede ser interpretada como una herramienta
para dar sentido a la ultima integral en el lado derecho de la igualdad (3.14), para

funciones suaves trozos W. De manera méas precisa dada una funciéon con variacion
acotada W : [a,b] — RY | se define

][A(W(x,t))wx(x,t)dx— /.A(W(x,t))Wx(x,t)dx
¢ ¢ (3.16)

! _ 0P _
=30 [ AW W) T W W s
l

donde W; y W/ representan, respectivamente, los limites de W a la derecha y a la
izquierda de la [-ésima discontinuidad!. Obsérvese que en (3.16), la familia de cami-
nos ha sido usada para determinar los pesos de las medidas de Dirac ubicadas en las
discontinuidades de W.

'El conjunto de discontinuidades de una funcién de variaciéon acotada es contable
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De acuerdo a esta definicion de integral, una solucién débil puede ser definida como
una funcion que satisface

/a "W )i — / "W to)d — /t " ]fbA(W(x,t))Wx(x,t)dxdt, (3.17)

para todo rectangulo espacio-tiempo [a, b] X [to, t1].

Una vez que la nocién de la integral de producto no conservativo ha sido fijada y pro-
cediendo como en el caso conservativo, es facil ver que, a través de una discontinuidad,
la soluciéon débil debe satisfacer la condicién generalizada de Rankine-Hugoniot:

0P

oo (5 W, Wds, (3.18)

1
W =W = [ A@s W W)
0
donde £ es la velocidad de propagacion de la discontinuidad y W~ y W son los limites
a la izquierda y derecha de la solucion en la discontinuidad, respectivamente. Si A(W)
es la matriz Jacobiana de alguna funcion F(W), (3.18) se reduce a la condicion clésica
de Rankine-Hugoniot:

(WH— W) =F(W') — F(W"), (3.19)

independientemente de ®.

Como se espera para los sistemas de leyes de conservacion, para tener unicidad de la
solucién, hay que anadir una condicién de entropia a la nociéon de soluciéon débil: supon-
gamos que (3.9) esta equipado con el par entropico (H, Q), es decir, una funcion convexa
H:Q — Ry una funcion Q : @ — R tal que VOQ(W) = VH(W) - A(W). Entonces,

una solucién débil es llamada una solucion entropica si satisface la desigualdad
H(W),+ 9(W), <0 (3.20)

en el sentido de las distribuciones.

Es claro entonces que el concepto de soluciéon débil depende de la familia de caminos
elegida, la cual es a priori arbitraria. La pregunta importante aqui es como elegir la
“buena” familia de caminos, para mas detalles sobre como elegir la familia de caminos se
puede consultar [24, 95]. En esta tesis hemos usado la eleccion canoénica, que corresponde
con la eleccion de segmentos.

3.3.1. Esquemas numeéricos camino-conservativos

A partir de (3.14), el promedio sobre la celda de la solucion débil satisface la igualdad

At 1"
n+1 n -
Am/ W (z,t Am/ W (z, t")dx Ay x/tn ]iA(W(:U,t))WI(x,t)d:cdt.
(3.21)

En lo que sigue relajaremos la notacion denotando por W(z;,t") = WZ. De acuerdo
a [94], consideraremos esquemas numéricos de la forma:
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Definicion 3.3.1 Dada una familia de caminos ®, un esquema numérico es llamado
d-conservativo si puede ser escrito de la forma

At
W?H = W? - A_x <th1/2 + Dz’_+1/2> ) (3'22)
donde
+ + n n
Di+l/2 =D (Wz ’Wi+1> ’

D~ y DT son dos funciones continuas de Q% a Q que satisfacen
DE(W,W)=0 VYW €Q, (3.23)
y para cada Wi y Wg en Q se verifica la relacion

1
oP
D_(WL, WR) + D+(WL, WR) = / A((D(S, WL, WR))E(S, WL, WR)dS. (324)
0
Tal como se establece en [94], la nocion de esquema camino-conservativo es una
generalizacion de los métodos conservativos para un sistema de leyes de conservacion
en el siguiente sentido: si A(W) es la matriz Jacobiana de una funciéon flujo F, entonces

(3.24) se reduce a

D (W, Wg)+ D" W, Wz) =F(Wg) — F(Wp). (3.25)
De esta ultima relacién podemos definir
F(Wr,Wg) =D (W, Wg)+FW,), (3.26)
o equivalentemente
F(Wr, Wg)=F(Wg) —D" (W, Wg). (3.27)
Tomando en cuenta (3.23), podemos ver que
F(W, W) =F(W), (3.28)

lo cual dice que F es un flujo numeérico consistente con F. Utilizando (3.26) y (3.27) el
esquema numérico (3.22) toma la forma

At

AY, rn+1 W rn+1
i - i -
Azx

(Fiyry2 — Fic1y2) s (3.29)
con
Fivp = F(W{, Wi ).

Debido a esto, si el sistema (3.9) involucra alguna ley de conservacion (como es nues-
tro caso) un método camino-conservativo seré conservativo para esa ley. Lo mismo pasa
si una combinacion lineal de algunas leyes de conservacion da una ley de conservacion.

Cabe hacer mencién que los esquemas camino-conservativos han sido aplicados con
éxito a diferentes problemas. Por ejemplo, Saint Venant-Exner, [20], corrientes turbi-
diticas, [84], modelo Ripa,y similares [110], sistemas shallow water bicapa y similares,
[95, 18], Baer-Nunziato, [40], modelo Pitman-Le, [97], modelo Savage-Hutter, [47], Sis-
tema Bingham shallow water, [48], flujo sanguineo, [88|, flujos dos fases, [86], entre
otros.
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3.3.2. Algunos esquemas numéricos camino-conservativos

En esta seccion se presentan algunos ejemplos de esquemas numéricos camino con-
servativos para la resolucion numérica del sistema (3.9), que seran la base para la
construcciéon del esquema numérico para nuestro problema.

Meétodo de Roe

El método de Roe esta basado en la siguiente extension de una linearizacion de Roe
para el caso no conservativo introducido en [118].

Definicion 3.3.2 Dada una familia de caminos ®, una funcion Ag es una lineariza-
cion de Roe si verifica las siguientes propiedades:

» Para cualesquiera W, Wg € Q , As(Wp, Wg) tiene N wvalores propios reales,
» Para cualquiera W € Q, Ae(W, W) = A(W),
= Para cualesquiera Wi, Wg € Q

A@(WL7WR) . (WR_WL) = /1 A(@(S;WL,WR))%%(S;WL,WR)CZS. (330)

Una vez elegida la linearizacion de Roe, el esquema numérico puede ser escrito en
la forma (3.22) con

DWW, Wg)™ = A;(WL, Wg)- (Wp—W,)
D(WL,WR)+ - Ag(WL,WR) . (WR - WL)

donde, como es usual
AL (W, W) =K (WL, Wg)- AL (W, Wg) - Ko (W, Wg) ™! (3.31)

siendo AZ (W, Wg) la matriz diagonal cuyos coeficientes son la parte positiva/negativa
de lo valores propios A\; (W, Wg),i=1,..., N de la matriz de Roe, y K¢ (W, Wg)
una matriz de N x N cuyas columnas son los vectores propios asociados.

Se tiene la siguiente identidad

1
A% (WL,WR) - 5 (A.:p (WL,WR) j: |Aq> (WL,WR>|) (332)
donde el valor absoluto de linearizacién de Roe se calcula como
A (WL, Wg)| =Kg (Wi, Wg) - |[As (W, Wg)|-Kg (W, Wg)™, (3.33)

donde |Ag (W, Wg)| es la matriz diagonal cuyos elementos son los valores absolutos
de los valores propios de Ag (W, Wg).
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Usando (3.32) el esquema numeérico (3.22) puede ser reescrito como sigue

At
Wi = Wi 2D (Aa(WI W) (W7 = WEL) + As(WE W) (Wi, — W)
At
~one ([Ae (W W (W2 = W) — [Aa(WIL W) (W2, — W)

(3.34)

De esta ultima expresion se puede ver que el segundo término en el lado derecho de

la igualdad es una aproximacion centrada de A(W)W, y que el tercer término es la
viscosidad numeérica.

Consideremos la aplicacion del método de Roe a sistemas de la forma (3.11). Deno-

temos el camino como
D,
P = )
P,

Siguiendo el trabajo descrito en [95], consideraremos una linearizacion de la forma

Aa (W1, W) = ( As(We, W) | ~Sa(Ws, W) ) ,

0 | 0
donde
As(Wp, Wg) =Jp(wr, wg) +Ba(Wg, Wg), (3.35)

siendo Jg(wp, wgr) una matriz de Roe del Jacobiano del flujo F en el sentido usual

JF(WL,WR)(WR—WL) = F(WR) —F(WL); (336)

la matriz B4 satisface

0P,

Ds (S;WL,WR) ds. (337)

By (W, W) (wr — wy) = /0 B (& (s;W,, Wg))

y el vector Sg (W, Wpg) satisface

! 0P,
So (W1, W) - (05 — 01) / S (@ (5 Wi, W) 507 (5 Wo, W) ds. (3.38)
0

Un calculo simple muestra que si se satisfacen las relaciones (3.36)-(3.38) entonces
(3.35) es una linearizacion de Roe siempre que Ag(Wp, Wg) tenga N — 1 valores
propios reales y distintos

M (Wi, Wg) <+ < Ayo1 (Wi, Wp)

Finalmente, tomando en cuenta la estructura de las matrices Ag y |As|, asi como
también la propiedad de Roe (3.36), el esquema numérico (3.22) puede ser escrito en
términos de la variable w como sigue
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n n At —
witt = wptt = 2 (DF LoD, (3.39)
donde, omitiendo la notacion en tiempo:
:t 1
D=3 (F(Wit1) = F(wi) + Bij1/o(Wit1 — Wi) — Sij1/2(0i1 — 03))
(3.40)

1 _
+ 3 |Aii12] (Wz‘+1 - W; — Ai_;,_ll/QSi+1/2<O-i+1 - Ui)) :
o equivalentemente
1
Dil/Q = 5 (F(Wi+1) - F(Wz) + Bi+1/2(Wz'+1 - Wi) - Si+1/2<0i+1 - Ui))

1 _
+3 |Aiiye| ALy (F(Win) = F(Wi) + Bigaja(Wirs — Wi) — Siy1/0(0i1 — 04))
(3.41)
sacando factor comun tenemos
1 _
Dz:'lfH/Q 9 <I + ‘Ai+1/2|A7;+11/2> (F(wir1) — F(w;)

+ Bit12(Wig1 — wi) — Sita/2(0i41 — Uz‘))

(3.42)

donde

Aiti2=As(W;,Wi1), Bijio=Ba(Wi,Wi1), Siii2=8Sas(W;, Wip).

Métodos de viscosidad polinomial

Ademas del método de Roe, podemos construir otros esquemas numéricos camino-
conservativos. El célculo de la descomposicion de Roe, descrito en la seccién anterior,
requiere del conocimiento explicito de los valores propios y vectores propios de la matriz
intermedia. El problema viene cuando no se tiene una expresion analitica conocida o
sencilla de dichos autovalores y autovectores, como ocurre con los sistema multicapa de
aguas someras o modelos geofisicos mas complejos. En estos casos, los valores propios y
los vectores propios tienen que aproximarse numéricamente en cada inter-celda en cada
paso de tiempo, lo cual implica un costo computacional muy elevado.

En esta seccién presentamos algunas ideas introducidas en los trabajos [26, 19, 22|
para obtener métodos numeéricos basados en una descomposicion (3.32) de matrices de
Roe que no requieran un conocimiento completo de la estructura espectral de la matriz
de Roe. La idea es reemplazar (3.32) por

Az (W, Wpg) = % (Ae (WL, Wpg)+ Qs (W, Wg)), (3.43)

donde Q¢ (W, Wg) es una aproximacion del valor absoluto de la matriz de Roe en la
inter-celda tal que
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Qs (Wi, Wp) = ( Qa(Wr, Wg) | —Qa(Wi, Wr)AZ (Wi, Wg)Se (Wi, W) > .

0 | 0

La expresion para el esquema numérico correspondiente es como en (3.34) reemplazando
el valor absoluto de la matriz intermedia por la matriz de viscosidad Qg.
Aqui vamos a considerar matrices de viscosidad de la forma

Qo (Wi, Wg) = f(Ae (WL, Wg)), (3.44)
tal que f: R — R satisfaga las siguientes propiedades
» f(x) >0, VzeR,
» f(z) es facil de evaluar,
» la grafica de f(z) es cercana o prozima a la grafica de |z|.

Mas atn, si f(0) > 0, no seria necesario aplicar técnicas de correccion de entropia, como
ocurre con el método de Roe, para evitar la apariciéon de discontinuidades no entropicas
en la soluciéon numérica.

La estabilidad del esquema numérico esta fuertemente relacionada con la definicién
de la funcion f(z). En particular, si Ay (W;, W 1) < -+ < Ay (W;, W,41) son los
valores propios de Agp (W;, W,1) y asumiendo la condicion CFL:

At
A ax|A; (Wi, Wig)] <1 (3.45)

en el trabajo realizado por Castro-Diaz y Fernandez-Nieto, 2012 [19], se muestra que el
esquema numérico resultante es L>°-estable si verifica la siguiente condicion:

f(@) > |z], Vo € [\ (Wi, W), Ay (W, Wig)] Vi € Z, (3.46)

es decir, el esquema de viscosidad polinomial serd L>-estable si la gréafica de f(x) esta
por encima de la grafica del valor absoluto en el intervalo que contiene a los valores
propios de Ag.

A principio de los ochenta en el trabajo de Harten, et al, 1983 [63], para el caso
conservativo, se propone elegir f como un polinomio lineal p(x) que interpole |z| en el
menor de los valores propios y el mayor de ellos. Esta idea, que dio lugar al método
HLL, ha sido mejorada por diversos autores despues (ver [113] para méas detalles).

En el trabajo de Degond, et al 1999 [39], se construye una aproximacion de |A]
mediante un polinomio que aproxima |x| usando para ello una cota del mayor y menor
valor propio y una condicién de tangencia entre el polinomio y la grafica de |z| en el
mayor valor, en valor absoluto, de estas cotas. Este enfoque ha sido extendido a un marco
general en [19], donde se han propuesto los denominados métodos PVM (polynomial
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viscosity matriz). En este trabajo se propone el uso de matrices de viscosidad que
resulten de una evaluaciéon polinémica de una matriz de Roe. La idea es considerar
matrices de viscosidad de la forma:

Qa(Wi, Wiy1) = P2 (Ae(Wi, Wit1)) (3.47)

donde P,fH/ % es un polinomio de grado r que aproxima, en algtin sentido, a la funcién

Algunos de los esquemas usuales pueden ser interpretados como un método PVM:
este es el caso para Roe, Lax-Friedrichs, Rusanov, HLL [63|, FORCE [114], MUSTA
[112], etc. El esquema numérico introducido en [39] y el reciente Krylov-Riemann solver
introducido en [116] también pueden ser vistos como un caso particular de los esquemas
PVM. Como ejemplo, en la Tabla 3.1 se muestra el polinomio correspondiente a los
esquemas Lax-Friedrichs, HLL y FORCE.

Tabla 3.1: Esquemas clésicos de volumenes finitos escritos como métodos PVM

Esquema Polinomio Coeficientes
A
Lax-Friedrichs  Py(z) = ag ag = =
At
)\z‘+1/2 )\i+1/2 B )\i+1/2 )\i+1/2
N 1 1 N
HLL P(z) =ao+amz  ag= N2 it/
i+1/2 i+1/2
|
a] = - -
AZJC[L1/2 B )\11+1/2
Ax At
FORCE P. = 2 N — - =
2(37) ag + asx ap 2At’ as AL

Un esquema numérico de tipo PVM puede escribirse como (3.39) para las variables
w; de la siguiente forma

(F(Wis1) — F(wi) + Bij1)2(Wis1 — Wi) — Siy1/2(0i1 — 03))

1 _
+ §Qi+1/2 (Wi—H - W; — Ai_f_ll/gsi—&—l/Q(O-i-&-l - Ui)) )

DN | —

+ _
Di+1/2(Wi,0i>Wi+1,Uz’+1) =

(3.48)
donde Q112 = Pr%+1/2(Az'+1/2)-

Ademés de la interpretacién de esquemas numéricos conocidos como un método
PVM, este marco permite desarrollar nuevos esquemas numéricos, por ejemplo en [46]
se propone un esquema numeérico basado en un polinomio que interpola tres valores
propios (el mas grande, el mas pequeno y el maximo de los intermedios). Este esquema
numérico da excelentes resultados para los modelos bi-capa de aguas someras (véase
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[46]). Otra interesante familia de esquemas tipo PVM son los basados en los polinomios
de Chebyshev, que proporcionan aproximaciones 6ptimas a la funcién valor absoluto
(véase [22]).

Como se ha mencionado previamente, cuando se trabaja con sistemas de la forma
(3.9) se debe prestar especial atencion a las soluciones que estan proximas al equilibrio o
estado estacionario. Para poder capturar este tipo de soluciones, es de vital importancia
que los esquemas verifiquen la propiedad de ser bien equilibrados. Para un estudio de-
tallado para la construccion de esquemas bien equilibrados camino-conservativos puede
consultarse [24].

3.4. Extension a segundo orden en espacio

Van Leer [119, 120, 121] introdujo la idea de modificar los estados constantes en cada
celda de volumen finito, en el método de Godunov de primer orden, como un primer paso
para obtener un método de alto orden de precision en espacio, este enfoque se conoce
como métodos tipo MUSCL (Monotone Upstream-centred Scheme for Conservation
Laws) o métodos de extrapolacion variable. Los métodos tipo MUSCL implican: (i)
segundo orden de precision obtenido por la reconstruccion de los estados en las celdas
C; y (ii) la reconstruccion usa limitadores para evitar oscilaciones espurias para que el
esquema resultante sea mondétono. Para obtener alto orden en tiempo se suelen usar
métodos TVD Runge-Kutta, como por ejemplo los introducidos en [103]. También se
suele emplear métodos tipo splitting como los que se mencionan en [66].

3.4.1. Esquemas de segundo orden basados en reconstruccion

de estados

Denotemos por W;(t) al promedio de la solucion W de (3.9), sobre la celda C; al
tiempo t,

_ 1 Tit1/2
Wi(t) = = / W (z, t)dz, (3.49)
AZL‘ Ti-1/2
La siguiente ecuacion se puede obtener de manera sencilla a partir de (3.9):
—_— 1 Tit1/2
W, = “Ar AW (z,t))Wy(x,t)dx. (3.50)

Ti—-1/2

Consideremos un esquema numeérico camino conservativo de primer orden (3.22) y
un operador de reconstrucciéon de orden s, es decir, un operador que asociado a una
., . . _ +
sucesion dada {W;}, nos permita obtener dos nuevas sucesiones {W,, »}, {W7, ,},

construidas de tal manera que, siempre que

1
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para alguna funcion suave Wz, t), entonces

W:l:

i+1/2

W(.ﬁlﬁi+1/2) + O(AIS), Vi€ Z. (351)

En la préctica, los estados reconstruidos W= i1/2 € calculan de la siguiente manera:

dada una sucesion de {W,} de valores promediados en las celdas, se define una funcion
de aproximacion P;(x) en cada celda C;, usando los valores W; de un stencil, es decir,

PZ(Qj) = B(.ﬁE, Wi,l, c. >Wi+7")7 (352)
con [ y r dos nimeros naturales. Las reconstrucciones Wil /o € calculan tomando el
limite de las funciones en la intercelda:

lim  Pi(x) =W,  lim Pz) =W, (3.53)

i+1/2°
T —

i— 1/2 Tiv1)2

Las funciones P; se definen usualmente usando interpolacion o técnicas de aproximacion
[24].
Siguiendo lo hecho en [94], consideraremos el método semi-discreto:

1 _ 0
W, = s (D+ 1/2+DZ+1/2+/ A (Pi(x)) 8xP( )d:z:) (3.54)
donde DT P12 5€ evaliian en los estados W= 12
Dim = Dim (Wz_Jrl/Z’W:rl/2> (3.55)

siendo D* un flujo numérico de primer orden como los descritos en las secciones ante-
riores. La sucesion {WZ, | ,} representa los estados reconstruidos asociados a {WZ'} y
a

i+1/

Pz)= P (s W}, ..., Wl ). (3.56)

3.4.2. Reconstruccion tipo MUSCL

La forma mas simple de reconstruir los estados constantes {W?} es reemplazar
dichos estados W por funciones lineales a trozos P;(x), [113].

Una reconstruccion local lineal a trozos de WP, la solucién promedio de (3.9) en la
celda C; al tiempo t,,, viene dada como:

Pi(z) = W[+ (z — 2;))AW,;, x € [0,Axz], (3.57)

donde AW; es una aproximacion de la pendiente de W(z) en el centro de la celda z;.
Notese que (3.57) al igual que AW, se definen componente a componente. Una vez
definida la pendiente AW, la funcion lineal P;(z) esta definida localmente en la celda
C;. En la Figura 3.2 se puede ver la extrapolacion MUSCL en la frontera de una celda
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@ : x
0 ﬁ Az
2
Figura 3.2: Reconstruccion MUSCL sobre una celda de volumen finito en coordenadas

locales. Los valores extrapolados en la frontera son W:Ql R \%%

i+1/2

C;. Los valores de P;(x) en la frontera de la celda estan definidos por la ecuacion (3.53),
y toman la forma:

, n 1
Wi, = x_}lﬂlcgn Pi(x) =W} — éAwAWi,

e ) (3.58)
W= lm P(z) =W+ §A$AWZ-.

a:—>zl.+1/2

Los valores W;“_l 2 Y W, /2 suelen denominarse como wvalores frontera extrapolados,
por ello, un nombre alternativo que se le suele dar a este método es, Método de ex-
trapolacion de variables, ver [113]. Notemos que la integral de P;(z), ecuacion (3.57),
sobre la celda C; coincide con W7, lo que garantiza que el proceso de reconstruccién
es conservativo. En la Figura 3.3 se pueden ver la reconstruccion lineal a trozos en tres

celdas consecutivas.

3.4.3. Eleccién de la pendiente

Si en la ecuacion (3.57) seleccionamos AW, = 0 darfa como resultado un esquema
de primer orden. Para obtener un esquema de segundo orden de precision debemos
elegir una pendiente no nula de tal forma que AW, sea al menos una aproximacion de
primer orden de la derivada en z;. Existen tres posibilidades obvias:

s Pendiente centrada:
Wi — Wi,

A . =
Wi 2Ax
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Pi—l (.CU)

Ti-1 T Lit+1
Ti—1/2 Lit1/2

Figura 3.3: Reconstruccion MUSCL sobre tres celdas consecutivas de volumen finito

s Descentrada hacia adelante:

W, -W,,;
AW, = ———,
Az
s Descentrada hacia atrés:
AW, = Vir1 = Wi
‘ Az '

La eleccion a priori de cualquiera de las tres elecciones anteriores conduce a un
esquema no necesariamente monétono. Para garantizar la monotonia del operador de
reconstruccion requiere del uso de limitadores de pendiente (véase por ejemplo [75]).
Uno de los limitadores de pendiente mas utilizados es el denominado minmod

AW, = minmod ( . L “Ax ) : (3.59)
donde la funcion minmod (mo6dulo minimo) de dos argumentos se define como
a, si |a|<|bl y ab>0,
minmod(a,b) =< b, si |b| <|a] y ab>0, (3.60)

0, si ab < 0.

Si a y b tienen el mismo singo, la funciéon minmod selecciona aquel valor que es menor
en modulo. Si hay un cambio de signos, entonces la funciéon da como resultado cero.
Otra opcion de limitador pendiente es el denominado superbee, donde

AW, = maxmod (AWED, AWZ@)) . (3.61)

La funcion maxmod (médulo maximo) de dos argumentos se define como
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a, si la|>1|b] y ab>0,
maxmod(a,b) =< b, si |b| >]a] y ab>0, (3.62)
0, si ab<0.

Los valores de las pendientes AW,EI) y AWZ@), en la ecuacion (3.61), son calculados de
la siguiente forma

AWED = minmod Wi = W, , 2Wi — Wi ,
Ax Ax

AW@) = minmod (2

7

Wi —W; W, —W, 4
Aw ’ Az '
Cada pendiente unilateral se compara con el doble de la pendiente unilateral opuesta.

Otra elecciéon muy popular es el limitador en diferencias centrales (monotonized
central-difference limiter), MC limiter, propuesto por van Leer [120],

2Ax ’ Ax 2 Ax (3.63)

Otro limitador de pendiente que proporciona buenos resultados es el siguiente:

AW, = minmod (WHI Wi 2Wi AL L WZ) .

W, - W, W, — W,
AW, = .64
donde blal o
al +a
avg(a, b) = W (365)

3.5. Esquema desacoplado de primer orden para el
transporte de sedimentos

En esta seccién se presentan dos esquemas numéricos para la resolucién numeérica del
sistema (2.60). Vamos a considerar aqui un esquema desacoplado, que suelen ser muy
populares para la resolucion de este tipo de problemas, supuesta una interaccién débil
entre el fluido y el sedimento. Para ello primero resolveremos la parte hidrodinamica del
modelo (conservacion de masa, conservacion de momentos y conservacion de la carga en
suspension), sin tener en cuenta la ecuacion de Exner. Como hemos visto, si hacemos
caso omiso de la ecuacion de Exner, es posible obtener una expresion sencilla de los
autovalores y autovectores del sistema hidrodinamico (véase (2.77), (2.78) y (2.85)), lo
que facilita la construccion de un esquema de Roe para la componente hidrodinamica.
A continuacion se procede a la discretizacion de la ecuacién de Exner mediante un
esquema descentrado, estimando para ello la velocidad de propagacion de la componente
sedimentaria. El principal inconveniente con el que nos podemos encontrar es que los
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esquemas asi construidos pueden ser inestables (véase por ejemplo [14]). La principal
razon de dichas inestabilidades se debe a que no se estan considerando los valores propios
del sistema completo [32].

En lo que sigue vamos a proponer un esquema numérico para la componente hi-
drodinédmica del sistema (2.60) siguiendo el procedimiento propuesto por Bermudez y
Vazquez-Cendon en [5]. En dicho trabajo se introdujo la propiedad de conservacion y
se propuso una discretizacion descentrada de los términos fuentes para el sistema de
aguas someras. El esquema de volimenes finitos en este caso podemos escribirlo como:

n+ n t rn rn ﬁ S n En 66

177 177

1
S(Wn, b7 ~ A—$/C S(WI, b da.

3.5.1. Flujo numeérico

El esquema de voltiimenes finitos quedara determinado cuando se fije la expresion
del flujo numérico. En este seccion se considera el Q-esquema de van Leer, donde

i aWi, W) = 3 (F00) + FOW,)) — 2 [0 (W, W)l (W, — W), (3.67)

N | —

donde W; y W, son los estados a la izquierda y derecha de la intercelda ;41 /2, respec-
tivamente, el vector del flujo fisico esta definido por (2.75) y

QWL W) = A9 W0,) = A W+ ).

donde A estéa definida por (2.76).

Recordemos que el valor absoluto de una matriz diagonalizable A se define como
sigue: sea A = KAK ! donde A es la matriz diagonal de los valores propios de A y X es
la matriz formada por los correspondientes vectores propios. Entonces |A| = K|A|K ™,
donde |A| es la matriz diagonal de los valores absolutos de los valores propios de A, por
lo tanto

AW, W,)| = K (Wi, W) AW, W,) KL (W, W,.).

El segundo termino en el lado derecho de (3.67), llamado matriz de viscosidad numé-
rica, da estabilidad al esquema numérico. En caso de que alguno de los valores propios
se anule, el término de viscosidad numérica correspondiente a la ecuaciéon desacoplada
se anula, esto puede producir soluciones no entropicas, (véase Harten, [62]). Para evitar
este tipo de problemas, en el esquema numérico, se redefine el valor absoluto de los
valores propios mediante la regularizacion parabodlica de Harten.
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1 . A2+ g2
e = W+ 1+ e — D) (25582 — o). (3.68)

donde gy es el parametro de regularizaciéon de Harten.

3.5.2. Discretizacion del término fuente

En lo que sigue vamos a describir la discretizacion de los diferentes términos fuentes
que componen a §(W, b). Comencemos con la discretizacion de las fuentes que contienen
la pendiente del fondo y la variacion de la concentracion.

Pendiente del fondo y variaciéon de la concentraciéon

En esta seccion se describe brevemente la discretizacion de estos términos siguiendo
el procedimiento descrito en [5] para descentrar el término fuente de la pendiente del
fondo y de la variacién de concentracion volumétrica. Por simplicidad se detallara el
proceso para la pendiente del fondo, pero se hace de manera similar para el término
fuente que contiene la derivada de la concentracion volumétrica.

En concreto, siguiendo [5], podemos discretizar el término fuente como sigue:

by = (Wi, Wi W1, 074, 07, b2 1), (3.69)
donde
‘Ilb(w?fpw?aw?ﬂa by 4, b7, b?ﬂ) = ‘I’b,L(W?AvW?:b;Lflvb?) (3 70)
+ ‘Ilb,R(W?aWer ?7 ?+1)7
siendo

1 ~
Wy, (Wi, Wi, b1, b;) = 5[1 + [A(W,_1, Wi)"A71<Wi717 Wi)IS(W,_1, W;, b1, b;),
(3.71)

Uy, r (Wi, Wisa, by, b)) = %[I — AW, Wi ) AT (W, Wi )8 (Wi, Wi, by, bia)-
(3.72)
donde el término g(Wl, W, b, b,) es una aproximacion consistente de la fuente 8, en
cada intercelda, dado por:

0

g(wl’wﬁblvbr) = —ghl;hrbrA_bz ,
xr
0
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siendo Wy, b;, W,. y b,, los estados a izquierda y derecha de cada intercelda, respectiva-
mente, y Az es el tamano de las celdas, que hemos supuesto constante.
De manera analoga se calcula

SZ,i =W (Wi, WY, W;:-l, i—1> G 7cz+1) (3.73)
donde g(Wl, W, ¢, ¢,) se define como

0

—~ 2
S(WL W, cr, ) = | _Ps—Po (’“”“) a—a |, (3.74)
pl+pr 2 A:C
0

donde al igual que antes, Wi, ¢;, W, y ¢, son los estados a izquierda y derecha de cada
intercelda, respectivamente.

Término de friccién y término de erosiéon/deposito

Proponemos aqui dos formas diferentes de discretizar el término de friccion. La
primera de ellas mediante un esquema explicito en tiempo, en la que el término 8%, se
escribe como

0
fi = —QW : (3.75)
0

La segunda de ellas, que es la mas utilizada en la practica, corresponde a una
discretizacion semi-implicita en tiempo

0

2. n+l|, n

n pru" " u

ssp, = | gL (3.76)
(hn>l/3

0

En este caso, para calcular la velocidad en el tiempo ¢! habra que resolver la ecuaciéon
algebraica que resulta al considerar este término. La ecuacion resultante es lineal y no
introduce ningtn coste computacional adicional.

Finalmente, la aproximacién para el término fuente que contiene los procesos de
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erosion y deposito es explicita en tiempo

Fly— FY,
1=

edi = _Pb—PFeT,Lz‘_FgZiun , (3.77)
p 1

donde F7; := F.(W}) y F}; := Fy(W}). Las expresion para el flujo de erosion, F, , esta
definida por (1.24), y el flujo de deposito, Fy, viene dado por (1.31).

Finalmente el esquema numérico esta dado por la ecuacion (3.66), tal que el flujo
numérico esta dado por (3.67) y la discretizacion del término fuente puede ser escrita
como:

S(W?) = O + Szz' + Sn,z' + SZd,i'

Observacion 3.5.1 Como veremos en 3.6.5, es mds interesante considerar una dis-
cretizacion semi-implicita de los términos de erosion y depdsito, ya que en tal caso es
posible demostrar que el esquema resultante es positivo.

3.5.3. Discretizaciéon del término S. como producto no conser-
vativo

En la secciéon anterior hemos discretizado el término 8.(W) como si fuera un término
fuente, pero realmente, este término es un producto no-conservativo que involucra de-
rivadas de las variables conservadas h y he. Como hemos visto, dicho término se puede
escribir como

AW
donde B(W) viene dado por (2.81)

Por tanto, en esta seccién presentaremos brevemente la expresion de un esquema
numérico donde se tiene en cuenta que este término es realmente un producto no con-
servativo. Para ello seguiremos el procedimiento descrito en [94, 20]: en cada intercelda
del mallado de voltmenes finitos se considera un problema de Riemann asociado siste-
ma hiperbolico no conservativo definido por la matriz (2.84) y a los estados constantes

W2, W . La aproximaciéon W}*! se obtiene como

At

W;Hrl — W:L - E (‘Ag’z,%(wzl - W;il) + ‘A;D,H%(W?+1 - W?))

+ AL(8p; + 8% +84.),

(3.78)
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donde
A* _ ‘ARg,i—i-% + |‘ARg,i+%|
Dity 2 7

siendo Apg ;1 una matriz de Roe generalizada (véase [118]) de (2.84) asociada a los

estados W; y W, 11 (véase epigrafe de la seccion 2.2.2).
En particular, se define:

ARg,H% - 3i+% - 3#%’

donde
0 1 0
2
TULLICLL Gyl Uyl
0 0 0
Cip1(ps — po) Ps — Po
i+3 9 i+3 2pi+% g i+3 2pi+% ) (3 80)
0 0 0
tal que
hi + hitq Ui + Uit Ci + Cit1 pi + Pit1
hi—f—% = 5 Uipl = 5 Citl = 5 Pitl = 5

lo que verifica la propiedad de Roe
‘ARg,i+% . (Wi+1 — Wz) = 9(W1+1) — ?(Wz) — "BH-% . (Wi—H —_ Wl)

El esquema numérico toma entonces la forma

At
n+1 __ n__ =" = -
Wit = Wi = = (S — Gy
At (g (yn ) BT (W Wn 3.81
b (Br (Wi = W)+ B, (W —Wr)) (3:81)

+ At(Sy; + 8%, +8044),
donde 1 I
Gury = 5 (FWisa) + FOW) = 5 [Agyirs| (Wi = W),
El flujo fisico F(W) esté definido en (2.75), la matriz Apg, es la matriz definida por

(2.84). La matriz ‘ARM 11 ‘ se calcula utilizando los autovalores dados en (2.77) y los

autovectores dados en (2.85). La aproximacion para el término fuente que contiene la
pendiente del fondo,Sy;, es similar a la descrita en la seccion (3.5.2), con la diferencia
que en este caso se descentra con respecto de los autovalores (2.77) y los autovectores
(2.85). La discretizacion del término fuente de erosion y deposito es la dada por (3.77)
y el término de friccion se puede discretizar utilizando (3.75) o (3.76).
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3.5.4. Evolucién morfolbgica

Una vez que hemos calculado la evolucion temporal de las variables hidrodinami-
cas, el siguiente paso es calcular la evolucion temporal del fondo. Para ello es necesario
aproximar la ecuaciéon de Exner. Para ello vamos a usar el esquema numérico descri-
to en [67]. En dicho trabajo se presenta una discretizacion upwind para la ecuacion
de Exner, estimando numéricamente la velodidad de propagacion de los sedimentos.
Concretamente el esquema numeérico queda como sigue:

At 1
=g = (F - — — (" =" . 3.82
7 7 + _w ( d,i e, Ax (qb’H% qbvi%)) ( )
donde
'r’btn Si XZ 7>07
Qs i= o i | bt (3.83)
B @ (@i, ") si A1 <0,
siendo
~ 1 i ’tn _ i,tn
Roirs = @(Tir1, ") — gz, t") (3.84)

1_¢ b?+1_b?

3.5.5. Escritura del esquema desacoplado como un esquema ca-
mino conservativo

En esta secciéon mostraremos que el esquema descrito en la seccion 3.5, para la
resolucion del sistemas de leyes de balance (2.73), puede ser escrito como un esquema
camino conservativo.

Recordemos que el primer esquema numérico (3.66), despreciando las aproxima-
ciones para los términos fuentes de erosion/deposito y el término de friccion toma la
forma:

At
Flirjg— Fiiaj) + At (85, +87) . (3.85)

n+1 __ n__ =

De las definiciones de 7y, 5, Sp; v Si; dadas por las relaciones (3.67) y (3.70),
respectivamente, se tiene que

Wi—H = Wi - E [?(WZ‘H) - ?(Wz) - |‘Ai+1/2|(wi+1 - Wz)
FTOVT) = FOWL) + M1l (W] — W) 556
—(I+ |Ai71/2|fl;11/2) (Sb,ifl/Q(Ul,i — Obyi—1) + 8cic1/2(02, — UQ,i—l))

— (T= A2 o) (Soivry2(0nimt — 1) + 8cigrja(02i41 — U2,i))] ,
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de donde se sigue que

. VAN n n
Wit =Wy — 2Az [(Airrz = [Aigaa]) (Wi, — W)
+ (Aicaje + MAisa2]) (WP = WiLy) (3.87)
= (T iz ol A7 o) (Sni/2(01i = 01im1) + 8cicaj2(02i — 024-1))
= (T= i1 2l ) (Snivrja(0rien = 014) + Sciaa(02i1 — U“))] ’
o equivalentemente
n+1 n At -1 I i
Wi = Wi = 2Ax [(I a |‘Ai+1/2"Ai+l/2> (‘Ai+1/2 (Wi+1 - Wz)
- (Sb,i+1/2<0'1,i+1 —01) + Scit1/2(02,5401 — ‘7272‘))) (3.88)

+ (I + \.Ai_l/2|ﬂ;_11/2> (Ai—l/Q (W? - W?g) - (Sb,i—1/2(‘71,z’ — 01,i-1)
+ 8cic1/2(02; — 02,-1))]

Por lo tanto, el esquema numérico (3.66) puede ser escrito en la forma (3.22) con

1
+ _ —1 n n
Di+1/2 9 <I + ‘Ai+1/2| ‘Ai+1/2) (AiJrl/2 (Wi+1 - Wz) (3.89)
- (Sb,i+1/2(01,i+1 - U1,z‘) + Sc,z'+1/2(02,z’+1 - Uz,z‘))) .
Notese que esta expresion coincide con (3.42).
El esquema numérico (3.81) puede escribirse en la forma (3.22) donde Djfrl Jo Viene

dado por (3.89). En esta caso hay que tener en cuenta que la matriz intermedia viene
dada por la relacion Agy(W) = A(W) —B(W). En tal caso, el altimo término de (3.89)
en lado derecho de la igualdad se reemplaza por B;i1/2(Wir1 —W;).

3.6. Esquema de voltiimenes finitos acoplado camino
conservativo para el transporte de sedimentos

En esta seccion describiremos el esquema numérico camino conservativo utilizado
para aproximar el sistema de ecuaciones en derivadas parciales (2.40). Para obtener la
solucién numérica de dicho sistema se utiliza un algoritmo de dos pasos, en el primero se
aproxima el sistema morfo-dindmico, despreciando los términos de erosiéon y deposito,
utilizando un esquema numérico camino conservativo bien equilibrado para el agua en
reposo. En el segundo paso se tienen en cuenta los efectos de la erosion y depoésito y
el término de friccion que se discretizan de forma semi-implicita. Esta técnica ha sido
empleada en diversos trabajos, como por ejemplo Nord y Esteves 2005 [92|, Kubatko
et al. 2006 [70], Morales de Luna et al. 2009 [84], Castro et al. 2013 [21].
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3.6.1. Esquema numérico PVM para el sistema morfo-dinamico

Como hemos dicho vamos a utilizar un esquema de la forma (3.22) para aproximar
el sistema morfo-dinamico (2.40). En lo que sigue vamos a describir la expresion de
los términos Dirl /9 dados en (3.48), que en el caso de los esquemas PVM se reduce
bésicamente a describir la matriz de viscosidad Q;1/2. En particular la matriz de vis-
cosidad es la correspondiente al esquema IFCP (véase [46]). Recordemos, que la matriz

de viscosidad Q; /2 correspondiente al esquema IFCP se define como

Qirije = Py (Arpo) = ap P1d+ a2l o + a7 P A s (3.90)

donde a, as, ag se calculan en términos de cotas de la menor y mayor velocidad de pro-
pagacion de ondas y una cota de las velocidades intermedias. En este caso utilizaremos
las aproximaciones de las velocidades de onda calculadas en la Seccién 2.1.4.

Dado que P2i+1/ % es un polinomio cuadratico que interpola la funcién valor absoluto
en tres valores, correspondientes a una cota de la menor y mayor velocidad de propaga-
cion de ondas y un valor intermedio que mayora al resto de las velocidades intermedias,
el sistema a resolver, para determinar los coeficientes del polinomio, toma la forma

IV, e %) Al
1 X3 M ar | = | As] ) (3.91)
T Xt A2, Qg [Aint|
donde
A1 = min (/\*—,iﬂ/za /\*—,L) ;A3 = maéx ()‘j-,iﬁzl/% )‘:,R) )
y
Aint = Sezt MAX (|>\;,L|= |)‘:1,ii1/2|7 ’)‘;kn,RD )
siendo

S . sgn()\l + )\3) si )\1 -+ )\3 7é 0,
ext = 1 en otro caso.

Los valores A% ; 12 A it /2 SON calculados como

7
f{+1/2 (S:t,i+1/2)5:|:,i+1/2 - ég(hpu)i+1/25i+l/2

= 3.92)
£itl/2 fii1o(Sxiv1/2) — g(hp)ia20is1 2 (
7 g(hpu)iv1/20i1/2
LT , 3.93
i+1/2 6 uz, ) sy — ghivio(L + pip1/20i41/2) (3:93)
donde
Fivip(N) = BX* = duipapd + 5 = ghisije, (3.94)

Stit1/2 = Wit1/2 £ 4/ ghiv1s2, (3.95)
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hi + h; hp)i + (hp); ,
hiyij2 = THv (h/))i+1/2 = (p) 2( r) H? bivij2 = max{b;, bi11},
(3.96)
\/ h i Ug + h i+1U;
Uit1/2 = () WL (hpu)z‘+1/2 = (hp)i+1/2ui+1/2~

(hp)i + (hp)iy1 7

El valor d;41/2 es la evaluacion de la derivada del transporte de fondo con respeto a la
variable hpu, evaluada en la interfaz i + 1/2. Por su parte los valores A\* ;, Ay  r'v
A% p son las evaluaciones de (3.92) y (3.93) pero en el estado de la izquierda (L) o el
estado de la derecha (R) de la interfaz i + 1/2.

Considerando las siguientes igualdades

o= = (sl (AAL = A Aine) 4+ [inel (A3AT = A3A1) + [ M| (Aine A3 — A7 As))
Yoo = el (AT = A3) + IM](A — M%) + [As| (A — AD),
Yo = —([Aint| (A1 — A3) (A (As — Aint) + | As](Aint — A1),

’)/4 = <)\1 - Amt)()\S()\B - )\1 - )\mt) + )\1)\mt),
entonces la solucion del sistema lineal (3.91) esta dada por

_n =1

Q) s Qa1 , QO = E (397)
gz! V4 V4
Finalmente el esquema numeérico puede ser escrito en la forma (3.22), donde
1 n n n n
Dii+1/2 ) (F(Wi—H) —F(W}) + Biy12(W7 — W, ))
L/ iy
= (af (W, - W)
2 \7° o (3.98)

+ai " (F(WE) — F(W?) 4+ B, (W, — W)

1
2

+ a;+1/2,,4i+1/2 (F(W?-l-l) - F(W?) + BZ-+1/2(WZ’»‘+1 - W?))) )

donde F(W) es el vector del flujo fisico definido en (2.37), B;11/, esté definida como

0 0 0 0
0 0 0 0
- , 3.99
o g(hp)i+1/2 ghm/? 0 g(hp)iv1y2 .
0 0 0 0

la matriz A; /o toma la forma



62 Esquema de VF acoplado camino conservativo para el transporte de sedimentos

Ui41/2 e 0
Pi+1/2 Pi+1/2
A= 0 , 0 1 0 , (3.100)
E(hﬂ)z‘+1/2 §hi+1/2 - u12+1/2 2U 12 g(hp>i+1/2
Qit1/2 Bit1/2 Oitr1/2 0
los valores intermedios de las variables estan definidos en (3.96),
a/_&]b /6/—8% a2 — s
i+1/2 = A7 ; i+1/2 = y Oig1/2 = )
ah T=Ti41/2 a(hp) T=Ti11/2 a<hpu) T=Ti41/2

y los coeficientes g, a1 y as estan definidos en la ecuacion (3.97).

Este esquema permite calcular la solucion del sistema morfodinamico (2.40). Debe-
mos notar que las ecuaciones (2.32) y (2.33), en el lado derecha de la igualdad, difieren
por muy poco en su estructura algebraica. Tomando en cuenta la similitud entre dichas
ecuaciones, en la siguiente seccidén presentaremos un esquema numeérico, basado en el
esquema numérico introducido en esta seccion, que pueda reducir el coste computacio-
nal.

3.6.2. Esquema de voltimenes finitos para el transporte de se-
dimentos basado en un esquema PVM

Aunque el esquema anterior proporciona buenos resultados, es posible disenar un
esquema numérico que necesite un menor esfuerzo computacional. Para ello vamos a
considerar en primer lugar las ecuaciones (2.33)-(2.35) y la solucion para (2.32) se hara
de modo descentrada a partir de la solucién que se obtenga para (2.33). El esquema
numérico que proponemos en esta seccion para resolver el sistema (2.40) se escribira de
la forma

Wi = Wi = (D + Dy ) (3.101)

Para construir el flujo numérico, tal como se hizo en la seccién anterior, se utilizara
un esquema tipo polinomio de viscosidad numérica de grado dos. La construccion del
flujo numérico se hace como sigue:

s Definimos

Wi = ((hp)i, (hpu);, b;)".
s Sea ®F

i+1/2 el flujo numérico asociado al sistema definido por las ecuaciones (2.33)-
(2.35), tal que:

},, =D F(Wis1) v @, =D, +F.V), (3.102)

i+1/2 i+1/2
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donde ﬁiﬂ Jo Esté definido por

N e n - n ) n n
Dii+1/2 ) (Fc( ) — FcWV) + Bit1p(Wiy =W, ))
L/ it1/2/50m n
+ B <0‘0+ / Wi = W)

+ i (FeWi) — F) +

A~

i+§( it~ Wzn))
05 A (FeOW) = BeOVP) + Biia a2y — W) ).

)

(3.103)
tal que el flujo se escribe de la siguiente forma
hpu
~ 2
Fov)=| M|
b
1—4
la matriz ]§i+1/2 es
0 0 0
5 g
Bi+1/2 = §hi+1/2 0 g(hl))z‘+1/2 )
0 0 0
y la matriz .Ziﬂ /2 se escribe como
0 1 0
Aivrja = ghz‘+1/2 - “?+1/2 2uit12 g(hp)ivr2 | - (3.104)
5i+1/2 5¢+1/2 0

Los coeficientes, ag, aq, as, del polinomio de viscosidad numérica vienen dados
por la relacion (3.97). Para definir el flujo numérico asociado a la ecuacion (2.32),
se procede como sigue.

= Definimos

~ - . ~ ~
(I)iil/2 = [(I)iﬂ/z} [1]/’ y (I);;d/z = T ¥kl
donde .
= s |er } >0,
) [ =2
po= 1

en otro caso.
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= Finalmente, el flujo numérico D, /9> Dara el sistema (2.40), en las interfaces, se
define como:
t
+ HE + + +
Ditie = {@&1/2’ |:(D1Lil/2] 0’ |:(I)ii1/2:| 2 |:(I)ii1/2:| [3]1 : (3.105)

Con lo cual, el esquema numeérico de la forma (3.101), estaria completamente definido.
La ventaja al construir el esquema numeérico de esta forma es la reducciéon en el costo
computacional al calcular la solucién numérica del sistema (2.40). Por ejemplo, al rea-
lizar simulaciones de roturas de presa, como las que se presentan en la seccion 5.1, el
tiempo de ejecucion (o runtime) del esquema numérico presentado en la seccion 3.6.1
es de 0.898 s mientras que para el codigo desarrollado en la secciéon 3.6.2, el tiempo
de ejecucion es de 0.482s. Los resultados numéricos obtenidos por ambos esquemas
numéricos son esencialmente los mismos.

3.6.3. Tratamiento seco-mojado

Una de las caracteristicas que deseamos para el esquema numeérico es que preserve la
positividad de la columna de agua. Para garantizar la positividad del esquema numérico
procedemos como sigue: Si h;i1/2 < €y4, donde g, es un umbral que mide si se esté
o no cerca de un frente de seco mojado, cambiamos la aproximaciéon de la matriz de
viscosidad por

P (M) = 10 0l A (3100
donde sl h| = Al gl |As| — |1
3|A1] — A1|A3 31— 1M

%0 As— A Yoo Az — A1 ( )

Esto significa que en las interceldas proximas a los frente seco-mojado, modificamos
el esquema numérico de forma que el esquema usado coincida con el esquema HLL.
Como es bien sabido, el esquema HLL mantiene la positividad de la columna de agua
h, supuesto que la funcién que define el fondo sea positiva, bajo una restricciéon de
tipo CFL = 0.5. Dado que la ecuacién para la carga en suspension hp es similar a
la que predice la evolucion de la altura del agua el esquema numérico HLL preserva
la positividad de la carga en suspension con lo cual se puede concluir que el esquema
numérico preservara la positividad para la densidad p (véase por ejemplo |21, 25]).
Debemos senalar que cuando se emplee el esquema numeérico presentado en la seccion
3.6.1, la matriz A;11/ se calcula usando (3.100). Mientras que si se usa el esquema
numérico construido en la seccion (3.6.2), la matriz A; 1,2 viene definida por (3.104).

3.6.4. Esquema numeérico bien equilibrado

Nos centraremos en preservar las familias de soluciones estacionarias para el agua
en reposo y la presion constantes, definidas en (2.91) y (2.93), respectivamente, debido
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a que son aquellas que nos interesan desde el punto de vista practico. Para obtener es-
quemas numéricos que preserven todas las familias de soluciones estacionarias, es decir,
es esquema numeérico completamente bien equilibrado, uno puede aplicar las técnicas
descritas en [28].

Para obtener un esquema numeérico que preserve las familias de soluciones estacio-
narias (2.91) y (2.93) el término aéH/Q( "1 — W7), en la ecuacion (3.98), tiene que
modificarse, de forma que éste sea nulo cuando W} y W7, | sean estados que pertenez-
can a una misma solucion estacionaria que se quiera preservar (véase [24]). De modo
similar, si es empleado el esquema numérico descrito en la secciéon 3.6.2, el término
af;rl/ % " 1 — W) en la ecuacion (3.103), debe ser nulo cuando W' y W}, pertenez-
can a una misma solucion estacionaria que se quiera preservar.

En el caso del esquema numérico descrito en la seccién 3.6.1, esto se puede conseguir,

sustituyendo el término Oéé+1/2( 71— WZ), en la ecuacion (3.98), por

Qg d,y 410 (WT — WD, (3.108)
donde . .
- 0 1
] 2 210ii‘1-1/2
Id,,iv1/2 = S Pit1/2 3 0 pit12 | (3.109)
0 0 1 0
0 0 0 &
tal que
1 si 6>6,,

donde 6 y 6. son el parametro de Shields y el valor critico de Shields, respectivamente.

Para anular el término o)) /%( " — W), en la ecuacion (3.103), éste se sustituye por

el término

b P Ldyy i1 p(WVE L — W), (3.111)
donde
1
3 0 piv1/2
Ldmivip=10 1 0 : (3.112)
00 &

el valor dy esta dado por (3.110).

Estas modificaciones nos permiten preservar las soluciones estacionarias para el
agua en reposo y la presion constante, definidas por (2.91) y (2.93), respectivamente.
También nos permitira verificar la soluciéon del agua en reposo cuando estan presentes
los efectos del erosion y depoésito, dicha solucion ha sido descrita en la seccion 2.3.1.
Supongamos que W1 vy W, satisfacen (2.91) o (2.93). En particular, con esta eleccion,
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tenemos garantizado que Idm;.1/2(Wir1 — W;) se cancela si W} y W7, | pertenecen a
una misma solucién estacionaria. Ademaés es trivial comprobar que en esta situacion

Por tanto, el esquema numérico definido en términos de (3.98) es bien equilibrado para
las soluciones estacionarias (2.91) y (2.93). Para verificar la propiedad de bien equili-
brado del esquema numérico definido en términos de (3.103), se sigue un razonamiento
analogo. Notemos que aqui se verificaria la propiedad de bien equilibrado para las solu-
ciones del sistema (2.33)-(2.35), dicha propiedad se verifica de manera inmediata para
la ecuacion (2.32) ya que la velocidad es nula.

3.6.5. Resolucién de los términos de erosiéon depésito y friccion

El segundo paso del método empleado se lleva a cabo de la siguiente manera. Sea
W la aproximacion calculada por el esquema numérico para el sistema morfo-dinamico.
Calcularemos W!'*! de manera semi-implicita, incorporando primero los procesos de
erosion y deposito a la solucion como sigue.

Se calcula el flujo de sedimento como

¢Zz - Fe*z - F;,m (3‘114>
donde los términos de erosion y deposito se pueden escribir de la siguiente forma
Fe*,i = K:r,i<1 - 77Z))’ y F;,z = K:ikep,ip;'kv (3115)
tal que
wo g \ 16
K = wyE?, K, .=—c (04— 1.64 | . 3.116
er,i Wolsg i y dep,i p;k G (DSQ) + ( )

Para la definicion de K,; v Kgep se han utilizado las formulas (1.26) y (1.32), res-
pectivamente, pero también se podrian utilizar las definiciones del flujo de erosion y
deposito definidos por (1.24) y (1.31), respectivamente.

Se calculan los valores de (hp)?™ y (1 —)bt! a partir de la forma discreta de las

segunda y cuarta ecuacion de (2.40)

A
() = (b + 7= (i) (3117)

e N (3.118)

Estas dos ultimas ecuaciones escritas de manera semi-implicita y utilizando (3.114)
toman la forma

n . t . bln+1 hp ’?+1 i}
ot = o+ = (K- 0 - P, ) g

A
1 =1

bt (hp)it!

I e A I
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Por simplicidad, introduciendo la siguiente notacion:
o Atpb K:r,i o Atﬂb Kc}kep,i o AtK:r,i o AIS‘K’;l(ep,i

“Tri oy “Ti1-e o € T T

= (hp)!™ vy y=(1-¢)br,

y
vo = (hp); vy yo=(1-)b,

el sistema de ecuaciones (3.119)-(3.119) se reduce a

14+e —a T To
= . 121
(—d 1+C)<y) (yo) (3.121)
cuya soluciéon viene dada por

(14 ¢)zo+ ayo
T dl4c+e (3.122)

dxo+ (14 €)yo
— . 3.123
y l+c+e ( )

Notemos que por las formas de los coeficientes a, ¢, d, e, si (hp)! y (1—1)b} son positi-
vos entonces (hp)? ™ y (1 —)b*! también seran positivas. Esto es, esta discretizacion
semi-implicita garantiza la positividad de las variables afectadas por estos términos.
Esto es una mejora con respecto a las aproximaciones explicitas que no garantizan la
positividad de estas magnitudes. De la ecuacion (3.119) se obtiene que

At o 1
T o = Z ()T — (ho)Y) . 3.124
g = () = (o)) (3.124)
El valor de ]! viene dado por la relacion
At
hith=n; + =% iy (3.125)

Finalmente, tomando en cuenta los efectos de erosion y depoésito y el término de friccion

en la ecuacion de la conservacion de los momentos, (hpu)?™! viene dada por
hpu);
hpuyrt = AP 3.126
(hputt = 20 (3.126)
donde "
b o [(hpu)i]

= ————+9(1+r, . 3.127
7 By I I G 120

Observacion 3.6.1 Para garantizar la positividad global del esquema numérico, basta
considerar la modificacion propuesta en la seccion 3.6.3 con la condicion CFL < % y el
tratamiento semi-tmplicito descrito anteriormente.
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3.7. Meétodo tipo splitting de segundo orden en tiempo

Para obtener el segundo orden de precision espacial y temporal cuando hay la pre-
sencia de los términos fuentes de erosion y deposito utilizaremos los operadores tipo
splitting. Los operadores tipo splitting son un procedimiento ampliamente usado en la
solucién numérica de problemas de valor inicial y condiciones de frontera de ecuaciones
diferenciales parciales. En esta seccién nos centraremos en la solucion de la ecuacion

Wi = L(W) + H(W),
W (z,0) = Wy(z).
donde L£(W) es la parte morfo-hidrodinamica del transporte de sedimentos, y esté
definido por el lado derecho de (3.54). Por su parte, H(W) esta definido como la suma
de los términos de erosion-depoésito y el término de friccion, los cuales estan definidos
en (2.39).
Teniendo en cuenta [66] la solucion exacta de (3.128) para un un paso de tiempo
pequenio At se puede expresar como:

(3.128)

W (z,thy1) = AEFD W (2, t,). (3.129)

3.7.1. Splitting de Strang

La funcion exponencial en (3.129) puede aproximarse por la expresion

1 1 1 1
W (2, ty1) & e22EelMeadl o W, t,,,) ~ e22Merled (3.130)
De esta forma el algoritmo puede formularse como sigue:

= Primer paso: resolver el problema de valor inicial

5’W1 (.Z‘, t)
— LT = L(Wi(z,1), <t <tpi1o,
at Wiz, 1)) /2 (3.131)
W1<l‘, tn> = W3<$, tn)
= Segundo paso: resolver el problema de valor inicial
aWQ(xv t) _
— =H(Ws(x,1)), tpyije <t <tpi, (3.132)
Wy (2, thi1y2) = Wi(Z, thg1)2).
» Tercer paso: resolver el problema de valor inicial
8W3<LL’, t) .
T = ﬁ(Wg(fE,t)), tn+1/2 <t< tn+17 (3133>

Wis(z, tyi1/2) = Wa(x, ty1).
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La solucion de (3.128) vendra dada entonces como Wg(ﬁ?, tni1) = Ws(z,t,41), donde
n=12...,NyWs0) =W(z,0).

El splitting de Strang aplicado a nuestro problema quedara formulado como sigue,
dados el estado W y el paso de tiempo At, el estado W?H se calcula como sigue:

= Primer paso:

At
W2 —wr 5 LWD). (3.134)
= Segundo paso:
Wb — W2 L A (W, (3.135)
= Tercer paso:
n+l n+1,% g n+1,%
Wi =W, + 5 LW, (3.136)

Este procedimiento proporciona un método de segundo orden en presencia de los
términos fuente de erosion y deposito y friccion con el fondo. Notemos que si el operador
‘H = 0 entonces el método splitting de Strang coincide con el método TVD Runge-Kutta
de segundo orden presentado por Shu y Osher [103].
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Capitulo 4

Extension al caso bidimensional

En este capitulo se presentard la extension bidimensional del modelo matemético
deducido sin hacer uso de hipotesis tipo Boussinesq. Se ha optado por hacer la extension
bidimensional del modelo matematico (2.40) ya que es el mas general de los modelos
presentados en este trabajo, y puede modelar fenémenos en los cuales la distribucion
de la densidad presente una mayor varianza, respecto de su valor medio.

El esquema numérico que se emplearé para la resoluciéon del modelo matematico
bidimensional sera una extensiéon bidimensional del esquema numérico presentado en la
seccion 3.6.2, debido que como se vera en el capitulo 5 es el que mejores resultados da
en el caso unidimensional.

4.1. Modelo matematico bidimensional

El modelo matemaético (2.40) puede ser facilmente extendido al caso bidimensional.
Para ello, se hace el mismo procedimiento que el llevado a cabo en la secciéon 2.1, pero
esta vez teniendo en cuenta los efectos en la direccion y, obteniéndose

oh  Ohu  Ohv O

9 or "oy 1-u (4.1

8;/) n 8;510 n 8(;1511 _ 1¢ip;’ (4.2)

agfv ) 8ig;uv .\ afg;v? ) a% (9%2P> _ ohp (g_z N sf,y) Fogdn  (44)
% + ﬁ (% + g_q;) = —ﬁm, (4.5)

71
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donde h representa la profundidad del agua, u = (u,v) es la velocidad promedio en la
vertical, p es la densidad de la mezcla de agua y sedimento, b representa el fondo, y
St = (Stu,Sry) €l término de friccion.

El célculo del flujo de sedimentos ¢, = F, — Fj, se hace empleando las férmulas
(1.26) y (1.32), para el flujo de erosion F, y el flujo de depdsito Fy, respectivamente. En
esta parte, el valor absoluto de la velocidad es reemplazado por el modulo del vector
velocidad |ul.

Trabajaremos con la formulacion de Meyer-Peter &Miiller para el transporte de
solido, que en su forma bidimensional, se escribe como

W = (@bas Ghy) = 8Qsgn(u) (0 — 6.)%/7, (4.6)

donde sgn(u) se define como u/|u|. En este caso, el parametro de Shields se define como

ul. (4.7)

4.1.1. Forma vectorial

El sistema de ecuaciones en derivadas parciales (4.1)-(4.5) puede reescribirse en la
forma

OW  OF(W)  OF,(W) oW oW
g T T or oy BWig tBMW5 (4.8)

+ G(W) + S;(W),

donde W = (h,hp, hpu, hpv,b)', es el vector de variables conservativas, Fi(W) y
F5(W) son los flujos fisicos en la direccion x y y, respectivamente. Las matrices B;(W)
y B2(W) son las matrices asociadas a los productos no-conservativos y contiene los tér-
minos que acomplan la ecuacion morfologica con la componente hidrodinamica, G(W)
es el término fuente que tiene en cuenta los efectos de erosion y deposito, Sy (W) es el
vector que tiene entre sus componentes al término de friccion. Todos estos elementos
vienen dados por las siguientes relaciones:

hu hv
hpu hpv
1 h
2, L g2 pUV
F (W)= | lpwt590p [ pyow) = 1 . (4.9)
2 h 2 h2
hpuw pv +§9 p
1 1
m%x m%y

Bi(W) = —(g9hp)ess, BaW)=—(ghp)ess, (4.10)
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Db

1—1

PoPo 0

1 ; WY 0

G(W) = P§¢b i SHW)=| —ghpSss |, (4.11)

v _ghpsf,y

P§¢b 0

O
-9

donde e, s es la base canénica para las matrices cuadradas de orden cinco.

4.1.2. Invarianza bajo rotaciones

Para hablar de la invarianza bajo rotaciones del sistema (4.8) se despreciaran los
términos fuentes que contienen los procesos de erosion y deposito, asi como al término
de friccion. Con lo cual es sistema toma la forma

OW  OF (W) 0Fy(W) OW oW
5 + B + gy B;(W) o + B2(W) 3y

Algunos sencillos célculos permiten demostrar que el sistema definido por (4.12) es
invariante bajo rotaciones (ver por ejemplo [45]), es decir, dada una matriz de rotacion

(4.12)

10 0 0 0
01 0 0 0
To=]1 00 n, n, 0], (4.13)
00 —ny ng, O
00 0 01
donde n = (n,, n,)" es un vector unitario, y considerando
F,(W) = Fi{(W)n, +F2(W)n,, (4.14)
B(W) = (Bi(W) By(W)), (4.15)
entonces se cumplen las siguientes relaciones
Fo(W) =T,'F (T, W), (4.16)
B(W) -n=T,'B(T,W). (4.17)

Siguiendo lo descrito en [45], se puede ver que, dado un vector unitario n el sistema
(4.12) se puede reescribir como sigue

OW  OF (W)  OF,. (W) oW
+ +

ot on ont (B(W) - n)a—n + (B(W) . nL)

oo (418)
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donde n' es un vector ortogonal unitario a n. Multiplicando este tltimo sistema por la
matriz de rotacion T, y teniendo en cuenta las relaciones (4.16) y (4.17), se obtiene

0 0 0
E(T“W) + a_nF1<TnW) = Bl(TnW)a_nW + Quo, (4.19)
donde 5 oW
Qu = Ta (5o P (W) + (BOW) )

es el término tangencial. La ecuacion (4.19) nos dice que el sistema bidimensional puede
ser visto como un sistema unidimensional en la direccion de la componente normal. Este
hecho nos permitira extender facilmente el esquema numérico unidimensional al caso
bidimensional.

4.2. Esquema numérico bidimensional

Para construir un esquema numeérico de primer orden para el caso bidimensional
se aproximard el sistema (4.19) en cada una de las aristas de una malla de volimenes
finitos.

4.2.1. Discretizacion del dominio

Para resolver el sistema (4.8), el dominio de computo se divide en voliimenes finitos
V C R?. En este trabajo se usara una malla estructurada conformada por celdas rec-
tangulares cuyos lados son paralelos a los ejes cartesianos. Dado un volumen finito V,
se define V; como el conjunto de indices j tal que V; es un vecino de V;; E;; denota la
arista comtn entre dos celdas vecinas V; y V; y | E;;| representa la longitud de la arista
E;j; n;; es le vector normal unitario a la arista E;; que apunta hacia V; y |V;| es el area
del volumen finito V;, una representacion grafica de este tipo de malla se puede ver en
la Figura 4.1.

4.2.2. Esquema numérico

El esquema numérico de volimenes finitos bidimensionales toma la forma (véase por
ejemplo [45, 36, 27])

At

W;H*l — Wln o
Vil

> 1EG[D; (Wi W), (4.20)
JEN;

donde D;; (WZ", W?) es una aproximacion del flujo normal asociado a la arista Fj;.
Usando la propiedad de invariancia bajo de rotaciones (4.16) podemos definir

D; (Wi, W}) =T, D™ (Tn,W;, Tn,,W;), (4.21)
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| £
Vi
nijl
ij 1n;j, VZ n;; VJ
nijs
Vi

Figura 4.1: Malla de voltimenes finitos bidimensional

donde D~ (Tnij W, Tnijo), la funcién flujo numérico unidimensional, se calculara en
cada arista F;; del volumen V;, de la siguiente manera: sea

ToW = (h, hp, qu, Gus, b)',

donde g, = hpun, + hpvn, y q,. = hpvn, — hpun,. La forma de construir el flujo
numérico se puede resumir como sigue (véase [45]):

» Definimos
Wh,; = [Ta W] 2,35 Y Wn#j = [TaW] [4] -

= Sea @ij el flujo numérico unidimensional asociado al sistema definido por las
segunda, tercera y quinta ecuacion del sistema (4.19) (despreciando el término
tangencial),
+ +
(I)l‘lij = Dij (Wn,-j,h Wnij7j7) + Fc (Wnij,i>
donde
Gyi 1 t
F. (Wnﬂ) = (C_Inij,,i, h—pjl’ m%nij,i>

y chj (Whai;i» Wh,.i» ) viene dado por (3.98).

= Definimos

(%) (%) (%)

b = |:q)n:|[ | W’LJJ_ y oF = —d .
1] 1 n n
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y
& — & -1 Ot — _Pp—
T, = [(I)nia} ] P Y Pny =~y
donde
5 u; - ny; s [@;,] >0,
W;J_L_ = RNy
Y u; - nfj en otro caso.
y
1. _
— =i [@n,} >0,
-1 Pi V1)
Pij = 1

— en otro caso.

» Finalmente D;; (W7, W) se define usando (4.21), donde

i =35, [en ] fen] cer fen] |
ij ij ij [1] ij [2} n;s i [3]

La aproximacion numérica del término fuente de erosion y deposito se lleva a cabo
del mismo modo que se detall6 en la secciéon 3.6.5, al igual que la aproximacion del
término de friccion.



Capitulo 5

Experimentos numeéricos

En este capitulo presentaremos algunos experimentos numeéricos llevados a cabo con
los modelos matematicos descritos anteriormente y los esquemas numéricos desarro-
llados en este trabajo. Primero se presentaran los resultados numéricos para el caso
unidimensional, para luego presentar algunos resultados numéricos bidimenesionales.

5.1. Experimentos unidimensionales

En esta seccion simularemos numéricamente algunos flujos de rotura de presa a es-
cala sobre fondo movible y con transporte de sedimentos. Para conocer la fiabilidad de
los modelos matemaéticos y de los esquemas numeéricos, los resultados obtenidos seran
comparados con datos experimentales recavados para cada experimento. En la descrip-
cion de los resultados numéricos se empleara la siguiente nomenclatura: 1 ModeloNCP
para referirse al modelo matemaético (2.82)-(2.74) y aproximado por el esquema numé-
rico (3.81)-(3.82), 1" ModeloUpwind S; y Sy para el modelo matematico (2.73)-(2.74)
aproximado con el esquema numérico (3.66)-(3.82) y 29 ModeloPVM, para el modelo
matematico (2.40) aproximado con el esquema numérico descrito en la seccion 3.6.2.

5.1.1. Experimento numeérico 1

En esta seccion recreamos el flujo a escala de una rotura de presa. Dicho experimento
fue realizado en laboratorio de hidrailica de la Université catholique de Louvain y fue
reportado en [50].

El sedimento considerado estaba compuesto por particulas cilindricas de PVC con
un diametro de 3.2mm y altura de 2.8 mm lo cual es equivalente a particulas esfé-
ricas de diametro d = 3.5mm, ver [50|. La densidad del sedimento en este caso es
ps = 1.540g/cm?, la porosidad es ¢ = 0.4, el coeficiente de rugosidad de Manning
toma el valor uy = 0.03 y el parametro critico de Shields considerado es 6. = 0.045.

Fueron simulados un total de T" = 10ty s, donde ty = 4/ % es el tiempo en la escala

hidrodinamica y hq el valor inicial de la altura del agua, aguas arriba. El dominio de

7
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Comparacion al tiempo t=5t; s
0.1

SL 1°" ModeloNCP

b 1€" ModeloNCP

SL 1¢" ModeloUpwind Sy S,
b 1¢" ModeloUpwind S; y S,
SL 290 ModeloPVM

b 2do ModeloPVM
Datos experimentales

0.08 -

0.04 -

b(m),SL(m)

0.02 —

-0.02 I ! ! ! !
0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 2.2

x(m)

Figura 5.1: Comparacion de los resultados numéricos obtenidos por parte de los diversos
esquemas y los resultados experimentales al tiempo 5 ty. SL representa la superficie libre
del agua y b la superficie del fondo

computo I = [0,2.5] se discretiza utilizando 500 celdas. La condicion inicial para este
experimento esta dada por las funciones

0.1 si =< 1.25, B
h(z,0) = { 0 en otro caso, u(z,0) =0, (5.1)

c(z,0) =0, p(z,t)=1 y b(x,0)=0.

Para este experimento se han considerado condiciones de frontera libre, cuyo trata-
miento numeérico se lleva a cabo con la técnica de celdas fantasma (véase [75]).

En las Figuras 5.1, 5.2 y 5.3 podemos ver un comparaciéon entre los resultados
obtenidos. En general, podemos ver que los resultados de ambos modelos matematicos
recrean de manera satisfactoria la fisica del problema. Ambos modelos mateméticos
con sus respectivos esquemas numéricos proporcionan una solucién muy semejante en
la zona aguas arriba de donde estaba situada la presa, para los tiempos 5ty y 7.5t,.
Mientras que para el tiempo 10%y, podemos observar una sobreestimacion de la tasa
erosion por parte de ambos modelos. Las mayores diferencias entre los resultados se
pueden observar en la zona aguas abajo.

Notemos que los resultados numéricos 1" ModeloNCP y 1" ModeloUpwind S; y
S4 proporcionan una soluciéon muy similar en todo el dominio. Se puede observar que
cerca del frente de avance del agua se esta sobreestimando la superficie libre asi como
la tasa de erosion del fondo. Notemos que la posicién del frente de la onda se aproxima
de forma precisa. En la parte de aguas arriba de donde se situaba la rotura de presa,
podemos ver una subestimacion de la superficie libre del agua, para los tiempos de
calculo mostrados, y el resalto hidraulico que se produce donde se situaba la rotura de



Experimentos numéricos 79

0.1

0.08

0.06

0.04

b(m),SL(m)

0.02

Figura 5.2

Comparacion al tiempo t=7.5t; s

—— FS 1e" ModeloNCP
—— b 1°" ModeloNCP

SL 1¢" ModeloUpwind S; y S,
—— b 1e" ModeloUpwind S; y S,
—— SL 2do ModeloPVM
——— b 2d° ModeloPVM
Datos experimentales

0.6 0.8 1 12 1.4 1.6 1.8 2 2.2
x(m)

: Comparacion de los resultados numéricos obtenidos por parte de los diversos

esquemas y los resultados experimentales al tiempo 7.5ty. SL representa la superficie
libre del agua y b la superficie del fondo

0.06

b(m),FS(m)

0.02

Figura 5.3
esquemas

Comparacion al tiempo t=10t; s

— SL 1°" Modelo-NCP

—— b 1°" ModeloNCP
SL 1e" ModeloUpwind S; y S,

—— b 18" ModeloUpwind S; y S,

—— SL 2d° ModeloPVM

b 2d° ModeloPVM

- Datos experimentales

0.6 0.8 1 12 1.4 16 18 2 2.2
x(m)

: Comparacion de los resultados numéricos obtenidos por parte de los diversos

y los resultados experimentales al tiempo 10t,. SL representa la superficie

libre del agua y b la superficie del fondo
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presa no se alcanza a recrear por dichos resultados numéricos. Por su parte la evolucion
del fondo en esta area ajusta de muy buena manera a los datos experimentales para los
tiempos 5ty y 7.5ty. Mientras que para el tiempo 10 ¢y se puede ver una sobreestimacion
de la tasa de erosion.

Los resultados numéricos 29° ModeloPVM muestran un gran ajuste a los datos
experimentales. Podemos ver que la superficie libre del agua calculada tanto aguas arriba
como aguas abajo recrea de forma precisa la tendencia de los resultados experimentales,
la posicion del frente del avance del agua se aproxima fielmente. Podemos observar que
hay una pequena diferencia en la posicion del resalto hidraulico. Estas diferencias puede
ser resultado de los efectos no hidrostéaticos presentes en el fenémeno y que no se tienen
en cuenta en el modelo matemético. En cuanto a la evoluciéon del fondo, podemos ver
que para el tiempo 5ty ésta se calcula de manera exitosa, se recrean de muy buena
forma la tendencia de los datos experimentales tanto aguas arriba como aguas abajo,
aunque se debe senalar que donde se situaba la rotura de presa se esté subestimando
la tasa de erosion tal como se puede ver en la Figura 5.1. De la Figura 5.2 se puede ver
que la evolucion del fondo se recrea de manera aceptable, nuevamente no se alcanza la
tasa de erosion en el punto donde se situaba la rotura de presa, pero la tendencia de los
resultados recrea de forma satisfactoria la forma de los datos experimentales. Podemos
ver que aguas arriba se esta sobreestimando ligeramente la tasa de erosion, mientras que
aguas abajo se subestima ligeramente. Para el tiempo 10t%g, se ve que la tasa de erosion
aguas abajo estd sobreestimada. En el punto donde se situaba la rotura de presa, la
tasa de erosion calculada se corresponde con la reportada por los datos experimentales,
mientras que dicha tasa se ajusta de manera satisfactoria a la reportada aguas abajo,
como se puede ver en la Figura 5.3.

Los resultados numéricos obtenidos por el esquema numérico 2% ModeloPVM pre-
sentan una mejora con respecto a los resultados numéricos presentados en [124] y [78]
con respecto a la evolucion morfologica para los tiempos 5ty y 7.5 ¢y, mientras que para
el tiempo 101, los resultados presenta un grado de exactitud similar a los presentados
por [124] y |78]. Los resultados referentes a la superficie libre del agua presenta la misma
calidad al ser comparados con los datos experimentales. Por su parte, los resultados nu-
méricos obtenidos con los otros dos esquemas numéricos presentan un comportamiento
similar al de los trabajos [124, 78], con respecto a la evolucion del fondo, mientras que
para la superficie libre se nota una ligera diferencia.

5.1.2. Experimento numérico 2

En esta seccion se reproducen numéricamente las condiciones del experimento de
rotura de presa a escala pequena, descrito en [107|. En este experimento el sedimento
considerado tiene las siguientes caracteristicas: diametro de la particula d = 3.9 mm,
densidad del sedimento p, = 1.580g/cm?, porosidad 1) = 0.47, coeficiente de rugosidad
de Manning py = 0.0165, parametro critico de Shields 6, = 0.047. El tiempo total
simulacion fueron 7' = 1.5 s y el dominio I = [—3.0, 3.0] ha sido dividido en 500 celdas.
Las condiciones iniciales consideradas son
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- Comparicion al tiempo t=1.0 s

—— SL 1€ ModeloNCP
—— b 1€ ModeloNCP

SL 1¢" ModeloUpwind S,y S,
—— b 1" ModeloUpwind S; y S,
——— SL 292 ModeloPVM

b 29° ModeloPVM
- Datos experimentales

0.3 -

b(m),FS(m)

0.05

Figura 5.4: Comparacion de los resultados numéricos obtenidos por parte de los diversos
esquemas y los resultados experimentales al tiempo ¢ = 1.0 s. SL representa la superficie
libre del agua y b la superficie del fondo

h(:v,O):{ 0.35 si x <0, w(z,0) = 0,

0 en otro caso, (5.2)

c(x,0)=0, p(z,t)=1 y b(z,0)=0.

En este experimento se consideran condiciones de contorno libre tanto aguas arriba
como aguas abajo.

Los resultados numéricos se puede ver en las Figuras 5.4, 5.5 y 5.6. De modo general
podemos ver que todos los resultados numéricos aproximan de manera satisfactoria la
tendencia descrita por los datos experimentales. Para el tiempo ¢ = 1.0 s podemos ver
que la superficie libre calculada por los métodos 1" ModeloNCP y 1¢" ModeloUpwind S;
y S4 es similar en todo el dominio de célculo, las mayores diferencias se pueden observar
en el frente de avance del agua. Observamos que aguas arriba, la superficie libre del agua
calculada estd subestimando a la obtenida en el experimento de laboratorio, mientras
que cerca del frente de avance se esta sobreestimando. Con respecto a la evolucion
morfologica, podemos ver que ambos resultados numéricos ajustan de manera muy
precisa a la tendencia de los datos aguas arriba de la posicion inicial de la rotura de
presa, mientras que aguas abajo, se pueden ver que se esta subestimando la tasa de
erosion, pero las diferencias son minimas. Los resultados numéricos 29° ModeloPVM
presentan una mejora en la superficie libre del agua, tanto aguas arriba como aguas
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0.35

0.3

0.25

b(m), SL(m)

-0.05

Comparacion al tiempo t=1.25 s

—— SL 1°" ModeloNCP
—— b 1°" ModeloNCP

SL 1€" ModeloUpwind S; y S,
—— b 1®" ModeloUpwind S; y S,
——— SL 29° ModeloPVM

b 2d° ModeloPVM
. Datos experimentales

Figura 5.5: Comparacion de los resultados numéricos obtenidos por parte de los diver-
sos esquemas y los resultados experimentales al tiempo t = 1.25s. SL representa la
superficie libre del agua y b la superficie del fondo

0.35

0.3 -

0.25 —

0.2

0.05

-0.05

b(m),SL(m)

Comparicion al tiempo t=1.5s

—— SL 1°" ModeloNCP
—— b 1" ModeloNCP

SL 1¢" ModeloUpwind S,y S,
—— b SL 18" ModeloUpwind S; y S,
—— SL 29° ModeloPVM

b 2d° ModeloPVM
- Datos experimentales

Figura 5.6: Comparacion de los resultados numéricos obtenidos por parte de los diversos
esquemas y los resultados experimentales al tiempo t = 1.5 s. SL representa la superficie
libre del agua y b la superficie del fondo
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abajo. Podemos ver que la superficie libre del agua, en el area donde se presenta el
frente de avance del agua, se captura de forma precisa. Respecto a la evolucion del
fondo, se puede ver que ésta coincide bastante bien con los datos experimentales.

Afirmaciones similares, con respecto a los resultados numéricos 1" ModeloNCP y
1"ModeloUpwind S; y Ss vy 2% ModeloPVM, se tienen para los tiempos ¢t = 1.255 v
t = 1.5s, ver Figuras 5.5 y 5.6.

Los resultados numéricos obtenidos son muy similares a los descritos en [76], con
la diferencia de que el modelo matematico considerado es un modelo bicapa para el
transporte de sedimentos, que en principio supondria un mayor coste computacional.

A partir de estos experimentos numeéricos, podemos concluir que el sistema (2.40)
discretizado con el esquema numérico descrito en la seccion 3.6.2 proporciona mejores
resultados. Por esta razon, los experimentos de orden dos y los experimentos bidimensio-
nales se llevaran a cabo con dicha formulacion matematica y dicho esquema numérico.
La extension a orden dos se ha descrito en el Capitulo 4.

5.1.3. Precision numérica para un caso test

Se ha decidido hacer la extension a segundo orden del esquema numérico que im-
plementa el método PVM porque como se ha visto en las secciones 5.1.1 y 5.1.2 es el
que mejores resultados ha dado.

Para medir el orden de precision de forma experimental, hemos medido el error en
cada instante de tiempo, en norma uno

eh, = A2 [[W(z,t) = W(z,t)|l, i=1...N, (5.3)
C.

[

—~

donde W (z,t) es la solucion aproximada por el método numérico de orden superior y
W (x,t) es la solucion exacta o una solucion de referencia.

A continuacién procedemos a corroborar numéricamente la precision del esquema
numérico de orden dos. Para llevar a cabo dichas pruebas numéricas, el sedimento esta
caracterizado por ps = 1.58¢g/cm?, d = 3.9mm y la porosidad es 1) = 0.47. El dominio
de computo es 2 = [—1.0, 1.0] y las condiciones iniciales vienen dadas por

Lo(=72%) & _
h(x,0) = 56 si 0.5 <z <0.5,
0.287 — b(z,0) de otra manera,

b(x,0) =02, p(x,0),=1.0 wu(x,0)=0.0. (5.4)

Se han impuesto condiciones de frontera libre y se ha simulado hasta el tiempo t = 0.2 s.
La solucién de referencia fue calculada usando 12800 celdas de volumen finito.

De las Figuras (5.7)-(5.9) se puede observar que las soluciones calculadas por el
esquema de segundo orden estan convergiendo a la solucién de referencia. Por otra
parte en la Tablas 5.1, 5.2 y 5.3 se comprueba numéricamente el segundo orden del
esquema numeérico.
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Tabla 5.1: Calculo de los errores y el orden para h. El error espacial en la norma uno, para la

k-ésima malla, se denota por eag,

N. Volumenes

EAxy,

EAzg4

6A:17k

Orden

100
200
400
800
1600

1.0088187e-+00
2.5278530e-01
6.3408503e-02
1.5037084e-02
3.8303528e-03

3.9908122¢+00
3.9866152¢e+00
4.2168084e+-00
3.9257701e+00

1.9966824e-+00
1.9951644e+00
2.0761515e+00
1.9729757e-+00

Tabla 5.2: Calculo de los errores y el orden para b. El error espacial en la norma uno, para la

k-ésima malla, se denota por eag,

EA951c+1

N. Volamenes €Ay Orden
gA:Ek
100 7.4775334e-02
200 1.8541659e-02  4.0328287e+00 2.0117921e+00
400 4.5797685e-03  4.0486018e+00 2.0174238e-+00
800 1.0988292e-03  4.1678618e+00 2.0593075e+00
1600 2.5866787e-04 4.2480314e+00 2.0867944e+00

Tabla 5.3: Calculo de los errores y el orden para g. El error espacial en la norma uno, para la

k-ésima malla, se denota por eag,

N. Volumenes

5Aack

EAzp i1

EAxy

Orden

100
200
400
800
1600

3.2256415e+-00
8.0019082¢-01
1.9656227e-01
4.7663763e-02
1.1339640e-02

4.0310904e+-00
4.0709278e+-00
4.1239353e+-00
4.2032869¢+-00

2.0111701e+00
2.0253576e+00
2.0440217e+00
2.0715179e+00
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Figura 5.7: Superficie libre del agua para t = 0.2 s

Comparaciéon con datos experimentales

En esta secciéon se repetira el experimento numérico descrito en la secciéon 5.1.2, con
la diferencia que el esquema numérico que hemos empleado es la extension a segundo
orden del esquema numérico 2% ModeloPVM.

Los valores para los diferentes parametros y condiciones iniciales son los descritos en

la seccion 5.1.2. El esquema numérico de segundo orden se ha ejecutado con mallas de
125 y 250 celdas. Los resultados numéricos obtenidos se muestran en las Figuras 5.10,
5.11y 5.12.

En dichas figuras se puede observa una comparacion entre los resultados numéricos
y los datos experimentales. Tanto para el esquema de primer orden como el esquema
de segundo orden se puede observar un buen nivel de precisiéon al ajustar los datos
experimentales. Del mismo modo, se puede observar como las soluciones del esquema
de segundo orden convergen a la solucién referencia, la cual fue calculada con el esquema
de primer orden y una malla de 500 volimenes. La convergencia se puede apreciar de

I )
0.4

85



86

Experimentos bidimensionales

0199 |-
0.198 |-
0.197 —
E o108
fe)
0.195 —
0.194 |-
0193 |-
0.192 \ I \ 1 \ l I \ |
- 0.8 0.6 0.4 0.2 02 04 06 08 1
x(m) —— Sol. referencia
—-—- Sol. Orden 2, 100 celdas
—-—- Sol. Orden 2, 400 celdas
Sol. Orden 1, 400 celdas
0.2 0.2
0.199 0.199 -
0.198 0.198 -
0.197 0.197 -
50.196 50.196 =
Ko} e}
0.195 0.195
\
0.194 0.194 N
0.193 0.193 -
0.192 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0192 ‘ ‘ ‘ ‘ |
-0.7 -065 -0.6 -055 -05 -045 -04 -035 -0.3 -0.25 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
x(m) x(m)

Figura 5.8: Fondo para t = 0.2 s.

mejor manera en los puntos donde se da el resalto hidraulico (parte inferior de la derecha
en las iméagenes 5.10, 5.11 y 5.12 ) y el punto donde se da el frente del avance del agua
(parte inferior de la izquierda en las imagenes 5.10, 5.11 y 5.12).

5.2. Experimentos bidimensionales

Para validar la extension bidimensional del modelo matemaético y del esquema nu-
mérico, presentada en el Capitulo 4, se han llevado a cabo una serie de experimentos
numeéricos, tanto académicos como experimentales.

5.2.1. Estado del agua en reposo

En este experimento numérico reproduciremos numéricamente las caracteristicas del
estado de agua en reposo lake at rest, descrito en la secciéon 2.3.1, para el sistema (2.40).
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Figura 5.9: Descarga unitaria para t = 0.2 s.

Consideremos un canal cerrado con fondo plano, y consideremos que esta inicial-
mente lleno con un fluido resultado de la mezcla de agua y particulas sedimentarias. La
densidad del sedimento considerado es p = 1.580 g/cm?, con didmetro d = 3.9mm y
porosidad ¢ = 0.47. La concentracion inicial del sedimento considerada es ¢ = 0.2 . La
altura del fondo es b = 1.05m y la superficie libre del agua inicial es 3.0 m. El tiempo
total simulado fueron 7" = 30 s. El dominio espacial D = [—1, 1] x [—1, 1] se discretiza
usando 100 celdas tanto en la direcciéon z y en la direccion y. Las condiciones de con-
torno para este caso son: condiciones de frontera libre en cada una de las fronteras del
dominio.

La Figura 5.13 muestra, como era esperado, que el sedimento que originalmente
estaba en suspension se deposita en el fondo, por lo tanto la altura del fondo crece
y la densidad de la mezcla de agua y sedimento decrece. Notemos que la superficie
libre del agua permanece constante a través del tiempo. Observemos que los modelos
presentados en [9, 68] no verifican esta propiedad, porque en dichos modelos, bajo la
hipotesis del estado del agua en calma, la masa del agua limpia aumenta por la falta de
un término fuente en la conservacion del volumen, lo cual hace que la superficie libre del
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Figura 5.10: Comparacion entre los resultados numeéricos del esquema de primer orden,
el esquema de segundo orden y los datos experimentales al tiempo ¢t = 1s

agua no permanezca constante a través del tiempo. En la Figura 5.14 se muestra que la
densidad de la mezcla de agua y sedimentos decrece, dado que hemos seleccionado un
valor inicial de concentracion volumétrica ¢ tal que la relacion ¢ < 1 — 1) se satisface.
Por lo tanto podemos concluir que el esquema numérico reproduce correctamente las
condiciones del estado del agua en calma.

En la Figura 5.15 se puede observar la evoluciéon temporal de la altura del agua,
de la carga en suspension, de la densidad de la mezcla y del fondo sedimentado. En
estés figuras se dibujan las series temporales obtenidas de los resultados numéricos en
los puntos P, = (0,0) y P» = (—0.8,0.5). En la misma grafica se muestra la solucion
aproximada del sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (2.94), (2.95) y (2.96) que
hemos calculado con el método Runge-Kutta de orden 4 y 5 de Dormand-Prince. Dado
que la soluciéon no depende de la posicion espacial, ésta debe ser la misma para todo
los puntos del dominio, como se puede ver en la figura 5.15.
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Figura 5.11: Comparacion entre los resultados numeéricos del esquema de primer orden,
el esquema de segundo orden y los datos experimentales al tiempo ¢t = 1.25 s

5.2.2.

En este experimento numeérico, consideramos el transporte por carga de fondo para
la evolucion morfolégica de una duna. Consideraremos agua limpia en el instante inicial
e impondremos una entrada de sedimento en suspension en la frontera izquierda, para
ver los efectos que puedan haber en la evolucion tanto de la superficie libre del agua asi
como del fondo. En este experimento se desprecian los términos de erosioén y deposito.
Consideramos particulas sedimentarias con las mismas caracteristicas descritas en la
seccion 5.2.1 y el mismo dominio con la misma discretizacion. Las condiciones iniciales

Evolucion de una duna

estas dadas por:

b(x,0) = 05

1.140.05 cos(10]x]), si |x| < -

10’
en otro caso.

h(x,0) + b(x,0) = 2.0, h(x,0)u(x,0) =1,
h(x,0)v(x,0) =0, p(x,0) = po.

(5.5)

(5.6)
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Figura 5.12: Comparacion entre los resultados numeéricos del esquema de primer orden,
el esquema de segundo orden y los datos experimentales al tiempo t = 1.5

Hemos empleado la formulacion de Meyer-Peter & Miiller para calcular el flujo de
la descarga de fondo (4.6), pero en este caso hemos usado

para observar movimientos en el fondo a pequenos tiempos de simulaciéon. Hemos im-
puesto las siguientes condiciones de contorno:

h(x,t)u(x,t) =1, for xe[-1,1] x{-1,1}, ¢>0, (5.7)
h(x,t)v(x,t) =0, for xe{-1}x[-1,1], t>0. '
La condiciéon de frontera para la densidad esta dada como
0.019 (ps —
p(x,t) = po + (P = o) for xe {-1} x[-1,1],t >0, (5.8)

h(x,t)
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I Superficie libre

I Superficie libre
Fondo

b(m); FS (m)

o

Figura 5.13: Superficie libre del agua y fondo al tiempo ¢ = 0 s (izquierda). Superficie
libre del agua y fondo al tiempo ¢ = 30 s (derecha).

Densidad Densidad 2

Figura 5.14: Densidad al tiempo ¢ = 0s (izquierda) y densidad al tiempo ¢t = 30s
(derecha).

lo cual es equivalente a imponer una condicién de frontera homogénea sobre la carga
suspendida, la cual estaria dada por la expresion h(x, t)c(x,t) = 0.019, tal como se hace
en [21]. La fronteras restantes seran consideradas con una condicion de frontera libre.
El tiempo final es ¢t = 40 s.

Los resultados numeéricos en el instante de tiempo final £ = 40 s se muestran en la
Figura 5.16. Podemos ver que el esquema numérico preserva la simetria, con respecto del
eje x, de la superficie libre del agua, del fondo, y del flujo en la direccion z. Observemos
que la soluciéon obtenida no presenta oscilaciones numéricas, es decir, obtenemos una
solucién suave. Podemos ver que el fondo en el tiempo final de computo presenta una
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Figura 5.15: Evolucion temporal de la altura del agua (a), la carga en suspension (b),
la densidad de la mezcla (c) y el fondo sedimenta (b), en los puntos P, = (0,0) y
Py = (—0.8,0.5).

forma de estrella, lo cual esta de acuerdo con lo que se esperaba, para mas detalles se
puede consultar [37, 21].

5.2.3. Rotura de presa en canal con apertura abrupta

Este experimento se llevo a cabo en el laboratorio de hidraulica de la Universitée
Catholique de Louvain y los datos experimentales se describen en el trabajo [58]. Las
particulas sedimentarias utilizadas fueron de arena uniforme con un diametro medio de
1.72mm, densidad p, = 2.63g/cm? y con porosidad del 39 %, el coeficiente de rugosidad
empleado fue py = 0.025. Se consider6é una capa de arena saturada y compacta de
grosor 0.10 m sobre todo el canal como condiciéon inicial para el fondo. La condicion
inicial aguas arriba para el grosor de la capa de agua limpia es de 0.25m y de 0 m como
condicién inicial para el grosor de la capa de agua limpia aguas abajo. En la Figura
5.17 se puede ver una representacion de la forma del dominio y sus dimensiones, asi
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Figura 5.16: Resultados numéricos al tiempo ¢t = 40 s; (a) Superficie libre, (b) Fondo,
(¢) Flujo en la direccion z y (d) flujo en la direccion y.

como también de la condicién inicial considerada.

Se considera una condiciéon de frontera libre en la frontera de la derecha del canal
mientras que en el resto de las fronteras se impone una condiciéon de contorno tipo
pared.

La Figura 5.18 muestra la superficie libre del agua y la profundidad del fondo en
instante final de la simulacion ¢t = 12 s. En las Figuras 5.19, 5.20 y 5.21 podemos ver la
comparacion entre los resultados numéricos y los datos experimentales para la profundi-
dad del fondo en diferentes secciones transversales. De la Figura 5.19 podemos ver que
los resultados numeéricos capturan la tendencia y forma de los datos experimentales pero
con una diferencia de alrededor de 0.01 m. La Figura 5.20 muestra que los resultados
numéricos sub-estiman a los datos experimentales hasta antes de y = 0.25m, después
de este punto los resultados numeéricos recrean de manera correcta la tendencia de los
datos experimentales. La comparacion en la seccion transversal x = 1.6 m se muestra
en la Figura 5.21, podemos ver que los resultados numéricos ajustan de manera exitosa
a los datos experimentales. Por lo tanto podemos concluir el modelo desarrollado es
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Figura 5.17: Disenio del canal y condiciones iniciales: (a) Perfil longitudinal y (b) vista
en planta.

capaz de simular correctamente este experimento.
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Figura 5.18: Superficie libre al tiempo ¢t = 12 s (izquierda) y fondo al tiempo ¢t = 125
(derecha).

La Figura 5.22 muestra la comparacion de la evolucion temporal de la superficie
libre del agua en el punto (z,y) = (4.2,0.125). Podemos ver que la evolucion temporal
calculada tiene la forma de la evoluciéon temporal dada por lo datos experimentales,
una pequena diferencia se puede observar después de los primeros ocho segundos de
simulacion. En la Figura 5.23, podemos notar que antes del tiempo ¢t = 3s los re-
sultados numeéricos recrean correctamente la evolucion temporal dada por los datos
experimentales, en el intervalo 3 < t < 5, los resultados numéricos sub-estiman los
valores reportados por los datos. Después del tiempo ¢t = 6 s podemos ver una sobre-
estimacion dada por los resultados numeéricos. Se puede observar que la aproximacion
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Figura 5.19: Seccion transversal en z = 1.15m al tiempo ¢ = 12 s.
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Figura 5.21: Seccion transversal en z = 1.6 m al tiempo t = 12 s.

presentada aqui mejora los resultados numéricos obtenidos por [109] para la evolucion
del fondo. Los resultados numeéricos son comparables a los obtenidos en [78].
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Figura 5.23: Evolucion temporal de la superficie libre del agua en el punto (4.2,0.375).

5.2.4. Rotura de presa en canal con apertura simétrica

Este experimento también fue realizado en laboratorio de mecanica e ingenieria
civil unidad de hidraulica de la Université Catholique de Louvain. La configuraciéon del
canal y sus dimensiones se muestran en la Figura 5.24. Este experimento se describe con
detalle en [105]. El sedimento usado fue arena gruesa caracterizada por un didmetro
d = 1.61mm con densidad p, = 2.63g/cm?® y porosidad ¢ = 0.42. El coeficiente de
rugosidad de Manning considerado es de py = 0.0165s/m'/3 para el fondo movible
y g = 0.010s/m'/3 para el fondo fijo. Se imponen condiciones de contorno de tipo
pared, en todas las paredes del canal, salvo para al frontera artificial correspondiente
al extremo derecho del canal, donde se impone una condiciéon de frontera libre.

El nivel inicial del agua aguas arriba de la posicion inicial de la rotura de presa se
denota por 7, mientras que el nivel inicial del agua en el intervalo 0 < x < 9 se define
por 1 y el nivel inicial del agua en el intervalo z > 9 se denota por 7,. El grosor inicial
de la capa de arena es hy = 0.085m, las condiciones iniciales para los niveles del agua
se pueden ver en las Tabla 5.4.

En la Figura 5.25 se muestra el estado final de la superficie libre del agua y de la
profundidad del fondo después de 20 s de simulacion.

En las Figuras 5.26, 5.27 y 5.28 podemos ver la comparacion entre los resultados
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Figura 5.24: Configuracion del experimento, dimensiones del canal: (a) Vista en planta,
(b) Elevacion y (c) secciones transversales.

numéricos y los datos experimentales para el estado final del fondo en diferentes sec-
ciones longitudinales. En la Figura 5.26 podemos ver que la evoluciéon morfologica se
recrea de manera correcta. Notemos que en el intervalo 0 < x < 2 la tasa de erosiéon en
los resultados numéricos es mayor que la observada en los datos experimentales, pero
en el resto de la seccién, los resultados numeéricos capturan de manera exitosa la forma
de los datos experimentales. Como se muestra en la Figura 5.27 el modelo es capaz
de reproducir la forma general de los datos experimentales, aunque se pueden observar
pequenas diferencias en el intervalo 1 < z < 2. En la Figura 5.28 podemos observar
que los resultados numeéricos recrean de manera exitosa los datos experimentales. Como
puede observarse, La tasa de deposito es correcta en la seccion 0 < x < 2, y fuera de
esta region la tasa de deposito se subestima o, la tasa de erosion esta sobreestimada.
Durante el experimento, la evolucién temporal de la superficie libre del agua fue
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Tabla 5.4: Condiciones iniciales para el nivel del agua.

o (m) m(m) ny(m) hs(m)
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Figura 5.25: Superficie libre del agua al tiempo ¢t = 20 s (izquierda) y fondo al tiempo
t =20s (derecha).
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Figura 5.26: Nivel del fondo en la seccion y = 0.2 al tiempo ¢t = 20s. La diversas
lineas en los datos experimentales son los resultados de las pruebas de reproducibilidad
llevadas a cabo durante el experimento fisico

medida. La posicion de los puntos de medicion se detalla en la Tabla 5.5.

En las Figuras 5.29, 5.30, 5.31 y 5.32 podemos ver la comparaciéon entre los datos
experimentales y los resultados numeéricos para la evolucion temporal del nivel del agua.
Podemos ver en las Figuras 5.29 y 5.30 que en los puntos de medida US1 y US3 los
resultados numeéricos recrean de manera exitosa la evolucion temporal del nivel del agua
proporcionada por los datos experimentales. Por otra parte, de las Figuras 5.31 y 5.32
podemos notar que los resultados numéricos aproximan de buena manera los resultados
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Figura 5.27: Nivel del fondo en la seccion y = 0.6 al tiempo t = 20s. La diversas
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Figura 5.28: Nivel del fondo en la seccion y = 1.45 al tiempo ¢ = 20s. La diversas
lineas en los datos experimentales son los resultados de las pruebas de reproducibilidad
llevadas a cabo durante el experimento fisico

experimentales durante los primeros 5 segundos, después de este tiempo los resultados
numeéricos sobreestiman los datos experimentales.

En [105] se comparan los resultados numéricos proporcionados por diversos modelos
con los datos experimentales. Comparando los resultados obtenidos en este trabajo
con los obtenidos en dichos trabajos podemos decir que se han obtenido mejoras en
los resultados para las secciones y = 0.6 y y = 1.45 para la evoluciéon del fondo. Los
resultados para el nivel del agua son similares a los que proporcionan otros modelos
existentes en la literatura (véase [105]).
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Tabla 5.5: Coordenadas de los puntos de medicion.

Punto z(m) y(m)
US1  0.640 -0.500
US3  0.640 0.165
UsS5  1.940 -0.990
UsS6  1.940 -0.330
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Figura 5.29: Evolucion temporal de la superficie libre del agua en el punto US1 (ver
Tabla 5.5). La diversas lineas en los datos experimentales son los resultados de las
pruebas de reproducibilidad llevadas a cabo durante el experimento fisico
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Figura 5.30: Evolucion temporal de la superficie libre del agua en el punto US3 (ver
Tabla 5.5).
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Figura 5.31: Evolucion temporal de la superficie libre del agua en el punto US5H (ver
Tabla 5.5).
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Figura 5.32: Evolucion temporal de la superficie libre del agua en el punto US6, (ver

Tabla 5.5). La diversas lineas en los datos experimentales son los resultados de las
pruebas de reproducibilidad llevadas a cabo durante el experimento fisico
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo se ha llevado a cabo el estudio del transporte de sedimentos me-
diante el uso de dos modelos matematicos, el primero de ellos tomado de la literatura
y el segundo es una aportacion original de esta tesis y se ha obtenido a partir de las
ecuaciones de Navier-Stokes sin hacer uso de la hipétesis de Boussinesq. Los modelos
matematicos se han aproximado numéricamente usando esquemas de voliimenes finitos
camino conservativos que son bien equilibrados para el agua en reposo.

El primer modelo matematico fue resuelto de manera desacoplada, es decir, prime-
ro se ha resuelto el sistema sistema hidrodinamico, sin tener en cuenta la ecuacion de
Exner, utilizando el Q-esquema de van Leer y descentrando los términos fuentes de la
pendiente del fondo y la variaciéon de la concentraciéon volumétrica. En este caso los
términos de erosién y deposito se discretizan de manera explicita. A continuacion se
aproxima la ecuaciéon de Exner para la evolucion del fondo construyendo un flujo numé-
rico para el flujo del transporte de fondo. Finalmente abordamos la discretizacion del
sistema hidrodinédmico teniendo en cuenta que el término correspondiente a la variacion
de la concentraciéon no es un término fuente, si no un producto no conservativo, ya que
introduce una modificaciéon en la estructura espectral del problema, desarrollando un
esquema camino-conservativo para el problema hidrodinamico.

Para el segundo de los modelos que hemos descrito en esta memoria, y teniendo en
cuenta que la discretizacion desacoplada en los sistemas de tipo Exner pueden llegar a
ser inestable, hemos desarrollado dos esquemas numéricos que resuelven de forma aco-
plada el sistema morfo-hidrodinamico. Los esquemas propuestos son de tipo splitting.
En el primer paso sélo se tiene en cuenta el sistema morfo-hidrodindmico y en un se-
gundo paso se discretizan los términos de erosion, depoésito y friccion, que se discretizan
de forma semi-implicita. Los esquemas numéricos desarrollados para el sistema morfo-
hidrodinamico son camino-conservativos de tipo PVM de primer y segundo orden. El
esquema resultante es positivo y bien equilibrado para el agua en reposo. La positivi-
dad del esquema se fundamenta en que el esquema PVM coincide con el esquema HLL
en las proximidades de los frentes seco/mojado y la discretizacion semi-implicita de
los términos de erosion y depoésito. También se ha propuesto la extension a problemas
bidimensionales del esquema de primer orden en espacio y tiempo.
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De la comparacion entre los resultados numéricos, para ambos modelos matemati-
cos, y los datos experimentales en problemas unidimensionales, podemos concluir que
ambos modelos numéricos proporcionan resultados aceptables. Los modelos capturan
correctamente el avance del frente de onda y la forma de la superficie libre del fluido.
Con respecto a la evolucion morfologica, se puede observar un buen nivel de precision.
Las diferencias que se observan entre los resultados numéricos y los datos experimen-
tales pueden ser explicadas por la presencia de efectos no hidrostaticos que se han
despreciado en el proceso de derivacion de ambos modelos. Otra fuente de error son las
formulas y parametros que definen los términos de erosion y deposito, ya que estas for-
mulas resultan de un proceso de ajuste experimental de datos de laboratorio. Debemos
destacar que los resultados obtenidos por el modelo propuesto en esta tesis doctoral
proporciona mejores resultados que el modelo propuesto en el primer capitulo.

En el caso de los experimentos bidimensionales, podemos concluir que el calculo de
la evolucion morfolégica se hace de manera exitosa, la tasa de erosion y deposito estan
en concordancia con las observadas en los datos experimentales, pero se subestima
su amplitud. La superficie libre del agua también presenta algunas zonas donde se
sobrestima su valor.

Dentro de las aportaciones a destacar en este trabajo es la deducciéon de un modelo
matemaético para el transporte de sedimentos sin hacer uso de la hipotesis de Boussi-
nesq, asi como un esquema numérico robusto de primer y segundo orden para su dis-
cretizacion, que entre otras cosas es positivo, y bien equilibrado para el agua en reposo.
También se ha realizado un proceso de validaciéon exhaustivo con datos experimentales.

De los diversos experimentos numéricos llevados a cabo, se ha visto que la calibracion
de los parametros involucrados en el calculo de la erosion y del depésito juegan un
papel muy importante ya que los resultados numéricos son sensibles a la eleccion de
estos pardmetros. Por esta razon una linea de trabajo futuro es realizar un analisis de
sensibilidad de los parametros y cuantificacién de la incertidumbre mediante el método
de Montecarlo o alguna de sus variantes, asi como el diseno de un algoritmo automatico
para el ajuste de dichos parametros para obtener resultados més precisos.

Posibles lineas de investigacion futuras y de continuidad en este campo son el desa-
rrollo de un modelo matematico multi-capa para el transporte de sedimentos sin hacer
uso de hipotesis del tipo Boussinesq, asi como la incorporacion de efectos no hidrosta-
ticos. Sera necesario desarrollar esquemas numéricos robustos para los nuevos modelos
desarrollados.
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