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Algunos teoremas de estructura

Resumen

El objetivo de este trabajo es probar dos importantes teoremas de estructura de ani-
llos: el Teorema de Artin-Wedderburn y el Teorema de Densidad de Jacobson.

En el primer capitulo sentaremos las bases sobre las que trabajaremos. En este, estu-
diaremos los conceptos de anillo y médulo y demostraremos resultados que seran de gran
relevancia en los siguientes capitulos.

El segundo capitulo es el destinado a probar el Teorema de Artin-Wedderburn, que
clasifica los anillos semisimples. Comenzaremos el capitulo trabajando sobre los anillos
simples y semisimples. Tras ello, introduciremos la condicién de cadena descendente y la
condicién de cadena ascendente y hablaremos de moédulos y anillos artinianos y noetheria-
nos. También veremos las nociones de anillos primos y semiprimos. Una vez realizado este
desarrollo tedrico, procederemos a demostrar el Teorema de Artin-Wedderburn. Primero
veremos su version para Anillos Simples, que utilizaremos para demostrar el Teorema de
Artin-Wedderburn general.

El tercer capitulo trata sobre Teorema de Densidad de Jacobson, que clasifica los
anillos primitivos. Primero veremos la nocién de anillos primitivos por la derecha y por la
izquierda. En la segunda subseccién demostraremos el Teorema de Densidad para Médulos
Semisimples y, haciendo uso de dicho resultado, probaremos el Teorema de Densidad de
Jacobson para anillos primitivos por la derecha. Trabajando con médulos a izquierda en
vez de médulos a derecha de obtiene el Teorema de Densidad de Jacobson para anillos
primitivos por la izquierda.

Palabras clave:
ANILLO, MODULO, SIMPLE, SEMISIMPLE, ARTINIANO, PRIMO, SEMIPRIMO, TEO-
REMA DE ARTIN-WEDDERBURN, PRIMITIVO, TEOREMA DE DENSIDAD PARA MODU-

LOS SEMISIMPLES, TEOREMA DE DENSIDAD DE JACOBSON.
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Some structure theorems

Abstract

The purpose of this work is to prove two important structure theorems for rings: the
Wedderburn-Artin Theorem and Jacobson Density Theorem.

In the first chapter, we lay the foundational concepts upon which the subsequent de-
velopments are built. Specifically, we examine the notions of rings and modules, and we
prove several preliminary results that will be highly relevant in the later chapters.

The second chapter is devoted to the proof of the Wedderburn-Artin Theorem, which
provides a classification of semisimple rings. We begin by studying simple and semisim-
ple rings in detail. Subsequently, we introduce the Descending Chain Condition (DCC)
and the Ascending Chain Condition (ACC), and discuss artinian and noetherian modules
and rings. We also address the notions of prime and semiprime rings. With this theore-
tical groundwork in place, we proceed to prove the Wedderburn-Artin Theorem. We first
present the version for Simple Rings, which will be used to prove the general Wedderburn-
Artin Theorem.

The third chapter concerns Jacobson Density Theorem, which classifies primitive rings.
We begin by introducing the concepts of right and left primitive rings. In the second
subsection, we prove the Density Theorem for Semisimple Modules. This result is then
used to establish Jacobson Density Theorem for right primitive rings. Jacobson Density
Theorem for left primitive rings can be derived by working analogously with left modules
instead of right modules.

key words:

RiNnG, MODULE, SIMPLE, SEMISIMPLE, ARTINIAN, PRIME, SEMIPRIME, WEDDERBURN-

ARTIN THEOREM, PRIMITIVE, DENSITY THEOREM FOR SEMISIMPLE MODULES, JA-
COBSON DENSITY THEOREM.
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Introduccion

La teoria de anillos tiene gran importancia en el algebra moderna y estéd relacionada
con diversos campos. En el desarrollo de este trabajo probaremos varios teoremas de es-
tructura de anillos. Los dos resultados principales son el Teorema de Artin-Wedderburn
y el Teorema de Densidad para Anillos Primitivos (en sus versiones a derecha e izquierda).

El Teorema de Artin-Wedderburn clasifica los anillos semisimples. Los origenes de este
resultado se encuentran en el afio 1908, cuando J.H.M Wedderburn clasifico a las dlgebras
semisimples finito-dimensionales sobre cuerpos. Veinte anos después, E. Noether y E. Ar-
tin introdujeron las nociones de Condicién de Cadena Ascendente y Condicién de Cadena
Descendente como sustitutos a la finito-dimensionalidad, tras lo que E. Artin extendi6 el
Teorema de Wedderburn a anillos semisimples. Este importante resultado marcé la in-
vestigacion en algebra abstracta, sirviendo como modelo para muchos resultados similares.

Estudiaremos también varios teoremas de densidad, desarrollados a mediados del siglo
XX. El primero es el Teorema de Densidad para Mdédulos Semisimples, también conocido
como el Teorema de Densidad de Jacobson-Chevalley, al haber sido desarrollado de forma
independiente por ambos autores. El segundo es el ya mencionado Teorema de Densidad
para Anillos Primitivos (en sus versiones a derecha e izquierda), que clasifica a los anillos
primitivos. Destacamos que este es una generalizacién del Teorema de Artin-Wedderburn
para Anillos Simples en la que no hay suposicién de finitud.

Con esto, habremos estudiado dos importantes teoremas de estructura que han influido

mucho en el algebra abstracta moderna y que son parte de la base en la que se fundamenta
de teoria de anillos.
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Capitulo 1
Modulos

1. Nociones basicas sobre anillos

En esta seccion vamos a estudiar conceptos y resultados que necesitaremos en el de-
sarrollo del trabajo. Comenzamos definiendo algunas de las estructuras basicas. Para ello
nos basamos en los apartados 1.2 de [3] y 1.1 de [7] y en los apartados III.1 y II1.4 de [3].

Definicién 1. Un grupo es una dupla (G, *) que consiste en un conjunto no vacio G junto
con x una operacion binaria en G que verifica:

1. la propiedad asociativa: (a*xb) xc=ax* (bxc) Va,b,c€ G
2. de € G tal que e es una unidad: axe=a=ce¢*xa VYae G

3. todo elemento tiene tnverso: Va € G existebe G conaxb=e=bxa

Observacién 1. En un grupo, el inverso de un elemento es unico.

Definicién 2. Decimos que un grupo (G,+) es abeliano si verifica la propiedad conmu-
tativa: a+b=>b+a Va,b € G. En tal caso, a la unidad se la denota por 0 y al inverso de
a se le llama opuesto y se denota por —a. Dados a,b € G, denotamos a + (—b) por a —b.

Definicién 3. Un anillo es una terna (R,+,-) que consiste en un conjunto no vacio R
Jgunto con dos operaciones binarias en R: una adicion + y un producto -, tales que:

1. (R,+) es un grupo abeliano, es decir, verifica:

la propiedad asociativa: (a +b)+c=a+ (b+¢) Va,bjc€ R

la propiedad conmutativa: a +b=b+a Va,be R

= 30 € R tal que 0 es un elemento neutro:a+0=a=0+a Va€e R

» todo elemento tiene opuesto: Va € R existe —a € R con a+(—a) =0 = (—a)+a
2. El producto verifica la propiedad asociativa: (a-b)-c=a-(b-c) VYa,bjc € R
3. Se wverifica la propiedad distributiva:

ma-(b+c)=a-b+a-cVabceR
» (b+c¢)-a=b-a+c-aVa,bceR

1



CAPITULO 1. MODULOS 2

El producto se denota por yuxtaposicion.

Siempre que no exista ambigiiedad, identificaremos la terna (R, +,-) con R, de acuerdo
con el abuso de notacion comun en el contexto algebraico.

Definicién 4. Dado R un anillo, decimos que R es unitario si existe 1 € R —{0} tal que
1 es neutro para el producto, es decir, tal que al = a = 1la Ya € R. A 1 le llamaremos la

unidad de R.

Definicién 5. Dados R un anillo unitario y a € R, decimos que a es invertible si existe
su tnverso para el producto, es decir, si existe b € R con ab = ba = 1. De existir, es unico,

lo llamaremos el inverso de a y lo denotaremos por a™!.

Definicién 6. Un anillo de division es un anillo unitario tal que todo elemento distinto
del neutro es inversible.

Definicién 7. Sea R un anillo. Decimos que R es un anillo conmutativo si el producto
verifica la propiedad conmutativa, es decir, si ab = ba Ya,b € R.

Definicién 8. A un anillo de division conmutativo lo llamamos cuerpo.

A continuacién damos ejemplos. Han sido obtenidos del capitulo 2 de [1], donde se
encuentran las definiciones, afirmaciones y demostraciones pertinentes. También damos
la nocién de producto directo de anillos, estudiada en el apartado 2.6 de [1], y la nocién

de anillo opuesto, obtenida del apartado 1.2 de [1].

Ejemplo 1. Z, Q, R y C con las operaciones usuales son anillos unitarios y conmutativos.
Es mas, Q, R y C son cuerpos, aunque Z no lo es. Los cuaterniones de Hamilton H son
un ejemplo de anillo de division no conmutativo.

Ejemplo 2. Dado R un anillo y n un entero positivo, las matrices M,,(R) con las opera-
ciones usuales conforman un anillo. Ademds, si R es unitario, M,(R) lo serd. En M, (Z)
con n > 1 encontramos un ejemplo de anillo unitario no conmutativo que tampoco es
anillo de division.

Ejemplo 3. Si k es mayor que 1, kZ es un ejemplo de anillo no unitario.

Definicién 9. Consideramos anillos Ry, ..., R,. Definimos el producto directo Ry X - - - X
R, como el conjunto {(ry,...,mx) : 1, € R; Vi € {1,...,k}} con adicion y producto
componente por componente, que le dotan de estructura de anillo con neutro 0 = (0,...,0).
Si todos los R; son unitarios, Ry X --- X R, es unitario con unidad 1 = (1,...,1).

Definicién 10. Sea (R,+,-) un anillo. Consideramos en R el producto -,, dado por
a-opb=0>b-aVa,be R. (R,+,-o) es un anillo, al que llamaremos anillo opuesto de R y
denotaremos por RP. Destacamos que (R?)? = R.

Observacion 2. Sea R un anillo con neutro 0. Sea a € R. a0 = a(0+40) = a0+ a0, luego
0 =a0—al0 = (a0 4+ a0) — a0 = a0 + (a0 — a0) = a0. Andlogamente, 0a = 0. Ademds,
dados a,b € R, (a+b)+(—a—b)=(a—a)+(b—0)=0,ab+ (—a)b=(a—a)b =0y
ab+ a(—b) = a(b—b) =0, luego —(a+b) = —a—b, y (—a)b = —ab = a(-D).

Observacién 3. Sea R un anillo unitario con neutro 0 y unidad 1. Sea a € R. a+a(—1) =
a(l—1)=a0=0ya+ (—1)a= (1 —1)a=0a=0. Por tanto, a(—1) = —a = (—1)a.



CAPITULO 1. MODULOS 3

Definicién 11. Sea R un anillo. Decimos que e € R es idempotente si ee = e.

Procedemos a dar y caracterizar las nociones de subanillo e ideal. Las definiciones y
los resultados y ejemplos provienen de los apartados 1.1 de [1], TIT1.2 de [3] y IX.1 de [3].

Definicién 12. Sea (R, +,-) un anillo y sea A C R. Decimos que A es un subanillo de
R y escribimos A < R si A verifica que:

» [a adicion es una operacion interna: a +b € A Va,b € A
= ¢l producto es una operacion interna: ab € A Va,b € A
» (A, +,) es un anillo

Ejemplo 4. Z< Q<R L C.

Ejemplo 5. Sea R un anillo. A Z(R) := {2z € R : za = az Ya € R} le llamamos el centro
de R. Segin el apartado 1.1 de [1], Z(R) < R. Ademds, si R es unitario con unidad 1,
se tiene que 1 € Z(R).

Proposicion 1. Sea R un anillo y sea A C R. Entonces A < R si y solamente si la
adicion y el producto son operaciones internas, —a € AVa € A y0 € A.

Definicién 13. Sea R un anillo y sea I C R. Decimos que I es un ideal por la derecha
de R si verifica:

= [a adicion es una operacion interna: x +y € I Ve +y € 1
» (I,+) es un grupo
myaelVac Ryel

Decimos que I es un ideal por la izquierda de R si verifica:
= [a adicion es una operacion interna: x +y € [ Y +y € [
» (I,4) es un grupo
mayelNVae R yel

Decimos que I es un ideal de R y denotamos [ < R si I es un ideal por la izquierda y por
la derecha de R.

Ejemplo 6. Dado R un anillo, R y {0} son ideales de R.

Ejemplo 7. Como se menciona en el apartado 2.6 de []], los ideales de Z son kZ con k
un entero no neqativo.

Ejemplo 8. Sean R un anillo unitario y a € R. Consideramos el conjunto RaR :=
o rtary in > 1,0l rh € RVi=1,...,n}. Segin la proposicion 2.2 del capitulo III de
[9], RaR es un ideal de R que verifica que a € RaR y que RaR C I para todo I < R con
a € I. Por tanto, RaR es el menor ideal de R que contiene a a. Lo llamaremos ideal de
R generado por a.



CAPITULO 1. MODULOS 4

Proposicién 2. Sea R un anillo y sea ) # I C R. Entonces:

1. I es un ideal por la derecha de R si y solamente si la adicion es una operacion
interna y se tiene que —y,ya € I Ya € R,y € I.

2. I es un ideal por la izquierda de R si y solamente si la adicion es una operacion
interna y se tiene que —y,ay € I Ya € R,y € I.

3. I es un ideal de R si y solamente si la adicion es una operacion interna y se tiene
que —y,ay,ya € I Ya € R,y € I.

Corolario 1. Sea R un anillo. Todo ideal por la derecha de R es un subanillo y todo ideal
por la izquierda de R es un subanillo. Por tanto, todo ideal de R es un subanillo.

Corolario 2. Sea R un anillo unitario y sea ) # I C R. Entonces:

1. I es un ideal por la derecha de R si y solamente si la adicion es una operacion
interna y se tiene que ya € I Ya € R,y € I.

2. I es un ideal por la izquierda de R si y solamente si la adicion es una operacion
interna y se tiene que ay € I Ya € R,y € 1.

3. I es un ideal de R si y solamente si la adicion es una operacion interna y se tiene
que ay,ya € I Ya € R,y € 1.

Demostracion. Basta usar la proposicién 2 y la observacién 3, que implica que (—1)y =
—y=y(-1)Vy e I. O

Corolario 3. Si R es un anillo conmutativo, todo ideal por la izquierda es un ideal, al
wgual que todo ideal por la derecha.

Definicién 14. Sea R un anillo y sea I un ideal (respecto ideal por la derecha/ izquierda)
de R. Decimos que I es un ideal (respecto ideal por la derecha/ izquierda) mazimal si
I # R y para todo J ideal (respecto ideal por la derecha/ izquierda) de R con I C J se
tiene que J =1 o J = R.

Definicién 15. Sea R un anillo y sea I un ideal (respecto ideal por la derecha/ izquierda)
de R. Decimos que I es un ideal (respecto ideal por la derecha/ izquierda) minimal si
I # {0} y para todo J ideal (respecto ideal por la derecha/ izquierda) de R con J C I se
tiene que J =1 o J = {0}.

Observacién 4. Sea R un anillo. Consideramos el conjunto de los ideales (respecto ideales
por la derecha/ izquierda) de R y la contencion como relacion de orden. Un ideal (respecto
ideal por la derecha/ izquierda) de R es maximal si y solamente si es un elemento mazximal
de la familia de ideales (respecto ideales por la derecha/ izquierda) de R distintos de R.
Un ideal (respecto ideal por la derecha/ izquierda) de R es minimal si y solamente si es
un elemento minimal de la familia de ideales (respecto ideales por la derecha/ izquierda)
de R no nulos.



CAPITULO 1. MODULOS 5

Nos basamos ahora en los apartados 1.1 y II1.2 de [3] para estudiar el concepto de
producto de ideales.

Definicién 16. Sea R un anillo y sean Iy, ..., I, subconjuntos de R. Se define:

]1---];@::{Zx§~--a:§€: n>1, xé-EIj‘v’jzl,...,k,izl,...,n}
i=1

SiI; =1Vie{l,... ,k} escribimos I* =1 - I.
Ejemplo 9. Dados R un anillo, a,b € Ry S < R, definimos aSb := {a}S{b} = {asb: s €

S}. La adicion es una operacion interna, pues asib+assb = a(s1+$2)b € aSbh Vs, s9 € S.
Si S = R, el producto es una operacion interna, pues (arib)(areb) = a(ribary)b € aRb
Vri,ra € R. Ademds, 0 = a0b € aRb y Vr € R tenemos que —(arb) = a(—r)b € aRb. Por
tanto, segun la proposicion 1, aRb < R.

Proposicion 3. Sea R un anillo. Sean I, ..., I, C R. Si I} es un ideal por la derecha de
R, Iy -- - I}, también lo es. Si I es un ideal por la izquierda de R, I - - - I}, también lo es.
Por tanto, si I, ..., I < R, entonces I, --- I, < R.

Demostracion. Claramente, la adicion es una operacion interna en [y ... I;. Un elemento
de I - I esdelaforma )" o} ---af conn > 1,25 € [;Vj e {1,... k},i€{l,...,n}.
Si Iy es un ideal por la derecha de R, tenemos que — Y & af---ap =Y 0 —(2}---2}) =
S 2l aha(—a)) € LTy, dado a € R, (S ah i) = Soiy (o oh)a =
S at--(aka) € I - -+ I, Ya € R. La proposicién 2 nos permite concluir que I; - - - I, es
un ideal por la derecha de R.

Andalogamente se prueba que, si [ es un ideal por la izquierda de R, entonces I - - - I,
es un ideal por la izquierda de R. O]

Ejemplo 10. Sean R un anillo, I un ideal por la derecha de R y a € R. al := {a}] =
{ay : y € I} es un ideal por la derecha de R, segin la proposicion 3. Asimismo, dado
A C R, se tiene que AI ={a1y1 + -+ apyp :n>1la, € Ay, €I Yi=1,...,n} es un
1deal por la derecha de R, debido a la proposicion 3.

Ejemplo 11. Sean R un anillo, I un ideal por la izquierda de R y a € R. Por la propo-
sicion 3, Ia == I{a} = {ya : y € I} es un ideal por la izquierda de R. Asimismo, dado
ACR, IA={ypa1+ -+ ypan:n>1a,€ Ay, €1 Yi=1,...,n} es un ideal por la
1zquierda de R, debido a la proposicion 3.

Ejemplo 12. Sean R un anillo unitario y A C R. Entonces RAR es un ideal de R que
contiene a A.

Definimos ahora la suma interna de ideales.

Definicién 17. Sea R un anillo y sea {1;}icr una familia de ideales (respecto ideales por
la derecha/ por la izquierda) de R. Se define la suma interna de la familia {1;};c; como:

Lii={ac€R:a=y,+-+uy, keNi;ely, €L, Vj=1, . k}
i€l

Decimos que la suma es directa y la denotamos por €

10 (Zj;ﬁi I;) = {0}.

ierli st Vi € I se tiene que



CAPITULO 1. MODULOS 6

Proposicién 4. Sea R un anillo. Si {I;},cr es una familia de ideales por la derecha de
R, entonces ) .., I; es un ideal por la derecha de R. Ademds, si {I;}icr es una familia
de ideales por la izquierda de R, entonces ) .., I; es un ideal por la izquierda de R. Por
tanto, si {I;}icr es una familia de ideales de R, entonces ) .., I; es un ideal de R.

Demostracion. Sea {I;}icr una familia de ideales por la derecha de R. Sean a,b € ), I;.
Por definicién, existen k,k" € N, i; € Ly, € I;; Vj € {1,...,k} e i € Lyy € Iy
Vie{l,....,k} cona =y, +-+y,yb=ys+ - +yy. Entonces, a +b =
Yip o+ Yy, + Yi, +eeet yi;c, S Zie] I;. Ahora, —a= (_yh) +oot (_ka) € Zie[ I; Yy
ar = (Y, + -+, )r = yi, v+ -+, €Y, I; Vr € R. La proposicién 2 nos permite
concluir que )., I; es un ideal por la derecha de R.

Andlogamente se prueba que, si {I;};c; es una familia de ideales por la izquierda de
R, entonces ) .., I; es un ideal por la izquierda de R. [

Observacion 5. Sean R un anillo y A C R. Entonces, dado I un ideal por la derecha
de R, AI =%, al. Asimismo, dado I un ideal por la derecha de R, IA =" _,Ia.
Ademds, RAR := ), RaR.

Estudiemos ahora los homomorfismos de anillos basandonos en los apartados 1.1 de

[1]y 2.7 de [1].

Definicién 18. Sean R y R’ dos anillos. Un homomorfismo de anillos entre R y R' es
una aplicacion f: R — R’ tal que:

1. fla+0b) = f(a)+ f(b) Va,beR

2. f(ab) = f(a)f(b) Va,be R

Sean R y R’ unitarios con unidades respectivas 1 y 1r. Si [ ademds verifica que
f(1r) = 1g/, decimos que f es un homomorfismo de anillos unitarios entre R y R'.

Observacion 6. Sea f: R — R’ un homomorfismo de anillos. Sean Og y Or: los neutros
de R y R', respectivamente. Entonces, O = f(0r) y f(—a) = —f(a) Ya € R.

Proposiciéon 5. Sea f : R — R’ un homomorfismo de anillos. Si A < R, entonces
f(A) < R'. Ademds, si A’ < R', entonces f~1(A’) < R.

Definiciéon 19. Sea f : R — R’ un homomorfismo de anillos. Decimos de [ que es
un epimorfismo si es sobreyectivo, que es un monomorfismo si es inyectivo y que es un

isomorfismo si es biyectivo, en cuyo caso decimos que R y R son isomorfos y escribimos
R=R.

Proposicion 6. Sea f : R — R’ un epimorfismo de anillos. Si I es un ideal por la derecha
(respecto izquierda) de R, f(I) es un ideal por la derecha (respecto izquierda) de R'. Si
I<R, f(I)<R.

Demostracion. Sea I un ideal por la derecha (respecto izquierda) de R. Por la proposi-
cién 5, f(I) < R, luego la adicién es una operacién interna y —a € f(I) Ya € f(I).
Ademads, dado r € R, como f es sobreyectiva, existe z € R con r = f(z), siendo
ar = f(x)f(z) = f(zz) € f(I) (respecto ra = f(z)f(x) = f(zz) € I). Por tanto, la
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proposicion 2 nos indica que f(7) es un ideal por la derecha (respecto izquierda) de R'.

Si I < R, basta aplicar lo recién demostrado tanto a derecha como a izquierda para
obtener que f(I)< R O

Definicién 20. Se dice que una propiedad P es estructural si, en caso de que dos anillos
R y R’ sean isomorfos y R verifique P, se ha que tener que R’ verifique P.

Observacion 7. Sean Ry,..., Ry y R},..., R} anillos con R; = R, Vi € {1,...,k}. Sea
fi + Ri — R un isomorfismo de anillos Vi € {1,...,k}. Es un ejercicio comprobar que
fiRix xRy — Ry x--- xRy, f((ar,...,ax)) = (fi(a1),..., fe(ar)), es un isomorfismo
de anillos. Por tanto, Ry X -+- X Ry 2 R} x --- X R}

Ademds, si Vi € I se tiene que R; y R. son unitarios y f; es un homomorfismo de
anillos unitarios, entonces f es un isomorfismo de anillos unitarios.

2. Nociones basicas sobre moédulos

Salvo que se especifique lo contrario, todos los anillos seran unitarios en este texto
a partir de este punto. Nos referiremos a los homomorfismos de anillos unitarios como
homomorfismos u homomorfismos de anillos.

Procedemos a definir los R-mddulos a derecha e izquierda basandonos en el apartado
1.2 de [1]. El resto del capitulo nos dedicaremos a estudiar los R-médulos a derecha. Todo
lo que demostremos para R-moédulos a derecha tendra su equivalente para R-moédulos a
izquierda.

Definicién 21. Sea R un anillo. Un R-mddulo a derecha (o, simplemente, un R-mddulo)
es un grupo abeliano (M, +) junto con una operacion externa M x R — M, (m,a) — ma,
tal que:

1. (m+n)a=ma+na Yae Rm,neM
2. m(a+0b)=ma+mb Va,be Rme M
3. m(ab) = (ma)b Va,b€ R,m e M

4. ml=m VmeM

Definicién 22. Sea R un anillo. Un R-médulo a izquierda es un grupo abeliano (M, +)
gunto con una operacion externa R x M — M, (a,m) — am, tal que:

1. alm+n)=am+an VYa€ R,mmneM
2. (a+bm=am+bm Va€ R meM
3. (abym = a(bx) Yae€ R,me M

4. Im=m VmeM
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Observacion 8. Tanto al trabajar con R-mddulos a derecha como a izquierda, en los
casos que no haya confusion respecto al anillo, hablaremos de mddulos en lugar de R-
modulos. Ademds, siempre que no exista ambigiedad, identificaremos con M a la terna
compuesta por (M, +) y la operacion externa, de acuerdo con el abuso de notacion comin
en el contexto algebraico.

Proposicién 7. Si M es un R-mddulo, entonces (M,+) es un R°P-mddulo a izquierda
con la operacion externa RP x M — M, r-m = mr. Asimismo, st M es un R-mddulo
a izquierda, entonces (M,+) es un R°P-mddulo con la operacion externa M x R® — M,
m-r=rm.

Demostracion. Sea M un R-médulo. Consideramos la operacién externa R? x M — M,
r-m=mr.Sean m,n € M,a,b€ R.a-(m+n)=(m+n)ja=ma+na=a-m+a-n,
(a+b)-m=ma+b) =ma+mb=a-m+b-m, (a-b) -m=m(a-b) =mba) =
(mb)a = (b-m)a=a-(b-m)y1l-m=ml=m. Vemos asi que este producto externo
dota a (M, +) de estructura de R°?-mddulo a izquierda.

Se demuestra andlogamente que, si M es un R-mdédulo a izquierda, entonces (M, +)
es un R°P-mdédulo con la operacion externa M x RP — M, m -r = rm. O

En lo que resta de capitulo trabajaremos con R-mddulos a derecha. Todos los resul-
tados se pueden dualizar para R-modulos a izquierda.

A continuacion damos ejemplos de R-médulos. Estos provienen de los apartados VIII.1
de [3] y 1.2 de [1].

Ejemplo 13. Sea R un anillo. Todo ideal a derecha de R es un R-mddulo con operacion
externa el propio producto de R. En particular, esto dota a R de estructura de R-maddulo,
denotandose por Rr a R considerado como R-maddulo.

Ejemplo 14. Sea R un anillo. Todo ideal a izquierda de R es un R-mddulo a izquierda con
operacion externa el propio producto de R. En particular, esto dota a R de estructura de
R-madulo a izquierda, denotdndose por rR a R considerado como R-mddulo a izquierda.

Ejemplo 15. Sea (G,+) un grupo abeliano. Dado g € G, definimos inductivamente
90 =0y gn = g(n — 1)+ g para todo n entero positivo. Se define gn = —(g(—n)) para
todo n entero negativo. Esta operacion dota a G de estructura de Z-maodulo.

Ejemplo 16. Obsérvese que los espacios vectoriales son los R-mddulos a izquierda con
R un cuerpo.

Ejemplo 17. Se llama espacios vectoriales (a izquierda) sobre anillos de division a los
R-modulos a izquierda con R un anillo de division.

Observacion 9. Sea M un R-mddulo. Sean m € M y 0 el neutro de R. m0 = m(0+0) =
m0 + m0, luego m0O =m0 + (m0 —m0) = (m0 + m0) — m0 = m0 — m0 = 0 el neutro de
M. Consideremos —1 € R el opuesto de la unidad 1. Dado m € M, m +m(—1) = ml +
m(—1) =m(l —1) =m0 = 0, luego m(—1) = —m el opuesto de m. Ahora, dado a € R,
—ma = (ma)(=1) = m(a(=1)) = m(=a) y m(=a) = m((=1)a) = (m(-1))a = (-m)a,
luego —ma = m(—a) = (—m)a.
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Demostramos ahora una proposicién que utilizaremos en el capitulo 2.

Proposicién 8. Sean R y R’ dos anillos isomorfos. Sea f : R' — R un homomorfismo.
Sea M un R-mddulo. Entonces M es un R'-mddulo con la operacion externa M x R — M,
ma =mf(a).

Demostracion. Seanm,n € M y a,b € R'. Usando las propiedades de la operacion externa
como R-médulo obtenemos que (m + n)a = (m +n)f(a) = mf(a) + nf(a) = ma + na,
m(a+b) =mf(a+b) =m(f(a)+ f(b)) =mf(a)+mf(b) = ma+mb, m(ab) = mf(ab) =
m(f(a)f(b)) = (mf(a))f(b) = (ma)f(b) = (ma)by mlgp = mf(lg) = mlg = m. Por
tanto, la operacién externa M x R — M, ma = mf(a), dota a (M, +) de estructura de
R’-médulo. O

Ahora estudiaremos las importantes nociones de submédulo y de homomorfismo entre
moédulos. Para ello nos basamos en el apartado 1.2 de [1] y en el apartado VIIL1 de [3].

Definicién 23. Sea M un R-modulo y sea N C M. Decimos que N es un submddulo de
M y escribimos N < M si verifica que:

1. la adicion es una operacion interna en N: m+n &€ N Vm,n € N
2. el producto con R es cerrado en N: ma € N VYm € N,a € R

3. tiene estructura de R-modulo con estas dos operaciones.

Proposicién 9. Sea M un R-mddulo y sea ) # N C M. Entonces N < M si y solamente
sim-+n,ma€ N Vm,n € N,a € R.

Demostracion. = Si N < M, por definicién se tiene que la suma es una operacién in-
terna en N y que el producto exterior es cerrado en N.

<= Por hipétesis, la suma y el producto exterior son operaciones internas en N. Como
todo elemento de N es un elemento de M, las propiedades asociativa y conmutativa de la
adicién se heredan de M, asi como las propiedades del producto externo de la definicion
22. Ahora, como N # (), existe n € N. Al ser el producto cerrado, 0 = n0 € N, siendo
0 neutro de N por serlo de M. Consideramos —1 € R el opuesto aditivo de la unidad 1.
Dado n € N, como el producto es una operacién interna en N, —n = n(—1) € N. Vemos
asi que los opuestos de los elementos de N estan en N, siendo estos opuestos en N para
la adicién heredada de M. Por tanto, (IV,+) sera un subgrupo aditivo de M, teniendo N
estructura de R-mdédulo con las operaciones heredadas de M. O

Corolario 4. Sea M un modulo. Sean Nv < M y Ny C Ny. Entonces No < M si vy
solamente si Ny < Nj.

Ejemplo 18. Dado M un mddulo, {0} y M siempre son submddulos de M.

Ejemplo 19. Sea M un R-mddulo y sea m € M. Sea mR := {mr :r € R}. Vry,rs € R
y a € R se tiene que mry +mry = m(ry +1r2) € mR y (mr1)a = m(ra) € mR. Por
tanto, mR es un submddulo de M. Le llamaremos el submddulo ciclico generado por m.
Sidn € M con M = nR, decimos que M es ciclico.
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Observacién 10. Sea R un anillo. Dado N C R, N es un submddulo de Rg si y solamente
st la suma es una operacion interna y nr € N Vn € N,r € R, lo que ocurre si y solamente
st es un ideal por la derecha de R.

Proposicién 10. Sea M un R-mddulo y sea {N;}ier una coleccion de submddulos. En-
tonces (,c; Ni es un submddulo de M

Demostracion. Ym,n € (\,c; Ni,a € R tenemos que m,n € N; Vi € I, siendo m+n, ma €
N; Vi € I, luego m +n,ma € ();; N;. Solo queda aplicar la proposicién 9. O

Definicién 24. Sean M y M’ dos R-mdédulos. Un homomorfismo de R-mddulos entre M
y M’ es una aplicacion f: M — M’ tal que:

1. flm+n)=f(m)+ f(n) VYm,ne M
2. f(ma) = f(m)a VYm e M,a € R

Sea f : M — M’ un homomorfismo de R-mddulos. Decimos de f que es un endomor-
fismo si M = M’, que es un epimorfismo si es sobreyectivo, que es un monomorfismo si es
inyectivo y que es un isomorfismo si es biyectivo (en cuyo caso decimos que M y M’ son
isomorfos y escribimos M = M'). A un endomorfismo biyectivo se le llama automorfismo.

Ejemplo 20. Sea R un anillo y sea M un R-modulo. Sea m € M Consideramos f :
Rr — M, f(r) = mr. Esta aplicacion es un homomorfismo de R-mddulos, al ser
f(ri+r) = m(ri+re) = mri+mry = f(r1)+f(r2) y f(ria) = m(ria) = (mri)a = f(r1)a
\V/’f‘l, T2,a € R.

En particular, dado R un anillo y a € R, se define A\, como la aplicacion
Ao Rr = Rpg, \o(r) = ar. Por lo anterior, A, es un homomorfismo de R-mddulos.

Proposiciéon 11. Sea f : M — M’ un homomorfismo de R-mddulos. Si N < M, se
tiene que f(N) < M’ y, si N' < M, se tiene que f~(N') < M. En particular, Kerf :=
F7Y{0}) es un submddulo de M y Imf := f(M) es un submddulo de M'.

Demostracion. Sea N < M. Consideramos x,y € f(N) C M' y r € R. Por definicidn,
existen m,n € N tales que x = f(m)yy = f(n), siendo z+y = f(m)+f(n) = f(m+n) €
f(N)y xzr= f(m)r = f(mr) € f(N). Entonces, por la proposicién 9, f(N) < M'.

Sea N’ < M'. Consideramos m,n € f~'(N') C M y r € R. Entonces f(m), f(n) € N’,
siendo f(m +n) = f(m) + f(n), f(mr) = f(m)r € N’, luego m + n,mr € f~1(N).
Entonces, por la proposicién 9, f~1(N’) < M. O

Observacion 11. Sea f: M — M’ un homomorfismo de R-mddulos. Sean Op; y Oy los
neutros de M y M', respectivamente. Entonces f(0p) = Oppr.

Observacién 12. Sea f : M — M’ un homomorfismo de R-mddulos. f es un mo-
nomorfismo si y solo si Ker(f) = {0}. Véase que f(0) = 0, luego, si [ es inyectiva,
Ker(f) = f71({0}) = {0}. Ademds, f(m) = f(n) si y solamente si m —n € Ker(f),
luego, si Ker(f) = {0}, ocurre que f(m) = f(n) si y solamente si m = n.
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La estructura de R-médulos también tiene una nocién de propiedad estructural:

Definicién 25. Se dice que una propiedad P es estructural si, en caso de que la verifique
un R-mddulo M y M’ sea isomorfo a M, M' también verifica P.

Ahora estudiaremos la estructura del conjunto de endomorfismos de un maédulo.

Definicién 26. Dado M un R-mddulo, denotamos por End(Mg) al conjunto de los en-
domorfismos de M.

Proposiciéon 12. Sean f : My — My y g : My — Ms homomorfismos de R-mddulos.
Entonces go f: My — Ms es un homomorfismo de R-mddulos.

Demostracién. go f(m +n) = g(f(m+mn)) = g(f(m) + f(n)) = g(f(m)) + g(f(n)) =
go f(m)+go f(n)y go f(ma) = g(f(ma)) = g(f(m)a) = g(f(m))a = (go
VYm,n € My,a € R. O

Proposicién 13. Sea M un R-mddulo. Consideramos en End(Mg) la adicion f + f :
M — M, (fi+f2)(m) = fi(m)+ fa(m), y la composicion como producto. Estas operaciones
dotan a End(MRg) de estructura de anillo unitario.

Demostracion. Sean fi, fo € End(Mg). YVm,n € M, a € R se tiene que:

(fi + f2)(m+n) = film+n) + folm +n) = fi(m) + fi(n) + fa(m) + fo(n) =
(fi(m) + fa(m)) + (fi(n) + fo(n)) = (fi + f2)(m) + (f1 + f2)(n)

(fr + f2)(ma) = fi(ma) + fo(ma) = fi(m)a + fo(m)a = ((fr + f2)(m))a

Por tanto, fi1+ fo € End(Mpg). Vemos asi que la adicién estd bien definida. El producto
(la composicién) estd bien definido por la proposicién 12.

Sean f1, fa, f3 € End(Mg). Ym € M se tiene:

((f1 + fo) + f3)(m) = (fi + f2)(m) + f3(m) = (fi(m) + f
film) + (fo(m) + fs(m)) = fi(m) + ((f2 + f3)(m)) = (f1

2(m)) + fa(m) =
+ (f2 + f3))(m

(fr + f2)(m) = fi(m) + fa(m) = fo(m) + fi(m) = (fa + f1)(m)

Por tanto, (fy + fo) + fs = fi+ (fa + fo) ¥ fi + fo = fo + f1. Por tanto, se verifican
las propiedades asociativa y conmutativa de la adicién.

Consideramos ahora 0 : M — M, 0(m) =0.0(m+n) =0=0+0=0(m) +0(n) y
0(ma) =0 = 0a = 0(m)a Ym,n € M,a € R, luego 0 € End( r). Dado f € End(Mpg),

O+ fim) = (f +0)(m) = f(m) +0(m) = f(m) +0 = f(m) Vm € M, luego
0+ f=f+ 0= f. Por tanto, 0 es neutro de End(Mg).

Dado f € End(Mg), consideramos —f : M — M, (—f)(m) = —(f(m)). —f €
End(Mg), pues (=f)(m +n) = —=(f(m +mn)) = =(f(m) + f(n)) = —f(m) = f(n) =
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[\

(=)(m) + (=f)(n) y (=f)(ma) = =(f(ma)) = ((m)
Vm,n € M,a € R. Ademés, ((—f) + f)(m) = (f
f(m) = f(m) = 0Vm € M, hlego( N+r=7r+
tiene opuesto.

a) = (=f(m))a = ((=f)(m))a
£))(m })> f(m) + (=f)(m) =

+ (=
—f) = 0. Por tanto, todo elemento

/\

El producto es asociativo por serlo la composicion de aplicaciones. Veamos, por 1ltimo,
que se verifica la propiedad distributiva. Sean fi, f2, f3 € End(Mg). YVm € M se tiene
que:

(fio (fat fs))(m) = [r((fa + fs)(m)) = fi(fa(m) + fs(m)) = fi(f2(m)) + [1(fs(m)) =
(frof2)(m) + (fro fs)(m) = ((fro f2) + (fi o f5))(m)

y

((fr + f2) o f3)(m) = (f1 + f2)(f3(m)) = fi(fz(m)) + fo(fs(m)) =
(fio fs)(m) + (fao fz)(m) = ((fio fz) + (f20 f3))(m)

Por tanto, fi o (fo+ f3) = ((fio f2) + (fio f3)) (fr+ f2) o fs = (fio f3) + (fao f3).

Ahora, id : M — M, id(m) = m, es un endomorfismo, al ser id(m +n) = m+n =
id(m) + id(n) e id(ma) = ma = id(m)a Ym,n € M,a € R. Ademds, foid = f =ido f
Vf € End(Mg), luego End(MEg) es unitario con unidad id. O

Proposiciéon 14. Dado f : M — M’ un isomorfismo de R-mddulos, se tiene que
[~V M — M es un isomorfismo de R-mddulos. Consecuentemente, si f € End(Mg) es
un isomorfismo, f es inversible en el anillo End(Mg).

Demostracion. Sea f : M — M’ un isomorfismo de R-médulos. Sean mq,my € M/,
a € R. Entonces, f(f~'(m1) + f7'(m2)) = f(f7 () + f(fH(m2)) = m1 + my =
F(f71(my + my)), luego, como f es inyectiva, f~1(my) + f~1(my) = f~1(my + my). Asi-
mismo, f(f~ (my)a) = f(f~1(m1))a = mia = f(f~'(mya)), luego, como f es inyectiva,
f~Y(my)a = f~'(mya). Vemos asi que f~! es un homomorfismo de R-médulos.

Ahora, dado f € End(Mg) un isomorfismo, lo anterior implica que f~! € End(Mg).
Ademds, fo f' =id= f"'o f, luego f~! es inverso de f en End(Mg). O

Como dijimos al inicio de la seccién, todas las definiciones y resultados de lo que resta
de capitulo pueden dualizarse para R-moédulos a izquierda. Ahora mencionaremos algunos
de estos conceptos y resultados, que seran relevantes en el capitulo 3.

Definicién 27. Sean M y M’ dos R-mddulos a izquierda. Un homomorfismo de R-mddu-
los a izquierda entre M y M’ es una aplicacion f: M — M’ tal que:

1. f(m+n)= f(m)+ f(n) VmneM
2. f(am)=af(m) VYme M,a € R

Definicién 28. Dado f : M — M' un homomorfismo de R-mddulos a izquierda, deci-
mos que f es un endomorfismo si M = M'. Denotamos por End(gM). al conjunto de
los endomorfismos de M. Se puede ver, al igual que se hace en la proposicion 13, que
End(grM) tiene estructura de anillo unitario con la suma de funciones como adicion y la
composicion como producto.
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Procedemos a definir a los modulos cocientes y a dar resultados relacionados con estos.
Para ello utilizamos informacién proveniente de los apartados 3.3 de [1] y VIIL.2 de [3].

Proposicién 15. Sea M un R-mddulo y sea N < M. Consideramos en M la siguiente
relacion: my ~ mq si m; — mg € N. Claramente, esta es una relacion de equivalencia.
Consideramos el conjunto M/N = {m : m € M}, cuyos elementos son las clases de
equivalencia. La adicidn Ty + Mg = mq + my y el producto externo (m,a) — ma lo dotan
de estructura de R-mddulo.

Demostracion. Sean m; = W’l, My = m_’2 € M/N y a € R. Entonces Ini,ny € N tales
que my; —my = ny y mg — mh = ny, siendo (my + me) — (M) + mj) = (my —m}) +
(mg —mb) = ny +ny € N, luego My + Mg = my + my = m)y +mh = m, +m). Asimismo,
mia —mia =mia+ (—m})a = (my —m))a = nya € N, luego mra = mja. Vemos asi que
las operaciones estan bien definidas.

La estructura de grupo se debe a que se heredan las propiedades de la adicién de

M, como se puede ver en el apartado 1.4 de [3]. Lo mismo ocurre con la propiedad
conmutativa de la adicién. El neutro es 0 y el opuesto de m es —m. Sean m,n € M
y a,b € R. (M +n)a = m+na = (m+n)a = ma+na = ma +na = ma + 7a,

m(a+b) = m(a+b) = ma+mb = ma + mb, m(ab) = m(ab) = (ma)b = mab = (Ma)b
y ml = ml = m. Vemos asi que esta operacién externa dota a M/N de estructura de
R-modulo. O

Definicién 29. Sea M un R-mddulo y sea N < M. Se define el modulo cociente asociado
como M/N con las operaciones descritas en la proposicion 15.

Observacion 13. Como se menciona en la demostracion de la proposicion 15, el neutro
de M/N es0 y el opuesto de m es —m.

Proposicién 16. La proyeccion al cociente m : M — M /N, m(m) = m, es un epimorfismo
de R-mddulos con Ker(m) = N.

Demostracion. Dado x € M /N, por definicién existe m € M con x = m = m(m). Por
tanto 7 es sobreyectiva. Ahora, dados mn € M ya € R, r(m+n)=m+n=m+n =
w(m)+m(n) y 7(ma) = ma = ma = w(m)a. Es decir, 7 es un homomorfismo. Si tomamos
m € N, tenemos que m — 0 = m € N, luego n(m) = m = 0, siendo m € Ker(r).
Asimismo, si m € Ker(r), m = m(m) = 0, siendo m = m — 0 € N. Vemos asi que

Ker(m) = N. O

Observaciéon 14. Sea M un R-mddulo. Sean N yT" dos submaodulos de M con N C T.
Entonces N < T, luego podemos considerar T/N. Dada w: M — M/N la proyeccién al
cociente M /N, tenemos que T /N = m(T).

Lema 1. Sea M un R-mddulo y sea N < M. Consideramos w: M — M/N la proyeccion
al cociente. Para todo R-mddulo M’ y todo homomorfismo f : M — M’ con N C Ker(f)
existe un unico homomorfismo de R-mddulos F: M/N — M’ tal que F om = f.

Demostracion. Sea F' : M/N — M’ un homomorfismo con F o7 = f. Entonces Vm €
M/N se tiene que F(m) = (F om)(m) = f(m). Por tanto, de existir, F' es tinica y estd
dada por F'(m) = f(m) Vm € M/N.
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Definimos entonces F' : M/N — M', F(m) = f(m). Dados m; = mz € M/N,
my —me € N C Ker(f), luego F(my) = ( 1) = f(mg) = F(mz). Vemos asi que F' estéd
bien definida. Ademds, Vm € M (F ow)(m) = F(m) = f(m).

Sean my,my € M/N y a € R. F(y +mz) = F(my +ma) = f(my +ma) = f(my) +
f(ms) = F(my)+ F(mg) y F(mia) = F(mia) = f(mia) = f(my)a = F(my)a. Por tanto,
F es un homomorfismo de R-médulos. O

Teorema 1 (Primer Teorema de Isomorfia). Sea f : M — M’ un homomorfismo de dos
R-mdédulos. Entonces M /Kerf = Imf

Demostracion. Im(M) < M"y f |mary: M — Im(M) estd bien definida y hereda
de f : M — M’ las propiedades que hacen que sea un homomorfismo de R-médulos.
Ademés, Ker(f |mmun) = Ker(f). Entonces, por el lema 1, F' : M/Ker(f) — Im(f),
F(m) = f(m) es un homomorfismo de R-médulos.

Veamos que F' es sobreyectiva. Sea x € Im(f). Entonces I3m € M con z = f(m) =
F(m), m € M/Ker(f). Veamos que F es inyectiva. Sean my,mz € M/Ker(f) con
F(my) = F(mz). Entonces f(my) = f(ma), luego f(my; — ms) = 0, siendo my; — mgy €
Ker(f), lo que implica que my = M.

Por tanto, F' es un isomorfismo de R-mddulos entre M/Ker(f) e Im(f). O

Proposicién 17. Sea M un R-mddulo y sea N < M. Consideramos m : M — M/N
la proyeccion al cociente. Entonces existe una biyeccion entre {T : N C T < M} y

{L:L< M/N} dada por:
O {T:NcT <M} {L:L<M/NY, &T)=n(T)

Demostracion. Sea T" < M con N C T. Como 7 es un homomorfismo, la proposicién
11 nos dice que ®(7T") = 7(T) < M/N. Por tanto, ® estd bien definida. Consideramos
UV:{L:L<M/N} 5 {T:NCT< M}, V(L) =xYL). Por la proposicién 16, 7
es un homomorfismo. Entonces, por la proposicién 11, 77*(L) < M VL < M/N, siendo
N c 7 Y(L) por ser 7(N) = {0} C L. Por tanto, ¥ estd bien definida.

Sea L < M/N. ®o¥(L) = &(r (L)) = m(x (L)) C L. Como 7 es sobreyectiva,
VIl € L existe m € M con w(m) =1 € L, siendom € 7' (L), luego | = w(m) € n(7~(L)).
Por tanto, L = (7 (L)) = ® o ¥(L).

SeaT<Mcon NCT.Vo®(T)=U(x(T))=n(n(T)) D T.Dadom € = }(x(T)),
w(m) € w(T), luego existe t € T con w(m) = 7(t), siendo m —t € Ker(r) C N C T}
entonces, m = (m —t) +t € T. Vemos asi que ¥ o ®(T) =7 Y(x(T)) =T.

Por tanto, ® y ® son inversas, siendo ® biyectiva por ser inversible. O

Teorema 2 (Tercer Teorema de Isomorfia). Sea M wun R-mddulo y sean N y T dos
submddulos con N C T. Entonces M/T = (M/N)/(T/N).

Demostracion. Como T /N = n(T) < M/N, podemos entonces considerar el médulo co-

ciente A;T/]]VV Dadas m; : M — M/N y mg : M/N — ]\f;[//fvv las respectivas proyecciones al
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cociente, tomamos f = my o my, siendo f : M — TN (m) = m. Como m; y my son

epimorfismos, f también lo seré.

Ahora, si 0= f(m) =m, tenemos m =m — 0 € T/N, luego existe t € T con m = {,
siendo m —¢ € N C T', luego m € T Por tanto, Ker(f) C T. Ademas, Vt € T se tiene

que t € T/N, luego f(m) =t = 0. Vemos asi que Ker(f) = T. Entonces, por el Primer
Teorema de Isomorfia (teorema 1), M/T = (M/N)/(T/N). O

3. Suma directa interna y externa de moédulos

Esta seccién estd basada en el apartado VIII.3 de [3]. En esta introducimos las sumas
directas internas y externas de médulos. El principal resultado es la proposicion 24, que
serd utilizada en los capitulos 2 y 3.

Primero trabajaremos sobre el concepto de suma interna de submaodulos.

Definicién 30. Sean M un R-mddulo y {N;}ic; una coleccion no vacia de R-submddulos
de M. Se define la suma interna de los {N;}icr como:

ZNi::{mEM: m=mng +--+n,, k>14€ln, € Ny Vj=1,... k}

iel
Segiin el apartado 1.2 de [1], esta es un submddulo de M. Comprobarlo es un ejercicio.

Observacion 15. Sean M un R-mddulo y {N;}ier una coleccion no vacia de R-subméodu-
los de M. Vj € N tenemos que Nj C Y. ; N;, luego Ny < 3./ N;.

Definicién 31. Sean M un R-mddulo y {N;}icr una coleccion no vacia de R-submddulos
de M. Decimos que la suma interna ), ; N; es directa y la denotamos por @,.; N; si

Vi € I sise tiene que N; M (3_,; Ni) = {0}.

el

Definicién 32. Sea M un R-mddulo. Por convenio, la suma interna y suma directa
interna de una coleccion vacia de submddulos son {0}, como indica el apartado 2 de [0].

Observacién 16. En lo que sigue haremos sumas en conjuntos infinitos de elementos,
pero bajo la condicion de que el soporte sea finito, de forma que la suma tenga sentido en
el maodulo.

Proposicién 18. Sean M un R-mddulo y {N;}ier una coleccion no vacia de R-submddu-
los de M. M = @,.; N; si y solamente si para cada elemento m de M existen unos inicos
n; € Ny Vil con J={icl:n;#0} finitoym=7 . n.

Demostracion.
—
Sea M = ,.; N;. Como M = .., N;, cada elemento m € M — {0} se puede expresar

como m = n; +---+mn; conk>1ymn; €Ny, —{0} Vj € {1,...,k}. Si consideramos

n; =0Viel—{i,... ix}, tenemos m =) . n,.
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Supongamos ahora que m = ) .., n; = » .., n; con n;,n; € N; Vi € I. Entonces,
Vj € I se tiene que n; —n; = > ,c; n(ni —mnp) € Ny N (X, ;3 Ni) = {0}, siendo
n; =mnj.

p—
Como todo elemento de M se expresa como m = ny +---+mn, con k > 1y n; €N,
tenemos que M = ) ., N;. Veamos que la suma es directa. Sea j € I. Si 0 # m €
Nj V(X ier—gjy Ni), entonces m = ng, + -+ +n; con k > 1, {ir,...,ix} € I —{j}y
n;, € N;, Yl € {1,...,k}, lo que es una contradiccién por la hipdtesis. Vemos asi que

N O (Xier—gy Ni) = {0} O

Observacién 17. Sean M un R-mddulo y {N;}icr una coleccion de R-submddulos de M
con M = @,.; N;. Sea j € 1. Hemos visto que, dado m € M, existe una tinica forma de
escribirm = Y., n; conn; € Ny Vi € I y{i € I:n; # 0} finito. Por tanto, podemos
definir wj(m) = n;. Por lo recién mencionado, la proyeccion m; : M — N; estd bien
definida. FEs un ejercicio ver que es un epimorfismo.

El siguiente teorema puede encontrarse en el apartado VIIL.2 de [3].

Teorema 3 (Segundo Teorema de Isomorfia). Sea M un R-mddulo y sean N y T dos
submddulos. Entonces T < N+T, TONN<N y(N+T)/T=N/(NNT).

Demostracion. El que T' < N +T se debe a la observacion 15. La proposicién 10 nos dice
que TNN < N.

Consideremos f: N — (N +T)/T, f(n) = n. Esta funcién estd bien definida por ser
neN+TVneN. f(n+n')=n+n' =n+n' = f(n)+f(n')y f(na) =na =na = f(n)a
Vn,n’ € N,a € R, luego f es un homomorfismo.

Dadon € N,0= f(n)=nsiysolosin=n—0¢€ T, luego Ker(f) = NNT. Ahora,
dadoa € (N+T)/T,existenne NyteT cona=n+t=n+t=n+0=n= f(n).
Vemos asi que f es sobreyectiva. Entonces, por el Primer Teorema de Isomorfia (teorema

1), N/(NNT) = (N +T)/T. O

La proposicién siguiente serd ttilizada al demostrar las proposiciones 27 y 35.

Proposiciéon 19. Sea f : M — M' un monomorfismo de R-mddulos y sean Ny, ..., Ny
submddulos de M cuya suma es directa. Entonces f(N1@®--- @ Ny) = f(N1)D---® f(Nk).
Consecuentemente, ser suma directa de n submodulos es una propiedad estructural.

Demostracion. Por la proposicion 11, f(N;) < M’ Vi e {1,...,n}. f(Ny 4+ ---+ Ng) =
{flno+--+mng) :n; €I, Vi= 1, kY = {f(m) + —i—f(nk) cn € I; Vi =
ooy k= f(Ny) 4+ -+ + f(Ng). Asimismo, Vi € I, f(zﬁéZ i) = >z [(N;), siendo
PN 035, F(0%) = F(V) 05,5, ) v, como J e ingectiva, F(NT 71 1(5°,0 ) =
F(Nin 3252 Ny) = f({0}) = {0}. Por tanto, la suma f(Ny) +--- + f(N) es directa.

Entonces, si M = N1 @ --- @ N,y M' = M, dado f: M — M’ un isomorfismo de R-
modulos entre M y M’ tenemos que M’ = f(M) = f(N1®---®Ng) = f(N1)®---D f(Ny).
Vemos asi que ser suma directa de n submodulos es una propiedad estructural. O
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Trabajamos ahora sobre la suma externa de médulos.

Definicién 33. Dada {M;}ic; una familia de R-mddulos no vacia, se define su producto
directo como el producto cartesiano [[,c; My = {(mi)ier : mi € M; Vi € I} con operacio-
nes (mg)ier + (ni)ier = (Mi +n4)ier vy (Mi)ier - 7 = (myr)ier. Es un ejercicio comprobar
que estas operaciones dotan a [[,.; M; de estructura de R-médulo.

Definicién 34. Dada {M;}icr una familia de R-mddulos no vacia, se define su suma
directa externa como @,.; M; = {(m;)ier € [[;e; Mi - 3J C I finito con m; = 0Vi ¢ J}.
FEste es un submddulo del producto directo. Véase que, dados m = (my;)ier,m’ = (m});er €
Dici Ms yr € R, se tiene que J = {j € [ :m; #0} yJ ={j €l:mj+#0} son
finitos, luego {i € I :m;+m}, #0}y C JUJ y{i €l :myr#0} CJ son finitos, siendo
m+m' = (mz + m;)iej, mr = (mﬁ‘)iej € @ie[ M;.

Definicién 35. Por convenio, el producto directo y la suma directa externa de una familia
vacia de R-mddulos es {0}. Esto puede comprobarse en el apartado VIIIL.3 de [7].

Definicién 36. Sea M un R-mddulo. Sea n € N. Se define M™ como H M.

i=1,...,n

Proposicion 20. Sean M; y N; R-modulos isomorfos Yi € 1. Entonces Hz’e[ M, =
[Ticr Ni y Dicr Mi = Dy Ni-

Demostracion. Sea f; : M; — N; un isomorfismo Vi € [I. Consideramos la aplicacion

[ Hz’e[ M; — Hie[ Ni, f((mi)ier) = (fi(mi) )ier-

Sean (m;)ier, (M;)icr € [L;e; Miy sear € R. f((mi)icr + (mi)ier) = f((mi+my)icr) =
(filmi+my))ier = (filma)+fi(mi))ier = (fi(ma))icr+(fis(m}))ier = f((ma)icr)+f((M])ier)
y f((mi)ierr) = f((mir)ier) = (filmir))ier = (filmi)r)ier = (fi(mi))ierr = f((mi)ier)r
Por tanto, f es un homomorfismo.

Definimos ahora ¢ : [[,c; Ni — [lic; Mi, 9((mi)ier) = (f7'(mi))ier. Se tiene que
go f((mi)iel = g((fi(mi))iel) = (fi_l(fi(mi)))iel = (mi>iel V(mi)z’el € Hiel M; y que
fog((ni)ier = FI(Fi (mi))ier) = (fi(f;7(n))ier = (ni)ier Y(ni)ier € [L.c; Ni. Por tan-
to, f es inversible con inversa g. Esto indica que f es un isomorfismo y [],., M; = I],.; Ni.

Sea (m;)ier € @,y M;. Entonces J = {i € I : m; # 0} es finito. Ahora, Vi € I se
tiene que f;(m;) = 0 si y solo si m; = 0, luego J = {i € I : fi(m;) # 0}. Por tanto,
J((mi)ier) = (fi(mi))ier € @ye; Ni- Vemos asi que f(D,e; Mi) C Dicr Ni-

Andlogamente, g(B;c; Vi) C D M, luego D, Ni = f(9(Bic; Vi) C f(Dic; M)
Tenemos entonces que f(P;c; Mi) = Dy Ni, luego f |@.., m: Dicy Mi = Dyep Ni s
un isomorfismo, siendo @,.; M; = @,.; N;. O

Estudiemos las proyecciones ligadas al concepto de producto directo de mdodulos.

Definicién 37. Dada {M;}ie; una familia de R-mddulos, tenemos V5 € I a la proyeccion
(P HZ.GI M; — M; que envia (m;);er am;. Es un ejercicio ver que esta es un epimorfismo.
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Proposicién 21. Sean N y {M,}ic; R-médulos. Por cada familia {¢; : N — M;}ier de
homomorfismos existe un tinico homomorfismo ¢ : N — [[,., M; tal que mj o ¢ = ¢,
Vjel.

Demostracion. Si existe un tal homomorfismo ¢, Vn € N se tiene p(n) = (m;)ie; €
[Lic; M;. Entonces, Vj € I, m; = m;((m;)ier) = m;(p(n)) = ¢;(n). Por tanto, de existir,
esta ¢ es tnica y viene dada por p(n) = (p;(n))ier-

Ahora, ¢ : N = [[,c; M;, ¢(n) = (@i(n))icr esta bien definida y verifica 7; 0 ¢ =
p; Vj € I. Ademds, p(n) + (') = (pi(n))ier + (@i(n))ier = (vi(n) + @i(1))ier =
(pi(n +n'))icr = p(n+ 1) y on)r = (¢i(n))icrr = (i(n)r)icr = (@i(nr))icr = ¢(nr)
Vn,n' € N,r € R, luego ¢ es un homomorfismo. O

Estudiemos ahora las inclusiones ligadas a la suma directa externa de moédulos.

Definicién 38. Dada {M;}ic; una familia de R-mddulos, tenemos para todo j € I a la
inclusion v; : My — @,.; M; definida por sus componentes como: (I;(x)); = x Vo € M; y
(l;(z)); = 0 Vi # j. Es un ejercicio ver que esta es un monomorfismo.

Lema 2. Sim = (m;)ic;r € @,.; M;, entonces m = .., ti(m;). Ademds, ¥V(n;)icr €
B, Mi conm =3, 1i(n;), se tiene que m; = n; Vi € 1. Podemos entonces considerar
que esta expresion es unica.

Demostracion. Seam = (m;)icr € @,c; Mi- (D icpti(ma)); = 2 i (tilmy)); = m; Vj € 1,
luego m = ., ti(m;). Ademads, si (n;)icr € @,;c; M; es tal que m = >, 1;(n;), entonces
(Ni)ier = Y ieq ti(ni) = m = (m;)ier, siendo n; = m; Vi € I. O

Proposicién 22. Sean {M;}ier y N R-mddulos. Por cada familia {¢; : M; — N}ier de

homomorfismos existe un tinico homomorfismo ¢ : @,.; M; — N tal que p o 1; = @,
Vj € I, siendo o((m;)icr) = Y icp pi(ms) Y(ms)icr € @,c; M.

@iel M;
N
LJT N
N

N

Demostracion. Supongamos que existe un tal homomorfismo ¢. Dado m = (m;);e; €
D,c; Mi, m =3, vi(m) por el lema 2. Al ser ¢ un homomorfismo, ha de verificarse que

o(m) = (D e tilm)) = D icrpltilm)) = > .o, wi(m;). Por tanto, de existir, el homo-
morfismo ¢ es tnico y viene dado por ¢((m;)icr) = ;e ©i(mi)-

Definimos ahora ¢ : @,.; M; — N, o((mi)ier) = > ;c; wi(m;). Esto define una apli-

cacién con @ o v; = ¢; Vj € I, ya que (poy)(n) = ¢(;(n) = > e 0il(1(n))) =
0+ ¢;((¢;(n));) = ¢;j(n) Vn € M;. Veamos que ¢ es un homomorfismo.
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Sean (m;)icr, (M;)icr € @iel M;yreR.

p((ma)ier+(mi)ier) = w((mitmi)ier) = 3 e pilmitmi) = 3 e (pi(mi) +pi(my;)). La
propiedad asociativa nos dice que Y, (i (m;)+pi(m})) = (3., @i(mi))+ (Zz@] wi(m;)) =
e((mi)ier) + ©((m)icr). Por tanto, p((ms)ier + (mg)ier) = ((mi)ier) + o((mf)ier)-

Asimismo, o((m;)ierr) = @((Mir)ier) = Y ey wi(mir) = Z 1(¢i(m;)r). La propiedad
distributiva nos dice que ), (@i(mi)r) = (3 ,c;pi(ms))r = @((ms)ier)r. Por tanto,
p((ma)ierr) = (Xier pi(mi))r. L

Ahora relacionaremos las sumas directas interna y externa.

Proposicién 23. M = P, ; M; suma directa externa si y solo si M contiene submédulos
(Aj)ier con Ay = M; Viel y M =@, ; Ai suma directa interna.

Demostracion.

_

Sea N; = 1;(M;) Vi € I. Entonces, dado ¢ € I, como ¢; es un monomorfismo, tenemos que
ti |n;: M; — Nj es un isomorfismo, siendo N; = M;. Consideramos ahora un isomorfismo
Q: @iEIMi — M y Az = gO(Nz) Vi € I. Entonces Az =N, 2ZM;Viel.

Veamos que para cada elemento de M existen unos unicos a; € A; Vi € I con
m= ..

Dado m € M, existe un tnico m’ € @,.; M; con m = ¢(m’). Por el lema 2, m/
se escribe de forma unica como ZZE] con n; € N; Vi € I. Consideramos ahora
a; = p(n;) €A1V2EIytenemosque{zGI:ai#O}:{iG[:ni%O}esﬁnito

ym=p(m) =9 ic;n) =2 c;pn) =3 a.

o , : B , : o
Ahora, si existen aj € A; Vi € I con m = ) . ,aj, se tiene que Y .., n; = m' =

e (e al) = i e M (a)), con 7 (al) € N; Vi € I. Entonces, ha de ocurrir que

(3 K3

n; = ¢~ (a}) Vi € I, siendo a; = p(n;) = a; Vi € I.

Entonces, debido a la proposicién 18, M = ,_, A
“—

Por la proposicién 22, el conjunto de inclusiones A; — M induce un homomorfismo de

modulos ¢ : @, ; Ai — M con ¢((a;)icr) = >,y ai- Como M = @, ; A;, la proposicion

18 nos dice que todo elemento de M se escribe de esta manera de forma tnica, luego

concluimos que ¢ es un isomorfismo, siendo M isomorfo a la suma directa externa @Ze I

Entonces, por la proposicién 20, M = €, , A; = @,., M, . D

Observacion 18. La proposicion anterior nos relaciona las sumas directas externa e
interna. Véase que, si M es suma directa interna de los submddulos (N;)er, entonces
M es isomorfa a la suma directa externa de los (N;)cr considerados como R-mddulos.
Asimismo, si M es la suma directa externa de los submddulos (M;);cr, entonces ezisten
(Ai)ier submddulos de M con A; = M; Vi € I tales que M es la suma directa interna de
(Ai)ier- Destacamos que usaremos la misma notacion para ambas.
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El siguiente resultado esta basado en el apartado 1X.2 de [3] y serd relevante en los
capitulos 2 y 3.

Proposicién 24. Para todo R-mddulo N, End((N™)g) = M,(End(Ng)). De hecho, pa-
ra cada ¢ € End((N")g) existen unos unicos @;; € End(Ng) Vi,j € {1,...,n} con
p((ma, - smn)) = (g Prk(me), - kg Enk(mi)) V(ma, ..., mn) € N™.

Demostracion. Sea tj : N — @,_, Ny = N" la j-ésima inclusién de la definicién 38
Vje{l,...,n} yseam : N* =][,_, Ny = N la proyeccién dada en la definicién 37
Vie{l,...,n}.

Definimos @ : End((N")g) — M, (End(Ng)), ®(¢) = (mopo L])” 1. Esta estd bien
definida por ser m; 0 9 0 ¢; : N — N un homomorfismo Vi,j € {1,...,n}.

Nn_‘p>Nn

N——N

T; 0P OL;

Sean @1, 2 € End((N™)r). Entonces ®(p1 + ¢2) =m0 (¢1 +¢2)0t; =m0 (w10t +
P20 L) = Ti 0P1 0L+ 0Py 01 = Pp1) + P(p2).

Para demostrar que ® es homomorfismo necesitaremos ver que » ", (gom : N — N™

es la identidad en N™. Dado (my,...,m,) € N™, (ZZ L ko) (ma, ... omy)) =0 (wo
me)((my, - ymp)) = 30y e(me) = (ma + ZZ# My + Zwén ) (ma, ..., my).
Queda asi demostrado que Y p_, g 0Ty es la 1dent1dad en N™.

Sean @1, ps € Endr(N™). Entonces ® (1 0 ¢3) = (m; 0 (1 0 ) © LJ)?j 1= (mopo
(ZZ:1 Lk O k) © g © Lj)?,j:l = (Zzzl(ﬁi O @1 0L OTEO P20 L]))Z,] = ( Z (@ (¢1)ir ©

P(p2)kj))i =1 = (P(@1)in)iner - (P(02)is )k jo1 = Plp1) - Plp2).

Ahora, ®(id) = (m; o Lj)” - Seani,j € {1,...,n}. Dadon € N, m 0u(n) = (4;,(n));,
siendo m; 0 ;(n) = 0 si i # j y siendo m; 0 ¢;(n) = n si i = j. Por tanto, Si ¢ # j, m 0 ¢;
es el homomorfismo nulo y, si i = j, m; 0 ¢; es la identidad, que es la unidad de End(Ng).
Por tanto, ®(id) es la unidad de M, (End(Ng)).

Tenemos entonces que ® : End((N")g) — M,(End(Ng)) es un homomorfismo de
anillos unitarios.

Veamos ahora que es biyectiva.

Definimos ¥ : M, (End(Ng)) — End((N")gr) con V((py)i=) @ N* — N"

U((pij)i =) (ma, - smn) = (Qop_y @(mi)s -+ 2y war(mi)) para todo (pij)f—1) €
M, (End(Np)).

Sea (wi)ij=1) € Mn(End(Ng)). Dados (my,...,my),(my,...,m;,) € M", tenemos

n

que W ((0i)7j=1) ((ma, .. mn)+(m/1, ceosmy)) = V(i) o) ((matmy, o my+my)) =

Z‘plk (my + mp), Zsomk mp + o omy)) = (Z(%k(mk) + ew(my)), -

k=1 k=1
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n

Z(sﬂnk(mz)+s@nk (my.) Z%k () +Z p1k(my), ank (i) +Z Pk (M)

(Z P1k(m), Z%k my)) + Zgolk my), ngnk my.)) =
W((s%)z,]:l)((ml,-- ))+\If<<soij)2j:1)((m1,.--,mn))-

Asimismo, dados (myq,...,m,) E N"yreR, tenemos V(i) j=1)(ma, ... ymp)r) =

V(i) =) ((mar, o mnr)) Z p1r(mar), Z par(mar)) = (D pu(my)r
Z @nk(mr)r) = Z <P1k mk Z <Pnk mk = (Z 901k<mk)a
k=1

Z Onk(me))r = V()7 =1)((m1, ..., my,))r. Vemos asf que W((¢;;)7;-,) € End((M")g),

luego U esta bien definida.

Sea (pi)f=1) € Mn(End(Ng)). Sean ig,jo € {1,...,n}. Ym € N se tiene que
)i

Y ((pij)ij=1) (1o (M) = (((ww 2j=1)((0,..-,0,m,0,. 0)) = (9150 (m)... ., P (m), luc-

80 (7o © W((04)72j=1) © L0 (112 oo (£150(). -+ P (1)) = iz (m). Entonces ocurre
que ®(V((i5)721)) = (pi5)7 j=1- Vemos asi que ® o W es la identidad en M, (End(Ng)).

Sea ¢ € End((N")g). Dado (my,...,m,) € N, (\I/ o ®(p))((my,...,my)) = ¥((mo
o t)i=))((ma, . ymn)) = (X m O¢Obk(mk) <32k T © ¢ 0 1 (my)) = (my o
P ko (M), 0 Qi w(me))) = (moo p((ma,. . ma)),

T © @((mq, ... ,mn))) = (e((my,....mp))1, .., 0o((my,....mp))n) = @((my,...,my,)).
Vemos asi que ¥ o @ es la identidad en End((N")R), luego @ y ¥ son inversas.

Por tanto, ® es un isomorfismo, siendo End((N™)g) = M,(End(Ng)). O

4. Moédulos simples y semisimples

4.1. Mobdulos simples

Esta subseccion se basa en los apartados IX.1 de [3] y 1.2 de [1]. En ella estudiaremos el
concepto de mdédulo simple, que serd necesario en la subseccién siguiente, y demostraremos
el Lema de Shur, que utilizaremos en el capitulo 2.

Definicién 39. Sea R un anillo y sea M un R-mddulo. Decimos que M es simple o
irreducible si M # {0} y los dnicos R-submddulos de M son {0} y M.

Proposicion 25. Ser un R-mddulo simple es una propiedad estructural.

Demostracion. Sean M y M, R-moédulos isoformos con M; simple. Sea f : My — M,
un isomorfismo. Sea N un submddulo de M,. Entonces f~!(NN) es un submédulo de Mj,
lo que indica que este es {0} 6 M. Como f es biyectiva, si f~}(IN) = {0}, entonces
N = f({0}) = {0} y, si f7H(IN) = M, entonces N = f(M;) = M,. Esto implica que M,
es simple. O
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Damos ahora un importante resultado que nos permite caracterizar todos los R-mddu-
los simples:

Proposicién 26. Un R-mddulo M es simple si y solamente si es isomorfo a Rg/L para
L un ideal por la derecha mazximal de R.

Demostracion. <= Por la proposicién 17, como L es maximal, Rg/L solo tendra dos
submédulos, siendo simple. Entonces, por la proposicion 25, M es simple.

= Como M # {0}, existe 0 # m € M. Consideramos el homomorfismo f : Rgp — M,
f(r) = mr. Este es sobreyectivo, pues f(R) = mR = M al ser m =ml € mR < M y ser
M simple. El Primer Teorema de Isomorffa (teorema 1) nos indica ahora que M = £z
con L = Ker(f) < Rg. Como L < Rpg, L es un ideal por la derecha de R. Ademaés,
como M = % y M es simple, la proposicién 25 nos indica que % es simple, luego L es
maximal por la proposicion 17. O

Probamos ahora el Lema de Schur:

Lema 3 (Lema de Schur). Si M y M’ son R-mddulos simples, entonces todo homomor-
fismo de M a M’ es ¢ el homomorfismo nulo ¢ un isomorfismo. En particular, Endg(M)
es un anillo de division.

Demostracion. Sea f : M — M’ un homomorfismo no nulo. Entonces Kerf # S e
Imf # {0}, lo que implica, por ser M y M’ simples, que Kerf = {0} e Imf = M.
Por tanto, f es un isomorfismo. En particular, todo endomorfismo no nulo de M es un
isomorfismo, luego invertible en el anillo End(gM), segin la proposicién 14. Vemos asi
que End(gM) es un anillo de divisién. O

Observacion 19. Sean R un anillo y N < Rg. N es simple como R-mddulo si y solo si
no existe N' un R-submddulo de Ry (o, equivalentemente, ideal por la derecha de R) con
{0} # N’ ; N, lo que ocurre si y solo si N es minimal como ideal por la derecha de R.

4.2. Mobdulos semisimples

Esta subseccion se basa en los apartados 1.2 de[6], IX.2 de [3] y 4.1 de [1]. En ella de-
finimos los médulos semisimples, damos algunas de sus propiedades, vemos varias formas
de caracterizarlos y obtenemos formas de obtener nuevos médulos semisimples a partir de
otros.

Definicién 40. Sea M un R-mddulo. Sea N un submddulo de M. Decimos que N es un
sumando directo si existe N' un submddulo de M con M = N @& N'.

Definicién 41. Sea M un R-mddulo. Decimos que M es semisimple si todo submddulo
de M es un sumando directo.

Proposicién 27. Ser un R-mddulo semisimple es una propiedad estructural.

Demostracion. Sea f : My — My un isomorfismo. Sea N un submoédulo de M;. Entonces,
fYN) < M;. Como M es semisimple, existe N < M; con M; = f~}(N) & N’, siendo
My = f(M;) = f(f~'(N) @& N’) Como f es biyectiva, por la proposiciéon 19 f(f~*(N) &
N = f(f~YN))® f(N') = N @& f(N’), siendo N un sumando directo. O
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Lema 4. Todo submddulo de un R-mddulo semisimple es semisimple.

Demostracion. Sea Ni un R-submoédulo de M. Veamos que Ny es semisimple.

Sea Ny submédulo de N;. Como M es semisimple, existe Ni, submédulo de M con
M = Ny & NJ. Veamos que N; = Ny @ (N5 N Ny).

Ny N (NyN Ny) € Nan Ny = {0}, luego la suma Ny + (N} N Ny) es directa.

Dadon € Ny = M NNy = (N & Nj) N Ny, existen ng € Ny C Ny y nhy € Nj con n =
no+nk, siendo ny = n—ny € Ny, luego n € Na+(NjNNy). Por tanto, Ny C No@ (NJNNy).
Ademas, es claro que Ny @ (Nj N Ny) C Ny. Por tanto, Ny @ (NS N Np) = Ny y Ny es
sumando directo de NV;. O

Lema 5. Todo modulo semisimple no nulo contiene un submodulo simple.

Demostracion. Sea M un R-mdédulo semisimple no nulo. Sea m un elemento no nulo de
M. Consideramos el R-submoddulo ciclico M’ = mR.

Consideramos F la familia de submddulos de M’ que no contienen a m. Estos son
precisamente los submddulos de M’ distintos de M’; véase que, si m € N < M’, tenemos
M'=mR C N, luego M’ = N. F esta ordenada parcialmente por la contencién.

Consideramos X una cadena de esta familia. Consideramos U = (Jycp N C M. Da-
dos ni,ny € U, existen Ny, Ny € X con ny € N; y ng € Ny. Como X es una cadena, o
Ny C Ny o Ny C Ny. Si N; C N,, tenemos que ny,ne € No, luego ny +ny € Ny C U.
Anélogamente, si Ny C Ny, tenemos que nq,ny € Ny, luego ny + ny € Ny C U. En cual-
quier caso, ny + ny € U. Ademas, dado a € R, nja € Ny C U, luego nya € U. Entonces,
por la proposicién 9, U < M’. Ademéds, m ¢ U, pues de lo contrario existiria N € X con
m € N, lo que es una contradiccién por ser N € F. Por tanto, U € F, siendo U una cota
superior de X.

Se demuestra asi que F es un conjunto inductivo. Por tanto, el lema de Zorn nos dice
que existe un elemento maximal N. Por el lema 4, M’ es semisimple, luego existe N’ un
submédulo de M’ (luego de M) con M’ = N @& N’. Como m ¢ N, ha de ocurrir que
N’ #{0}. Veamos que N’ es simple.

Sea N” < N’ con N"” # {0}. Como N C N & N”, por la maximalidad de N ha de
ocurrir que N @ N = M'. Sean € N'. Comon € N' C M'= N & N”, existen a € N y
be N'CN conn=a+b,siendoa=n—be NNN' = {0}, luego n =b € N”. Vemos
asi que N” C N’ C N”. Es decir, todo submédulo de N’ distinto de {0} es igual a N'. [

Definicién 42. Dado un R-mddulo M, a soc(M) = 3 nnrn simpie IV le llamamos el
zocalo de M. Destacamos que, como es suma de submddulos de M, soc(M) < M.
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Proposicion 28. Dado M un R-mddulo, son equivalentes:
1. M es semisimple
2. M = soc(M)
3. M es suma de una familia de submaodulos simples
4. M es suma directa de una familia de submddulos simples

Ademds, si M es suma de una familia de submddulos simples F, se tiene que M es
suma directa de un subconjunto de F. Es decir, si M = . N, entonces eviste T C F

con M = Py N

Demostracion.

1. = 2.
Consideramos M; = soc(M) la suma de todos los submédulos simples de M. Como M es
semisimple y M; < M, existe My submédulo de M con M = My & Ms. Si My # {0}, el
lema 5 nos indicaria que My contendria un submaddulo simple N. Por definicién, N C M;,
luego N C M; N My = {0}, lo que nos llevaria a contradiccién. Por tanto, My = {0},
siendo M = M, = soc(M).

2= 3.
M = soc(M) =3 ncnrn simpre IV €8 suma de submoédulos simples.

3. =1, 4.
Por hipétesis, M = .., M; donde {M;}ic; es una familia de submddulos simples de M.
Sea N un submodulo de M; veamos que es un sumando directo. Consideremos la familia
F de los subconjuntos J de [ tales que la suma N + ) ., M; es directa; es decir, que
verifiquen:

jeJ

a. Y .c; M; es una suma directa

b. NOS ., M, = {0}

jeJ

Véase que si J C [ verifica a. y b., entonces Vi € J tenemos que M; N (N +

D e i} M;) = {0}. Esto se debe a que, dadom € MiN(N+3_ ey iy Mj), existenn € N,
k>1,j1,...,gp € J—{i}ymy € M; Vi e {l,...,k} conm =n+mq+---my, siendon =
—(ml—l—' cemy) € NN, My = {0}, luegom =mi+-my € MiNy e, oy My = {0}

El conjunto vacio pertenece a F, luego F # (). Consideramos a la contencién como
orden parcial en F. Sea J; C Jo C -+ C Jp C --- una cadena de elementos de F. Consi-
deremos J = {J;5, Ji- Seam € NN} . ; M;. Entonces existen ji,...,jn, € J y m; € Mj,
Vie{l,...,n} conm=mg+---+m,. Como ji,...,j, € J, tenemos que Vi € {1,...,n}
existe Jy, con j; € Jk Dado [ = méx(k’l, .., k), tenemos que j; € J; Vi € {1,...,n},
luegom=my+---+m, e NN = {0}. Vemos asi que NNY ., M; = {0}

JEJ Jj€J

Sea jo € J. Sea m € Mj, N3 ic; 1y M;. Entonces existen ji,...,jn € J — {jo} ¥
m; € M;, ¥Yi € {1,...,n} con m = m; +--- + m,. Como jo,J1,...,Jn € J, tenemos
que Vi € {0,1,...,n} existe Ji, con j; € Ji,. Dado | = max(ko, k1, ..., k,), tenemos que
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ji€ i—{jo} Vi€ {l,....n}, luegom =my +---+m, € M, N3, v M; = {0}
Vemos asi que M;, N Eje J—{io} M;. Como esto ocurre Vj, € J, tenemos que la suma
> jes Mj es directa.

Por tanto, J € F, siendo J una mayorante de la cadena. Como toda cadena tiene
una mayorante, F es un conjunto inductivo. Podemos aplicar entonces el lema de Zorn y
obtener J un elemento maximal de la familia.

Consideramos M’ := N + Z]EJ M;. Como J pertenece a F, esta suma es directa,
siendo M' = N @& D, ; M;. Para ver que M’ = M basta comprobar que M; C M' Vi € I.
Sea i € I. Supongamos por reduccién al absurdo que M; € M'. Esto implica que i ¢ J.
Ademds, como M; es simple, esto indica que M’ N M; = {0}. Entones, la suma M’ + M;
es directa, siendo M’ +M; = N @ (B,c; M;) © M; = N & (B¢ juqy Mj), lo que nos lleva
a contradiccion con la maximalidad de J en F.

ueda asi demostrado que M = M' = N®E._, M;, luego N es un sumando directo.
jeg j g
Probamos asi que M es semisimple.

Ahora, si I = (), tenemos que M = {0}, siendo M suma directa de una familia
vacifa de subconjuntos. Si I # (), podemos tomar ¢ € I, siendo M; un submddulo sim-
ple de M. Tomando N = M; y aplicando lo anteriormente demostrado se obtiene que
M= M;® @jeJ M; para J un cierto subconjunto de I, siendo M una suma directa de
submodulos simples.

También hemos demostrado el ademas.

4. = 3. Es trivial. O

Corolario 5. Todo R-mddulo simple es semisimple.

Proposicién 29. Todo cociente de un mdodulo semisimple es un modulo semisimple.

Demostracion. Consideramos M un R-médulo semisimple y N un submédulo de M. Por
definicién, existe K un submédulo de M con M = N & K. Por el Segundo Teorema de
Isomorfia (teorema 3), M/N = (N + K)/N = K/(NNK) = K/{0} = K. Por el lema 4,
K es semisimple, luego la proposicién 27 nos indica que M /N es semisimple. O]

Proposicién 30. La suma directa de R-modulos semisimples es un mdodulo semisimple.

Demostracion. Consideramos (M;);c; una familia de R-mdédulos semisimples y M =
@,c; M;. Por la proposiciéon 23, M contiene submédulos (A;)ier con A; = M; Vi € 1
y M = @, ; A; suma directa interna. Ahora, por la proposicion 28, Vi € I existe una fa-
milia (N;) er, de submédulos simples de 4; con A; = ;. Nj. Por tanto, M = P, A; =
Dici(Djcr, Nj) = DBjeu,., 1, N;j con N; submédulo simple de M Vj € Uier!;. La proposi-
ciones 28 y 27 nos indican ahora que M es semisimple. O



Capitulo 2

Teorema de Artin-Wedderburn

1. Anillos simples y semisimples

1.1. Anillos simples

Esta subsecién se basa en el apartado IX.1 de [3]. En ella definimos los anillos sim-
ples. Veremos también que M, (D) es un ejemplo de anillo simple Vn > 1 y D anillo de
divisiéon. Esto serd relevante en la prueba de la versién para anillos simples del Teorema

de Artin-Wedderburn.

Definicién 43. Un anillo R es simple si no tiene ideales distintos de {0} y R.

Observacion 20. Al trabajar con anillos no necesariamente unitarios, se dice que un
anillo R es simple si R* # {0} y R no tiene ideales distintos de {0} y R. Si R es
unitario, esta definicion coincide con la definicion 43, al ser 1x1 =1+ 0.

Proposicion 31. Ser un anillo simple es una propiedad estructural.

Demostracion. Sean R un anillo simple y R’ un anillo isomorfo a R. Sea f: R — R un
isomorfismo. Dado I < R, la proposicién 6 nos indica que f(I) < R, luego f(I) = R o
f(I) ={0}. Como f es biyectiva, I = f~1(f(I)), siendo I = f"Y(R)=R'si f(I) =Ry
siendo I = f~1({0}) = {f~1(0)} = {0} si f(I) = {0}. Por tanto, I es R’ o {0}. Vemos asf
que R’ es simple. H

Proposicion 32. Los unicos ideales por la derecha y los unicos ideales por la izquierda
de un anillo de division son {0} y el propio anillo. Por tanto, todo anillo de division es
simple.

Demostracion. Sea D un anillo de divisién. Sea I un ideal por la derecha no nulo. Como
I es no nulo, 3x € I con x # 0, siendo z inversible. Entonces, 1 = xzz~! € I, siendo
y =1y € I para todo y € D, luego [ = D.

Anélogamente, si I es un ideal por la izquierda no nulo, 3z € I con = # 0, siendo x
inversible. Entonces, 1 = 27 'z € I, siendo y = yl1 € I para todoy € D, luego I = D. [

26
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Corolario 6. Sea R un anillo conmutativo. Entonces R es simple si y solo si es un cuerpo.

Demostracion. <= Si R es un cuerpo, es un anillo de divisiéon por definiciéon. Entonces,
por la proposiciéon 32, R es simple.

—> Sea R es simple. Entonces, dado a € R, se tiene que RaR = R. Ademas, como R
es conmutativo, RaR = Ra, siendo R = Ra. Por tanto, existe b € R con 1 = ba, siendo
1 = ba = ab por ser R conmutativo. Vemos asi que todo elemento de R es inversible, luego
R es un cuerpo. O

Proposicién 33. Todo ideal de M,(R) es de la forma M,(I) para algin ideal I de R.

Demostracion. Si I es un ideal de R, M,(I) es un ideal de M, (R), como se indica en la
proposicién 1.4 del apartado IX.1 de [3]. Esto es un ejercicio.

Sea J un ideal de M, (R). Sea I el conjunto formado por las entradas (1,1) de las
matrices de J. Si x,y € I, existen A, B € J tal que la componente (1,1) de A es z y la
de B es vy, siendo x +ylade A+ B € J, luego x +y € [. Ademas, dado r € R, la matriz
C' con componente (1, 1) igual a r y nula en el resto de componentes pertenece a M, (R).
Entonces, CA, AC € J, teniendo C'A como componente (1,1) a rz y teniendo AC a zr,
lo que indica que rz,zr € I. Vemos asi que [ es un ideal de R.

Sea E;; la matriz con valor 1 en la componente (i,j) y nula en el resto. Para todo
A = (a;;) € My(R), E;jAE, = a;,Ey. Entonces, dado A € J, se tiene que a;; By =
EAE; € J, luego a;; € I, Vi,j = 1,...,n, siendo por tanto A € M, (I). Esto implica
que J C M,(I).

Sea A = (a;;) € M,,(I). Entonces, A = ZZJ'=1 a;;E;; con a;; € 1. Por definicién, dado
x € I, existe B = (b;;) € J con byy = z, siendo zE;; = E;; BE;; € J. Esto indica que

A=3"0_a;E; € J. Por ello, M,(I) C J. O

Corolario 7. Si D es un anillo de division, entonces M, (D) es simple.

1.2. Anillos semisimples

En esta subseccién nos basaremos en el apartado IX.3 de [3] y en la proposicién 4.2.9
de [!] para presentar a los anillos semisimples. Este concepto es de vital importancia en
el texto, pues el objetivo del capitulo es demostrar el Teorema de Artin-Wedderburn, que
caracteriza a los anillos semisimples.

Definicién 44. Decimos que un anillo R es semisimple por la derecha st R como R-
modulo a derecha es semisimple.

Definicién 45. Decimos que un anillo R es semisimple por la izquierda si R como R-
modulo a izquierda es semisimple.
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Como estamos trabajando con anillos unitarios, tenemos el siguiente resultado:

Proposiciéon 34. Un anillo R es semisimple por la derecha si y solo si es suma directa
de una familia finita de ideales por la derecha minimales.

Demostracion. Por la proposicion 28, R es semisimple por la derecha si y solo si Rg es
suma directa interna de una familia (N;);c; de R-submédulos simples de Rg, lo que, por
la observacién 19, ocurre si y solamente si R es suma directa de una familia de ideales
por la derecha minimales.

En tal caso, existe (L;);e; una familia de ideales por la derecha minimales con R =
@iel L;. Entonces la unidad de R se escribe como 1 = Ziel yi con y; € L; Vi € I y con
J={iel:y; #0} finito.

Supongamos por reduccion al absurdo que I # J. Entonces podemos tomar k € [ — J.
Seay € L.y =1y = Qe Y)Y = Doics Uiy € D ies_y Lis al ser L; ideal por la derecha
Vi € J. Por tanto, y € Ly N> ,c; 1y Li = {0}. Esto implica que I, = {0}, lo que entra
en contradiccon con que Ly sea minimal. Vemos asi que I = J es finito. n

Proposicion 35. En anillos, la propiedad de ser semisimple por la derecha es estructural.

Demostracion. Sea R un anillo semisimple por la derecha y R’ un anillo isomorfo a R.
Sea f : R — R’ un isomorfismo. Por la proposicién 28, Rp es suma directa interna de

-----

19, Ry = f(Rr) = f(N1 @ --- @ Ni) = f(N1) @ --- @ f(Ny), siendo f(N;) < Rf
Vie{l,... k}.

Seai € {1,---,k}. f(V;) es un ideal por la derecha minimal de R'. Consideramos J un
ideal por la derecha de R’ con J C f(NN;). f~! es un isomorfismo, luego la proposicién 6 nos
indica que f~'(.J) es un ideal por la derecha de R, siendo f~(J) C f~1(f(N;)) = N;. Co-
mo N; es minimal, obtenemos que o f~1(J) = N;, en cuyo caso J = f(N;),0 f~1(J) = {0},
en cuyo caso J = {0}. Vemos asi que f(JV;) es minimal.

Entonces, la proposicién 28 nos dice que R’ es semisimple por la derecha. O]

Ejemplo 21. Por la proposicion 34 todo anillo de division es semisimple por la derecha,
al ser el propio anillo un ideal por la derecha minimal.

Ejemplo 22. Sea I un ideal por la derecha de Z no nulo. Como Z es conmutativo, I es
un ideal, luego el apartado 2.6 de []] nos indica que existe k un entero no negativo con
I = kZ. Tenemos ahora que (2k)Z es un ideal de Z contenido en I, lo que indica que I
no es minimal. Acabamos de ver que Z no tiene ideales por la derecha minimales, luego
la proposicion 34 nos indica que 7 no es semisimple por la derecha.
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Proposicién 36. Si D es un anillo de division, entonces M, (D) es semisimple por la
derecha.

Demostracion. Sea e;; la matriz con valor 1 en la componente (¢,7) y nula en el resto.
Dados i € {1,...,n} y A € M,(D), e;A es una matriz con fila i-ésima igual a la fila
i-ésima de A y nula en el resto. Por tanto e; M, (D) es el conjunto de matrices con fila
i-ésima arbitraria y resto de filas nulas. Es ahora claro que e;; M, (D) es un ideal por la
derecha de M, (D) Vi € {1,...,n} y que M,(D) = e;; M,(D) & --- @ en, M, (D), como
indica la proposicién 2.6.3 de [1].

Sea i € {1,...,n}. Consideramos J un ideal por la derecha de M, (D) con {0} #
J C e;M,(D). Como {0} # J, existe A € J con alguna componente no nula. Como
J C e;; M, (D), esta estard en la fila i-ésima. Sea (i, 7) la posicién de esta componente no
nula y sea d su valor. Consideramos B la matriz con valor d~! en la componente (4, )
y nula en el resto. Como J es un ideal por la derecha de M, (D), e;; = AB € J, luego
ei; M, (D) C J, siendo J = e;; M,,(D). Vemos asi que e;; M, (D) es un ideal minimal.

Entonces, por la proposicién 34, M, (D) es semisimple por la derecha. O

Proposicion 37. Un anillo R es semisimple por la derecha si y solo si todo R-mddulo es
semisimple.

Demostracion. Es trivial que, si todo R-mdédulo es semisimple, R es semisimple.

Supongamos ahora que R es semisimple por la derecha. Entonces, por la proposicién
28, hay una familia (IV;);c; de submédulos simples de Rr con Rp = @,.; N;.

Sea M un R-médulo. Veamos que es semisimple. Dadom € M, m € mR = m(@,.; N;)
{m(ng, +---4ng, ), k € Nyiy € Iny, € Ny Vj=1,...,k} C > ,.;(mN;). Ahora, es sencillo
comprobar que Vi € [ se verifica que f; : N; = mN;, f;(n) = mn, es un epimorfismo.
Como Ker(f;) < N, o se tiene que Ker(f;) = N;, en cuyo caso mN; = f;(N;) = {0}, o
se tiene que Ker(f;) = {0}, siendo f; un isomorfismo, luego mN; = N; simple. Tomamos
I, ={i € I: Ker(f;) = {0}}, siendo ), ,(mN;) = > ,.; (mN;) y siendo mN; simple
Vi € I,.

Como m € Y ,c; (mN;) C M ¥Ym € M, M =% > ., (mN;). Como mN; es
simple Vm € M, i € I,,, la proposicién 28 nos indica que M es semisimple. O

A continuacién vamos a demostrar que el producto directo (finito) de anillos semisim-
ples por la derecha es semisimple por la derecha.

Proposicion 38. Dados anillos semisimples por la derecha Ry,--- , R,, el producto di-
recto de los anillos, R = Ry X --- X R,,, es semisimple por la derecha.

Demostracion. Sean Ry, --- , R, anillos semisimples y sea R = R; X --- X R,, su producto
directo. Vk € {1,...,n}, Ry es semisimple, luego la proposicién 34 nos indica que existen
If, ..., I}, ideales por la derecha minimales de Ry con Ry = I} & --- & I}, .
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Sean k€ {1,...,n} yie{l,...,my}. Tomamos:
JE={(r1,. . rey . m) i € IF ;= 0V # k}

K3 3

Dados (r1,..., 7k, .- Tn), (11, -,k ... 75) € JF, se tiene que 7 + 7 =0+0=0Vj #k

y que r, + 1 € IF luego (ri,....75...mn) + (P, ooyl orh) = (1o + 7, +
ooy + 1) € JE. Dados (r1,...,75,...10) € JF, (a1,...,a1,...a,) € R, se tiene que
ria; = 0a; = 0Vj # ky que rgar € IF, luego (r1,..., 7k, .. mp)(@s, ... ak,...a,) =
(riay, ..., TeQg, ... Thay,) € Jz-k. Vemos asi que Jik es un ideal por la derecha de R.

Sea J un ideal por la derecha de R con J C JF. Consideramos:
I ={r € R, : 3z € J con valor r en la componente k-ésima}

Como J C JF, I C IF. Dados y1,y» € I existen 21,2, € J tales que z; tiene valor y,
en la componente k-ésima VI € {1,2}. Entonces, y; + y2 es el valor de la componente
k-ésima de z; + zo € J, luego y; + y2 € I. Ahora, dado a € R, podemos considerar
0,...,0,a,0,...,0) el elemento de R con valor a en la componente k-ésima y con el resto
de componentes nulas. Entonces 3;a es la componente k-ésima de z1(0,...,0,a,0,...,0),
siendo z1(0,...,0,a,0,...,0) € J por ser J ideal por la derecha de R. Esto indica que
y1a € I. Por tanto, I es un ideal por la derecha de R contenido en I¥. Por la minimali-
dad de IF, o se tiene que I = {0}, en cuyo caso J = {(0,...,0)}, o I = IF, en cuyo caso
J = JF. Vemos asf que JF es un ideal por la derecha minimal de R.

Dado k € {1,...,n}, consideramos Ay = {(r1,...,7%,...7n) : 7% € Rp,r; = 0Vj # k}
el conjunto de elementos de R con todas las componentes nulas excepto (posiblemente) la

k-ésima. Como las operaciones en R son por componentes, A; es un ideal por la derecha
de RVk € {1,...,n}. Claramente, R=A; & --- ® A,.

Sea k € {1,...,n}. Sea (r1,...,7,...1,) € Ay. Entonces r; = 0Vj # kyr €
R,=1F® - @ IF luego existen y; € IFVie {1,....my}conr, =y, + -+ yn,. Vi€

my?
{1,...,my} consideramos (0, ...,0,¥;,0,...,0) el elemento de R con valor y; en la compo-
nente k-ésima y con el resto de componentes nulas, siendo (0, .. .,0,v;,0,...,0) € J*. Aho-

ra, (71, ...y Tky ... Tn) = (0,...,0,41,0,...,0)4--4(0,...,0,¥pm,,0,...,0) € J{“%—---—I—Jﬁlk.
Por tanto, A, C Jf+---+J7’f% C Ay, siendo Ay = Jf—{—---—l—J,’jlk.

Veamos que la suma es directa. Sea ¢ € {1,...,my}. Sea z = (r1,...,Tk,...Ty) €

Zle{l,...,mk}—{i} JF, existen y; € IF VI € {1,...,my} — {i} con r = Z;e{l,...,mk}_{i} Yy €
Zle{l,...,mk}—{i} IF. Entonces, como 1 € ]ikale{l,...,mk}_{i} IF = {0}, tenemos que rj, = 0,
siendo z = (0,...,0). Queda asi probado que JF N Dole{l, om0} JF=1{(0,...,0)}.

Entonces, R = @,_, Ar = @,_, (D" JF) es suma directa de ideales por la derecha

minimales de R. La proposicién 34 nos indica entonces que R es semisimple. O
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2. Condiciones de cadena descendente y ascendente

2.1. Mobdulos artinianos y noetherianos

Comenzamos esta seccion estudiando los R-moédulos artinianos y noetherianos. Para
ello utilizamos informacién obtenida del apartado 3.2 de [5] y del apartado 4.1 de [1].

Definiciéon 46. Decimos que un R-mddulo M es artiniano si verifica la condicion de

cadena descendente en sus submdodulos, es decir, si para toda My D My D -+ D My D
Myy1 D --- cadena descendente de submddulos existe n tal que M, = M, para todo
natural k.

Definicién 47. Decimos que un R-modulo M es noetheriano si verifica la condicion de

cadena ascendente en sus submddulos, es decir, si para toda My C My C --- C M, C
M1 C --- cadena ascendente de submodulos existe n tal que M, = M, para todo
natural k.

Ejemplo 23. Todo R-mddulo simple es artiniano y noetheriano.

Observacion 21. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. Decimos que (X, <)
verifica la condicion de cadena ascendente si para toda cadena ascendente de elementos
de X 1 < w9 < -+ < <y < -+ existe n tal que T, = X, para todo natural k.

Entonces, dado M un R-modulo y M la familia de submddulos de M, se tiene que M
es artiniano si y solo si (M, D) wverifica la condicion de cadena ascendente. Asimismo,
M es noetheriano si y solo si (M, C) wverifica la condicion de cadena ascendente.

Proposicién 39. Sea (X, <) un conjunto parcialmente ordenado. (X, <) verifica la con-
dicion de cadena ascendente si y solamente si todo subconjunto no vacio de X tiene un
elemento maximal.

Demostracion.

=

Supongamos que (X, <) verifica la condicién de cadena ascendente. Sea () # F C X. Su-
pongamos por reduccion al absurdo que F no tiene elementos maximales. Como F es no
vacio, existe z; € F. Como x1 no es maximal, dxy € F con 1 # x5 y 1 < T9. Como x5 no
es maximal, dz3 € F con x5 # x3 T2 < x3. Repitiendo este argumento sucesivas veces ob-
tenemos la cadena ascendente de elementos de X 1 < a9 <3 < -+ < < wpaq < -+
con xy, # w41 Vk > 1, lo que entra en contradicciéon con que(X, <) verifique la condicién
de cadena ascendente.

p——
Sea 11 < 19 < a3 < --- <2 < 141 < -+ una cadena ascendente de elementos de X.
Consideramos F = {1, 22, - , Tk, Tpt1, - - ;. Entonces existe x, elemento maximal de
F. Ahora, Vt > ¢, como z; € F y x4 < x4, ha de ocurrir que z, = z;. O

Corolario 8. Un R-mddulo M es artiniano si y solamente si cualquier coleccion no vacia
de submaddulos tiene un elemento minimal (con la contencion C como relacion de orden).
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Corolario 9. Sea M un R-mddulo artiniano no nulo. Entonces posee un R-submaodulo
simple.

Demostracion. Tomamos F = {N < M : {0} # N}. Como M € F, la coleccién no es
vacia. Entonces, por el corolario 8, F tiene un elemento minimal N. Dado N’ < N, si
N’ # {0} tenemos que N’ € F y N' C N, luego N’ = N por la minimalidad de N. Por
tanto, N es simple. O

Corolario 10. Un R-mddulo M es noetheriano si y solamente si cualquier coleccion no
vacia de submddulos tiene un elemento mazimal (con la contencion C como relacion de
orden,).

A continuacién utilizaremos el concepto de sucesion exacta corta para demostrar que,
dados un R-médulo M y N < M, se tiene que M es artiniano si y solamente si N 'y M /N
lo son y que M es noetheriano si y solamente si N y M/N lo son. Para ello nos basamos
en la seccién 3.1 de [5] y en los apartados 2.4 y 4.1 de [1].

Definicién 48. Sean Mi,Msy y Ms R-mddulos. Sean j y p homomorfismos de R-moddulos
con:

{0} My, —— M, —2 M, {0}

Decimos que esta sucesidn de homomorfismos es una sucesion exacta corta si j es un
monomorfismo, p es un epimorfismo e Im(j) = Ker(p).

Ejemplo 24. Dado M un R-mdduloy N < M, {0} N —>M—2~ M/N {0}

(con i la inclusion y p la proyeccion al cociente) es una sucesion exacta corta.

Proposicién 40. Dada {0} My —L> My~ M {0} wna sucesion exacta
corta, My y Mz son artinianos si y solamente si My es artiniano.

Demostracion.

—

Supongamos que M; y M3 son artinianos.

Sea Ny D Ny D --- D N D Ny D --- una cadena descendiente de submoddulos de
M,. Entonces p(N1) D p(Na) D -+ D p(Ng) D p(Nk41) D - -+ es una cadena descendiente
de submédulos de Mj, luego existe ky con p(Ny,) = p(Ng,+;) para todo [ natural. Asimis-
mo, 5 H(Ny) D j7HNg) D -+ D 5 H(Ng) D j H(Nks1) D -+ - es una cadena descendiente
de submédulos de My, luego existe ko con 571 (Ny,) = j ' (Nk, 1) para todo [ natural. Sea
q = max(ky, k).

Sea k un natural. Sea n € Nyyi. p(n) € p(Nysx) = p(INy), luego existe m € N, con
p(n) = p(m), siendo n —m € Ker(p) = Im(j). Por tanto, 3t € M; con j(t) = n —m. Co-
mo n,m € Ny, tenemos j(t) € Ny, siendo t € 57 (Nyyr) = 77 HN,), luego j(t) € N,.
Esto implica que n = m + j(t) € N,. Vemos asi que Ny C N,. Entonces, Ny = N,

<
Supongamos que M, es artiniano.
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Veamos que M; es artiniano. Sea Ny D Ny D --- D N D Ngy1 D --- una cadena des-
cendiente de submddulos de M;. Entonces, j(N7) D j(Na) D -+ D j(Ng) D j(Ngy1) D
es una cadena descendiente de submédulos de Ms, luego existe g con j(N,) = j(N,4.) para
todo [ natural. Sea k un natural. Sea n € Ny j(n) € j(Nyyx) = j(IV,), luego existe
m € N, con j(n) = j(m). Como j es inyectiva, n = m € N,. Por tanto, N, = Ny4.

Veamos que Mj es artiniano. Consideramos Ny D Ny D --- D Ny D Nj ;| D ---
una cadena descendiente de submoédulos de Mj;. Entonces, tenemos que
p ' (N)) D p (N D - D p YN D p ' (Niyy) D -+ es una cadena descendiente

de submddulos de M, luego existe ¢ con p~'(N},) = p~'(N/,,,) para todo I natural. Sea

k un natural. Sea n € Né,+,€. Como p es sobreyectiva, existe m € M, con n = p(m), siendo
m € p~H(N),,,.) = p~ ' (Ny), luego n = p(m) € N,. Por tanto, N, = N/, .
]

Proposicién 41. Dada {0} My~ My 2= M {0} wuna sucesion exacta
corta, My y Mz son noetherianos si y solamente si My es noetheriano.

Demostracion. Es analoga a la de la proposicion 40. O

Corolario 11. Sean M un R-modulo y N un submddulo. M es artiniano si y solamente
si N y M/N lo son. M es noetheriano si y solamente si N y M/N lo son.

Ahora definiremos las series de composicion y caracterizaremos los R-moédulos que son
a la vez artinianos y noetherianos como aquellos R-moédulos que contengan una serie de
composicion, lo que nos ayudard a demostrar la importante proposiciéon 43 al final de la
seccién. La informacién ha sido obtenida del apartado 4.1 de [1].

Definiciéon 49. Sea M un R-mddulo. Decimos que una cadena de submodulos
No D Ny D -+ D Ni_1 D Ny es propia si las inclusiones son estrictas.

Definicion 50. Sea M un R-modulo. Decimos que una cadena propia
Ny, D N D -+ D N/_; D N/ es un refinamiento de la cadena propia
No DNy D---DNi1 DN st {Ng,Nl, coo s Np_q, Nk} C {Né, N{, s 7Nl,—17Nl,}‘

Definicién 51. Una serie de composicion de un R-modulo M es una cadena propia
M=MyD>M D--M; DMy DD M1 DM, ={0} de submddulos de M tales
que M;_1/M; es simple¥Vi = 1,... k. Ak la llamamos longitud de la serie de composicion.

Observaciéon 22. Como Vi = 1,...,k hay una biyeccion entre los submédulos de M;_1 /M,
y los submddulos de M; que contienen a M;_y (proposicion 17), una cadena propia serd
una serie de composicion si y solamente si no admite refinamientos aparte de si misma.

Proposicién 42. Sea M un R-mddulo. Son equivalentes:
1. M es artiniano y noetheriano
2. M tiene una serie de composicion

Demostracion.
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1. = 2.
Si M = {0}, M es una serie de composicién. Supongamos ahora que M es no nulo.

Supongamos por reduccion al absurdo que M no tiene ninguna serie de composicion.
Entonces M D {0} no es serie de composicién, lo que indica que M = M/{0} no es
simple. Como M es noetheriano, el corolario 10 nos indica que existe Ny < M elemento
maximal de F = {N < M : N # M}.

Como M no es simple, ha de ocurrir que N; # {0}. Como hay una biyeccién entre
los submédulos de M /N, y los submdédulos de M que contienen a N; (proposicién 17), la
maximalidad de N; implica que M/N; ha de ser simple.

Si N; fuera simple, M D N; D {0} serfa una serie de composicién. Por tanto, N; no
es simple. Ademads, por el corolario 11, N; es noetheriano. Repitiendo el procedimiento

anterior obtenemos Ny un submédulo de N; distinto de {0} con N;/N, simple. Tenemos
asi N1 y Ny submédulos de M con M D Ny D Ny D {0} y M/N;y y Ny/N, simples.

Repitiendo este proceso sucesivas veces obtenemos una cadena descendente de submédu-
los M D Ny D Ny D ---Ni D Ngy1 D -+, lo que entra en contradiccion con que M sea
artiniano.

2. — 1.

Sea M un R-mdédulo con una serie de composicién de longitud 0. Entonces M = {0}
y, por tanto, M es artiniano y noetheriano.

Supongamos ahora que M es un R-mddulo con una serie de composicion de longitud
mayor 1. Sea M D M; D My D ------ D My D My, = {0} una serie de composicién de
M. Como estamos ante una serie de composicién, My, = M, /{0} es simple, luego artiniano
y noetheriano.

Supongamos como hipétesis de induccién que para un cierto i € {1,...,k} se tiene que
M, es artiniano y noetheriano. Como estamos ante una serie de composicion, M;_;/M; es
simple, luego artiniano y noetheriano. Entonces, por el corolario 11, M;_; es artiniano y
noetheriano.

Probamos asi por induccién que M; es artiniano y noetheriano Vi € {0,...,k}. En
particular, M = M, es artiniano y noetheriano. ]

2.2. Anillos artinianos y noetherianos

Procedemos a definir los anillos artinianos y noetherianos por la derecha, como se hace
en el apartado 3.5 de [7] o en el apartado 3.2 de [5]. Tras ello los caracterizamos usando
informacién obtenida de la seccién 4.2 de [1] y damos algunos resultados relevantes.

Definicién 52. Decimos que un anillo R es artiniano por la derecha si R como R-maddulo
a derecha es artiniano.
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Definicién 53. Decimos que un anillo R es noetheriano por la derecha si R como R-
modulo a derecha es noetheriano.

Observacion 23. Dado un anillo R, R es artiniano por la derecha si y solamente si para

toda cadena descendente de ideales a derecha Iy D Iy D -+ D I D Iy D --- existe n tal
que I, = 1,41 = ---. Asimismo, R es noetheriano por la derecha si y solamente si para
toda cadena ascendente de ideales a derecha Iy C Iy C -+ C I, C Iy C -+ existe n tal

que I, =1, 1 =---.

Utilizando los corolarios 8 y 10 y aplicando nuevamente la equivalencia entre ideales
por la derecha de R y submdédulos de R obtenemos el siguiente corolario:

Corolario 12. Un anillo R es artiniano por la derecha st y solamente si cualquier colec-
cion no vacia de ideales a derecha tiene un elemento minimal (con la contencion como
relacion de orden). Un anillo R es noetheriano por la derecha si y solamente si cualquier
coleccion no vacia de ideales a derecha tiene un elemento mazimal (con la contencion
como relacion de orden).

Corolario 13. Si R es un anillo artiniano por la derecha, para todo I ideal por la derecha
de R no nulo existe J un tdeal por la derecha minimal de R contenido en I. En particular,
R tiene algin ideal por la derecha minimal.

Corolario 14. Si R es un anillo noetheriano por la derecha, para todo I ideal por la
derecha de R distinto de R existe J un ideal por la derecha mazximal de R que contiene a
1. En particular, R tiene algun ideal por la derecha maximal.

Procedemos a demostrar una proposicion importante. Para su demostracién nos hemos
basado en el apartado 4 de [5].

Proposicion 43. Todo anillo semisimple por la derecha es artiniano y noetheriano por
la derecha.

Demostracion. Sea R un anillo semisimple por la derecha. Por la proposcion 34 existen
Iy,..., I ideales por la derecha minimales de R con R = I; & --- & [, siendo [; un R-
submédulo simple de Rp Vi € {1,...,k}.

Cada I; es un submédulo no nulo de Rg, luego R=1L & - @[, 2L & - & Ly 2
L&Dy D 2 Iy 2 {0} es una cadena propia de submédulos de Rp. Ademds,
por el Segundo Teorema de Isomorfia (teorema 3) I1 & --- @ I,/ & --- B [, = 1,4
Vg € {1,...,k — 1}. Entonces, como en R-médulos ser simple es propiedad estructural
(proposicién 25), tenemos que Iy & -+ @& I,/ & -+ B I, es simple Vg € {1,...,k — 1},
al ser I, es simple. Ademés, I;/{0} = I; es simple. Por tanto, la cadena es una serie de
composicion. La proposicion 42 nos indica ahora que Ry es artiniano y noetheriano, luego
R artiniano por la derecha y noetheriano por la derecha. O

Por 1ultimo definimos los anillos artinianos y noetherianos por la izquierda como se
hace en el apartado 3.2 de [7].

Definicién 54. Decimos que un anillo R es artiniano por la izquierda si R como R-
modulo a izquierda es artiniano.

Definicién 55. Decimos que un anillo R es noetheriano por la izquierda si R como R-
modulo a izquierda es mnoetheriano.
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3. Anillos primos y semiprimos

Esta seccion estd basada en el apartado 10 de [0].

3.1. Anillos primos

Definicién 56. Sean R un anillo e I < R. Decimos que I es un ideal primo si [ # R y
para todo par A, B de ideales de R con AB C I se tiene que AC I o B C 1.

Ejemplo 25. Sea I un ideal mazimal de un anillo R. Sean A y B ideales de R no
contenidos en I. Entonces, como I es mazximal, [ + A = R = I + B. Por ello, R =
RR=(I+A)I+B)={> (a"+a)y +0b)): n>1 2"y €l,a €Al € B} =
{0 (@ + atyt + ) + > (@) s n > 1, 2ty € a' € AV € B} =1+ AB, lo
que indica que AB ¢ I, al ser I # R. Vemos asi que I es un ideal primo.

Definicién 57. Sea R un anillo y sean I, J ideales de R (respecto ideales por la dere-
cha/izquierda). Decimos que I y J son ortogonales si I.J = {0}.

Definicién 58. Decimos que un anillo R es primo si {0} es un ideal primo; es decir, si
dos ideales solo pueden ser ortogonales si al menos uno de ellos es {0}.

Ejemplo 26. Todo anillo simple es primo, debido al ejemplo 25 aplicado al ideal maximal

{0}.

Proposicion 44. Sea R un anillo y sea [ <R con I # R. Son equivalentes:
1. I es primo
2. dados a,be I, siaRb C I, entoncesael obel

3. para todo par A, B de ideales por la derecha de R con AB C I se tiene que A C I
oBClI

4. para todo par A, B de ideales por la izquierda de R con AB C I se tiene que A C I
oBClI

Demostracion.

1. = 2.
Sean a,b € I con aRb € I. Como I es un ideal, RaRbR C I, siendo RaRbR =
Ra(RR)bR = (RaR)(RbR) por ser R unitario. Como se ve en el ejemplo 8, RaR 'y RbR
son ideales de R. Entonces RaR C I, en cuyo caso a = lal € I, o RbR C I, en cuyo caso
b=1bl1 € I.

2. — 3.
Sean A y B ideales por la derecha de R con AB C I. Supongamos que A ¢ I. Podemos
entonces tomar a € A — 1. Sea b€ B. aRb= (aR)b C AB C I, luegobe I, al ser a ¢ I.
Por tanto, st AZ I, B C I.
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2. = 4.
Sean A y B ideales por la izquierda de R con AB C I. Supongamos que A ¢ I. Podemos
entonces tomar a € A — 1. Sea b € B. aRb = a(Rb) C AB C I, luego b€ I, al ser a ¢ 1.
Por tanto, st AZ I, B C I.

3.,4. —= 1.
Se debe a que todo ideal es un ideal por la izquierda y un ideal por la derecha. O

Corolario 15. Sea R un anillo. Son equivalentes:

1. R es primo
2. dados a,b € I, si aRb = {0}, entoncesa=00b=0
3. R no posee ideales por la derecha ortogonales no nulos

4. R no posee ideales por la izquierda ortogonales no nulos

Observacion 24. En un anillo (unitario) conmutativo, dados I < R, a,b € R, tenemos
que aRb C I si y solamente si ab € I. Por tanto, en un anillo (unitario) conmutativo R,
un ideal I es primo si y solamente si Va,b € R con ab € I se verifica quea € [ ob e I.

3.2. Anillos semiprimos

Definicién 59. Sean R un anillo e I < R. Decimos que I es un ideal semiprimo si para
todo A< R con A% C I se tiene que A C I.

Ejemplo 27. Todo ideal primo es semiprimo.

Proposicién 45. Sea R un anillo y sea I <R con I # R. Son equivalentes:
1. I es semiprimo
2. ¥a €1, siaRa C I, entonces a € 1
3. para todo A ideal por la derecha de R con A% C I se tiene que A C I

4. para todo A ideal por la izquierda de R con A®> C I se tiene que A C I

Demostracion.

1. = 2.
Sea a € I con aRa € I. Como [ es un ideal, RaRaR C I, siendo RaRaR = Ra(RR)aR =
(RaR)(RaR) por ser R unitario. Como se ve en el ejemplo 8, RaR es un ideal de R.
Entonces RaR C I, luego a = lal € I.

2. = 3.
Sea A un ideal por la derecha de R con A? C I. Supongamos por reduccién al absurdo
que A ¢ I. Podemos entonces tomar a € A — I, siendo aRa = (aR)a C A? C I, luego
a € I. Llegamos asi a contradiccion.
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2. = 4.
Sea A un ideal por la izquierda de R con A% C I. Supongamos por reduccién al absurdo
que A ¢ I. Podemos entonces tomar a € A — I, siendo aRa = a(Ra) C A? C I, luego
a € I. Llegamos asi a contradiccion.

3.,4. — 1.
Se debe a que todo ideal es un ideal por la derecha y un ideal por la izquierda. O]

Definicién 60. Decimos que un anillo R es semiprimo si {0} es un ideal semiprimo; es
decir, si se tiene que el inico I <R con I* = {0} es {0}.

Ejemplo 28. Todo anillo primo es semiprimo.

Definicién 61. Sean R un anillo e I un ideal de R (respecto ideal por la izquier-
da/derecha). Decimos que I es nilpotente si existe n > 1 con I = {0}. Al menor n
tal que I"™ = {0} se le llama indice de nilpotencia de I.

Proposiciéon 46. Sea R un anillo. Son equivalentes:

1. R es semiprimo

2. Ya € 1, siaRa = {0}, entonces a =0

3. R no posee ideales por la derecha nilpotentes no nulos
4. R no posee ideales por la izquierda nilpotentes no nulos

5. R no posee ideales nilpotentes no nulos

Demostracion.
1. <= 2. es consecuencia directa de la propocicion 45.

1. = 3. Sea I un ideal por la derecha de R nilpotente y sea n su indice de nilpo-
tencia. Supongamos por reduccion al absurdo que n > 1, siendo n — 1 un entero positivo
menor que n. Si n = 2, I? = {0}, luego la proposicién 45 nos indica que I = {0}, lo
que entra en contradiccion con que el indice de nilpotencia sea 2. Supongamos entonces
que n > 2, siendo 2n — 2 > n. En tal caso, como I es un ideal por la derecha de R,
(I"~1)? = >»=2 C I™ = {0}. La proposicién 45 nos indica entonces que "' = {0}, lo
que entra en contradiccién con la minimalidad de n. Por tanto, n = 1, siendo I = {0}.

1. = 4. Sea I un ideal por la izquierda de R nilpotente y sea n su indice de nilpo-
tencia. Supongamos por reduccion al absurdo que n > 1, siendo n — 1 un entero positivo
menor que n. Si n = 2, I? = {0}, luego la proposicién 45 nos indica que I = {0}, lo
que entra en contradiccion con que el indice de nilpotencia sea 2. Supongamos entonces
que n > 2, siendo 2n — 2 > n. En tal caso, como [ es un ideal por la izquierda de R,
(I"1)? = >»=2 C " = {0}. La proposicién 45 nos indica entonces que "' = {0}, lo
que entra en contradiccién con la minimalidad de n. Por tanto, n = 1, siendo I = {0}.
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3., 4. = 5. Se debe a que todo ideal es un ideal por la derecha y un ideal por la
izquierda.

5. = 1. Si I es un ideal de R con I* = {0}, I es nilpotente, luego I = {0}. O

Lema 6. Sea R un anillo semisimple por la derecha. Sea I un ideal por la derecha de R.
Entonces existe e € I un idempotente tal que [ = eR.

Demostracion. Como R es semisimple por la derecha e I < Rp, I es un sumando directo,
existiendo K < R con R =1 @® K. Entonces [ y K son ideales por la derecha de R con
R=1® K, existiendoe€ [ yk € Kconl=e+k. Ahora,e =le=e*>+kec I P K,
siendo ke = e —e* € IN K = {0}, luego e = €°.

Seaz € I.z =1z =ez+kz € [ & K, siendo kz = z —ez € I N K = {0}, luego
z = ez € eR. Vemos asi que I C eR, siendo eR C I por ser [ ideal por la derecha. Por
tanto, [ = eR. O

Proposicion 47. Todo anillo semisimple por la derecha es semiprimo.

Demostracion. Sean R un anillo semisimple por la derecha e I un ideal por la derecha
no nulo de R. Por el lema 6 existe e € I un idempotente tal que I = eR. Como [ es no
nulo, ha de ocurrir que e # 0. Ahora, e = ¢? € I?, luego I? es no nulo. Vemos asi{ que R
es semiprimo. O

A continuacién damos dos resultados. El segundo se utilizard en la seccién siguiente
para demostrar que todo anillo semiprimo y artiniano por la derecha es semisimple por
la derecha.

Lema 7 (Lema de Brauer). Sea I un ideal por la derecha minimal de un anillo R. Entonces
o I* = {0} o existe un idempotente e € I con I = eR.

Demostracién. Supongamos que I? # {0}. Entonces existe y € I con yI # {0}. Como
yl es un ideal contenido en I e I es minimal, esto implica que y/ = [. Entonces exis-
te e € I con ye = y. Como y # 0, ha de ocurrir que e # 0, siendo 0 # ¢ = el € eR.
Ahora, como eR es un ideal de R contenido en I, que es minimal, ha de ocurrir que eR = 1.

Consideramos J = {z € I : yz = 0}. Este es un ideal por la derecha de R contenido en
I. Véase que Vz1,29 € J, a € R, tenemos y(21 + 22) = yz1 + yzo = 0 e y(z1a) = (yz1)a =
O0a = 0, siendo 2z + 29, z1a € J. Como e ¢ J, se tiene que J # I, lo que nos indica que
J ={0}. Ahora, e?—e € I y y(e?—¢) = (ye)e—ye = ye—ye = 0, siendo e* —e € J = {0}.
Por tanto, e es un idempotente. O

Corolario 16. Si I es un ideal por la derecha minimal de un anillo semiprimo R, entonces
existe e € I un idempotente con I = eR.

Demostracién. Como I # {0} y R es semiprimo, I? # {0}. Entonces, por el Lema de
Brauer (lema 7), existe e € I un idempotente con I = eR. O
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4. Teorema de Artin-Wedderburn

4.1. Clasificacion de anillos simples

En esta subseccién aparecen resultados basados en el apartado 4.2 de [1].

Lema 8. Sea R un anillo. Entonces R = End(Rpg).

Demostracion. Dado f € End(Rg), se tiene que f(r) = f(1r) = f(1)r Vr € R, luego f
queda definida por f(1). Ademds, dado a € R, la aplicacién A, es un endomorfismo en
R que verifica f(1) = a. Por tanto, ¢ : End(Rg) — R, ¢(f) = f(1) biyectiva. Ademas,
o(f+9)=(f+9)1)=f1)+9(1) =o(f) +d(g) y ¢(fog) = (fog)) = flg(1) =
7(g(1) = F(1)g(1) = 6(£)é(g) Vf.g € End(Rp). Asimismo, ¢(id) = id(1) = 1. Por
tanto, ¢ es un isomorfismo de anillos. O

Lema 9. Si R es un anillo semisimple por la derecha y primo, entonces todos los R-
modulos simples son isomorfos.

Demostracion. Veamos primero que todos los submodulos simples de Ri son isomorfos.

Sean [ y J submédulos simples de Rg. Podemos entonces tomar y € I — {0} y
z € J—{0}. Como R es primo, yRz # {0}, luego ha de existir r € R con yrz # 0.

Consideramos el homomorfismo de R-médulos Ay,. Como ya € I Va € R, podemos
restringir A, : J — I, siendo este un homomorfismo de R-médulos simples. Ademas,
Ayr(2) # 0, luego Ay : J — I es no nulo. Entonces, el Lema de Shur (lema 3) nos indica
que Ay, : J — I es un isomorfismo de R-mddulos.

Veamos ahora que todo R-moédulo es isomorfo a un submoédulo simple de Rp.

Sea M un R-médulo simple. Entonces, segun la proposicién 26, existe L un ideal por
la derecha maximal de R con M = Rp/L.

Ahora, como R es semisimple por la derecha y L < Rp, existe I < Rr con Rr = L& 1.
Entonces, segin el Segundo Teorema de Isomorfia (teorema 3), I = Rgr/L = M. Como
en R-mdédulos ser simple es propiedad estructural (proposicién 25), I es simple como R-
modulo.

Por tanto, todo R-modulo es isomorfo a un submoédulo simple de Rgr. Entonces, como
todos los submodulos simples de Ri son isomorfos, podemos concluir que todos los R-
modulos son isomorfos. O

Lema 10. Sea R un anillo. Sea I un ideal por la derecha minimal de R. Sea a € R tal
que al # {0}. Entonces al es un ideal por la derecha minimal de R.

Demostracion. En el ejemplo 10 vimos que al es un ideal por la derecha de R. Ahora,
I y al son submodulos de Rg. Consideramos A\, : Rr — Rpg, que es un homomorfismo
de R-mdédulos a derecha. Como A\,(I) = al # {0}, A\s|r : I — al esté bien definida, es
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un epimorfismo y es no nula. Entonces Ker(\,|;) un submdédulo de I distinto de I, luego
Ker(Aq|r) = {0}, al ser I simple. Por tanto, A,|; un isomorfismo de R-médulos. Entonces,
como ser simple es estructural (proposicién 25), al es un R-mdédulo simple. Por tanto, al
es un ideal por la derecha minimal de R. O

Teorema 4. Sea R un anillo. Son equivalentes:
1. R es semisimple por la derecha y simple
2. R es semisimple por la derecha y primo
3. R es isomorfo a M,(D) un anillo de matrices sobre un anillo de division D.
4. R es artiniano por la derecha y simple

Demostracion.

1. = 2.
Se debe a que todo anillo simple es primo.

2. = 3.
Por la proposicién 34, existen Ny, ---, Ny ideales por la derecha minimales con R =
N1 @ --- P Ng. Entonces, Rp = N1 & --- @® N, con N; un R-submoddulo simple de Rg
Vie{l,..., k}.

Por el lema 9, todos los N; son isomorfos. Dado N = Nj, por la proposicion 23 se
tiene que Rr = N". Entonces, por el lema 8 y la proposicion 24, R = End(Rg) =
End((N™)g) = M,(End(Ng)), siendo End(Ng) un anillo de divisién por el Lema de

Shur (lema 3).

3. = 1.
El corolario 7 nos dice que M,,(D) es un anillo simple y la proposicién 36 nos dice que es
semisimple por la derecha.

1. = 4.
Se debe a la proposicién 43, que nos dice que todo anillo semisimple por la derecha es
artiniano por la derecha.

4. = 1.
Veamos que soc(Rpg) es un ideal de R. Como soc(Rp) es suma de submédulos de Rpg,
tenemos que soc(Rg) es suma de ideales por la derecha de R, luego es un ideal por la
derecha de R. Ahora, dado a € R, asoc(Rr) = a ;cp 1 smple L C D 1<rp simple @1+ POT
el lema 10, al es ideal por la derecha minimal de R, es decir, un submddulo simple de
Rp. Por tanto, a soc(Rr) C D 1<p. 1 simple @ C s0c(Rr), luego soc(Rg) es un ideal de R.

Como Rp es artiniano, el corolario 9 nos indica que Ry tiene algiin submoédulo simple.
Por tanto, soc(Rg) # {0}. Entonces, como R es simple, soc(Rgr) = R. Entonces, segin la
proposicion 28, R es semisimple. O
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Si hubiéramos trabajado con R-mdédulos a izquierda hubiéramos obtenido un resultado

analogo al teorema 4. Uniéndolos obtenemos el teorema 5, que es una version del teorema
de Artin-Wedderburn.

Teorema 5 (Teorema de Artin-Wedderburn para Anillos Simples). Sea R un anillo. Son
equivalentes:

1. R es artiniano por la derecha y simple

R es semisimple por la derecha y simple

R es semisimple por la derecha y primo

R es isomorfo a M, (D) un anillo de matrices sobre un anillo de division D.
R es artintano por la izquierda y simple

R es semisimple por la izquierda y simple

NS v

R es semisimple por la izquierda y primo

4.2. Clasificacion de anillos semisimples

Primero demostraremos que un anillo es semisimple si y solo si es isomorfo al producto

directo de anillos de matrices sobre anillos de division. Para ello nos basamos en la seccién
4.2 de [1].

Comenzaremos definiendo una relacién de equivalencia entre ideales por la derecha
minimales de un anillo semiprimo. Tras ello, demostraremos que la suma en cada clase
de equivalencia es un ideal minimal (luego un subanillo simple) y que estos ideales son
ortogonales entre si. En el teorema 6 demostraremos que todo anillo semisimple R se
escribe como suma directa de algunos de estos ideales, lo que nos servira para ver que
R es isomorfo al producto directo de anillos simples. Solo quedara entonces utilizar el
Teorema de Artin-Wedderburn para Anillos Simples (teorema 5) para obtener que todo
anillo semisimple es isomorfo al producto directo de anillos de matrices sobre anillos de
division.

Definicién 62. Sea R un anillo semiprimo por la derecha. Sean I y J dos ideales por
la derecha minimales de R no nulos. Decimos que I y J estdn relacionados y escribimos
I~ Jsiexisteyel cony =1.

Observacion 25. Sea R un anillo semisimple por la derecha. Sean I y J dos ideales por
la derecha minimales de R no nulos. Entonces I ~ J si y solamente si existe y € I con
M(J) = 1. En tal caso, Ny |;1: J — I es un isomorfismo de R-mddulos, debido al Lema
de Shur (lema 3), pues es un homomorfismo entre R-mddulos simples sobreyectivo, luego
no nulo.

Lema 11. Sea R un anillo semiprimo por la derecha. Sean I y J dos ideales por la derecha
minimales de R no nulos. Si I.J # {0}, entonces I ~ J.
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Demostracion. Como I.J # {0}, existe y € I con \,(J) = yJ # {0}. Por el ejemplo 10,
y.J es un ideal por la derecha de R. Ademas, yJ esta contenido en I por ser y € I y ser [
un ideal por la derecha de R. Entonces, por la minimalidad de I, yJ = I, luego [ ~ J. [

Proposicion 48. Dado R un anillo semiprimo por la derecha, la relacion definida en
la definicion 62 es una relacion de equivalencia en el conjunto de ideales por la derecha
minimales de R.

Demostracion. Veamos que se satisface la propiedad reflexiva. Sea I un ideal por la dere-
cha minimal de R. Entonces, por la proposicién 46, se tiene que I? # {0}. El lema 11 nos
indica entonces que [ ~ I.

Veamos que se satisface la propiedad transitiva. Sean [ ~ Jy J ~ K. Entonces existen
yelyzeJconl=yJyJ=zK,luego I =yJ =y(zK) = (y2)K, siendo yz € I por
ser I un ideal por la derecha. Por tanto, I ~ K.

Veamos que se satisface la propiedad simétrica. Sea I ~ J. Entonces existe y € I con
yJ = I # {0}. En concreto, existe z € J con yz # 0. Por la proposicién 46, esto indica
que {0} # (y2)R(yz) = y(2Ry)z, luego zRy # {0}. Como J es un ideal por la derecha,
2R C J, siendo {0} # zRy C JI. Entonces, por el lema 11, J ~ 1. ]

Proposicion 49. Sean R un anillo semiprimo por la derecha e I un ideal por la derecha
minimal de R no nulo. Entonces J ~ I si y solamente si 3a € R con J = al # {0}.

Demostracion. =—> Como J ~ I, existe x € J C R con zI = J # {0}.

<= Por el lema 10, al es un ideal por la derecha minimal de R. Como al # {0}, la
proposicion 46 indica que (al)(al) # {0}, luego que I(al) # {0}. Entonces, por el lema
1, al ~ 1. 0

Definicién 63. Sea I un ideal por la derecha minimal de un anillo R. Definimos St :=

2 gmrd-

Observacion 26. Sea I un ideal por la derecha minimal de un anillo R. Sea F =
{J ideal por la derecha minimal de R : J ~ I} = {J submddulo simple de R : J ~ I}.
Entonces el R-mddulo Sy es ), rJ (donde todo J € F es simple). Por la proposicion
28, esto implica que St es suma directa interna de un subconjunto de F; es decir, existe
T C F con St = @jerd.

Proposicién 50. Sea R semiprimo y sea I un ideal por la derecha minimal de R. Sy es
un ideal minimal. Consecuentemente, St es un subanillo simple de R.

Demostracion. Como es suma de ideales por la derecha de R, S; es un ideal por la derecha
de R. Veamos que es un ideal por la izquierda. Dado a € R, aSr=a(d_, ;J) C >, aJ.
Por la proposicién 49, aJ ~ J VJ ~ I. Por la proposicién 48 la relacion ~ es de equi-
valencia, luego aJ ~ I VJ ~ I. Entonces aS; C >, ;aJ C > . ;K = S;. Queda asi
probado que Sy es un ideal.

Veamos que S; es minimal. Para ello veremos que, dado x € S; — {0}, el ideal ge-
nerado por z coincide con S;. Para ello veremos primero que I C Rz R y, después, que



CAPITULO 2. TEOREMA DE ARTIN-WEDDERBURN 44

St = RIR, siendo entonces S; C RxR. Esto finalizara la demostracion, pues, dado K
un ideal de R no nulo contenido en S;, podemos tomar x € K — {0} C S; — {0}, siendo
Sr=RxR C K C Sr, luego K = 5y,

Tomamos = € S; — {0}. Como se ve en la observacién 26, S; = @ e7J para un cierto
T C {J ideal por la derecha minimal de R : J ~ I}. Entonces existen Ki,..., K, € T y
k; € K;Vie{1,...,n} talesque x = k; +- - -+ k,,. Como R es semiprimo, por la proposi-
cién 46, {0} # xRz = (k1+- - -+k,) Rz, luego ha de existir s € {1,...,n} con ksRx # {0}.
Como K, es un ideal por la derecha, k;Rxr € K, N RxR, siendo K, N RxR un ideal por
la derecha contenido en K. Entonces, por la minimalidad de K,, K; N RxR = K, luego
K, C RxR. Como I ~ K, existe u € I con I = uK,, siendo I = uK, C RxR.

Por ser I ideal por la derecha y ser R unitario, RIR = RI =} . al. Por la proposi-
cion 49, > cpal =3, ;J = S;. Vemos asi que RIR = S;. Como I C RzR, obtenemos
que Sy = RIR C RzR, siendo RxR C S; por ser S; un ideal. Por tanto, ReR = Sj.
Finalizamos asi la demostracion. O

Proposicion 51. Sea R semiprimo. Sean I y K ideales por la derecha minimales de R
no relacionados. Entonces S;Skx = {0}.

Demostracion. Como S;y Sk son ideales, S;Sk es un ideal contenido en Sy y Sk. Como
estos son simples, si S;Sx # {0}, ha de ocurrir que S; = S;Skx = Sk, luego K C S;.

Como K e I no estén relacionados, por el lema 11 se tiene que K.J = {0} para todo
J ~ I. Entonces, KS; =K, ;J C> o, KJ={0}. En particular, KK = {0}, lo que
es una contradiccién por ser R semiprimo (proposicién 46). Por tanto, ha de ocurrir que

SiSk # {0}. O

Teorema 6. Un anillo R es semisimple por la derecha si y solamente si es isomorfo al

producto directo My, (Dy) X -+ X M, (Ds) de un nimero finito de anillos de matrices
sobre anillos de division Dy, --- , Dj.
Demostracion.
—
Sea R un anillo semisimple. Por la proposicién 34, R = J;®---®J, con Jy, ..., J, ideales

por la derecha minimales de R.

Por la proposicion 47, R es semiprimo, luego podemos considerar la relacion de equi-
valencia de la definicion 62. Podemos tomar Ii,..., I, representantes de las clases de
isomorfia de los elementos de {Ji, ..., J,}. Entonces R = S, +---+ 5.

Veamos que la suma es directa. Sea i € {1,...,k}. Consideramos el ideal K; =

SN Z#i Sp,- (KG)? C (SIZ.)(ZJ.# Si;) C Z#i(S[iSIj) = Z#i{()} = {0}, donde hemos
utilizado la proposicién 51. Entonces, como R es semiprimo, Sy, N 20 = Ki = {0}.

Demostramos asi que R = Sp, @- - -®S5}, donde los distintos I; no estan relacionados en-
tre si. Ahora, como 1 € R, existen unos tnicos ¢; € Sy, Vi € {1,...,k}conl = e +---+eg.
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Dadoi € {1,...,k}, Vo € S, tenemos que x =l = (e1 + -+ ep)r =1+ -+ epr =
eixr+0=exyquex=uxl=ux(e+- - +e) =uxe;+- -+ xe, = ze; + 0 = zxe;, donde
hemos usado que ejz = 0 = ze; Vj # i por ser Sy, Sy, = {0} = S, 51,

Por tanto, e; es una unidad de Sj,. Ahora, Vi € {1,...,k} Sy, es un ideal, luego un
subanillo de R; entonces, al tener unidad, Sy, tiene estructura de anillo unitario. Podemos
entonces considerar el producto directo de estos anillos: Sy, x -+ x S7,.

Consideramos ahora f : S;, x -+ xSy, — S @---® S, f((s1,...,8k)) = s1+- -+ k.
Por la proposicion 23, Sy, @- - -@ Sy, puede verse como la suma directa interna de submaédu-
los a derecha de Rp. Entonces por la proposicién 18, cada elemento de Sy, @ --- @ S, se
escribe de forma tnica como $1 + -+ 4 s con s; € S; Vi € {1,..., k}. Esto implica que f
es biyectiva.

Sean (S1,...,8k), (8], ..., 8}) € S x---xSp.Setiene que f((s1,...,85)+(s),..., ;) =
f(si4 sy, st 8) = (st + 1)+ -+ (set+8,) = (514 +sp) +(s) - +5p) =
F((s10588) + (51,5 80).

Ahora, (s1+4- - -4sp)(s]+ - -+8)) = (518])+- - -+ (sxs},) por ser S1, 51, = {0} Vi # j. Por
tanto, (51, S F (54 54)) = (51 +-5g) (S 4 54) = (5154)++ -+ (s1s)) =
f((s18h -y sk8y)) = f((S15 -y 8K) (S, o0y SE))-

Ademas, f((e1, -+ ,ex)) = e + -+ e, = 1. Queda asi probado que f es un isomor-
fismo de anillos unitarios.

Por el Teorema de Artin-Wedderburn para Anillos Simples (teorema 5), Vi € {1,...,n}
existen un natural n; y un anillo de divisién D; con S;, = M,,.(D;). Tenemos entonces que
R= S x---x 8, =M, (D)X ---x M, (Ds).

pra—

Por la proposicién 36, cada M, (D;) es semisimple por la derecha, siendo el producto
directo M, (Dy) % - -x M, (Ds) semisimple por la derecha por la proposicién 38. Entonces,
como ser semisimple es una propiedad estructural (proposicién 35), R es semisimple por
la derecha. O

A continuacién demostramos que un anillo es semisimple por la derecha si y solo si es
semiprimo y artiniano por la derecha. Una de las implicaciones se deduce de las proposi-
ciones 47 y 43. Para demostrar la otra nos basamos en los teoremas 4.14 y 10.24 de [0] y
utilizamos un lema que damos a continuacion.

Lema 12. Sea R un anillo y sea e € R un idempotente. Entonces R = eR @ (1 — e)R.
Por tanto, eR es un sumando directo de Rp.

Demostracion. Vemos primero que (1—e)e = e—e* =0y (1—¢)(1—e) = (1—e)—(1—e)e =
(1—e)—0=(1—e).
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Va € R,a=ale+1—e) =ae+a(l—e) € eR+(1—e)R. Por tanto, R = eR+(1—e)R.

Sea a € eRN (1 — e)R. Entonces existen b,c € R cona = ebya = (1 —e)c.
eca=eeb=eb=ay (l—ea=(1—e)(l—e)c=(1—-e)c=a. Portanto,a = (1—e)a=
(1 —e)ea = 0a = 0. Vemos asi que eRN (1 —e)R = {0}.

Ahora, eR y (1 —e)R son ideales por la derecha de R, luego submédulos de Rg, siendo
ademéds R = eR @ (1 — e)R. Por tanto, eR es un sumando directo de Rp. O

Teorema 7. Sea R un anillo. son equivalentes:

1. R es semiprimo y artiniano por la derecha.

2. R es semisimple por la derecha.

Demostracion.

1. = 2.
Supongamos por reduccion al absurdo que R no es semisimple por la derecha. Entonces,
por la proposicion 34, no se puede escribir como suma directa de ideales por la derecha
minimales.

Como R es artiniano por la derecha, segin el corolario 13, existe I; un ideal por la
derecha minimal de R. Como R es semiprimo, el corolario 16 nos indica que existe e; € I;
un idempotente con I; = e; R. Por el lema 12, R = I; & J; con J; = (1 — e1)R un ideal
por la derecha de R.

Si Jy = {0}, R = I serfa suma directa de ideales por la derecha minimales. Por tanto,

J1 # {0}

Por el corolario 13 existe I un ideal minimal de R con Iy C J;. Nuevamente, la pro-
posicion 6 nos indica que existe es € I, un idempotente con Iy = esR. Por el lema 12,
As = (1 — e2)R es un ideal por la derecha de R con R = [, & A, siendo J; = [o & Jy con
J2 = Jl N AQ. Como [2 7é {O}, Jl 2 Jg.

Si Jy =40}, R =1; @ I, serfa suma directa de ideales por la derecha minimales. Por
tanto, Jy # {0}.

Continuando este proceso obtenemos una cadena descendente de ideales por la dere-
Cha‘: 'Jl 2 Jy 2 J52 - 2 Ju 2 Juy1 2 -+ Esto entra en contradiccién con que R sea
artiniano por la derecha.

2. = 1.
La proposiciéon 47 nos dice que R es semiprimo y la proposicion 43 nos dice que R es
artiniano. O
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Trabajando con R-mdédulos a izquierda en vez de con R-moédulos a derecha se obtienen
teoremas andlogos a los teoremas 6 y 7. Esto puede verse recogido en el “Structure Theo-
rem for Semi-Primitive Artinian Rings” de la seccién 4.4 de [5]. Uniendo dichos resultados
a los teoremas 6 y 7 obtenemos el Teorema de Artin-Wedderburn:

Teorema 8 (Teorema de Artin-Wedderburn). Sea R un anillo. Son equivalentes:

1. R es semisimple por la derecha.
2. R es semiprimo y artiniano por la derecha.

3. R es isomorfo al producto directo M,,(D1) X --- x M, (D) de un nimero finito de
anillos de matrices sobre anillos de division Dy, --- , Dy.

4. R es semisimple por la izquierda.

5. R es semiprimo y artiniano por la izquierda.

Observacion 27. El Teorema de Artin-Wedderburn (teorema 8) nos indica que las no-
ciones de anillo semisimple por la derecha y por la izquierda son equivalentes. Por tanto,
hablaremos de anillos semisimples.



Capitulo 3

Teorema de Densidad de Jacobson

1. Anillos primitivos

Ahora estudiaremos las nociones de R-médulo fiel y de anillo primitivo por la derecha.
Para ello nos basamos en los apartados 10.3 de [2] y 4.1 de [5].

Definicién 64. Sea R un anillo y sea M un R-moddulo. Decimos que M es fiel siVa € R
con a # 0 se tiene que Ma # {0}.

Definicién 65. Sea M un R-mddulo. Definimos ann(Mp) = {a € R: Ma =0}
Observacion 28. Un R-mddulo M es fiel si y solamente si ann(Mpg) = {0}.
Proposicion 52. Si My y My son dos R-mddulos isomorfos, ann((My)r) = ann((Mz)rg)

Demostracion. Sean My y My dos R-moédulos isomorfos. Sea f un isomorfismo de R-
moédulos entre My y Ms. Sia € ann((M;)g), tenemos que (M;)a = {0}. Ahora, como f
es sobreyectiva, Vm € M, existe n € M; con m = f(n), siendo ma = f(n)a = f(na) =
f(0) = 0. Por tanto, (My)a = {0}, siendo a € ann((Mz)g). Por ello ann((Mi)r) C
ann((My)g). Considerando ahora f~' obtenemos ann((Ms)r) C ann((M;)g). O

Corolario 17. Ser fiel es propiedad estructural en R-mddulos.

Definicién 66. Decimos que un anillo R es primitivo por la derecha si existe un R-mddulo
simple y fiel.

Definicién 67. Sea R un anillo y sea I un ideal por la derecha de R. Definimos (I : R) =
{a € R: Ra C I}.

Lema 13. Dados R un anillo e I un ideal por la derecha de R, (I : R) es un ideal de R
contenido en I tal que, si J es un ideal por la izquierda de R contenido en I, se tiene que
J C (I : R). Podemos entonces considerar que (I : R) es el mayor ideal de R contenido
en I.

Demostracion. Dados a,b € (I : R), se tiene que Ra, Rb C I, luego R(a+b) C Ra+ Rb C
I, siendoa+be (I:R).

48
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Ahora, dados @ € (I : R) y r € R, R(ar) = (Ra)r C Ir C I por ser [ ideal por la
derecha; por tanto, ar € (I : R). Asimismo, R(ra) = (Rr)a C Ra C I, luego ar € (I : R).

Entonces, el corolario 2 indica que (I : R) es un ideal de R. Ademds, tenemos que
a=ale€aR CIVae (I:R) luego (I:R) CI.

Sea J un ideal por la izquierda de R contenido en I. Entonces, Vx € J, Rx C J C I,
luego = € (I : R). Por tanto, J C (I : R). O

Observacion 29. Sean R un anillo e I un ideal por la derecha de R. Consideramos
el R-médulo M = Rg/I. Entonces se tiene que ann(Mg) = {a € R : Ma = {0}} =
{aeR:Ta=0VreR}={a€eR:racIVreR}={a€R:RaCl}=(I:R).

Proposicion 53. Un anillo R es primitivo por la derecha si y solamente si existe un ideal
por la derecha mazrimal de R que mo contiene a ningun ideal no nulo de R.

Demostracion. => Si R es primitivo por la derecha, existe M un R-mddulo simple y
fiel. Como M es simple, la proposicion 26 indica que existe L un ideal por la derecha
maximal de R con M = Rp/L. Ademads, la proposicién 52 indica que, como M es fiel,
ann((Rr/L)r) = ann(Mpg) = {0}, siendo (L : R) = ann((Rr/L)r) = {0}. Entonces, por

el lema 13, L no contiene a ningin ideal no nulo de R.

p—
Supongamos que [ es un ideal por la derecha maximal de R que no contiene a ningun
ideal no nulo de R. Por la proposicién 26, Rg/I es simple. Ademés, ann((gR/I)r) = (I :
R) = {0}, luego rR/I es fiel. Es decir, Rr/I es un R-mdédulo simple y fiel. Por tanto, R
es primitivo por la derecha. O

Observacion 30. La proposicion 53 nos da una caracterizacion intrinseca del cardcter
primitivo.

Proposicion 54. La propiedad de ser primitivo por la derecha es estructural.

Demostracion. Sean Ry R’ dos anillos con R primitivo por la derecha. Sea f : R — R’
un isomorfismo de anillos. Por la proposicién 53 existe I un ideal por la derecha maximal
de R que no contiene a ningun ideal no nulo de R. Por la proposicién 6, f(I) es un ideal
por la derecha de R'.

Sea I’ un ideal por la derecha de R’ con f(I) C I'. Entonces I C f~}(I') y, sien-
do f~Y(I') un ideal por la derecha de R por la proposicién 6. Como I es maximal, o
f7HI") =1, en cuyo caso I' = f(I), o f~'(I') = R, en cuyo caso I' = f(R) = R'. Vemos

asi que f(I) es un ideal por la derecha maximal de R'.

Sea J un ideal de R’ contenido en f(I). Entonces f~!(J

C I. f71(J) es un ideal de
R por la proposicién 6. Ha de ocurrir entonces que f~*(.J) 1

)
{0 hlego J = f({0}) = {0}.

Es decir, f(I) es un ideal por la derecha de R’ que no contiene ningin ideal no nulo
de R'. La proposicién 53 nos indica entonces que R’ es primitivo. O
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Utilizamos ahora resultados obtenidos de los apartados 10 de [0] y 4.1 de [5] para
relacionar a los anillos primitivos por la derecha con otros tipos de anillos previamente
estudiados.

Corolario 18. Todo anillo simple es primitivo por la derecha.

Demostracion. Sea F = {I ideal por la derechade R: I # R}. Seal; C Iy C ---C I, C

- una cadena de elementos de F. Consideramos J = |J;cy I;- Sean z,y in J Entonces
existen i,,i7, € N con z € I;,, y € I;,. Sea j = max(i,,1,). Entonces x,y € I}, luego
r+y € Il; C J. Ademds, dado a € R, za € I[;, C J. Entonces J es un ideal por la derecha
de R. Ademas, si 1 € J, entonces 3i € I con 1 € I;, luego a = la € I; YVa € R, lo que es
una contradiccién por ser I; # R. Por tanto, 1 ¢ J, lo que indica que J € F, siendo J
una cota superior de la cadena en F respecto al orden C.

Vemos asi que (F, C) es un conjunto inductivo. Entonces, por el lema de Zorn, F
tiene un elemento maximal I, que serd un ideal por la derecha maximal de R. Como R
es un anillo simple e I # R, I no contiene ideales no nulos. La proposicién 53 nos indica
entonces que R es primitivo por la derecha. O

Corolario 19. Sea R un anillo conmutativo. Entonces R es primitivo por la derecha st y
solamente si es un cuerpo.

Demostracion. Por el corolario 6, R es un cuerpo si y solo es simple. Entonces, si R es
un cuerpo, es simple, luego el corolario 18 nos dice que R es primitivo por la derecha.
Supongamos ahora que R es un primitivo por la derecha. En tal caso, por la proposicion
53 existe I un ideal por la derecha maximal de R que no contiene a ningin ideal de R.
Como R es conmutativo, I es un ideal de R, luego I = {0}, siendo {0} un ideal por la
derecha maximal. Entonces, dado J < R, como J es un ideal por la derecha de R, ha de
ocurrir o que J # {0} o que J = R. Vemos asi que R es simple, luego un cuerpo. ]

Observacion 31. Sean M un R-mddulo e I un ideal por la derecha de R. Entonces
MI = {myyp + - +mpyr : k > 1,m; € Myy; € I Yi = 1,...,k} es un submddulo
de M. Véase que la suma es una operacion interna y que, dados a € R yn € MI,
eristen k > 1, m; € M ey, € I Vi = 1,...,k conn = myy + -+ + mpyg, siendo
na = my(ya) + - +my(ypa) € MI al serya e I Vi=1,... k.

Proposicién 55. Todo anillo primitivo por la derecha es primo.

Demostracion. Sea R un anillo primitivo por la derecha. Entonces existe un R-médulo M
simple y fiel. Sean [ y J dos ideales no nulos de R. Como M es fiel, M I es un submédulo
no nulo de M. Entonces, como M es simple, M1 = M. Analogamente, M .J = M. Tenemos
ahora que M(1J) = (MI)J = MJ = M, lo que implica que IJ # {0}. Por tanto, R es
primo. [

Proposicion 56. Sea R un anillo primo que contiene un ideal por la derecha minimal.
Entonces R es primitivo por la derecha.

Demostracion. Sea I un ideal por la derecha minimal. Entonces I es un R-submodulo de
Rpr que es simple como R-médulo. Veamos que es fiel. Sea r € R con Ir = {0}. Entonces
I(Rr) = (IR)r C Ir = {0}, siendo I y Rr ideales por la derecha con I(Rr) = {0}. Como
I es no nulo, el corolario 15 nos dice que Rr = {0}, luego r = 1r = 0. ]
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Corolario 20. Sea R un anillo primo y artiniano por la derecha. Entonces R es primitivo
por la derecha.

Demostracion. Por el corolario 13, R tiene un ideal por la derecha minimal. Entonces,
por la proposicién 56, R es primitivo. O

Podemos también definir a los R-moédulos a izquierda fieles y a los anillos primitivos
por la izquierda, tal como se hace en el apartado 4.1 de [5].

Definicién 68. Sea R un anillo y sea M un R-mddulo a izquierda. Decimos que M es
fiel siVa € R con a # 0 se tiene que aM # {0}.

Definicién 69. Decimos que un anillo R es primitivo por la izquierda si existe un R-
modulo a izquierda simple y fiel.

2. Teorema de Densidad de Jacobson

Primero veremos que todo R-médulo M tiene estructura de End(Mg)-R-bimédulo,
tal y como se hace en el apartado 3.8 de [7].

Definicién 70. Sean R y S anillos. Un S-R-bimddulo es un grupo abeliano (M, +) junto
con dos operaciones externas M X R — M, (m,r) — mr, y S x M — M, (s,m) — sm,
tales que:

» M X R— M, (m,r) — mr, dota a M de estructura de R-mddulo
s SXM— M, (s,m)— sm, dota a M de estructura de S-mddulo a izquierda
» s(mr) = (sm)rVse S,me M,re€ R

Proposicién 57. Sean R un anillo y M un R-mddulo. Dado R' = End(Mg), M es un
R'-mddulo a izquierda con la operacion externa R’ x M — M, f-m = f(m).

Sean R un anillo y M un R-mddulo a izquierda. Dado R' = End(rM), M es un
R'-médulo a izquierda con la operacion externa R x M — M, f-m = f(m).

Demostracion. Sean R un anillo, M un R-médulo y R = End(Mg). M es un grupo
abeliano por definicién. Sean f,g € R' y m,n € M. Entonces f - (m +n) = f(m+n) =
fm)+fn)=f-m+f-n (f+9)- m—(f+g)< ) = f(m)+g(m)=f-m+g-m,
(fog)-m=(fog)(m)= [f(g(m))= f(gm)=[-(gm)y id-m = id(m) = m. Por tanto,
M es un R’-moédulo.

Sean R un anillo, M un R-médulo a izquierda y R’ = End(gM). M es un grupo
abeliano por definicién. Sean f,g € R' y m,n € M. Entonces f-(m +n) = f(m+n) =
Fm) + f(n) = f-m+fon, (F+9)-m=(f+g)m) = f(m) +g(m) = f-m+g-m,
(fog)-m=(fog)(m)= f(g(m))= f(gm) = [-(gm)y id-m = id(m) = m. Por tanto,
M es un R’-moédulo. O
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Corolario 21. Sean R un anillo y M un R-mddulo. Dados R = End(Mg) y R =
End(g M), M es un R"-mddulo a izquierda con la operacion externa R" x M — M,

f-m=f(m).

Demostracion. Por la proposicién 57, M es un R'-mdédulo a izquierda. Entonces, la pro-
posicion 57 aplicado a M como R’-mdédulo a izquierda concluye la demostracion. O

Proposicién 58. Sean R un anillo y M un R-mddulo. Sea R’ = End(Mg) Entonces, M
es un R'-R-bimddulo.

Demostracion. Por definicién, M es un R-médulo. Por la proposicién 57, M es un R'-
modulo a izquierda. Ademds, Vf € R',m € M,r € R, tenemos que f(mr) = f(m)r =
(fm)r por ser f € End(Mg).

U

Nos basamos ahora en la seccién 4.3 de [5] para demostrar el Teorema de Densidad
para Mdédulos Semisimples.

Lema 14. Sean R un anillo y M un R-mddulo. Consideramos R' = End(Mg) y R" =
End(g/M). Entonces, Vf € R" se tiene que la aplicacion ¢ : M™ — M", ¢((mq,...,my)) =
(f(my),..., f(my)), es un homomorfismo en M™ considerado como End((M™)g)-mddulo
a izquierda (con la estructura dada por la proposicion 57).

Demostracion. Paratodo (myq,...,my), (m},...,m)) € M™ se tiene que ¢((my, ..., my)+
(mhy.coml)) = O(my + mho o om ) = (fmy + mb). .. f(my + L)) =
(Fma) + (), flma) + Fml)) = (F(ma),..o f(ma)) + (Fm), ., f(m]) =
S(mi.... )+ o((mhs .., m).

Sean (my,...,my) € M"y ¢ € End((M")g). Veamos que ¢(p - (my,...,my,)) =

n))- Por la proposicién 24, existen a;; € R, i,j € {1,...,n}, con
o((m},...,m))) = O, anu(m)),.. Z?Zl Ani(m})) V(ml,...,m;) € M” Entonces
QS((:D ’ (mh‘"vm ) = ¢( ((mla" ’mn))) = QS((Z;L:l ali(mi)v"wzz‘lzl am(m%>>) =
Oy ). (S () = (g Flans ), S0y fanemi)). Ahora,
como f € End(gM), (Z . flar - my),. .,Z?Zlf(am- Smy)) = (Z?:l ay - f(mg), ...,
27:1 ani - f(m;)) = cp((f( 1)y f(my))) = ¢ - o((my,...,my)). Concluimos asi que
oo (Mmy,...,my)) =@- (b((ml,...,mn)). O

Lema 15. Sean R un anillo y M un R-mddulo semisimple. Consideramos R' = End(Mpg)
y R" = End(gpM). Por el corolario 21, M es un R"-mddulo a izquierda. Se tiene que
todo R-submddulo de M es un R"-submddulo a izquierda de M.

Demostracion. Sea N un R-submoédulo de M. Entonces ni+ny € N Vnq,no € N. Veamos
ahora que, f-n € NVf € R" n e N.Como M es semisimple como R-médulo, existe N’ un
R-submédulo de M con M = N®N'. Consideramos 7 la proyeccién sobre N. Como se dice
en la definicién 37, # € R'. Ahora, dados f € R yn € N, f-n = f(n) = f(r(n)) = f(7-n)
con m-n la operacién externa en M dada por la proposicion 57, que dota a M de estructura
de R’-médulo a izquierda. Por dltimo, como f € End(gM) y m € R, concluimos que

fon=f(m-n)=m-f(n)=mr(f(n))eN. O
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Teorema 9 (Teorema de Densidad para Médulos Semisimples). Sea M un R-mddulo
semisimple. Consideramos R = End(Mg) y R" = End(gM). Sea {my,...,m,} un
subconjunto finito de M y sea f € R". Entonces existe r € R con m;r = f(m;) Vi €

{1,...,n}.

Demostracion. Supongamos primero que n = 1. Consideramos N = m R, que es un R-
submédulo de M. Entonces, por el lema 15, N es un R”-submddulo a izquierda de M,
siendo f(my) = f-my; € N = myR. Por tanto, existe r € R con myr = f(my).

Sea n arbitrario. Por la proposicién 30, M™ es semisimple. Por el lema 14, la aplicacion
oM™ — M™, p((ma,...,my)) = (f(mi),..., f(Mmy,)), estal que ¢ € Endpna¢ninyy) (M™).

Ademas, (my,...,m,) € M™. Entonces, utilizando el resultado para n = 1 sobre M™ ob-
tenemos que existe 1 € R con (my,...,my)r = ¢((ma,...,my)) = (f(m),..., f(my)).
Por tanto, m;r = f(m;) Vi € {1,...,n}. O

Por 1ltimo, utilizamos la seccién 4.3 de [5] y los apartados 10.2 y 10.3 de [2] para

demostrar el Teorema de Densidad de Jacobson, también conocido como el Teorema de
Densidad para Anillos Primitivos por la Derecha.

Definicién 71. Sea M un espacio vectorial (a izquierda) sobre un anillo de division A, es
decir, un A-mddulo a izquierda con A un anillo de division. Sea S < End(aM). Decimos
que S es denso en M siNVxy,...,x, € M linealmente independientes e y1,...,y, € M
existe f € S con f(x;) =y; Vi€ {1,...,n}.

Observacion 32. Sea V' un espacio vectorial (a izquierda) sobre un anillo de division
A. EnV existen bases y tenemos un teorema de ampliacion de la base y un teorema que
indica que, dados {x;}icr una base de Ve {y;}icr CV, existe un unico f € End(AV) con
f(z;) = y; Vi € I. Destacamos que estos resultados son mencionados en la demostracion
del “Density Theorem for Primitive Rings” del apartado 4.3 de [5].

Teorema 10 (Teorema de Densidad de Jacobson). Sea R un anillo. R es primitivo por
la derecha si y solamente si R es isomorfo a un subanillo denso de (End(aM))° con M
un espacio vectorial (a izquierda) no nulo sobre un anillo de division A.

Demostracion.

=

Sea R primitivo por la derecha. Entonces existe M un R-mdédulo simple y fiel. Como M es
simple, M es no nulo y el Lema de Shur (lema 3) nos dice que A = End(MEg) es un anillo
de division. Por la proposicién 57, M es un A-médulo a izquierda, es decir, un espacio
vectorial (a izquierda) sobre el anillo de divisién A.

Sea a € R. Definimos o, como la aplicacién o, : M — M, o,(m) = ma. Esta es un
homomorfismo de A-médulos a izquierda, pues o,(m;+mz) = (my+msg)a = mya+mea =
ga(mi) + 0a(ma) Ymy,my € My 0o(f-m) = (f -m)a = f(m)a = f(ma) = f(oa(m)) =
fro.(m)¥Yme M, f e A.

Consideramos entonces p : R — (End(aM))°, p(a) = 0,. Ahora, dados a,b € R, se
tiene que Vm € M o444(m) = m(a+b) = ma+mb = o,(m)+o,(m) = (0,+0p)(m), luego
pla+b) = 04p =04+ 0, = pla) + p(b). Ademds, Ym € M, o,(m) = m(ab) = (ma)b =
ob(0a(m)) = (04 0 04)(m) = (04 00p 0b)(m), luego p(ab) = Gy = T4 00p 0 = p(a) o4 p(b).
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Vemos asi que p es un homomorfismo de anillos.

Sean a,b € R con p(a) = p(b). Entonces p(a — b) = p(a) — p(b) es nulo, luego
o : M — M, 0,(m) = m(a — b), es el homomorfismo nulo, siendo m(a —b) = 0
Vm € M. Como M es fiel y M(a —b) = {0}, ha de ocurrir que a — b = 0, es decir, que
a = b. Vemos asi que p es un monomorfismo. Por tanto, R es isomorfo a p(R), que es un
subanillo de (End(aM))° por la proposicién 5.

Consideramos ahora M como espacio vectorial (a izquierda) sobre el anillo de divisién
A. Utilizaremos los resultados mencionados en la observacién 32 para demostrar que p(R)
es denso en M. Sean z1,...,x, € M linealmente independientes e y1,...,y, € M. Como
{z1,...,2,} es linealmente independiente, podemos ampliarlo a una base de M. Podemos
entonces tomar f € End(aM) con f(x;) =vy; Vi € {1,...,n}. Por el corolario 5, M es se-
misimple como R-mdédulo, luego, segin Teorema de Densidad para Mdédulos Semisimples
(teorema 9), existe a € R con z,a = f(x;) = y; Vi € {1,...,n}. Entonces, o, € p(R) es
tal que o,(x;) =y; Vi € {1,...,n}. Vemos asi que p(R) es denso en M.

R—
Sea S un subanillo denso de (End(aM))° con M un espacio vectorial (a izquierda) no
nulo sobre un anillo de divisiéon A.

Por la proposicion 57, M es un End(aM)-médulo a izquierda con la operacién ex-
terna End(aM) x M — M, fm = f(m). Entonces, por la proposiciéon 7, M es un
(End(aM))°P-médulo con la operacién externa M x (End(AM))? — M, m - f = fm =
f(m). Por tanto, M es un S-médulo con la operacién externa M xS — M, m-f = fm =

f(m).

Veamos que M es simple y fiel como S-médulo. Sea m € M — {0}. Como S es denso
en M,Vn € M 3f € S conn = f(m) =m- f. Por tanto, m - S = M. Dado f € S, si
{0} = Mf = f(M), entonces ha de ocurrir que f sea nula; por tanto, M es fiel como
S-médulo. Ademés, dado N un S-submédulo de M no nulo, podemos tomar m € N —{0},
siendo M =m-S C N, luego N = M; esto indica que M es simple como S-médulo.

Tenemos entonces que S es un anillo primitivo por la derecha. Ademds, segun la
proposicion 54 la propiedad de ser primitivo por la derecha es estructural, luego si R es
un anillo isomorfo a S, entonces R es primitivo por la derecha. O

Trabajando con R-mdédulos a izquierda en vez de con R-moédulos a derecha se obtienen
el teorema siguiente:

Teorema 11 (Teorema de Densidad de Jacobson para anillos primitivos por la izquierda).
Sea R un anillo. R es primitivo por la izquierda si y solamente si R es isomorfo a un
subanillo denso de End(aM) con M un espacio vectorial sobre un anillo de division A.
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