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Optimizacién bajo Incertidumbre. Enfoques Estocas-
ticos y Robustos Aplicados al Problema de la Mochila

Resumen

La incertidumbre es inherente a los problemas reales y su adecuada incorporacion en
la optimizaciéon permite disenar soluciones mas solidas y aplicables. No obstante, su trata-
miento no es una tarea trivial, ya que, en general, no existe una formulacion determinista
Unica y tratable sin hipotesis adicionales. En este trabajo se analizan dos marcos funda-
mentales que reformulan o aproximan problemas con incertidumbre como problemas de
optimizacion lineales (LP), cuyas soluciones 6ptimas son acordes a las caracteristicas de
la incertidumbre y a la actitud del decisor: la Programacion Estocastica y la Optimizacion
Robusta

El Capitulo 1 introduce los enfoques estocasticos, desde el modelo clasico de una eta-
pa hasta formulaciones multietapa. Se definen los arboles de escenarios asi como dos vias
estdndar para hacer el problema estocéstico tratable: la formulacion determinista equi-
valente (para incertidumbre discreta y finita) y la aproximacion por medias muestrales
(SAA) (aplicable de forma general). Todos estos enfoques se aplican a un ejemplo ilus-
trativo comun que actiia como hilo conductor y permite comparar como varia el valor
objetivo al aumentar el nimero de etapas. Ademaés, se discuten las principales ventajas y
limitaciones de estos enfoques.

El Capitulo 2 aborda la optimizacion robusta (RO). Se introduce el concepto de con-
junto de incertidumbre y se estudian dos familias de especial relevancia: los conjuntos
poliédricos (con énfasis en los conjuntos tipo caja como caso particular) y los conjuntos
de tipo presupuesto. Se muestra su reformulaciéon lineal y se aplica el marco al ejem-
plo ilustrativo para facilitar la comprension y la comparacion directa con los enfoques
estocasticos.

El Capitulo 3 presenta una adaptacion del problema de la mochila fraccionaria donde
las utilidades de los objetos estan sujetas a incertidumbre. Se implementan y comparan
los modelos estudiados con experimentos especificos que permiten analizar cémo influye
el nivel de incertidumbre en el valor objetivo para cada modelo: vemos como mejora dicho
valor al aumentar el grado de adaptabilidad en la programacion estocastica multietapa o
reducir el nimero de parametros que pueden tomar el peor caso en el caso del enfoque de
Bertsimas y Sim. Asimismo, se estudia el coste computacional de cada enfoque.

Finalmente, el Capitulo 4 sintetiza las conclusiones del trabajo.

Palabras clave:

PROGRAMACION ESTOCASTICA, PROGRAMACION ESTOCASTICA MULTIETAPA, APRO-
XIMACION POR PROMEDIO DE MUESTRAS (SAA), OPTIMIZACION ROBUSTA, CONJUNTO
DE INCERTIDUMBRE PRESUPUESTARIO, PROBLEMA DE LA MOCHILA FRACCIONARIA.



Optimization under Uncertainty. Stochastic and Ro-
bust Frameworks for the Knapsack Problem

Abstract

Uncertainty is intrinsic to most practical problems due to the stochastic nature of real
phenomena. Incorporating it into optimization models leads to solutions that are more
realistic and perform better under unobserved scenarios. However, solving optimization
problems under uncertainty is nontrivial, as there is generally no unique, tractable deter-
ministic formulation without additional assumptions. This work presents, in a rigorous
yet accessible manner, tools that reformulate or approximate uncertain problems as linear
optimization problems (LP), whose optimal solutions align with both the characteristics
of the uncertainty and the decision-maker’s risk attitude.

Chapter 1 introduces stochastic approaches, from the classical one-stage model to
multi-stage formulations. We define scenario trees and present two standard routes to
tractability: (i) the deterministic equivalent formulation for finite discrete uncertainty,
and (ii) sample average approximation (SAA), applicable more broadly. All approaches
are applied to a common illustrative example that serves as a running thread and enables
a direct comparison of how the objective value evolves as the number of stages increases.
We also discuss the main advantages and limitations of these approaches.

Chapter 2 addresses robust optimization (RO). We introduce the notion of an uncer-
tainty set and study two particularly relevant families: polyhedral sets (emphasizing box
sets as a special case) and budgeted sets. We show their linear reformulations and apply
the framework to the illustrative example to facilitate understanding and enable a direct
comparison with the stochastic approaches.

Chapter 3 presents an adaptation of the fractional knapsack problem in which item
utilities are subject to uncertainty, formulated so that it can be solved by all the approa-
ches introduced. We implement and compare the models, designing targeted experiments
to analyze how the uncertainty level affects the objective value for each model; how that
value improves as adaptivity increases in multi-stage stochastic programming; and how it
changes when reducing the number of coefficients allowed to attain their worst case in the
Bertsimas—Sim framework. We also examine the computational cost of each approach.

Finally, Chapter 4 synthesizes the main conclusions of the work.

key words:

STOCHASTIC PROGRAMMING, MULTISTAGE STOCHASTIC PROGRAMMING, SAMPLE
AVERAGE APPROXIMATION (SAA), ROBUST OPTIMIZATION, BUDGETED UNCERTAINTY
SET, FRACTIONAL KNAPSACK PROBLEM.



Introducciéon

En numerosos enfoques clasicos de la optimizacién matemaética se asume que todos
los parametros del modelo son conocidos con exactitud, es decir, se trabaja con modelos
deterministas. Sin embargo, esta hipotesis rara vez se cumple en la préactica. Muchos
problemas reales estédn sujetos a errores de estimacion, fluctuaciones en los datos o a la
propia naturaleza estocéstica de los fenémenos implicados. Ignorar esta incertidumbre
puede dar lugar a decisiones suboptimas que, en algunos casos, han estado detras de
consecuencias catastroficas.

Un ejemplo es el desastre del transbordador Challenger en 1986, [1]. Los ingenieros de
la NASA no incorporaron adecuadamente la incertidumbre asociada a las bajas tempera-
turas del dia del lanzamiento y su efecto sobre algunos componentes del transbordador. A
pesar de disponer de datos que indicaban riesgos relevantes, [2], se asumié un comporta-
miento habitual del sistema. Esta omision derivé en una fuga de combustible, la explosion
del vehiculo y la muerte de toda la tripulacion.

Casos més recientes refuerzan esta idea. Por ejemplo, durante la crisis financiera de
2008, muchos modelos mateméticos empleados para evaluar el riesgo de las inversiones
bancarias resultaron ser excesivamente simplistas. Estos modelos asumian, por un lado,
que los activos financieros (como bonos o hipotecas) eran independientes entre si, es
decir, que una caida en el valor de un activo no afectaria al resto. Por otro lado, también
suponian que los rendimientos seguian una distribucién normal, lo que implica que los
eventos extremos son muy improbables. Aunque estas hipotesis pueden ser razonables en
contextos de estabilidad, no refleja el comportamiento de los mercados en situaciones de
crisis, donde el panico generalizado provoca caidas simultdneas en numerosos activos.

En este contexto, a lo largo de los anos previos a la crisis financiera, y especialmente
entre 2003 y 2006, se concedieron numerosas hipotecas de alto riesgo que fueron agrupa-
das y titulizadas como si se tratara de activos financieros seguros. Los modelos utilizados
por las agencias de calificacion y las entidades financieras estimaban que era altamente
improbable que un ntmero significativo de estas hipotecas no se pagaran de forma si-
multanea. Sin embargo, a partir de 2007 comenzaron a acumularse los impagos, lo que
provocd una rapida depreciacion de dichos activos. Esta pérdida de valor gener6 una pro-
funda desconfianza entre las instituciones financieras, lo que a su vez paraliz6 el mercado
interbancario. La cadena de acontecimientos derivo en quiebras de gran magnitud, como
la de Lehman Brothers, y obligd a los gobiernos y bancos centrales a intervenir para evi-
tar el colapso total del sistema financiero, |3]. Como consecuencia, millones de personas
perdieron sus empleos, sus viviendas y sus ahorros, y muchas economias entraron en una
recesion profunda.

La pandemia de la COVID-19 constituye otro ejemplo paradigméatico de las conse-
cuencias de ignorar la incertidumbre. Durante esta crisis, el uso de modelos deterministas
en multiples ambitos, desde la logistica hasta la sanidad, evidenci6 sus limitaciones ante
shocks globales. En la gestion hospitalaria, la falta de planificacion frente a escenarios
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extremos provoco escasez de camas UCI, respiradores y material de proteccion individual.
En el sector industrial y logistico, la ausencia de méargenes de seguridad en los modelos
de inventario conllevd graves disrupciones en las cadenas de suministro, afectando desde
productos farmacéuticos hasta bienes de consumo esenciales. Incluso en el a&mbito edu-
cativo, el diseno de politicas sin contemplar variabilidad en la evolucion epidemiologica
dificult6 la continuidad de la ensenanza.

En todos estos casos, la ausencia de un analisis explicito de la incertidumbre fue un
factor determinante en el fallo de los sistemas de decision. Asi, llegamos a una conclusion
esencial: incorporar la incertidumbre de forma explicita en los modelos de decisién es
crucial para representar con mayor fidelidad la complejidad del mundo real.

Mas atn, los modelos que contemplan la incertidumbre no solo proporcionan solucio-
nes mas robustas, sino que también permiten identificar qué variables o factores son los
principales responsables de dicha incertidumbre. Esta informacion puede resultar decisi-
va. Por ejemplo, si se desea predecir el precio de un recurso estratégico a partir de datos
histoéricos, un analisis determinista podria limitarse a estimaciones pasadas. En cambio,
un anéalisis bajo incertidumbre podria revelar que la variabilidad estd dominada por deci-
siones politicas internas del pais productor. En tal caso, resultaria mas provechoso enfocar
los esfuerzos en estudiar escenarios geopoliticos futuros que en mejorar la obtencion y/o
los anélisis de los datos historicos.

Aunque en este trabajo nos centraremos en problemas de optimizacion lineal bajo
incertidumbre, es conveniente presentar en primer lugar la formulacién general de un
problema de programacion lineal determinista, que constituira la base comin hacia la que
convergeran la mayor parte de las formulaciones posteriores:

min dz
s.a. Az <b (LP)
x>0

donde = € R"™ es el vector de variables de decision, ¢ € R™ el vector de coeficientes de la
funcion objetivo, A € R™*" la matriz de restricciones, y b € R™ el vector de términos
independientes. En este caso, la funcion objetivo f : X — R viene dada por f(z) = 'z,
siendo X el conjunto factible definido como:

X={zeR": Az <b, = > 0}.

Supondremos que X es no vacio y acotado para garantizar la existencia de soluciéon éptima:
si X es no vacio y acotado, como ademas X es cerrado (dado que X es interseccion de
conjuntos cerrados), entonces, por el teorema de Heine-Borel, (Apéndice A, Teorema 1),
X es compacto. Por la continuidad de ¢z (por ser lineal), el teorema de Weierstrass,
(Apéndice A, Teorema 2), garantiza la existencia de algin minimo, por lo que existe
alguna soluciéon 6ptima.

En un problema del tipo (LP) se asume que los coeficientes del modelo son conocidos
con total precision. No obstante, como ya hemos mencionado, esta suposicion dista mucho
de cumplirse en la practica. El ejemplo que se expone a continuacion ilustra como pueden
variar tanto la solucion como el valor 6ptimo de un problema del tipo (LP) al modificar
distintos parametros del mismo, [4].

Ejemplo 1. Consideramos una empresa quimica que comercializa dos disolventes, Dy
y Dso. El primero se comercializa a 1€ por tonelada y el sequndo a 4€ por tonelada.
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La empresa adquiere los disolventes con un dia de antelacion y los almacena hasta su
venta, con el objetivo de maximizar el beneficio total obtenido. No obstante, se enfrenta a
varias restricciones operativas. En primer lugar, la capacidad conjunta de almacenamiento
de Dy y Dy estd limitada a 8 toneladas diarias. En sequndo lugar, por contrato con su
proveedor, la cantidad de Dy adquirida debe ser exactamente el doble de la cantidad de
Dy. Finalmente, debido a que el disolvente Dy esta fabricado con un compuesto quimico
escaso, la disponibilidad diaria de Do estd limitada a un mdximo de 5 toneladas. A partir
de estas condiciones, se plantea el siguiente problema de optimizacion, reformulado en
forma de minimizacion en lugar de maximizacion para ajustarse al formato adoptado en
este trabajo:

min  — x; — 4y (1a)

1,2

s.a. 2x1 419 <8 (1b)
Ty <5 (1c)
T1,T9 Z 0 (]_d)

donde las variables de decision son x;, i = 1,2, que representan la cantidad a vender del
disolvente D;. La funcion objetivo (1a) corresponde a las ganancias totales. La restriccion
(1b) hace referencia a la capacidad de almacenamiento para Dy y Dy mientras que la res-
triccion (1c) impone la limitacion de disponibilidad para Dy. Por su parte, la restriccion
(1d) garantiza la no negatividad de las variables x1 y xo. El problema anterior es un pro-
blema de programacion lineal de tipo (LP), el cual puede resolverse mediante técnicas muy
conocidas, como el método simplex, [5]. La region factible del problema viene delimitada
por las lineas continuas azul, lila, verde y naranja en la Figura 1. La solucion dptima es
(1.5, 5), representada mediante un circulo rojo en la misma figura. El valor objetivo del
problema original de mazximizacion es 21.5€.

Veamos ahora como varia la region factible, y, en consecuencia, la solucion dptima
st constderamos que alguno de los parametros del modelo varia, es decir, si introducimos
icertidumbre en los parametros.

Supongamos en primer lugar que la empresa ha decidido aumentar el espacio de al-
macenamiento para el disolvente Dy y que, por tanto, el coeficiente que acompana a la
variable 1 en (1b) pasa a ser 8 en lugar del valor original 2. De esta manera, el nuevo
problema a resolver queda formulado como:

min  (la)

x1,22

s.qa. 3x1+ 10 <8 (D1)
(L), (1d)

La region factible de este problema queda delimitada por la linea discontinua verde, y las
lineas continuas lila, azul y naranja en la Figura 1. Ademds, la solucion dptima de este
nuevo problema es el punto (1,5) representado por el circulo verde. El valor éptimo de
este nuevo problema es de 21€.

En sequndo lugar, veamos qué ocurre si, en lugar de considerar incertidumbre en la
matriz A de coeficientes de las restricciones, es la funcion objetivo la que sufre una varia-
cion. Por ejemplo, imaginemos que un estudio reciente ha demostrado que el material D
tiene un impacto negativo sobre el medio ambiente, pero nuestra empresa tiene que sequir
vendiéndolo debido a un contrato vigente con algunos clientes, lo que se traduce en una
pérdida de 1€ por tonelada vendida. El nuevo problema resultante es:
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Figura 1: Inclusiéon de incertidumbre en problemas de programacion lineal

min r1 — 4o
T1,22 (D2)
s.a. (1b), (1c), (1d).

La region factible es la misma que en (1), mientras que su solucidn dptima es, en este
caso, (0,5), representada en la Figura 1 por el punto negro, con un valor dptimo de 20€.

En tercer y ultimo lugar, veamos qué ocurre si modificamos el término independiente
de las restricciones. Supongamos que el dueno ha alquilado el almacén contiguo y ahora se
pueden almacenar hasta 7 toneladas del disolvente xo. Teniendo en cuenta este cambio,
el problema resultante es:

min  (la)
s.a.  (1b),(1d), (D3)
) S 7.

La region factible del problema (D3) estd delimitada por la linea discontinua azul y las
lineas continuas lila, naranja y verde, tal como se muestra en la Figura 1. Su solucion
optima es (0.5, 7), representada por el punto azul, con valor éptimo 28.5€.

Se puede observar que, dependiendo de las modificaciones en los datos del problema,
la solucion 6ptima y la region factible pueden verse afectadas. En otras palabras, resul-
ta impredecible determinar como impactara la incertidumbre en nuestro problema. Esto
plantea la cuestiéon natural: ;existe alguna manera de obtener una solucién 6ptima en
presencia de incertidumbre que sea razonablemente satisfactoria ante esta falta de infor-
macion? La respuesta es afirmativa, y precisamente de ahi surge la motivacion de este
Trabajo de Fin de Grado: estudiar y comparar varios de los principales marcos teéricos
desarrollados para incorporar la incertidumbre en problemas de optimizacion.

Antes de introducir dichos marcos, es necesario establecer como vamos a modelizar
la incertidumbre. Para ello, se introduce un espacio de probabilidad (2, F,P), donde 2
representa el conjunto de posibles escenarios o estados, F es una o-algebra sobre (2, y
P una medida de probabilidad definida sobre F. £ : {2 — = serd un vector aleatorio de
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dimension p, F-medible. Asumimos que el conjunto = C R?, denominado soporte de &, es
cerrado, esté equipado con la o-algebra de Borel B(Z) y contiene todos los valores posibles
que esta variable puede tomar.

En este contexto, la funcién objetivo se generaliza como una funciéon ¢ : = — R”
que depende de la realizaciéon de la incertidumbre £. Del mismo modo, las restricciones
también pueden verse afectadas por &, lo que se traduce en una matriz de coeficientes
A(€) v un vector de términos independientes b(§), ambos definidos sobre el espacio de
escenarios =.

Asi, el problema de optimizacion lineal bajo incertidumbre puede escribirse, en su
forma mas general, como:

min c(§)'x
s.a. A©z <bE) VEEE (LP¢)
x>0

donde asumimos que ¢(§), A(§) y b(&) son B(E)-medibles, de modo que el problema esta
bien definido, [6]. La decision x debe tomarse sin conocer la realizacion futura de £. En
este contexto, una solucion factible es aquella que verifica A(§)z < b(€) para todo € € =,
es decir, debe ser valida frente a cualquier posible realizacion del vector aleatorio.

En este modelo se considera que la incertidumbre puede afectar a todos los pardmetros
del problema, es decir, tanto el vector de costes ¢, como la matriz de restricciones A y el
vector de términos independientes b dependen de la variable aleatoria £. No obstante, sin
pérdida de generalidad, se puede asumir que la incertidumbre reside exclusivamente en la
funcion objetivo o, alternativamente, s6lo en la matriz de restricciones. Veamos con més
detalle como se justifica cada caso.

En primer lugar, con el objetivo de concentrar la incertidumbre del problema (LP¢)
en la matriz de restricciones, veamos que dicho problema es equivalente a:

s.a. c(&)x <W (LP2)
Az —b(€) <0
xz > 0.

Por un lado, hemos trasladado b(§) al miembro izquierdo de la desigualdad. Por otro lado,
hemos reformulado la funcién objetivo mediante una variable auxiliar W que actia como
cota superior para ¢(§)'x. Incluyendo la restriccion ¢(§)'z < W, aseguramos que W tome
un valor mayor o igual que el coste efectivo ¢(§) x. Como se estd minimizando W, en el
6ptimo no es eficiente mantener W > ¢(§)'z, ya que podriamos reducir W sin violar la
factibilidad. Por tanto, en el 6ptimo se cumple necesariamente que W = ¢(&£)'x. Asi, (LP¢)
y (LPg‘) son equivalentes, pues comparten el mismo conjunto de soluciones 6ptimas. De
este modo, toda la dependencia respecto a £ queda encapsulada en los coeficientes de las
restricciones.

En segundo lugar, para concentrar la incertidumbre inicamente en la funcién objetivo,
basta con observar que la solucién éptima del problema (LP¢) coincide con el limite de la
sucesion de soluciones de problemas penalizados de la forma, [7]:

min {c(¢)'s + s 6(x)} (LPg)

donde {si}r>1 es una sucesion creciente de constantes positivas tal que s — ooy ¢ :
R™ — R, es una funciéon continua que se anula si y solo si x es factible para (LP;), es
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decir, si  verifica A(§)x < b(&) para todo £ € Zy x > 0. A este tipo de funciones se las
denomina funciones de penalizacion.

Veamos que (LP¢) y (LP§) son equivalentes con més detalle: en el problema (LP§),
se minimiza la expresion c¢(§)'z + sg ¢(z). A medida que s — oo, cualquier solucion no
factible (es decir, tal que ¢(x) > 0) queda asociada a un valor objetivo cada vez mayor.
En consecuencia, la sucesion de soluciones 6ptimas zj, de los problemas penalizados (LP§)
tiende a aproximarse al conjunto factible del problema original (LP¢). De hecho, si z
no fuese factible en el limite, entonces ¢(x;) > 0, y dado que s, — oo, el término de
penalizacion sy ¢(zx) también tenderia a infinito, y con ellos, la funciéon objetivo. En
consecuencia, r, no podria ser 6ptimo. Ademés, entre los puntos factibles, el término
de penalizacion se anula, de modo que el problema penalizado coincide con el problema
original. Por tanto, si #* es un punto limite de la sucesion de soluciones de (LPE), Tk,
se garantiza que x* es factible y, al mismo tiempo, minimiza c¢(§)'z dentro del conjunto
factible. Es decir, z* es solucién 6ptima del problema original (LPg).

Por otro lado, si z* es solucién 6ptima de (LP¢), entonces x* es, en particular, factible,
lo que implica que ¢(z*) = 0. En ese caso, las funciones objetivo de (LP¢) y (LP§)
coincidirfan, por lo que z* también es 6ptimo de (LPg).

Con todas estas convenciones y explicaciones expuestas, podemos comenzar con las
metodologias para aproximar el problema (LP¢). A continuacion, en el Capitulo 1, vemos
la primera de ellas, la programacion estocastica.



Capitulo 1

Programacion estocastica

Historicamente, la programacion estocastica comenzo a desarrollarse a mediados del
siglo XX, impulsada por la necesidad de tomar decisiones 6ptimas en contextos inciertos.
Uno de los trabajos fundacionales fue el de George Dantzig, quien propuso en 1955 un mo-
delo de programacion lineal bajo incertidumbre en dos etapas, [8]. Poco después, William
Orchard-Hays contribuy6 a su formalizacién computacional. Andras Prékopa introdujo
mas adelante los modelos con restricciones probabilisticas, ampliando notablemente el
ambito de aplicacion, [9]. Por su parte, Ralph Tyrer Rockafellar, y Roger Jean-Baptiste
Robert Wets, desarrollaron un marco tedrico basado en analisis convexo y teoria de la
medida que permitié avanzar en la formulacion y resolucion numérica de estos problemas,
[10].

La programacion estocastica se ha consolidado como una herramienta eficaz en nume-
rosos contextos donde la incertidumbre desempena un papel crucial. Entre sus aplicaciones
mas destacadas se encuentran la gestion de la cadena de suministro, la planificacién ener-
gética, la optimizacion de carteras financieras y la asignaciéon de recursos en el sector salud
[11]. En todos estos casos, su capacidad para modelar decisiones bajo incertidumbre ha
contribuido significativamente a mejorar tanto la eficiencia operativa como la resiliencia
de los sistemas.

En el caso de un problema de programacion estocastica cuya incertidumbre se con-
centra tnicamente en la funcién objetivo (suposiciéon que, como se vio en la Introduccion,
no conlleva pérdida de generalidad), la formulacién estandar busca minimizar el valor
esperado de la misma. De manera formal, este tipo de problema puede escribirse como:

min - Ep [e(&) z]

s.a. Ar <b (SP)
x>0

donde Ep denota la esperanza de la variable aleatoria f(z,&) = ¢(§)'x con respecto a la
medida de probabilidad P. En adelante, también escribiremos esta esperanza como E o
E¢, cuando no haya riesgo de ambigiiedad. El objetivo es encontrar una solucion 6ptima
x* dentro del conjunto factible X que minimice el valor esperado de la funcién objetivo,
teniendo en cuenta los posibles escenarios de incertidumbre representados por &.

La primera cuestion de fondo respecto al modelo (SP), que puede surgirnos es: jtiene
sentido considerar este problema? Es decir, jtiene sentido considerar la esperanza como
medida de riesgo? La respuesta es si y tiene su justificacion en la Ley de los Grandes
Nuameros (LGN), [12]. Los enunciados de sus versiones débil y fuerte se presentan en los
Teoremas 3 y 4 del Apéndice A. Este resultado garantiza que, si se resolviera el mismo

10
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problema bajo la misma distribucién de probabilidad un nimero indefinido de veces, la
solucion del modelo (SP) proporcionaria, en promedio, el mejor resultado posible.

Profundicemos en esta idea. Sean &,&,, ..., &,y variables aleatorias independientes e
idénticamente distribuidas (i.i.d.) con distribuciéon de probabilidad P. A partir de ahora,
por simplicidad, denotaremos por £, € R? a cada muestra de &, reservando la letra /¢
para indexarlas. Entonces, para un x fijo, la evaluacién de la funcién objetivo también
constituye una muestra aleatoria de N elementos, f, := f(z0,&,), £ =1,..., N. Entonces,
de acuerdo con la Ley de los Grandes Numeros (LGN), se tiene que

i+ fat -+ fn N—o0
N

E[f,

donde E|[f] representa el valor esperado verdadero de la distribucion de probabilidad que
genera los valores de f(xg, ). Cabe destacar que la convergencia puede ser casi segura o
en probabilidad, segiin se aplique la version fuerte o débil de la LGN. Con este argumento
tenemos que:

Hlxl/n f<x7€1) + N+f($7€N>

es equivalente en términos de convergencia a minE[f(z,&)]
xT

Veamos un ejemplo para ilustrar esto mejor.

Ejemplo 2. Consideremos la funcion objetivo del Ejemplo 1,

f(l’l,l'g) = —T1 — 41['2

Asumamos ahora que el coeficiente de la variable x1 es incierto, es decir:

f(xla I2,§) =&xy — 4as.

Ademds, supongamos que x es fijo al valor xg = (1,1) y que & sigue una distribucion
uniforme en [0,10], es decir, & ~ U(0,10). Entonces, tenemos que

f($07€) 25_4

Elf (w0, )] = El§ — 4] = B[] ~4 = =~ —4=5—4=1
donde la sequnda iqualdad se debe a la linealidad de la esperanza y la tercera se da porque la
esperanza de una distribucion uniforme en un intervalo de extremos a y b se calcula como
el punto medio de dicho intervalo. Por tanto, si extraemos aleatoriamente una muestra
independiente idénticamente distribuida (i.i.d) de &, tendremos también una muestra de
f(xo, &) cuya media debe ser 1 de acuerdo a la LGN.

Con el fin de ilustrarlo grifica y numericamente, se ha realizado un experimento repre-
sentado en la Figura 2, tomando N wvalores de € ~ U(0,10), con N € {10°: i =1,...,5}.
La linea roja continua de esta figura denota el valor medio tedrico, E[f(xo,§)], que en
este caso es 1, mientras que la linea azul discontinua representa el valor medio estimado,

évzl % Se puede observar que, efectivamente, a medida que N — oo, el valor medio
estimado converge al teorico.
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Figura 2: Convergencia del valor medio estimado al valor medio teérico.

Asi, considerar la esperanza como criterio de optimizacion se justifica: garantiza el
mejor rendimiento medio cuando el problema se repite multiples veces bajo la misma
distribucion.

No obstante, existen otras medidas de riesgo que se pueden considerar en lugar de la
esperanza, como la varianza, el valor en riesgo ( Value-at-Risk, VaR) o el valor en riesgo
condicional (Conditional Value-at-Risk, CVaR), que permiten capturar distintos aspectos
del comportamiento bajo incertidumbre. Para méas informacién sobre estas medidas de
riesgo se recomienda consultar [6].

Aunque la formulacion matematica de (SP) es de caracter general, resulta fundamental
acompanarla de un ejemplo practico que ilustre con claridad su utilidad. En el caso que se
presenta a continuacion, se muestra como un modelo de programacion estocastica permite
abordar un problema inicialmente intratable debido a la incertidumbre &, reformulandolo
como un problema del tipo (LP).

Ejemplo 3. En este ejemplo vamos a ayudar a Paco, dueno de un restaurante famoso
de Madlaga, a maximizar las ganancias obtenidas con la venta de su plato estrella: la
ensaladilla rusa. Para ello, debe decidir cudnta cantidad preparar para el fin de semana.
Sean x1, x9 las raciones de ensaladilla rusa que Paco planea preparar el viernes por la
manana y el sabado por la manana, respectivamente.

Sabemos que el viernes hay una alta demanda de ensaladilla rusa, por lo que toda
la cantidad que Paco prepare se venderd, obteniendo una ganancia de 25€ por kg. No
obstante, el sabado existe incertidumbre en la demanda, debido a la meteorologia, y Paco
podria incurrir en pérdidas. Mds concretamente, si llueve, la mayoria de ensaladilla que
se prepara no se vende, generando una pérdida de 23€ por kg, mientras que si hace sol,
se vende toda la cantidad preparada, generando una ganancia de 27€ por kg. Sea p la
probabilidad de que haga sol el sabado. Entonces, si & es la variable aleatoria que modela
la meteorologia del sabado, tenemos que & ~ Be(p), y la utilidad por kg el sabado se modela
como:
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)23 51§ =0 (lluvia),
o) = {—27 si & =1 (sol).

La funcion objetivo del problema de optimizacion a resolver para ayudar a Paco queda
formulada como:

—25x1 + (&) xs.

Ademds, Paco se enfrenta a wvarias restricciones operativas. En particular, dispone de
patatas para preparar como mdximo 300kg de ensaladilla rusa. Asimismo, cuenta con
personal para elaborar, como mucho, 50kg el viernes y 40kg el sabado. Teniendo en cuenta
estas limitaciones, el modelo estocdstico se expresa como:

min -~ — 2521 + ¢(§)x2

1,2
s.a.  x1+ 29 < 300,
1 < 50
T9 < 40

r1, T9 > 0

Dado que no conocemos el valor exacto de la funcion objetivo (al depender de ), el proble-
ma no puede resolverse de forma determinista. Sin embargo, si conocemos la distribucion
de &, y si Paco desea obtener el mejor valor esperado, entonces el problema se formula
como un problema del tipo (SP):

min = E[—25z; 4 ¢(§)xs]

@1, o
s.a. T1+ xy <300
x1 < 50
T9 < 40

x1, Tog >0

Supongamos que la probabilidad de que haga sol es de 0.4, es decir, p = 0.4. Entonces,
Elc(€)] =(1—p)-23+p-(—27) =0.6-2340.4-(—27) = 13.8 — 10.8 = 3, y el problema
estocdstico original se reduce a un problema de programacion lineal determinista de la
forma (LP):

min  — 25z + 31,

T1,x2

s.a. x1+ 1o <300
1 < 50 (1.1)
) < 40
T1, T2 Z 0.

La solucion doptima se alcanza en x7 = 50, x5 = 0, es decir, Paco decide producir inica-
mente el viernes, agotando la capacidad disponible de personal ese dia y evitando riesgos
asociados a la incertidumbre meteoroldgica del sdbado. El valor éptimo de la funcion ob-
jetivo es —25 - 50+ 3 -0 = —1250, que se traduce en una ganancia de 1250€

En conclusion, este ejemplo ilustra como, gracias a la programacion estocastica, po-
demos resolver problemas que antes resultaban intratables debido a la incertidumbre.
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Una vez introducida la teoria esencial de la programacion estocastica y presentado
un ejemplo préactico de su implementacion, conviene senalar que su aplicaciéon directa en
entornos reales presenta tres debilidades fundamentales:

1. Complejidad computacional. Calcular la esperanza exacta (a menudo expresada
como una integral multidimensional) suele ser intratable en la préctica.

2. Falta de realismo temporal. En la mayoria de los problemas reales, las decisiones
no se toman integramente antes de que se revele la incertidumbre, sino que pueden
posponerse y ajustarse conforme se dispone de nueva informacion.

3. Insuficiente aversiéon al riesgo. Minimizar la esperanza del coste o maximizar
la ganancia esperada no tiene en cuenta la posibilidad de eventos extremos, lo que
puede conducir a soluciones poco robustas frente a escenarios adversos.

En las secciones y capitulos siguientes analizaremos cada una de estas limitaciones y
presentaremos las extensiones mas habituales en la literatura que permiten abordarlas.
En concreto:

= A continuacion, se presenta la técnica de Aproximacion por Promedio de Muestras,
ampliamente utilizada para aproximar la esperanza mediante la media muestral.

= Posteriormente, se estudia la programacion estocdstica en dos etapas y multietapa,
que introduce decisiones adaptativas y permite resolver la falta de realismo temporal.

= Finalmente, en el Capitulo 2 se analiza la optimizacion robusta, una metodologia
que incorpora explicitamente los eventos extremos en el proceso de decision.

Comenzamos, por tanto, con el estudio de la Aproximacion por Promedio de Muestras.

1. Aproximaciéon por Promedio de Muestras (SAA)

La “Aproximacion por Promedio de Muestras” (Sample Average Approzimation (SAA)
en inglés), es un método que aproxima la esperanza matemaética de la funcién objetivo me-
diante su media muestral. Méas formalmente, el método reemplaza el problema estocéstico
original (SP) por el siguiente problema deterministico:

1 N
min > f(r.8)
(=1 (SAA)
s.a. Ax <b
x>0

donde cada &, representa una muestra independiente del vector aleatorio £, que, recorde-
mos, modela la incertidumbre inherente en el problema. A medida que N crece, la media
muestral tiende a aproximarse a la verdadera esperanza de la funcién objetivo, ofreciendo
una representacion cada vez méas precisa del problema original. Esta propiedad es clave,
pues garantiza que, bajo condiciones razonables [6], la sucesion de soluciones z7};, donde
cada x7% es la solucion optima del problema (SAA) con N muestras, converge con alta
probabilidad a una solucién 6ptima del problema verdadero z* cuando N — oo.
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A continuacién ilustramos el uso del método SAA y su comportamiento de conver-
gencia mediante un ejemplo, [13]. Se ha elegido una version del clasico problema del
vendedor de periddicos (también conocido como newsvendor problem, por su nombre en
inglés), [14, 15|, cuya solucion tedrica es conocida, lo que permite comparar los resulta-
dos del estimador SAA con el valor 6ptimo real. Para facilitar la representacion grafica,
consideraremos una tnica variable de decision x.

Ejemplo 4. En este ejemplo vamos a ayudar a Paco a determinar la cantidad x de
postres a preparar para mazimizar las ganancias esperadas. Cada unidad vendida genera
un ingreso de r = 8 €, mientras que el coste de produccion por unidad es de k = 5€. Si
sobra producto, este puede venderse a una cafeteria vecina por un precio de liquidacion de
v = 4€. Pero de nuevo, Paco se enfrenta a incertidumbre en la demanda &, que sabemos
que sigue una distribucion exponencial de media 10, es decir, & ~ Exp(0.1). Dado esto,
el modelo que se busca resolver para ayudar a Paco es:

min  E[kz —r -min{z,{} — v méx{z — & 0}] (1.2)

zeX

donde X = R*. Como hemos comentado, este problema es una versién del cldsico pro-
blema del newsvendor, cuya solucion tedrica x* se sabe que ha de cumplir, [13]:

r—k

T —v

F(z*) =

donde F es la funcion de distribucion de . Aplicando esta expresion a nuestro caso, se

obtiene que:
8—5 3
Flz*)= —— =% *— FH0.75).
(%) s 1-1>% (0.75)

En este caso, como & ~ Exp(0.1), entonces
Fa*)=1—-e™ =1- e ® /10,

Por tanto:

1
2" =~ log(1 — 0.75) = —10 - log(0.25) ~ 13.86.

Por tanto, el numero dptimo de postres a preparar es aproximadamente 14.
Veamos cudl es la solucion que obtenemos si aplicamos el método SAA al proble-
a (1.2). Para ello, generamos una muestra de tamano N de la distribucion Ezp(0.1),
denotada por {&€,,&,, ..., En}. Queremos ver que la sucesion de soluciones dptimas de los
problemas aprorimados

WE

min —

i [kx —r -min{z,&,} — v -max{x — &,,0}] (1.3)

(=1

converge hacia la solucion x* obtenida anteriormente.
Como se observa en la Figura 3, donde se representan, mediante lineas discontinuas
de distintos colores, las funciones empiricas

Z [kx —r-min{z,&,} — v -max{x — &,,0}], x€][0,40] (1.4)

1

1 N
N
=
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correspondientes a diferentes tamanos de muestra N, N € {10°, i = 1,...,5}, y mediante
una linea continua roja la esperanza de la funcion objetivo verdadera:

E[f(z,&)] :=E[kx —r-min(x,§) — v-max(x — &,0)], (1.5)

vemos que las funciones empiricas (1.4) convergen puntualmente hacia la funcion verda-
dera (1.5) a medida que N — oo. Para calcular la expresion (1.5), se ha usado que, para
cada x > 0 se verifica que, [16]:

E[min(§, x)] = /w [1— Fe(t)] dt,
0
donde F¢ es la funcion de distribucion de &. Si & ~ Exp(#) con 0 = 0.1, entonces:
Blmin(e.) = [ i = [0
= 90(1 —e %) =10 (1 — /")
Ademds, se ha usado la identidad:
méx{z — &, 0} = x — min{z, £},
que se comprueba distinguiendo los casos € < x y & > x:
w Si & <z, entonces min{x, &} =&, y:

r—min{z,{} = — § = max{z — £ 0}.

» Si & >z, entonces min{x, &} = x, y:

r—min{z,{} =2 — 2 =0 =max{zr — £, 0}.

Sustituyendo en (1.5) los valores k =5, r =8 y v =4 obtenemos que

E[f(x,f)] =5x—8-10 (1 — e_w/lo) —4 (x —10 (1 _ e—x/lO))

=z —40 (1 — e_x/lo) (1.6)

Ademds, en la Figura 4 se ha representado, en el eje de abcisas el tamano de la muestra
y en el eje de ordenadas la solucion del problema aproximado (1.3). Se observa también
que la sucesion de soluciones dptimas obtenidas mediante el método SAA, x%, converge
efectivamente a la solucion tedrica x* del problema original.

A pesar de su simplicidad, el método SAA es una herramienta ampliamente utilizada
en programacion estocéstica, debido a sus buenas propiedades tedricas, cuando N — oc.

El principal inconveniente aparece cuando el tamano de la muestra N es pequeno, ya
que en ese caso, la calidad de la aproximacion se ve comprometida, lo que introduce varias
desventajas.
Una de las mas destacadas es la maldicion del optimizador (optimizer’s curse en inglés),
[17], que se refiere al hecho de que, debido a que empleamos una muestra finita, el modelo
puede sesgarse hacia la representacion de dicha muestra en lugar de capturar la estructura
subyacente de la distribucion verdadera de £. Esto genera una tendencia hacia soluciones
suboptimas cuando las comparamos con la solucién verdadera.
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Figura 3: Aproximacion de la funcion E[f(z, £)] mediante SAA para distintos tamanos de
muestra.
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Figura 4: Convergencia de z*%;, hacia z* al aumentar el tamano de la muestra.
N

Veamos esto con més detalle. Supongamos que P es la verdadera distribucion gene-
radora de datos y que &, son muestras independientes obtenidas de P, es decir, £, ~ P
donde ¢ € {1,2,...,N}. . El valor objetivo resultante de un problema de optimizacion
empirica (SAA) se define como:

ZN(€177€ _gél)r(l _fogf lgél;r(l ]FN(fEaS) (17)
donde € = (&1,...,€N), X es el conjunto de posibles soluciones y f(x,&,) es la funcion

objetivo asociada con la solucién z y a un elemento de la muestra {£,}2,. Denotemos
por PV la distribucién conjunta de las muestras £, €,, ..., &y. Entonces, para cualquier
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xr € X, se cumple, [18]:

Epv [Zn(&1, .-+ €n)] = Epn mm—Zf z, &) ]

S]EIPN %Zf('r7£€)] = %ZEP [f(xaéé)] :EP [f(x7§)]

donde en la tltima igualdad desaparece el subindice de la esperanza porque los datos
&, ..., &y son independientes e idénticamente distribuidos (i.i.d.).
Como se cumple que

Eon [Zx(€y, ... Ex)] < Es[f(z,6)] Vae€ X,

se concluye que, [18] :

N
Bon (Z3(61,- &) = Eon |min > f(a, ) ] < min By [/(.6)]
(=1
es decir,
o | (0, < mipBe (e, 6) (00501

En este contexto, se concluye que la esperanza del valor objetivo empirico es siempre
menor o igual que la esperanza del valor verdadero de la funcién objetivo: esta es la
llamada maldicion del optimizador.

Nota: En la Figura 3 puede observarse que, en algunos puntos de algunas muestras de
tamano N, la funcién empirica se sittia por encima de la verdadera, mientras que para
otras se encuentra por debajo. Esto no contradice la desigualdad (OCga4), ya que dicha
desigualdad indica que, en promedio, el valor 6ptimo estimado mediante (SAA) tiende a
subestimar el valor 6ptimo real. Es decir, se cumple que:

YNEN, E {m;g fN<x,s>] < min Bl (r.)].

Pero no se cumple que:

Vz € X, E[fn(z,€)] < E[f(z,)].

Para ilustrar este fenomeno, retomamos el Ejemplo 4. Se ha realizado un experimento nu-
mérico considerando distintos tamarnos de muestra {£,,...,&€x}, N € {10, 30, 100, 300, 103}
(no se ha llegado hasta N = 10° como en experimentos previos por limitaciones compu-
tacionales). Fijado un tamano de muestra N, se generan M = 500 réplicas independientes,
esto es, 500 conjuntos distintos de N muestras i.i.d. de &. Sobre cada conjunto se resuel-
ve el problema de optimizacion (1.3), obteniéndose en total, para dicho N, 500 valores
6ptimos aproximados.

N
4 1 . .
Z3 = min NZ[k:x—%min{x, &} —v-méx{z —&,0}], j=1,...,M.

(=1
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En la Figura 5, los puntos azules representan la media
1 o=,
In=+; >z
j=1

para cada N, mientras que las barras verticales azules indican la desviacion tipica:

1 &
N = M;(va—ZN)Q-

La linea roja muestra el valor esperado tedrico:
E[Z*] = E[kz™ —r min{z", £} — v max{z" — £, 0}]
=12" —40(1 — e™™/1%) = 13.86 — 40 + 40e*#/10 ~ —16.14

donde x* = 13.86 es el nimero 6ptimo de postres a preparar:

—10 T
12| B
14| B
—16
—18 s .
—20| B

T
——i

>

|

=22 —eo— Media de Zy |
o4 | — 7" =-16.14

| | |
10 30 100 300 1000
Tamano de muestra N

Figura 5: Media y desviacion tipica de 500 réplicas de Zy para distintos N frente al valor
esperado teodrico Z*.

Se observa que, para tamafios de muestra pequeios, Zy se sitta por debajo del valor
verdadero E[Z*] lo que refleja la presencia de la maldicion del optimizador. No obstante, a
partir de N = 300, la diferencia entre Zy y el valor teérico esperado se vuelve despreciable,
indicando la convergencia del estimador.

Pese a este sesgo inicial, el enfoque SAA constituye una herramienta de gran utili-
dad ya que permite aproximar problemas de optimizacion estocastica a partir de datos
muestrales, sin requerir conocimiento explicito de la distribucién subyacente. Su simpli-
cidad y la posibilidad de aplicar técnicas deterministas lo convierten en una metodologia
ampliamente utilizada en la practica.

A continuacién, abordamos el caso en que las decisiones se toman de forma secuencial
en el tiempo, adaptandose a la informaciéon que se va revelando. Para ello, extendemos
el marco de la programacion estocastica hacia formulaciones multietapa, que modelan
explicitamente la dindmica temporal de la incertidumbre y la estructura recursiva de las
decisiones.
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2. Programacion estocastica con decisiones en el tiem-
po

Para superar la segunda limitacién del modelo (SP), introducimos la programacién
estocastica multietapa, un marco en el que el proceso de decisién se estructura a
lo largo de varios instantes temporales, y cada acciéon puede tomarse en funciéon de la
informacion disponible hasta ese momento.

Comenzaremos con el caso de dos etapas, presentado en la Seccién 2.1, suficiente para
ilustrar la logica del recurso y los elementos fundamentales del modelo. Posteriormente,
en la Seccion 2.2 generalizaremos el esquema a un niimero arbitrario de etapas, reflejando
mejor la naturaleza secuencial de muchos problemas reales.

2.1. Programacion estocastica de dos etapas

La programacion estocastica de dos etapas se aplica a problemas en los que las deci-
siones deben tomarse en dos momentos distintos: una primera decision z! here-and-now,
o, de aqui y ahora que se adopta antes de conocer la incertidumbre, y una segunda de-
cision x?(€) wait-and-see, o, de espera y observacion que se toma una vez observada la
realizacion de un vector aleatorio £&. Como se indico al comienzo del capitulo, dicho vector
modeliza la incertidumbre presente en el problema. En la literatura es habitual emplear
la misma notaciéon & tanto para el vector aleatorio como para una de sus realizaciones
concretas (llamadas también escenarios), siendo el significado preciso deducible a partir
del contexto. En este trabajo se adoptara esa misma convencion notacional.

La diferencia esencial entre ambos tipos de decisiones radica en el momento en que se
toman. El proceso temporal puede resumirse en la siguiente secuencia:

1. Se adopta la decision de primera etapa x';
2. Se revela la incertidumbre &;

3. Se adopta la decision de segunda etapa z%(€).

El esquema de decisiones descrito anteriormente puede visualizarse de manera intuitiva
mediante un drbol de escenarios, [19], como el que se muestra en la Figura 6, donde se
representa un proceso de decisiéon con dos posibles realizaciones del vector aleatorio &: &;
y &2

Graficamente, un arbol de escenarios estd compuesto por un conjunto de nodos y
ramas. Los nodos representan los distintos estados del problema en momentos concretos,
es decir, los puntos en los que se toman decisiones. Cada nodo tiene un tinico predecesor
y puede tener varios sucesores. El primer nodo se denomina raiz y corresponde al inicio
del horizonte de planificaciéon. En este nodo se adoptan las decisiones de primera etapa
xl.

Los nodos conectados directamente con la raiz son los nodos de segunda etapa, que
representan los puntos en los que se adoptan las decisiones wait-and-see o de espera y
observacion. En un problema de dos etapas, el niimero de nodos de segunda etapa coincide
con el niimero de escenarios considerados y reciben el nombre de hojas. Las ramas del arbol
representan las distintas posibles realizaciones del vector aleatorio &, capturando asi la
evolucion de la incertidumbre a lo largo del proceso de decision.
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Nodo raiz
Decisién de primera etapa

zl

Rama Rama

Nodo hoja Nodo hoja
Decisién de segunda etapa Decisién de segunda etapa

z2(&1) z2(&2)

Figura 6: Representacion vertical de un arbol de escenarios con dos etapas y dos posibles
realizaciones para la incertidumbre &.

La formulacion estandar de este modelo viene dada por (SP2). Notese que hemos eliminado
la notacién de traspuestas para simplificar notacion.

min  clzt + E, [Q(xl, f)}

s.a. Azt <° (SP2)
x>0

donde Q(x!,€) se define V¢ € Z como:
Q') = min ()

sa. A€ '+ AN(E)2® < BL(E) (5P2¢)
22 >0

En esta formulacion, c'z! representa el coste determinista asociado a las decisiones de
primera etapa. El término E¢[Q(z!, £)] corresponde al valor esperado del coste adicional
que implica adaptarse a cada posible escenario £ mediante las decisiones de segunda etapa.
La funciéon Q(z!, &) incluye este coste de recurso, resolviendo un problema paramétrico
condicionado tanto al escenario como a la decisién previa .

Las restricciones deterministas de primera etapa se expresan como A%z' < %, donde
AV ¢ Rmxm v 0 ¢ R™ siendo ny el niimero de variables de primera etapa y m; el niimero
de restricciones en la primera etapa. Se ha utilizado deliberadamente la notacion A° y
b en lugar de A y b para enfatizar que en este contexto estas matrices hacen referencia
exclusivamente a restricciones que solo involucran a las variables de primera etapa x!.
Ademas, no se ha escrito directamente A' y b' por coherencia con la literatura, donde el
superindice 1 suele reservarse para las restricciones de segunda etapa. En este trabajo se
ha optado por mantener la letra A para las matrices de restricciones y b para los términos
independientes, por su claridad seméntica. Notese que estas restricciones son las tnicas
del modelo que no dependen de la incertidumbre.

Por otro lado, las restricciones de segunda etapa se dan por Af(&)x! + AL(&)x?(€) <
bL(€), con Al(€) € Rm2xm Al(¢) € Rm2xm2 pl(€) € R™ y 22(£) € R™, donde ny es el
ntmero de variables de segunda etapa y ms el ntimero de restricciones de segunda etapa.
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Estas restricciones enlazan ambas etapas y dependen directamente de la realizacion del
vector aleatorio £, asf como de la decisién de primera etapa, .

Cuando el conjunto de escenarios = es discreto y finito, el modelo estocastico de
dos etapas puede reformularse como un problema determinista de gran escala, conocido
como Deterministic Equivalent Formulation (DEF). Esta reformulacion permite escribir
de forma explicita la esperanza matemaética como una suma finita ponderada de los costes,
afectando tanto a la funcién objetivo como a las restricciones.

Para ello, se introduce una copia independiente de las variables de segunda etapa para
cada posible escenario &, con k = 1,..., K, denotadas por 2%(,) = z2. La probabilidad
de cada escenario se representa como 7, = P(§ = &).

De esta forma, la funcién objetivo se obtiene sustituyendo la esperanza por la suma
ponderada de costes sobre cada escenario:

K
clal + Zwk (&)
k=1

Las restricciones de segunda etapa también se particularizan por escenario y estan aco-
pladas tinicamente a través de z', que debe ser idéntica en todos ellos al haberse fijado
antes de la observacion de &:

AL(&)at + AL(&)at < b &), Vek=1,... K.

A partir de esta estructura, se obtiene el siguiente modelo determinista equivalente:

K
min cla' + Z T - (&) T}

zl, 22, 2% 1
S.a. Aoﬂfl S bo (SP2DEF)

Al (&)t + Ay(&e)ay < b1 (&), Vk=1,... K
ot >0, ;>0 Vk=1,...,K

Al igual que en la formulacién general, el objetivo es encontrar una politica de decision
que minimice el coste total esperado, asegurando la factibilidad tanto antes como después
de la revelacion de la incertidumbre. Notese que en este caso se minimizan explicitamente
las variables z! y 22, a diferencia del modelo (SP2), donde tinicamente se optimiza de
forma explicita la variable z?.

Llegados a este punto, cabe preguntarse como se resolveria el modelo (SP2) si £ tiene
una distribucién continua, un soporte infinito, o ambas cosas. En estos casos, lo que se
suele hacer en la practica es recurrir al método de aproximacion por muestreo (SAA), que
ya presentamos en la secciéon anterior para el caso de una sola etapa.

El procedimiento para aplicar SAA guarda similitudes con el seguido para obtener la
formulacion (SP2pgr), con la salvedad de que, en lugar de considerar el conjunto completo
de posibles realizaciones de £, se trabaja con una muestra finita extraida de su distribucion,
£= {517”'7€N}‘

En primer lugar, para cada &,, con £ € {1,..., N}, se introduce una copia indepen-
diente de la variable de segunda etapa, x(£,). En este caso mantenemos explicita la
dependencia de x? respecto a &, para diferenciarla con el modelo (SP2ppr) v enfatizar
que se trata de una realizacion concreta de una muestra de &.

En segundo lugar, sustituimos la esperanza E [Q(xl, £ )} por su version empirica:
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N
E[Q(x! Z (&) 2* (&),
Z:

y, particularizando las restricciones para cada muestra &, € £, el modelo (SP2) se aproxima
mediante el siguiente problema determinista:

min
xlv $2(€1),...,CE2(£N)

2*(&,)

TTMz

s.a. Azt < b0 (SP2544)

Aj(&)z + Aj(&,)x? (&) <b'(&), VI=1,...,N
ot >0, 2%(&) >0, W=1,...,N

Asi, mediante SAA podemos tratar (SP2) también cuando la incertidumbre sigue una
variable aleatoria continua o tiene soporte infinito.

Una vez introducida la formulacién general del modelo estocastico junto con dos va-
riantes clave para su resolucion (la formulacion empirica y la aproximacion por muestreo),
presentamos una variante del Ejemplo 3, con los siguientes objetivos:

= Mostrar como se aplica en la practica un modelo de programacion estocastica en
dos etapas.

= Comparar esta aproximacion con la resolucion del problema suponiendo tinicamente
uno de los escenarios posibles (enfoque determinista ingenuo).

= Compararla también con la resoluciéon mediante una programacion estocéstica es-
tandar (de una sola etapa), que optimiza la funcion objetivo esperada sin distinguir
decisiones por escenario, vista en la Seccion 1.

Ejemplo 5. Como hemos comentado antes, retomemos el Ejemplo 3, pero esta vez, re-
nombramos las variables de decision x1 y x5 por ' y x?. El problema de optimizacion a
resolver para ayudar a Paco se expresa como:

min - 252" + () - 2

s.a. x' 4 22 <300
2! <50 (1.8)
z® <40
2t 22 >0

donde & ~ Be(p) conp =04, y

)23 si&=0 (lluvia),
&) = {—27 si&=1 (sol).

Asumamos también que la actitud de Paco es optimista y supone que siempre se da el
mejor caso posible (es decir, siempre hace sol (€ = 1), y por tanto c(§) = —27). Entonces,
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ayudar a Paco es equivalente a resolver el problema de tipo (LP):

r{n'r% — 25zt — 2722
s.a. xt 4+ 22 <300
' < 50
2 < 40
:El, 22>0

La solucion dptima es x*' = 50, 2** = 40, con un valor objetivo de —2330. Sin embargo,
st esta solucion se aplica sistemdticamente en todos los escenarios, el valor esperado real
que se obtiene es:

Creat = =25 -2 +P(E=10)-23- 22 +P(¢E=1)-(-27) - 2™
= —25-50+0.6-23-40 + 0.4 - (—27) - 40 = —1130.

En cambio, si Paco se levanta pesimista, y aplica sistemdticamente la solucion obtenida
para el caso mds desfavorable, que se da cuando & = 0, estaria resolviendo el siguiente
problema determinista:

min  — 25z 4 2322,

zl, 22

s.a. b+ 22 <300
z! <50
2% < 40
xl,a:Q >0

La solucion éptima de este problema es x** = 50, 2*2 = 0 con valor objetivo de -1250. Al
aplicar esta solucion en el mundo real, se obtendria un valor objetivo real dado por:

Creat = =25 - 2™ +P(E=0)-23- 22 + P& =1) - (=27) - 2™
=-25-50+0.6-23-0+0.4-(—27)-0= —1250

Pasemos al caso en el que si se tiene en cuenta la incertidumbre y Paco quiere optimizar
el valor esperado, pero no se permite adaptar las decisiones a las realizaciones de la in-
certidumbre. Entonces, retomamos el problema (1.1) cuya solucion optima era x*' = 50,
2*? = 0 con valor objetivo esperado de -1250.

No obstante, si admitimos el caso en que se permite adaptar la decision x2 en funcion de
la realizacion de &, es decir, primero se decide cudnta cantidad de ensaladilla rusa se va a
preparar el viernes, xt, luego se observa la meteorologia del sdbado, y finalmente se decide
cudnta cantidad de ensaladilla rusa, x%, preparar el sdbado, entonces, nos encontramos
ante un problema de programacidn estocdstica de dos etapas del tipo (SP2):

mlin — 25t + Eg[@<$1a 5)]

T

s.a. x' <50
x>0

donde Q(x',€) es, para & € {0,1}:
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Qa',€) = min (&) 2(&)

22(€)
s.a.  x' 4+ 2?(€) < 300
2*(£) <40
7%(§) > 0

Como el espacio de escenarios es finito, = = {0,1}, el problema (1.9) admite una for-
mulacion determinista equivalente del tipo (SP2pgr). En consecuencia, para cada posible
realizacion de la incertidumbre, introducimos el vector completo de decisiones de ajuste,
que en nuestro caso serd de dimension 2,

2 _ (.2 .2
x —(xo,xl),

donde identificamos x2(0) := x3 y 2*(1) := 23, es decir, x3 es la decision que se toma si
E=0,yr?sié=1.

Por tanto, la funcion objetivo quedaria formulada como:
1
—252" + Y P(§ =) c(i)a} = —252" +0.6- 2327 + 0.4 (—2727) = —252" + 13.82F — 10.827.
i=0

Adaptando las restricciones del problema original para cada escenario, el nuevo problema
completo se formula como:

min - 250" + 13.822 — 10.827
T, Th, Ty

s.a. o'+ w3 <300
z' 4+ 27 < 300
z! < 50
r2 < 40
r? < 40

2 2
x 75,27 >0

—

La solucién optima es z*' = 50, xj* = 0, 3% = 40, con un valor esperado de —1682. Esta
solucion debe interpretarse del siguiente modo: si resolvemos el problema de partida (1.8)
infinitas veces, y cada vez que & = 0 elegimos la solucion (z',x3) y cada vez que & = 1
elegimos la solucion (z', %), entonces obtendriamos en promedio el mejor valor objetivo
posible.

Hagamos ahora una comparativa del valor objetivo obtenido utilizando la programacion
estocdastica en dos etapas, de —1682, frente a las otras alternativas expuestas:

» Escenario favorable (£ = 1): si se resuelve tnicamente el escenario optimista
(co = —27) y se aplica su solucidn en todos los escenarios, el valor esperado real
obtenido es de —1250. Es decir, considerar la programacion estocdstica en dos etapas
frente a este enfoque aumenta la funcion objetivo en un

—1682 + 1130

1130 100 = —48.85% (es decir, una disminucion del 48.85 %).
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» Escenario desfavorable (£ =0): si se resuelve inicamente el escenario pesimista
(co = 23) y se aplica su solucion en todos los escenarios, el valor esperado real es
de —1250. En este caso, vemos un aumento de la funcion objetivo en un:

—1682 + 1250

1950 -100 = —34.56 % (es decir, una mejora del 34.56 %).

» Programacion estocdstica: esta estrategia también conduce a un valor esperado
de —1250, por lo que la mejora respecto al modelo completo en dos etapas vuelve a
ser del 34.56 %.

Nota: En este ejemplo, como la solucion que elige la programacion estocéastica coincide
con la del escenario desfavorable, el valor esperado obtenido en ambos casos es el mismo.
Sin embargo, esto no ocurre en general. Por ejemplo, si se anade la restriccion zy + 224 >
100, entonces la programacion estocastica selecciona la misma solucién que en el escenario
favorable.

En resumen, la programacion estocastica en dos etapas permite incorporar explici-
tamente la incertidumbre y adaptar las decisiones de la segunda etapa a la realizacion
observada del escenario. Este enfoque mejora de forma significativa los resultados fren-
te a resolver un tnico escenario de manera aislada y también frente a la programacion
estocéstica tradicional de una sola etapa, ya que aprovecha la flexibilidad de ajustar las
decisiones tras revelarse la incertidumbre. Sin embargo, su alcance es atn limitado, pues
solo contempla una decisién inicial y una tnica correcciéon posterior. En muchos proble-
mas reales, la incertidumbre se revela de manera progresiva en el tiempo, lo que exige
decisiones secuenciales que se adapten dindmicamente a la nueva informacion disponible.
Para capturar esta situacion mas general, introducimos a continuaciéon el marco de la
programacion estocastica multietapa.

2.2. Programacion estocastica multietapa

En esta seccion presentamos la generalizacion natural del modelo de dos etapas al caso
en el que se consideran T’ etapas, es decir, la programacion estocdstica multietapa.

En este contexto, se toman decisiones en 7" momentos distintos, condicionadas a T'— 1
realizaciones del vector de incertidumbre &. Para identificar la etapa en la que se toma
cada decision, utilizamos el superindice: es decir, xt, con t = 1,...,T, denota la decision
tomada en la etapa ¢, mientras que £, con t = 1,...,T — 1, representa la incertidumbre
revelada justo después de tomar zt.

Utilizaremos ademas indistintamente ' para referirnos tanto a la variable aleatoria
que modela la incertidumbre en la etapa ¢, como a su realizaciéon concreta. El significado
quedara claro en cada caso por el contexto. La decision z,t € {2,...,T} depende de las
realizaciones observadas hasta la etapa t — 1, es decir, &', ..., &7, lo que formalmente se
expresa como:

2Bl x o x B s X

donde X' denota el conjunto factible del problema en la etapa t. Para t = 1, el conjunto
factible es determinista y viene dado por A%z! < . En cambio, para t > 2, el conjunto
factible X* depende de la realizacion de la incertidumbre observada hasta la etapa t, es
decir, de £*=Y. En nuestro caso, se define como:

s=1

Xt(g(tfl)) = {xt c R™

t
SO ATHE) 2t <HIEY), o 2 o}
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donde AX1(¢0-D) ¢ Rmxns y pt=1(¢@-1) ¢ R™ para cada s = 1,...,t, siendo my
el nimero de restricciones en la etapa t y ng el nimero de variables de decisién en la
etapa s. Para abreviar notacion antes de presentar la formulacion general del problema,
denotaremos por £ al historial observado de la incertidumbre hasta la etapa t, es decir:

€W .= (gt ...

De forma analoga, representaremos por x®, z®(£¢=1D) o (¢! . €71) al vector de
decisiones tomadas hasta la etapa t. Es decir, z® = (2!, 22(&Y), ..., 2(&, ..., 7).
Notese que, con esta notacion: () = z' y €M) = ¢ En lo que respecta al proceso de
decision, este se estructura segun el siguiente esquema, [19]:

Se adopta la decision de primera etapa z?.

Se revela la incertidumbre de la primera etapa £*.

Se toma la decision de segunda etapa z%(£!), adaptada a la realizacion observada.

Se revela la incertidumbre de la segunda etapa £2.

Se revela la incertidumbre de la etapa 7T—1 £7~1,
» Finalmente, se toma la decision de la tltima etapa z7 (¢4, ..., T71).

Este marco de decisiones puede representarse de forma intuitiva mediante un arbol de
escenarios, como el mostrado en la Figura 7, que ilustra un ejemplo de problema con
tres etapas, donde las variables de decisién son z!, 22, 23, todas unidimensionales.

El nodo inicial corresponde a la etapa 1, en la que se toma la decision inicial 2!, antes
de que se revele ninguna informacién sobre la incertidumbre. A continuacion, se observa
la realizacion de la variable aleatoria £!, que en este ejemplo es ! ~ Be(p;), representada
en el arbol mediante rectangulos discontinuos.

Cada posible realizacion de £! conduce a un nuevo nodo en el que se toma la decision z2.
Tras ello, se realiza la incertidumbre de segunda etapa £2 ~ Be(p), también representada
mediante rectangulos discontinuos, y se procede a tomar la decisién final 22, ya en la
tercera etapa.

Cada trayectoria desde la raiz hasta una hoja representa un escenario completo, es
decir, una secuencia particular de realizaciones de la incertidumbre y decisiones asociadas.
Este esquema se repetiria sucesivamente en problemas con un mayor nimero de etapas.
El nimero total de nodos en la etapa final coincide con el ntimero total de escenarios
posibles, que en este ejemplo es |2 x |[2?| = 2.2 = 4. A estos nodos terminales se les
denomina hojas.
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Nodo raiz
Decisién de primera etapa
1

| Rama ! | Rama !
I Escenario ¢1 = 5% I I Escenario ¢1 = E% I
\ ] t /
Nodo Nodo
Decisién de segunda etapa Decisién de segunda etapa

| Rama n Rama ! | Rama n Rama
I Escenario £2 = ¢2 N Escenario ¢2 = ¢2 ‘ I Escenario £2 = ¢2 N Escenario ¢2 = ¢2
| - 51 s\ 52 ) | - 51 ) l 52
Nodo hoja Nodo hoja Nodo hoja Nodo hoja
a3 (€1, €7) a3 (€1, €3) a3 (&3,€7) a3 (&3,€3)

Figura 7: Representacion vertical de un édrbol de escenarios con tres etapas y dos posibles
realizaciones por variable de incertidumbre.

A continuacién presentamos la formulacion del modelo. Matematicamente, el problema
multietapa se expresa como:

min c'z' + Ea [Q' (2", )]

s.a. A%zt <0 (SPT)
x>0

donde Q!(x!,£1), se define para todo €' € Z! como:
min - ¢*(§") 2 + e [Q%(2), )]

s.a. ANE z + ALE 2% < B¢
2 >0

a su vez, la funcion Q?(x®, @), se define V (¢!, £2) € E! x =2 como:
min ¢€0) " + Eg [0, €0

s A%(g(?))xl —|—A§(£(2))x2 +A§(€(2))x3 < 62(5(2))
2 > 0.

En general, para t = 1,...,7-2, @Q'(2®,£(®) se define V(¢,...,¢") € ! x ... x E
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como: t+1 t t+1 t+1 t+1 t+1
min  HEY) 2 4 Eerr [QF (21D, €4HD)]
t+1
v S A0y < i)
s=1
It+1 Z 0
Finalmente, en la etapa T—1, la funcion Q7= (z"=1, £(T=1)) se define para todo £~V ¢
=l x .. x ZT71 como:

m;n CT(f(T_l)) .I'T

T
s.q. ZAZ“—1<£(T—1)) 7t < bT_l(S(T_l))
s=1
2T >0

Noétese que la funcién de valor en la etapa T—1, QT (2(T=1) ¢(T=1) no lleva asociado un
término de esperanza. Esto se debe a que, en dicha etapa, ya se ha revelado toda la incer-
tidumbre del problema: el vector 7= = (¢!, ... ¢771) est4 completamente observado, y
no quedan futuras etapas en las que puedan aparecer nuevas realizaciones aleatorias. Asi,
la decision de tltima etapa 27 (£(T~Y) se toma en un entorno completamente determinista.

Al igual que en la programacion estocastica de dos etapas, cuando el espacio de es-
cenarios es finito y discreto también es posible reformular el modelo multietapa (SPT)
como un unico problema determinista de gran escala. El procedimiento es analogo: pa-
ra cada t € {1,...,T} y cada posible realizacion & € =', se introduce una variable de
decision z'(&}), la cual denotaremos por simplicidad z*, que representa la accién tomada
en la etapa t tras observar dicha realizacion. Denotamos por 7}, = P(&" = £}) la proba-
bilidad correspondiente. Sustituyendo las esperanzas anidadas por sumas ponderadas de
los costes en cada etapa y particularizando las restricciones a cada escenario, se obtiene
la reformulacion determinista del modelo. No obstante, para simplificar la notaciéon, en
la formulacion utilizaremos un escenario genérico ¢ € Z! y denotaremos su probabilidad
asociada como 7, omitiendo el subindice que distingue cada realizaciéon individual. Con
estos elementos, el modelo multietapa se expresa como:

min clat + Z ! {02(51)%—# Z m[A(E@) 2 + - -

T, .., T ¢lest 2em?

+ ) AT ) xT}]

ET—l GET—I

(SPT per)
t
sa. Y ALED) 2 <B(EW), ve=1,..., T, vV eZ x.. x
s=1

>0, Vt=1,....T

Esta formulacion muestra como, bajo incertidumbre discreta, es posible tratar el problema
multietapa como un problema determinista clasico, aunque de gran tamano. De hecho, si
denotamos por K* = |Zf| el ntimero de escenarios en la etapa ¢, entonces el nimero total
de posibles trayectorias de escenarios es:

[~

Jj=1
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y el nimero total de variables del modelo:

lo que evidencia un crecimiento exponencial respecto al niimero de etapas.

De forma anéaloga al caso de dos etapas, cuando las variables aleatorias &1, t €
{2,...,T} tienen soporte continuo o infinito, la resolucion directa del modelo multieta-
pa (SPT) no es posible en la préactica en la mayoria de casos. En estos contextos, se recurre
habitualmente al método de aproxrimacion empirica (SAA). El procedimiento consiste en
generar, para cada etapa t, una muestra finita {&, ... ,Eﬁvt} de tamano N;. A cada tra-
yectoria muestral se asocia una variable de decision 2! = x!(&}). Con ello, las esperanzas
anidadas pueden aproximarse por sus contrapartidas empiricas, y, particularizando las
restricciones a cada posible realizacion muestral, el problema multietapa se transforma en
un modelo determinista aproximado con estructura explicita:

e 1 & 1 &
. (2) (3) ()
min clxl—l——NQ g 02(552 )962—1——N g 63(553 )x3+...+_NT E CT(feT )xT”

x17g}27,,_7m lo=1 3 l3=1 KTZI
s.a. Azt <t°
Al 2y .1 AL (2)y .2 < p (2) 7 T SPT
1(&5)) o + Ay(€) ) 2™ < b (E,)), 2 €1y ( SAA)
AED) 2! + ARED) 2 + AY(ED) 2 < B(ED), V(lats) €T

T
S ATED) S < TED), V(o lr) €Ty

j=1
ot >0, t=2,...,T

donde

t
7= |J{1...., N}, t=2,....T
s=2
representa el conjunto de ramas posibles hasta la etapa t del arbol de escenarios, y

g) = (&, 8, ..., &),

es la historia de incertidumbre acumulada hasta la etapa t.

Tras presentar el marco tedrico de la programacion estocastica multietapa, retomamos
el Ejemplo 5 con el fin de ilustrar de manera explicita la estructura de esta formulacion
y compararla con los modelos de una y dos etapas. Para ello, introducimos una nueva
variable de tercera etapa, x®, que representa la cantidad de ensaladilla rusa a preparar el
domingo. Esta decision se toma tras la revelacion de la incertidumbre €2 ~ Be(py), con
po = 0.3, que modela la meteorologia del domingo por la manana.

Ejemplo 6. Supongamos que las ganancias o pérdidas de la ensaladilla rusa preparada el
domingo dependen de la meteorologia del sdbado (modelada por la variable &' ~ Be(p,))
y del domingo (modelada por la variable €2 ~ Be(py)) como sigue:
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» i llueve ambos dias (€' = 0,2 = 0), nadie pide ensaladilla y Paco pierde 28 €/kg
preparado.

» Si llueve el sdbado pero no el domingo (£ = 0,2 = 1), toda la produccion se vende
con ganancia de 26 €/kg.

» Si no llueve el sdbado pero llueve el domingo (€' = 1,£2 = 0), también se vende
todo, pero con ganancia de 24 €/kg.

» Si hace sol ambos dias (€' = 1,62 = 1), la clientela prefiere ir a los chiringuitos,
provocando una pérdida de 22 € /kg.

Con esta informacion, el coste asociado a x°, ¢, se define como:

28, sifl=0, =0,
—26, sifl=0, &=1,
24, sifl=1, =0,
22, sifl=1, =1,

(¢ ¢ =

y el problema de optimizacion se puede expresar V&' € {0,1}, V&2 € {0,1} como:

min — 252" 4+ (€N + A€ %)
s.q. o' 4 2% + 2* < 300
rt < 50 (1.9)
z® <40

zt, 2% 23 >0

Si Paco busca la solucion dptima en promedio, con la flexibilidad de adaptar sus deci-
stones a medida que se revela la incertidumbre, nos encontramos ante un problema de
programacion estocdstica en tres etapas, expresado como:

min  c'a' + Ea [Q(z', ¢Y)]

s.q. ! <50 (1.10)
x>0

donde Q(x',£Y) se define para todo &' € E' como:
Hmll;n C2(£1)$2 +E§2 [Q2($l,€l,l‘2,f2)]

s.a. 2 < 40 (1.11)
22 >0

y Q*(xt, &Y, 22, €%) se define para todo (£1,£?) € = x =2 como:
. 3rel 2y, 3
min (&, &)@

s.a. ot + 2% + 23 < 300 (1.12)
x> > 0.
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Dado que el espacio de soluciones es discreto, el problema (1.10) puede expresarse en la
forma determinista equivalente (SPT pgr). Para ello, introducimos variables de sequnda

etapa para cada realizacion de la incertidumbre &': z2 = 2*(&' = 0) y 22 = 2?(¢' =
1), con costes asociados c§ = (&' = 0) y & = A(&' = 1), respectivamente. En la
tercera etapa, introducimos las variables :E?j =23 =14, =), coni,j € {0,1}, que

representan la cantidad que se decide preparar el domingo, condicionada a la informacion
de ambos dias: &' =1 y & = j. Los términos c; = ¢*(§' = 1,6 = j) reflejan el coste o
beneficio por kilogramo de ensaladilla rusa segun cada escenario meteoroldgico combinado.
Ast, la funcion objetivo del modelo seria:

— 252" + (1 —p1) cag +prefat + (1= pu)(1 = p2) cgo gy + (1 — p1)p2 gy a5y

+p1(1—p2) ey iy + Pipa iy ot = =252 +0.6 - 23275 + 0.4 - (—27) 23
+0.6-0.7- 2823, + 0.6 0.3+ (—26) 23, +0.4-0.7- (—24) x3, + 0.4-0.3 - 22 2%,
= 252" +13.822 — 10.82% + 11.76 23, — 4.68 23, — 6.7223, + 2.64 23,

Particularizando, ademds, las restricciones originales a cada nueva variable introducida
por escenario, obtenemos el problema:

o, ,min o =252 4+ 13.8 05 — 10827 + 1176 25, — 4.6825, — 6.7227, + 2.64 27,
T7:%0,271,T00,%01:%10:%11
1 2 3
s.a. x + x5+ xH < 300
z' + xf + xd <300
ot + 2t + i, < 300
'+ x% + .iE?l < 300
z' <50
x5 < 40
22 < 40
xla 1737 I%, xgo’ x%la x?o: x?l > 0.
Este problema es un problema determinista de tipo (LP), cuya solucion dptima es x*t =
50,252 = 0,272 = 40,2353 = 0,233 = 210,252 = 250,233 = 0, con un valor esperado de la
funcion objetivo igual a —4263.2. Esto se interpreta de la siguiente forma: Paco prepara
el viernes ! = 50 kg de ensaladilla rusa. A continuacion, observa la meteorologia del
sdbado: si llueve no prepara nada (x3* = 0), mientras que si hace sol prepara x3* = 40
kg. El domingo vuelve a decidir en funcion de la meteorologia conjunta del fin de semana.
Si el tiempo es el mismo en ambos dias, no prepara ensaladilla (x} = 0,233 = 0); si
llovid el sdbado y el domingo hace sol, produce xf3 = 250 kg; y si hizo sol el sdbado y
llueve el domingo, produce xf3 = 210 kg. De este modo, Paco implementa una politica que
minimiza el valor esperado de los costes, evitando producir en escenarios de baja demanda
y concentrando la produccion en los escenarios mds rentables.
Para establecer una breve comparacion con el planteamiento de dos etapas, asumamos
que x' y x® se toman conjuntamente en la primera etapa, mientras que x° queda para la
sequnda. En tal caso, el pardmetro ¢ deja de depender de la incertidumbre y se reemplaza
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por su valor esperado, E[c*(€Y)] = 3. La formulacion determinista resultante es:

min — 252" + 32 + 11.76 23, — 4.68 23, — 6.72 2% + 2.64 23,

3 3 .3 .3
zl,2?,22,28,751 770,771

s.a. x'+ 2+ g, < 300
a4+ 2 + 23, <300
a4+ 2 + 23, < 300
a4+ 2° + 23, <300
rt <50
22 < 40

1.2 .3 3 .3 _3
T, X%, Xy, Top, Th, X1y = 0.

La solucion dptima de este problema viene dada por z*' = 50, z** = 0, z}3 = 0, 253 =
250, x38 = 250, 233 = 0, con valor objetivo igual a —4100. La interpretacion de la solucion
resulta andloga a la expuesta en el pdrrafo anterior.

En comparacion con el modelo de dos etapas, el valor de la funcion objetivo obtenido
con el modelo de tres etapas mejora en % <100 = —3.98%, lo que equivale a una
reduccion de los costes de casi un 4 %.

Como se muestra en el ejemplo, la capacidad de ajustar las decisiones a medida que se
revela la incertidumbre ofrece una ventaja cuantificable. Los modelos multietapa superan
en rendimiento a los de una o dos etapas, dado que incorporan maéas puntos de decision
y, por tanto, mayor adaptabilidad. No obstante, esta flexibilidad viene acompanada de
un incremento en el nimero de variables y restricciones, lo que puede dificultar su reso-
lucién en instancias de gran tamano. Resolver estos modelos no es una tarea trivial, sin
embargo, la literatura propone varios enfoques que reducen la carga computacional que
implica la resolucion de un modelo multietapa, manteniendo la calidad de la solucién.
Para profundizar més en estas técnicas, se recomienda consultar [11].

Por nuestra parte, presentamos en el proximo capitulo la Optimizacion Robusta, un
enfoque complementario que evita la necesidad de estimar distribuciones, presenta en
general una carga computacional menor y se centra en garantizar soluciones viables frente
al peor escenario posible.



Capitulo 2

Optimizacién Robusta

1. Introduccion

Como se ha comentado en la secciéon anterior, la programacion estocéstica resulta una he-
rramienta poderosa en contextos donde los parametros de entrada pueden modelarse como
variables aleatorias con distribuciones de probabilidad conocidas, la toma de decisiones
se realiza con frecuencia y/o la tolerancia al riesgo es moderada.

Sin embargo, cuando la distribuciéon de probabilidad es desconocida, la incertidumbre
es elevada o la tolerancia al riesgo es reducida, su aplicabilidad se ve limitada. En estos
casos, la dependencia exclusiva de la esperanza matemética puede no capturar adecua-
damente los riesgos asociados a escenarios extremos, comprometiendo la fiabilidad de la
soluciéon. A continuacion, se presenta un ejemplo que ilustra esta limitacion y motiva la
necesidad de enfoques alternativos.

Ejemplo 7. Consideremos el problema de encontrar la ruta mds rdapida para desplazarse
al trabajo (una decision de alta frecuencia, ya que se toma a diario, y sin consecuencias
criticas en caso de desviaciones adversas), donde el objetivo es minimizar el tiempo to-
tal de viaje T'. Este tiempo puede modelarse como una variable aleatoria que depende de
factores inciertos, como el trdfico o el estado de los semdforos. Minimizar el valor espe-
rado de T' es una estrategia razonable en este contexto, ya que las consecuencias de una
desviacion adversa pueden limitarse, por ejemplo, a una reprimenda del jefe. Ahora bien,
consideremos un escenarto distinto: en lugar de ir al trabajo, se conduce un camion de
bomberos que debe llegar con urgencia a un edificio en llamas. Supongamos que existen dos
rutas disponibles: la ruta A, cuyo tiempo de viaje T ~ U([3,8]), y la ruta B, cuyo tiempo
de viaje T ~ U([6,7]). Si se elige la ruta basdindose solo en el tiempo esperado, se podria
preferir la ruta A (con valor esperado (3 + 8)/2 = 5.5 minutos) frente a la ruta B (con
valor esperado (6 + 7)/2 = 6.5 minutos). Sin embargo, una solucidn robusta considera el
peor escenario: la ruta A, pese a tener un tiempo de viaje medio menor a la ruta B, podria
requerir hasta 8 minutos, mientras que la ruta B tomaria como mdximo 7 minutos.

En conclusion, este ejemplo ilustra como en contextos con alta aversion al riesgo (es
decir, cuando se prioriza evitar los peores escenarios) no basta con optimizar el valor
esperado. Ademés, cuando el numero de variables inciertas es elevado, los arboles de
escenarios utilizados en programacion estocastica pueden crecer exponencialmente, lo que
hace que los problemas resultantes sean computacionalmente intratables en la practica.

En respuesta a estas limitaciones, surge un nuevo paradigma conocido como Opti-
mizacion Robusta, propuesto originalmente por Scarf en 1958, [20]. La filosofia de este

34
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paradigma ante un problema con incertidumbre es la de optimizar el peor caso posible
que pueda tomar la incertidumbre, garantizando la factibilidad de las restricciones para
cualquier posible realizacion de la misma. Matematicamente, en su forma més general, la
optimizacién robusta plantea, siguiendo esta filosofia de peor caso, el siguiente problema
robusto, [21]:

min mix 'z

T ceC
s.a. Ar <b Y(AD) € Uy (RO)
x>0

donde C y U4y son los conjuntos de incertidumbre que agrupan todas las posibles reali-
zaciones del vector de costes ¢ y del par (A, b), respectivamente.

Para el desarrollo tedrico que se presenta a continuacion, es conveniente introducir el
concepto de problema nominal, que servira como referencia a lo largo de este capitulo.
Dicho problema se obtiene fijando los parametros inciertos en un valor fijo representativo.
En nuestro caso, adoptaremos como referencia el valor esperado. Formalmente, el problema
nominal asociado a nuestro modelo con incertidumbre de partida (LP¢) se define como:

min ¢z

S.a. ASL’ S l_) (LPnom>
x>0

donde ¢, A y b representan los valores esperados de los parametros inciertos del problema
original.

Ademas, supondremos que el modelo (RO) tiene una funciéon objetivo determinista,
centrando tnicamente la incertidumbre en la matriz de coeficientes de restricciones A,
puesto que nos centraremos en reformular de manera lineal restricciones del tipo:

ax <b Va; €U (RR)

donde a; es la fila ¢ de la matriz A y U; es su conjunto de incertidumbre. Como se explicd en
la Introducciéon, donde demostrabamos que el problema (LP¢) es equivalente al problema
(LP?), esta hipotesis no supone una pérdida de generalidad.

Tras analizar detenidamente la forma de (RR), resulta evidente que la definicion del
conjunto de incertidumbre es el elemento que determina qué escenarios seran considerados
en el analisis y, por tanto, el grado de proteccion que ofrece la soluciéon robusta. La forma
concreta de este conjunto también influye de manera decisiva en la posibilidad de obtener
reformulaciones lineales y eficientes, tema que abordaremos en la siguiente seccion.

2. Conjuntos de incertidumbre y reformulaciones

El concepto de conjunto de incertidumbre es el nucleo de la optimizacién robusta.
En esta seccidon presentaremos dos tipos de conjuntos de incertidumbre, cada uno con sus
ventajas y limitaciones. Comenzaremos con conjuntos de tipo poliedro, definidos mediante
sistemas de inecuaciones lineales. A continuacién, abordaremos el enfoque propuesto por
Bertsimas y Sim, [22]|, que introduce una parametrizacion adicional para controlar el
grado de proteccion frente a la incertidumbre manteniendo al mismo tiempo la eficiencia
computacional.

Cada caso se abordara introduciendo primero la definiciéon tedrica del conjunto de in-
certidumbre, después su reformulacion determinista equivalente y, para cerrar, un ejemplo
que ilustre de manera concreta su funcionamiento.
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2.1. Conjuntos de incertidumbre poliédricos

Los conjuntos de incertidumbre poliédricos son una clase especialmente relevante de
conjuntos de incertidumbre por su generalidad y por permitir reformulaciones tratables.
Con el objetivo de construir la intuiciéon de forma progresiva, comenzaremos analizando
un caso particular de este tipo de conjuntos ampliamente utilizados en la literatura: los
conjuntos tipo caja. A partir de ellos, generalizaremos posteriormente al caso poliédrico
general.

Conjuntos de incertidumbre tipo caja

Si cada coeficiente a;; de la matriz de restricciones A € R™*", coni € {1,...,m}, yj €
{1,...,n} puede variar de forma independiente dentro de un intervalo centrado en su valor
nominal @;;, con amplitud a,;, es decir,

aij € [@ij — Gy, Gy + 5],

entonces decimos que el vector a; = (a1, - . ., a;,) reside en un conjunto de incertidumbre
de tipo caja [21]:

Uajo := {a; € R" : 36 € R" tal que a; = a; + A&, [|€]lo < 1}, (2.1)
donde a; = (@1, . .., Gin) € R™ representa el vector nominal de la fila i, A; = diag(a;1, - . ., Gin)
es la matriz diagonal de desviaciones asociadas a cada componente de dicha fila, y || - ||

denota la norma infinito.

Nuestro objetivo es ahora reformular la restriccién robusta asociada a este conjunto de
incertidumbre de manera lineal, es decir, reformular la restriccion, donde, por simplicidad,
se ha omitido el subindice ¢ que denota la fila:

dx<b VYa € Ueja- (RRC)

A partir de la definiciéon del conjunto Ue,js es claro que (RRC) es equivalente a:

mdx {a'r +¢(Av)} < b, (RRCjj1.0)
Ahora bien, dado que las normas || - ||oo ¥ || - |1 son duales entre si, es decir, que para

cualquier vector v € R™, 23], se tiene que

méx &v = v
||5H00g1£ [v]l1,

entonces, (RRCy.|..) es equivalente a la siguiente inecuacién determinista:

d'zw+||Az|y < b. (RRCy1,)
Finalmente, aplicando la definicién de | - [|; a (RRC),) se tiene:
dr+ ) |a| <b, (RRCsxy)

i=1

En nuestro modelo base (LP) suponemos que las variables de decision x son siempre no
negativas, por tanto, la restriccion robusta (RRC) queda finalmente como:
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a'r + Z |a;|z; < b, (RRCjin)
i=1

Nota: Si el modelo a considerar tomase variables negativas, para obtener una formu-
lacién completamente lineal de (RRCyy,), introducimos variables auxiliares y; > 0 para
cada j = 1,...,n, que satisfacen:

Yj = 4Ty, Y 2 a4

Es decir, y; > |a;x |, y en la solucién éptima se alcanzara la igualdad, ya que la su-
ma y ; Y;j aparecera en la funcién objetivo o en el lado izquierdo de una inecuacion, y por
tanto se minimizara.

De este modo, la restriccion robusta (RRCyy.|) puede reformularse como:

C_L,.fl') + Z?:l y] S b7
—djxj Syj de(lfj, Vle,,n

(RRC lin+ )

Para ilustrar el uso de esta reformulacion en la practica, retomemos el Ejemplo 6,
pero ahora considerando que ¢ € [-27,23] y ¢* € [—26,28]. Buscamos una soluci6n
robusta frente a estas variaciones paramétricas, es decir, que mantenga su factibilidad
y optimalidad para cualquier realizacion de los pardmetros dentro de dichos intervalos.
Obsérvese que, aunque en el desarrollo tedrico hemos supuesto que la incertidumbre reside
en las restricciones, en este ejemplo la situamos en la funciéon objetivo con el fin de

mantener la coherencia narrativa a lo largo del trabajo.

Ejemplo 8. Sea ¢ = (¢?,¢?), entonces, el conjunto de incertidumbre de c es de tipo caja:

Ueejo = {c € R? | 36 € R? tal que ¢ = ¢+ A, [|¢]lo < 1}

2 2
Por tanto, el problema (1.8) con esta modificacion quedaria formulado como un problema

de tipo (RO):

con ¢ = (ZHGE, =) = (=2,1) y A = diag (23‘(‘”), 28‘(‘26)> — diag(25,27).

xlrr;g% — 252t + cggéija r? + Ao’
s.a. o'+ +2° <300
2! < 50 (2.2)
22 < 40

|
Lo primero que debemos hacer es bajar la incertidumbre a las restricciones, asi obtenemos
el problema:

W,:?ll,l;cgl,x?’ w (2.3)
s.a. A4+ 3 < W+ 252t Vee Ucajas (2.4)

ot + 2% 4+ 2 <300 (2.5)

2t <50 (2.6)

r? < 40 (2.7)

(2.8)

2t 2t 2 >0
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Es claro que por la definicion de Ueqja, la restriccion (2.4) se reescribe como:

2 2
Hgllé}él [(_27 1) (i3) + (51752) (205 207) <§3>:| S W + 25:1)1

donde, por simplicidad, escribimos & = (&1,&2). Esta restriccion se reescribe a su vez,
gracias a la dualidad entre || ||l v || - |1 como:
< W + 25z

20 (5) (7 ) ()]

Aplicando la definicion de la norma 1 y desarrollando queda:

—22% + 2 + 25]2?| + 27|2%| < W + 252

Como x* y x3 son siempre positivas, podemos quitar el valor absoluto, obteniendo la

restriccion:
2322 4+ 2823 < W + 252,

Ast, nuestro problema de optimizacion se veria como:

min w

Wil 22,23
s.a. 23z + 2823 < W + 25z
a' +2® +2° < 300
z' <50
22 < 40
' 2?23 > 0.
En este caso, podemos omitir la variable W observando que la restriccion W25zt —23x% —

2823 > 0 junto con la minimizacion de W fuerza la igualdad W = —25x' + 2322 + 2823.
Por tanto, el problema se simplifica a:

min - — 25zt + 2322 4 2823
s.a. x4 22+ 22 <300
xt < 50 (2.9)
2% < 40

' 2% a® > 0.

FEste ltimo problema es un problema de programacion lineal del tipo (LP) con solucion
optima x*' = 50, 2*?> = 0, 2*3 = 0 y valor objetivo —1250. Es decir, Paco opta por
preparar unicamente 50 kg de ensaladilla rusa el viernes y, ante la incertidumbre asociada
al fin de semana, decide no producir nada mds en las etapas posteriores, asequrando asi
una estrategia conservadora frente a posibles escenarios adversos.

Podemos comparar el resultado obtenido al resolver este problema con un enfoque es-
tocdstico, si suponemos que ¢* ~ U([—27,23]) y ¢ ~ U([—26,28]). En este caso, obten-
driamos que el problema queda formulado como:

min  E[-252" + 2 + ¢’

zl 2 3
s.a. x' 42?4+ 2® < 300
2! < 50 (2.10)
z? < 40

ot a2t x>0
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Por la linealidad de la esperanza y sabiendo que E[c?] = —2 y E[c®] = 1, el problema se
simplifica a:
min_ — 252" — 227 4 2
zl, 22 o3
s.a. '+ 27+ 2> <300
zt <50 (2.11)
2 < 40

2t 2?2 >0

cuya solucion optima es v*' = 50, x*? = 40, 2*3 = 0, con valor objetivo —1330. En
términos prdacticos, esto significa que Paco prepara 50 kg de ensaladilla rusa el viernes y
anade otros 40 kg el sabado, pero decide no producir nada el domingo. En comparacion con
el modelo nominal, el valor objetivo empeora en torno a un 6.4 % (% =6.4 %). A
cambio, se obtiene una solucion robusta, capaz de proteger frente al peor escenario posible.

En conclusion, hemos reducido una restriccion robusta con infinitas realizaciones po-
sibles a un conjunto finito de cinco inecuaciones lineales, manteniendo la resolubilidad del
problema y cubriendo el peor escenario. A continuacién, consideramos el caso mas general
donde se engloban los conjuntos de tipo caja: los conjuntos de incertidumbre poliédricos.

Conjuntos de incertidumbre poliédricos

La siguiente restriccion robusta que pretendemos reformular es aquella cuyos coefi-
cientes residen en un conjunto de incertidumbre poliédrico. Un poliedro se define como
un conjunto convexo que puede describirse como la interseccién de un nimero finito de
semiespacios definidos por inecuaciones lineales (H-representacion). Asi, un poliedro en
su H-representacion se expresa como, [21]:

upoliedro = {CL eR": Ba < d},

donde B € R¥*" v d € R* definen un conjunto de restricciones lineales. La desigualdad
Ba < d se interpreta componente a componente.
Es claro que los conjuntos de tipo caja son casos particulares de poliedros. Su H-

representacion serfa, [24]:
I a+a
<

donde I es la matriz identidad de dimensién n x n. Ademas, recordemos que a € R" es el
vector nominal y a € R" representa las desviaciones méximas que puede tomar a. Veamos
a continuaciéon cémo convertir la restricciéon robusta:

dx <b, Va € Upicdro (RRP)

en una restriccion lineal determinista equivalente. De la definicion de Uppiicar, se deduce
que, para zg € R" fijo (RRP) es equivalente a:

max ad'z
a < (RRP,))
s.a. Ba<d

Considerando el problema de optimizacion lineal contenido entre llaves en la expresion
anterior y tomando su dual:
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m/\l'n Nd
s.a. B')\ = x (RRP gyar)
A>0

Recordando que nuestra funcién objetivo original es min 'z, si el modelo incluye una
restriccion robusta del tipo 'z < b con a € U = {a : Ba < d}, entonces el problema
completo se escribe como un problema de programacién anidada:

min dzx

min  Nd
A (ROPmin—min)
5. Q. s.a. B'X=umg, ¢ S0

A>0

Notése que es posible unificar ambos minimos, el de la funcién objetivo y el derivado de
la reformulacién robusta, en un tnico problema de optimizacién, incorporando A como
variable auxiliar adicional y dejando de fijar x en xy, obteniéndose el modelo:

min dzx
T, \
!
B')\N=zx
x, A >0

Es importante observar que en (ROP i, min) s€ escribe zq porque, al resolver el subpro-
blema interno (RRP ), el vector x ya esté fijado por el problema externo y acttia como
parametro. En cambio, al integrar dicho subproblema en el modelo completo, se optimiza
sobre todas las decisiones posibles, de modo que x vuelve a ser una variable de decision,
como se refleja en (ROP,:,,).

Comprobemos ahora la equivalencia entre (ROP,,in-min) v (ROP ). Supongamos que
tenemos un par (x, A) 6ptimo para (ROP,,;,). Entonces, = es factible para (ROP ,in-min),
ya que cumple la restriccién robusta (en efecto, para ese x se tiene miny>g pa—y A'd <
Nd <'b). Ademés, el valor de la funcion objetivo es el mismo, pues en ambos casos se
evalua c'x.

Reciprocamente, supongamos que tenemos un z 6ptimo para (ROP iy min). Dado que
x es factible para (ROP in-min), existe un A que verifica la restriccion dual correspondiente
al problema interno, es decir, B'’A = z y A > 0. Por tanto, el par (z,\) es factible para
(ROP i), v el valor de la funciéon objetivo sigue siendo ¢’z. De este modo, ambos pro-
blemas tienen la misma region factible proyectada sobre x y el mismo valor 6ptimo. Esto
justifica que podemos resolver directamente (ROP,,;,) como un problema de programacion
lineal estandar sin necesidad de mantener la estructura min-min.

Asi, la dualidad nos ha permitido resolver un problema de programacion lineal robusta
con incertidumbre politopica simplemente resolviendo un problema de programacion lineal
estandar.

En resumen, una restriccion asociada a un conjunto de incertidumbre poliédrico permi-
te reformular el problema completo de manera tratable como un programa lineal clasico.
Esta propiedad constituye una de las principales ventajas de los conjuntos poliédricos en
el marco de la optimizacion robusta.
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Una vez presentada la teoria sobre como reformular una restriccion del tipo (RRP),
ilustramos este procedimiento mediante un ejemplo numérico.

Ejemplo 9. El problema expuesto en el Ejemplo 8 es pertinente para esta parte teorica,
pues en €l se tiene que c pertenece al siguiente conjunto poliédrico:

Z/{poliedm = {C S Rz ’ Be S d} R

donde:
1 0 23
1 0 1 28
s=(1)=15 o] - |
0 -1 26

Para reformularlo, introducimos nuevamente la variable W, que permite incorporar la
incertidumbre en las restricciones y obtener el siguiente problema:

min W
s.a. x® 4+ <KW 42528 Ve € Upiiedro, (2.12)
ot 4+ 2%+ 2* <300 (2.13)
zt < 50 (2.14)
2? < 40 (2.15)
(2.16)

2t 2t 2> 0

Por la definicion de Upoiicdro, la restriccion (2.12) es equivalente a:

(max ?z? + A32° )
ceU
1 0 23 .
s.a. 3] <
-1 0 c 27
L 0 -1 26/ |
la cual queda desarrollada como:
(max 2z + A3
celd
s.a. <23
A <28 < W + 252"
— <27
\ - 03 <26 J

Tomando el dual de este problema de mazximizacion, obtenemos el siguiente problema de
MINEMIZACION.:

min 23/\1 + 28/\2 + 27/\3 + 26/\4
A1,A2,A3,A4

.2
s.a. AN —XA3==z < W + 252"
)\2—)\42273

Ah >\27 >\37 >\4 Z 0
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Incluyendo esta reformulacion en nuestro problema original, llegamos al problema equi-
valente:

min w
val 71'2 7333 7)‘1 7)‘2 7A3 :)‘4

s.a. 23\ + 28Xy + 27A\3 + 260, < W + 252!

A — Ay = 22

Ao — Ny = 2°

o'+ 2% + 2 <300
! < 50

x? < 40

l’l,{[’Q,I?’, )‘17 )‘27 )‘37 )‘4 Z 0.

Notese que podemos omitir la variable W, obteniendo el siguiente problema de programa-

cion lineal:
min — 2521 4+ 230\ 4 28y + 273 + 264

xl 22,23, A1,A2,A3,\4

s.a. A\ — A3 = 2”

Ao — Ny = 22
z' + 2 +2° <300
z' <50
2® < 40
zt, 2?23 N, Aa, A, Ay > 0.
La solucion dptima de este modelo es x*' = 50, z** = 0, z*3 = 0, \} = 0, \} =

0, A\; =0, A} = 0, con un valor objetivo de —1250. Como era de esperar, tanto las
solucitones dptimas como el valor optimo coinciden con los obtenidos en la reformulacion
basada en el conjunto de incertidumbre tipo caja, dado que ambos modelos representan
el mismo problema subyacente. Asimismo, el hecho de que todas las variables duales \;
sean nulas indica en este caso que ninguna de las restricciones que definen el conjunto de
incertidumbre poliédrico es activa en el optimo; es decir, la solucion se determina sin que
estas cotas adicionales sobre la incertidumbre resulten determinantes en el valor final de
la funcion objetivo [25]. Si, por el contrario, alguna variable dual resultara estrictamente
positiva, ello significaria que la restriccion correspondiente del conjunto poliédrico estd
activa, contribuyendo de manera efectiva a delimitar el peor caso y, en consecuencia,
nfluyendo directamente en el valor de la solucion robusta.

En esta seccion hemos visto que los conjuntos poliédricos permiten modelar la incerti-
dumbre mediante restricciones lineales, garantizando la tratabilidad del problema. No
obstante, este enfoque suele ser excesivamente conservador, pues asume que todos los pa-
rametros inciertos pueden desviarse simultaneamente a sus peores valores. Para superar
esta limitacion surgen los conjuntos de incertidumbre presupuestarios, introducidos por
Bertsimas y Sim, [22], una idea que veremos a continuacion con més detalle.

2.2. Conjuntos de incertidumbre tipo presupuesto

En los conjuntos presupuestarios se introduce un parametro, denotado por I', que
controla cuantos coeficientes inciertos pueden desviarse adversamente de sus valores no-
minales. Este mecanismo mantiene la estructura lineal del modelo y permite modular el
grado de conservadurismo, ofreciendo un equilibrio flexible entre robustez y rendimiento.
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A continuacién, presentamos la formulacién matematica del modelo. Para ello, introduci-
remos algunas definiciones, notacion e hipotesis necesarias. Posteriormente, ilustraremos
su funcionamiento mediante un ejemplo numérico concreto.

Sea J; el conjunto de indices correspondientes a los coeficientes inciertos en la fila @
de la matriz A. Supondremos, de ahora en adelante, que cada a;;, con j € J;, estd sujeto
a incertidumbre y se modela como una variable aleatoria a;; simétrica y acotada, que
toma valores en el intervalo [a;; — ;j, a;; + a;;], donde a;; denota el valor nominal de la
incertidumbre asociada a a;; y a;; la maxima desviaciéon posible de dicha incertidumbre.

Para cada fila 4, introducimos ademas el parametro I'; € [0, |J|], que en nuestro
caso, por simplicidad expositiva, supondremos entero. Este parametro, como ya veniamos
adelantando, representa el niimero de coeficientes de la fila 7. Definimos de igual manera,
para cada fila ¢, la funcién de proteccion f; : X x NN [0, |J;|] = R como:

ﬁi(l', Fz) = AIS‘nCé:}IC Z &ijl'j . (/Bi,def)
|si[=r; \Jjesi

Esta funcion cuantifica el peor caso posible en la restriccion ¢, tomando las I'; desviaciones
méas adversas dentro de los coeficientes inciertos. En particular, §;(z,0) = 0 para todo
x € X, es decir, no se permite ninguna desviacion (y por tanto no habria incertidumbre),
y Bi(z, |J;]) recoge el peor caso posible en el que todos los parametros inciertos de la fila
¢ toman su valor més adverso.

A pesar de que la funcién de proteccion f;(xz, ;) se define mediante un méximo no
lineal, es posible reformularla de manera exacta como un problema de programacion lineal.
En concreto, se verifica que:

ﬁAQJ,FJ = Hl;iX Zd” SCj yj

J€J;
S.a. Z Yj <L (ﬁz linmax)
jeJd; ,

Notese que, en esta reformulacion, las variables z; pasan a formar parte de los coeficientes
del objetivo, mientras que se introducen nuevas variables auxiliares y; que son las variables
que se maximizan.

Veamos esta reformulacion con mas detalle. Por un lado, es claro que la solucién 6éptima
del problema (f3; jinmax) tomaré y; = 1 para exactamente I'; indices. Ademas, seleccionara
aquellos valores de j € J; para los cuales el producto a;;x; sea lo més grande posible, ya
que la funcién objetivo es de maximizacion. Esto equivale a elegir el subconjunto S; C J;
de tamano I'; que maximiza la suma ) | jes; @ijTj, que es precisamente la definicion original
de Bi(x,I';) dada en (; 4¢). Por tanto, ambos problemas son equivalentes.

Una vez hemos visto como la funcion de proteccion S;(z,I';) selecciona las T'; des-
viaciones de la incertidumbre més desfavorables, solo queda incorporarla en el problema
(LP,om)- De este modo, obtenemos el siguiente modelo no lineal:
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min dx
j=1
x> 0.

A continuacion, veamos como podemos reformularlo de manera lineal. Por un lado, con-
sideramos el dual del problema (/3; linmax):

(z, 1) =min T,z g
Bilw, D) = min - Tizi+ ) Xy
JE€J;
s.a. zi+ N > aixy, VjEJ; (Bi.duat)

Zz'7>\ij Z 0. VJ S Jz

Por el teorema de dualidad fuerte, (véase Teorema 5, Apéndice A) dado que el problema
primal (f; inmax) €s factible y acotado para todo I'; € [0, |J;|], entonces su problema
dual (5; guar) también lo es, y ambos comparten el mismo valor 6ptimo. Es decir, §;(x,I;)
coincide exactamente con el valor éptimo del problema (f; gua). Por tanto, basta con
sustituir la expresion dual en el modelo no lineal (BS,;), para posteriormente unificar los
dos min min tal como se hizo en (ROP ,in-min) - (ROP,,:,) obteniéndose la reformulacion
del modelo:

min dz
Tz, A

S. Q. Z&Zj$]+rlzz+2)\z] Sbl, VZ:L,m
j=1

Jj€J;

(lem)

Zi+)\ij2dijxja ‘v’izl,...,m, jEJl
x; >0,V >0, Vi=1,...,m; XN; >0, Vi=1,....m, j€J;

Si las variables x; pudiesen tomar valores negativos, podrian introducirse variables auxi-
liares y; tales que —y; < x; < y;, de forma anéloga a lo realizado en (RRCy.|)-(RRCjins. ).

La formulacion final es completamente lineal y computacionalmente tratable. Consta
de n + k + 1 variables y m + k + n restricciones, donde n es el nimero de variables
originales, m el nimero de restricciones originales y k := >, |J;| el namero total de
coeficientes sujetos a incertidumbre en el modelo.

El caso en el que I'; no es entero es completamente analogo, pero requiere definir la
funcién de proteccién como:

Bi(w,Ty) = SigJiI,Illg/f‘(:LFiJ {Z airy + (0 — [T4]) ditixti} (Bi,frac)

t:€Ji\S; JES;
En este caso, la interpretacion de la funcion es la siguiente: se seleccionan |T'; | coeficientes
que adoptan su peor desviacion completa, y un coeficiente adicional que lo hace de forma
parcial, en proporcion a I'; — | I';|. En la reformulacion de esta funcién como un problema
de programacion lineal (/3; jinmax), €sto implica que, para cada i, la variable y; toma el valor

1 en [I';| indices y un valor fraccionario igual a I'; — |I';] en un tnico indice adicional.
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Para ilustrar el uso practico del enfoque de Bertsimas y Sim, retomamos el Ejemplo 8,
ya que la incertidumbre presente en dicho problema se ajusta a las condiciones requeridas
para esta formulacion.

Ejemplo 10. Los coeficientes de coste ¢ y ¢ son pardmetros inciertos que se modelan
como variables acotadas y simétricas, con valores dentro de los intervalos [¢® — ¢, &* +
Ayl — 3, & + 3, respectivamente, donde los valores mominales y sus respectivas
desviaciones son:

—27+ 23 —26 + 28 23 — (=27 28 — (—26
52:—; = -2, 53:—; =1, 62:—é ):25, (53:—; ):27.

La reformulacion del problema (1.9) segin (BS,;) adopta por tanto la forma:

min W

s.a. &x® + &2 + B(z,T) < W + 252
a' + 2% + 27 < 300
z' <50
z® <40

2t 2?23 >0

(2.17)

donde B(x,I") = maxgc(o,3) ZjeS &zd. Como dnicamente una restriccion estd sujeta a
s|<r
incertidumbre, omz'tiregilofs por simplicidad en la notacion, el subindice i, que identifica a
la restriccion afectada.
Pasamos ahora a resolver este problema para distintos niveles de robustez, es decir,
para I'=0,I'=1y ' =2.
SiT'=0, entonces 5(x,0) =0, y el problema (2.17) se reduce a:

min W
W,zl 22 23
s.a.  — 222+ 22 < W + 252!
1 2 3
b < 50
2 < 40

ot 2t a2 >0

es decir, un problema de programacion lineal determinista del tipo (LP). Siguiendo el
mismo procedimiento aplicado en secciones anteriores, podemos eliminar la variable W
para obtener el problema equivalente:

ng}ﬂr%x?) — 25zt — 222 4 23
s.a. x' + 2%+ 23 <300

' < 50

% < 40

xl,xQ,xg >0

Como era de esperar, al tomar I' = 0 se recupera el problema (2.11) cuya solucion dptima
era ™' = 50, x*? = 40, 2*3 = 0, con un valor objetivo igual a —1330.
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Supongamos ahora que I' = 1. En este caso, el término de proteccion [(x,1) se define

como:
z.1) = mix ol
Bla, 1) 5C{2,3} 4
|s]=1" /€5

De acuerdo con la reformulacion equivalente del término de proteccion (B jinmax), podemos
expresar B(x,1) como el dptimo del siguiente problema lineal:

méax  25x%y, + 27x%y3

Y2,Y3

s.a. Yz +ys <1
Y2 <1
ys <1
Y2,y3 = 0

tomando el dual de este problema, obtenemos:

B(x,1):= min  z+ Ao+ A3

Z, A2, A3
s.a. 24 Ay > 2522 (2.19)
24 Ay > 2728
Zs AQ) >\3 Z 0

Sustituyendo la expresion dual de 5(x,1) obtenida en (2.19) dentro del problema (2.17),
y unificando ambos minimos se obtiene el siquiente problema de programacion lineal equi-
valente:

min W

x, W, 2, 2, A3
s.a. =20+ 4+ 24+ Ao+ Ay < W + 2521,
2+ Ay > 2522
24 A3 > 2728 (2.20)
2! + 2% + 2° < 300
zt <50
r? <40
otz 2%, 2, M0, M3 >0

Observamos que la variable W aparece unicamente en la funcion objetivo y en una res-
triccion, de forma lineal. Por tanto, podemos sustituir su valor éptimo directamente en la
funcion objetivo y eliminarla del modelo. El problema resultante es el siguiente:

L;n)\iZI}/\S — 25zt — 222+ 2P+ 2+ Ao+ Ns
s.a. z 4+ Ay > 2522
2+ Ay > 2728
z' + 2 +2° <300
2! <50
2% < 40

ot x? 2 2, M0, A3 >0
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La solucion dptima de este problema es ' = 50, 2** = 0, 2 = 0, 2* = 0, A\ = 0,
A5 = 0, con un valor objetivo igual a —1250. Observamos que este valor es ligeramente
mayor que el obtenido con I' = 0. A cambio, se obtiene una solucion mds robusta, que
se protege frente al caso en el que uno de los pardmetros inciertos toma su peor valor.
Supongamos ahora que I' = 2. En este caso, el término de proteccion se convierte en:

f(x,2) = max dal =252% + 2727,
SC{2,3} <
S|=2 €5

La reformulacion equivalente de $(x,2) segin (Biiinmax) adopta la forma:

méx 2527 - yp +272° - y3

Y2,Y3

$.a. Y2 +ys <2
<1 (2.21)

ys <1
Y2,9y3 > 0

Aplicando la reformulacion dual correspondiente, obtenemos:

f(x,2) = min 2z 4+ Ay + A3

zZ A2 A3
24 A3 > 2728
27A27)\3 > 0

Finalmente, al introducir esta reformulacion en el problema original y unificar ambos
minimos, se obtiene el siguiente problema de programacion lineal equivalente:

min w

Ty2ys Wz Ao Az
s.a. — 2224+ + 224 Ao+ A3 < W + 252t
2+ Ay > 2522
2+ A3 > 2723
z' 4+ 2% + 2% < 300
z' <50
z® < 40

ot 2 a3 2, Mo, A3 >0

(2.23)

Al omitir la variable auziliar W, siguiendo el mismo procedimiento aplicado en los ca-
sos anteriores, se obtiene el siguiente problema de programacion lineal equivalente, de
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tipo (LP):
min — 252t — 222 + 2% + 22+ Ao+ Ng
Tz A2 A3

s.a. z 4+ Ay > 2522
24 A3 > 2728
2!+ 2% 4 2% < 300 (2.24)
' < 50
z? < 40

xla an ZES, 2, )\27 )‘3 Z 0

La solucion dptima de este problema es x*! =50, x> =0, 2" =0, z* =0, \; =0, \; = 0,
con un valor de la funcion objetivo igual a —1250. Como era de esperar, se obtiene la
misma solucion que cuando resolviamos este problema mediante el enfoque robusto cldsico
basado en conjuntos de incertidumbre tipo caja o poliedro (2.9). La funcion objetivo en
este caso es la misma que para I' = 1, es decir, aumenta ligeramente respecto al caso
I' = 0, pero a cambio se garantiza robustez frente al caso en que todos los pardmetros
inciertos toman el peor caso posible.

A través de los ejemplos anteriores, hemos ilustrado como varia la solucién 6ptima y
el valor de la funcién objetivo al aumentar el nivel de proteccion I" en el enfoque robusto
presupuestario de Bertsimas y Sim. Hemos comprobado que, conforme crece I', se obtiene
una solucién mas conservadora y un coste mayor, reflejando asi el compromiso entre
rendimiento esperado y robustez frente a escenarios adversos. Cabe destacar que, en estos
ejemplos, el nimero de variables y restricciones se ha mantenido reducido para facilitar la
interpretacion y la resolucion explicita de los modelos. Para analizar de forma mas general
este comportamiento, y comparar cuantitativamente los distintos marcos de optimizacion
bajo incertidumbre (programacion estocastica de una y varias etapas, y optimizacion
robusta), llevamos a cabo a continuacion una serie de experimentos computacionales sobre
instancias del problema de la mochila considerando un mayor ntiimero de variables y
escenarios.



Capitulo 3

Experimentos computacionales

En este capitulo se analiza empiricamente el comportamiento de las metodologias pre-
sentadas en los Capitulos 1 y 2, aplicadas a una variante del problema clasico de la mo-
chila. Comenzamos presentando brevemente el problema base sobre el que posteriormente
se introducira la incertidumbre.

El problema de la mochila (Knapsack Problem, KP), [26] se define como sigue: se
dispone de un conjunto de n objetos, indexados por j € {1,...,n}, donde cada objeto j
ocupa un espacio a; > 0 en la mochila y proporciona una utilidad ¢; > 0. La mochila tiene
una capacidad méaxima b > 0. El objetivo es seleccionar un subconjunto de objetos cuya
suma de tamanos no exceda la capacidad disponible, y que maximice la utilidad total.
Este problema puede formularse como el siguiente modelo de programacion entera:

n

leaX E Cj.l’j

J=1

n
s.a. E a;r; <0,
j=1

z;€{0,1}, Vi=1,...,n.

Cada variable z; indica si el objeto j se incluye en la mochila (z; = 1) o no (z; = 0).

Por coherencia con el resto del TFG, en el que se han estudiado modelos de progra-
macion lineal continua, se considerara la relajacion z; € [0, 1], obteniendo el denominado
problema de la mochila fraccionaria (Fractional Knapsack Problem), [27].

Para incorporar incertidumbre, se aborda una variante en la que las utilidades ¢; son
parametros inciertos. Concretamente, se modela cada utilidad como una variable aleatoria
simétrica y acotada en el intervalo [¢; — ¢;, ¢; + ¢;], donde ¢; es el valor nominal y ¢; su
desviacion. Denominaremos a esta formulacion Uncertain Knapsack Problem (UKP), [28].

Cuando resolvamos el problema usando enfoques de programacion estocéstica, dado
que es necesario conocer la distribucion de probabilidad de la incertidumbre, supondremos
que las utilidades ¢; siguen una distribucién uniforme continua sobre dicho intervalo.

Hasta donde alcanza nuestro conocimiento, no existen conjuntos de instancias estan-
darizados para esta variante. Por ello, se han seleccionado las 20 primeras instancias para
n = 50, 100, 200, 500 del tipo 00Uncorrelated y subcategoria R1000 de la libreria Kplib,
[29]. Dichas instancias se han resuelto empleando Python 3.10.12, concretamente con la
libreria MIP y el solver CBC, utilizando un MacBook Air 2018 con 8 GB de RAM.

A partir de las utilidades que aparecen en cada instancia considerada del repositorio
(que seran nuestras utilidades nominales ¢;), se han definido desviaciones proporcionales

49
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de la forma ¢; = pc¢;, donde segun el parametro p diferenciamos los siguientes niveles de
incertidumbre:

Incertidumbre muy baja: p = 0.1.
Incertidumbre baja: p = 0.5.
Incertidumbre media: p = 1.0.
Incertidumbre alta: p = 1.5.

Incertidumbre muy alta: p = 2.0.

Asi, se han resuelto 20 x4 x5 = 400 variantes del problema de la mochila con los siguientes

enfoques:

= Programacion Estocastica: Dentro de este marco se consideran dos variantes:

o Numero de etapas: Se resuelven diferentes instancias con modelos estocésticos

de una a cuatro etapas (SP, SP2, SP3 y SP4). En el enfoque de una etapa, el
100 % de las variables corresponden a la primera etapa y, como hemos supuesto
que la incertidumbre en las utilidades sigue una distribuciéon uniforme centrada
en el valor nominal, este enfoque equivale a resolver el problema nominal. En
el caso de dos etapas, un 50 % de las variables corresponden a la primera y un
50 % a la segunda. En tres etapas, el esquema es 25 % en la primera, 50 % en
la segunda y 25% en la tercera. En cuatro etapas, un 0% en la primera, un
50 % en la segunda y sendos 25 % en la tercera y cuarta.

Este esquema permite analizar como varia el valor objetivo y el coste compu-
tacional al aumentar el niimero de etapas, garantizando ademas que las deci-
siones de etapas posteriores se basan tinicamente en informacion ya observada
(no hay filtracion de informacion del futuro).

Variacion de la proporcion en dos etapas: Se considera exclusivamente el en-
foque de dos etapas, variando la proporcion de variables de segunda etapa.
Concretamente, se analizan los casos en que el 25 %, 50 % y 75 % de las varia-
bles corresponden a la segunda etapa, denotados como SP2,5, SP25) v SP245,
respectivamente. El resto de variables corresponden a la primera etapa. Notese
que SP2 y SP2;, corresponden al mismo enfoque.

Un resumen de las diferentes configuraciones usadas para los enfoques estocésticos
se encuentra en la Tabla 3.1.

= Optimizacion Robusta: se aplica la reformulacion de Bertsimas y Sim para distin-

tos niveles de proteccion I', que cuantifica cuéntos parametros de utilidad pueden
desviarse simultaneamente hacia su peor caso. Se consideran los valores I' = 0%
(caso nominal), 5%, 10%, 25 %, 50 % y 100 % (enfoque robusto clasico) de los pa-
rametros que pueden tomar el peor caso.

Ademas, la eleccion de modelar la incertidumbre de esta forma no es arbitraria, ya que
en los enfoques robustos nos permitira analizar, para cada porcentaje de pardmetros que
toman el peor caso posible, cudn cerca queda el valor objetivo respecto al valor objetivo
bajo la reduccion méxima que puede darse (es decir, el valor objetivo considerando I" =
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Enfoque 12 etapa 2% etapa 3% etapa 4? etapa

SP 100 % 0% 0% 0%
SP2,; 75 % 25 % 0% 0%
SP2/SP2;5  50% 50 % 0% 0%
SP2y5 25 % 75 % 0% 0%
SP3 25 % 50 % 25 % 0%
SP4 0% 50 % 25 % 25 %

Tabla 3.1: Distribuciéon de variables de decisiéon entre etapas en los diferentes enfoques
estocasticos.

100 % de parametros en el peor caso). Expliquemos esto tltimo con mas detalle: cuando
I' = 100 %, es decir, cuando todas las utilidades toman su peor caso posible, la funcion
objetivo del problema UKP es

n n n

(G —e)ay = (6—pe)z; = (1-p)) ez,
j=1 j=1 Jj=1
y por tanto, el problema UKP quedaria formulado como:

max (1 —p) Z CiT;
j=1

- (KPgo)

s.a. Zajmj <b

j=1
0<z;<1 Vje{l,... n}

donde p € {0.1,0.5,1.0,1.5,2.0}. En cambio, el problema nominal es:

n

m‘,?x E CjZL'j

j=1

n
s.a. E a;x; < b
Jj=1

0<z;<1 Vje{l,...n}

(KPnom)

Denotando por Zom €l valor 6ptimo de (KP,,,) y sabiendo que ¢; > 0 para todo j,
distinguimos dos situaciones:

= Sip>1, entonces (1 — p)¢; < 0y la solucion éptima de (KPro) elegira x; = 0 Vj.
La variacion porcentual del valor objetivo respecto a (KP,,.,) es

0 - Znom

Z -100 = —100 %.

= Si0 < p <1, lafuncion objetivo de (KPgp) es un reescalado positivo de la nominal,
y como se preserva el mismo conjunto factible, ambos problemas tienen la misma
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solucion optima. Por tanto, la variacion porcentual del valor objetivo de (KPgp)
frente a (KP,,om) €s

(1= p)Zuom —
Znom

Znom
100 = —p - 100 %.

De este modo, al aumentar el nimero de pardmetros en peor caso y estudiar el valor
objetivo correspondiente, cuanto més cercana sea la reducciéon porcentual a —p-100% o a
—100 %, mas proximo estara el problema al peor caso posible, indicando que la reduccion
de I" no aporta mejoras respecto al escenario extremo.

Una vez aclarada esta nota, pasamos a comentar la presentacion de los resultados. El
analisis se organiza en torno a tres ejes principales:

= Impacto de la incertidumbre en el valor objetivo.
= Dependencia del tamano del problema en el valor objetivo.
= Relacion entre el tamano del problema y el tiempo de computo.

Para abordar estos aspectos se han elaborado diversas tablas y figuras, con los da-
tos mas representativos. Los resultados completos, junto con el cédigo empleado para
su generacion, estan disponibles en un repositorio de GitHub, [30]. Concretamente, los
datos correspondientes a los enfoques estocasticos se recogen en el archivo Experimen-
tosComputacionalesSP.xlsx, generado a partir del notebook ExperimentosComputacio-
nalesSP.ipynb, mientras que los resultados de los enfoques robustos se encuentran en
ExperimentosComputacionalesRO.xlsx, junto con el notebook ExperimentosComputacio-
nalesRO.ipynb.

Pasamos ahora al primer eje de estudio: el impacto de la incertidumbre en el valor
objetivo. Para ello, considérense las Tablas B.1, B.2 y B.3 del Apéndice B, junto con sus
graficas asociadas, reflejadas en la Figura 8, que muestran, respectivamente, los resultados
para la primera y segunda variante del enfoque estocastico, asi como para los modelos
robustos.

Mas concretamente, estas graficas muestran los incrementos medios del valor objetivo
con respecto al problema nominal para los distintos niveles de incertidumbre, represen-
tados mediantes lineas de diferentes colores (muy baja en azul, baja en verde, media en
naranja, alta en morado y muy alta en rojo), cada una, acompanada de sus intervalos de
confianza al 95 %.

Se observa que, en los enfoques estocésticos, aparece un patréon claro: al aumentar
la incertidumbre, el valor objetivo aumenta de manera significativa respecto al nominal.
Este efecto es especialmente acusado cuando se incrementa el ntimero de etapas o la
proporcion de variables de segunda etapa, mostrando en este tiltimo caso un crecimiento
practicamente lineal. Estos resultados evidencian que una mayor capacidad de adaptacion
frente a la incertidumbre, particularmente en escenarios mas exigentes, conduce a mejoras
sustanciales en el valor objetivo. Conviene senalar, ademas, que los intervalos de confianza
tienden a ensancharse ligeramente en niveles elevados de incertidumbre, lo que se explica
porque los incrementos relativos son mayores. No obstante, la tendencia global refleja un
crecimiento sostenido.

En contraste, los enfoques robustos muestran la dindmica opuesta: a mayor incerti-
dumbre, menor es el valor objetivo alcanzado. En niveles muy altos, se observa que reducir
el porcentaje de parametros que toman el peor caso pierde eficacia a partir de I' = 50 %,
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pues el deterioro del valor objetivo resulta practicamente equivalente al del peor caso po-
sible. De forma similar, en niveles de incertidumbre intermedios, los valores de I' = 75 %
y I' = 100 % producen deterioros casi indistinguibles. En consecuencia, a partir de di-
cho umbral, reducir el presupuesto de robustez aporta tnicamente mejoras marginales
practicamente despreciables.

Pasamos ahora al segundo punto de anélisis: la dependencia del tamano del problema
en el valor objetivo. Para estudiar este aspecto se ha fijado el nivel de incertidumbre en
alto (los demas casos son analogos) y se ha analizado como varia el incremento del valor
objetivo al aumentar el namero de items considerados (n € {50,100,200,500}). Para
cada enfoque se representan barras agrupadas: cada grupo corresponde a un valor de n
y, dentro de cada grupo, se muestran los distintos modelos considerados en dicho enfoque
(SP2-SP4 en la variante A, SP2,5, SP25, y SP245 en la variante B, y los valores de I en el
caso robusto), indicando siempre el incremento porcentual respecto al problema nominal.

Este comportamiento puede observarse en las Tablas B.4, B.5 y B.6 del Apéndice B,
asi como en la Figura 9, donde se aprecia que el aumento del tamano del problema no
produce variaciones significativas en el incremento del valor objetivo: los grupos de barras
se mantienen practicamente uniformes, sin evidenciar tendencias crecientes ni decrecien-
tes, lo que confirma la estabilidad de este indicador frente al tamano del problema. En
dicha figura, el eje X representa el tamano del problema y el eje Y el incremento del valor
objetivo respecto al valor nominal.

Por tltimo, procedemos a analizar la variacion del tiempo de computo segin el tamano
del problema. En este analisis se ha considerado el tiempo medio de resoluciéon de cada ins-
tancia, promediado sobre todos los niveles de incertidumbre. Se estudia como evoluciona
este tiempo al aumentar el namero de items considerados, con n € {50,100, 200, 500}.

Este comportamiento puede observarse en la Figura 10, donde se muestran los resul-
tados obtenidos para los distintos enfoques estocésticos y robustos. Los datos correspon-
dientes se recogen en las Tablas B.7, B.8 y B.9 del Apéndice B.

En la primera grafica de la Figura 10 se aprecia que, para los modelos multietapa, el
tiempo de computo presenta un crecimiento exponencial. Asi, en SP4 el tiempo medio
alcanza algo mas de 50 segundos para n = 500, frente a menos de 10 segundos para
n = 200, o alrededor de 2 segundos para SP3 con n = 500. En la variante B, era esperable
que el tiempo creciese con el nimero de variables de segunda etapa; sin embargo, este
incremento resulta mucho mas moderado. De hecho, las diferencias entre las variantes de
SP2 se sitian en décimas de segundo para n = 500, y en centésimas para instancias de
n = 100 o n = 50, lo que confirma la plena tratabilidad computacional en este caso.

En los enfoques robustos, el mayor tiempo se alcanza en torno a I' = 75%. Para
I' = 100 % se observa una ligera reduccion, ya que el problema se simplifica al resolverse
directamente en el peor caso, lo que constituye una especie de “atajo” computacional. No
obstante, las diferencias se sittian tnicamente en décimas de segundo.

En conjunto, todas las graficas de la Figura 10 muestran que el tiempo de cémputo
aumenta de manera significativa con el tamano del problema, reflejando el mayor coste
computacional asociado a instancias de mayor dimension.
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Figura 8: Conjunto de resultados: incrementos medios del valor objetivo frente al nominal
(SP y RO) para distintos niveles de incertidumbre, con bandas de IC95 %.
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Conclusiones

El objetivo principal de este trabajo ha sido profundizar en la teoria que sustenta los
modelos de optimizaciéon bajo incertidumbre, concretamente la programacion estocéstica
(SP) y la optimizacion robusta (RO).

En la parte tedrica se ha desarrollado un marco riguroso que formaliza estas metodo-
logias, desde la formulacion general de los enfoques estocasticos de una y varias etapas
hasta la optimizacion robusta con distintos conjuntos de incertidumbre, con especial én-
fasis en el de tipo presupuesto. Un aspecto fundamental ha sido mostrar que, aunque las
formulaciones iniciales pueden ser no lineales, siempre se han presentado reformulaciones
equivalentes de modo que el problema final es lineal. Como hilo conductor se ha utiliza-
do un ejemplo ilustrativo que permite comprender el impacto de la incertidumbre en las
decisiones y los compromisos entre valor esperado, robustez y flexibilidad.

La parte experimental se ha centrado en el problema de la mochila fraccional con
utilidades inciertas. Los experimentos han mostrado que el valor esperado de la solucion
mejora al aumentar la adaptabilidad en los enfoques estocasticos, mientras que en los
robustos se mitiga la pérdida relativa respecto al modelo nominal al limitar los parametros
que alcanzan el peor caso. Asimismo, se ha evidenciado el crecimiento exponencial del
tiempo de resolucién con el nimero de etapas en SP, confirmando la clésica tension entre
calidad de la solucién y coste computacional.

En conjunto, este trabajo subraya la relevancia préactica de la optimizacion bajo in-
certidumbre y la necesidad de seleccionar, para cada problema, el enfoque mas adecuado
segun la informacion disponible, el grado de adaptabilidad, los recursos computacionales
y la actitud del decisor frente al riesgo.

Este estudio abre ademas la puerta a lineas futuras: la extension a problemas no
lineales, la aplicacion de enfoques de optimizacion distribucionalmente robusta (DRO) y
el anélisis computacional de instancias de mayor dimension.
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Apéndice A
Teoremas

Teorema 1 (Heine-Borel en R"). Sea K C R™ un conjunto. Son equivalentes:

1. K es compacto.

2. K es cerrado y acotado.

Teorema 2 (Weierstrass o del valor extremo). Sea K C R™ un conjunto no vacio y
compacto, y sea f : K — R continua. Entonces f alcanza sus extremos absolutos en K ; es
decir, existen Ty, Tmax € K tales que f(Tmm) = minger f(2) ¥ f(Tmax) = Méxeex f(2).

Teorema 3 (Ley de los Grandes Numeros (Version Débil)). Sea {X;}°, una secuen-
cia de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con E[X;| = p y
Var(X;) = 0% < co. Entonces, para cualquier ¢ > 0,

1 n
IimP(|—) X;—pu|l>€e] =0
i (nZ M—E) 0

1 n

donde % denota convergencia en probabilidad.

Esto es equivalente a

Teorema 4 (Ley de los Grandes Numeros (Version Fuerte)). Sea {X;}°, una secuen-
cia de variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con E[X;] = p.

Entonces,
1
P(sz;gZ Xi—ﬂ)—

Esto es equivalente a
1 n
i3

donde <% denota convergencia casi segura.
Teorema 5 (Dualidad fuerte). Considérese el problema primal (P)
mfmx dx
s.a. Ax <b,
x>0,

o8
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y su dual (D)
min b'y
y
s.a. Aly > ¢,

y > 0.
Si (P) es factible y tiene valor optimo finito, entonces (D) es factible y ambos admiten
solucion optima (z*,y*) con igualdad de valores optimos:

da* = Vy*.

Reciprocamente, si (D) es factible y tiene valor optimo finito, entonces (P) es factible y
ambos admiten solucion optima con el mismo valor objetivo. En particular, cuando alguno
de los dos problemas tiene valor optimo finito, no hay brecha de dualidad.



Apéndice B
Tablas

Incertidumbre Método Inc. Medio (%) 1C95 %
Muy baja SP2 0.02% [-0.02 %, 0.05 %]
Muy baja SP3 0.10% [0.06 %, 0.14 %)
Muy baja SP4 0.03% :0.11 %, 0.04 %]
Baja SP2 0.83 % [0.58 %, 1.08 %]
Baja SP3 1.63% 1.43%, 1.83 %)
Baja SP4 1.39% 1.03%, 1.75 %]
Media SP2 3.91% 13.42 %, 4.40 %]
Media SP3 6.44 % [5.96 %, 6.93 %)|
Media SP4 6.93 % [6.24 %, 7.61 %)|
Alta SP2 9.24% 18.56 %, 9.92 %)
Alta SP3 14.37% [13.67 %, 15.07 %]
Alta SP4 16.69 % [15.74 %, 17.63 %]
Muy alta SP2 15.53% [14.68 %, 16.39 %]
Muy alta SP3 23.83%  [22.96%, 24.71 %]
Muy alta SP4 28.61 % [27.47 %, 29.76 %]

Tabla B.1: Incremento medio del valor objetivo respecto al nominal e intervalos de con-
fianza de los enfoques SP2-SP4 para los distintos niveles de incertidumbre.

60



APENDICE B. TABLAS 61

Incertidumbre Método Inc. Medio (%) I1C95 %
Muy baja SP2,; -0.07% :0.10 %, -0.03 %]
Muy baja SP2,, 0.02% :0.02 %, 0.05 %]
Muy baja SP2,5 0.09 % [0.04%, 0.14 %]
Baja SP2,; 0.08% :0.10%, 0.27 %]
Baja SP25, 0.83% [0.58 %, 1.08 %]
Baja SP2,5 1.62% [1.40%, 1.83 %]
Media SP2,5 1.47% [1.15%, 1.79 %]
Media SP25 3.91% [3.42 %, 4.40 %)|
Media SP2,; 6.49 % 16.06 %, 6.91 %]
Alta SP2,; 410% 13.68 %, 4.53 %]
Alta SP25, 9.24% 18.56 %, 9.92 %]
Alta SP25 14.51% [13.90 %, 15.13 %]
Muy alta SP2,5 7.29% [6.76 %, 7.83 %]
Muy alta SP25, 15.53% [14.68 %, 16.39 %]
Muy alta SP2,5 24.04% [23.25 %, 24.82 %]

Tabla B.2: Incremento medio del valor objetivo respecto al nominal e intervalos de con-
fianza de los enfoques (SP2g5, SP25, SP275) para los distintos niveles de incertidumbre.
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Incertidumbre ~ %I’ Inc. Medio (%) 1C95 %

Muy baja 5% -1.21% [-1.23 %, -1.19 %]
Muy baja 10% 12.36% [-2.39 %, -2.32 %]
Muy baja 25 % -5.42% [-5.47 %, -5.36 %)
Muy baja 50 % 29.07% :9.13%, -9.01 %]
Muy baja 5% -10.00% 1-10.00 %, -10.00 %]
Muy baja 100%  -10.00% [-10.00 %, -10.00 %]
Baja 5% -6.03% 1-6.13 %, -5.94 %]
Baja 10% 1171% [11.88 %, -11.55 %]
Baja 25% -26.55 % [-26.82 %, -26.28 %)
Baja 50 % 143.62% [-43.96 %, -43.29 %]
Baja 5% -49.99 % 1-50.00 %, -49.98 %]
Baja 100 % -50.00 % [-50.00 %, -50.00 %
Media 5% -11.87% [-12.06 %, -11.69 %)
Media 10% -22.72% [-23.02 %, -22.43 %)
Media 25 % -49.04 % [-49.58 %, -48.50 %)|
Media 50 % -76.75% [-77.43 %, -76.06 %
Media 5% -92.82 % [-93.17 %, -92.46 %)
Media 100 % -100.00 % [-100.00 %, -100.00 %)
Alta 5% -17.43% [-17.68 %, -17.19 %)
Alta 10% -32.51 % [-32.89 %, -32.13 %
Alta 25% -64.89 % [-65.56 %, -64.22 %
Alta 50 % -92.82 % [-93.17 %, -92.46 %)
Alta 75 % -100.00 % [-100.00 %, -100.00 %)
Alta 100 % -100.00 % [-100.00 %, -100.00 %)
Muy alta 5% 222.72% 1-23.02 %, -22.43 %]
Muy alta 10% 41.27% -41.73 %, -40.81 %]
Muy alta 25% -76.75 % [-77.43 %, -76.06 %)|
Muy alta 50 % -100.00 % [-100.00 %, -100.00 %)
Muy alta 75 % -100.00 % [-100.00 %, -100.00 %)
Muy alta 100 % -100.00 % [-100.00 %, -100.00 %)
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Tabla B.3: Incremento medio del valor objetivo respecto al nominal e intervalos de con-
fianza de los enfoques robustos



n  Método Inc. Medio (%) 1C95 %

90 SP2 7.32% [5.81 %, 8.84 %)
20 SP3 11.28% [9.41 %, 13.15 %)
20 SP4 16.33 % [14.56 %, 18.09 %]
100 SpP2 8.05% [7.12 %, 8.97 %)|
100 SP3 15.39 % [14.38 %, 16.41 %]
100 SP4 17.78 % [17.01 %, 18.55 %
200 SP2 9.24 % [8.56 %, 9.92 %)
200 SP3 14.37% [13.67 %, 15.07 %]
200 SP4 16.69 % [15.74 %, 17.63 %]
200 SP2 9.41% [8.99 %, 9.83 %)
200 SP3 13.28% [12.70 %, 13.87 %]
200 SP4 17.75 % [17.05 %, 18.45 %]

Tabla B.4: Incremento medio del valor objetivo frente al problema nominal e intervalos
de confianza al 95 % para SP2-SP4 en distintos tamanos de items n.

n  Método Inc. Medio (%) 1C95 %

50  SP2y; 3.28% [2.56 %, 3.99 %)|

50 SP2j, 7.32% [5.81 %, 8.84 %]

50  SP2y; 11.52% [9.98 %, 13.06 %)
100 SP2,; 3.36 % 12.76 %, 3.97 %]

100 SP2; 8.05 % [7.12 %, 8.97 %)|

100 SP2, 16.03 % 15.28 %, 16.79 %]
200  SP2y; 4.10% [3.68 %, 4.53 %)

200  SP25 9.24 % [8.56 %, 9.92 %)|

200  SP25 14.51% [13.90 %, 15.13 %)
500  SP2y; 5.38% [5.08 %, 5.68 %)|

500  SP2j, 9.41% 18.99 %, 9.83 %]

500  SP25 13.38 % [12.82 %, 13.93 %)

Tabla B.5: Incremento medio e intervalos de confianza al 95% (en porcentaje) para el
Experimento B, con SP2,5, SP25, v SP25 en distintos tamanos de items n.
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n '  Incremento medio (%) 1C95 %

50 5% -9.61 % [-9.90 %, -9.32 %)

50 10% -22.45% [-23.03 %, -21.86 %)
50 25% -46.83 % [-47.79 %, -45.87 %)
50  50% -76.15% [-77.26 %, -75.05 %)
50 5% -92.78 % [-93.58 %,-91.99 %)
50 100% -100 % -100 %, -100 %]

100 5% -11.97% [-12.35 %, -11.59 %)
100 10% -22.86 % [-23.51 %, -22.21 %)
100 25% -49.16 % [-50.03 %, -48.29 %)
100 50 % -76.73 % |-77.56 %,-75.90 %)|
100 75% -92.77 % [-93.35 %,-92.18 %)
100 100 % -100 % [-100 %, -100 %]

200 5% -11.87% [-12.06 %, -11.69 %)
200 10% -22.72% [-23.02 %, -22.43 %)
200 25% -49.04 % [-49.58 %, -48.50 %)
200 50% -76.75 % -77.43 %, -76.06 %)
200 5% -92.82 % [-93.17 %, -92.46 %)
200 100% 2100 % [-100 %, -100 %]

500 5% 11.82% [-11.92 %, -11.71 %]
500 10% -22.63 % [-22.81 %, -22.44 %)
500 25% -48.77 % [-49.08 %, -48.46 %)
500 50 % -76.32% [-76.69 %, -75.94 %)
500  75% -92.69 % [-92.97 %,-92.42 %)
500 100 % -100 % [-100 %, -100 %]
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Tabla B.6: Incremento medio del valor objetivo respecto al nominal para distintos tamanos

n y niveles de T'.
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n  Meétodo Tiempo medio (s) 1C95 %

50 SP 0.0058 [0.0048, 0.0067|
100 SP 0.0075 [0.0068, 0.0083|
200  SP 0.0131 [0.0116, 0.0146]
500 SP 0.0299 [0.0265, 0.0332]
50  SP2 0.0193 0.0163, 0.0223]
100 SP2 0.0322 [0.0292, 0.0352]
200 SP2 0.0717 [0.0634, 0.0799]
500 SP2 0.1885 [0.1707, 0.2064]
50 SP3 0.1150 [0.0979, 0.1321]
100 SP3 0.2267 [0.2056, 0.2478|
200 SP3 0.5156 [0.4620, 0.5691|
500 SP3 1.7215 [1.5977, 1.8453|
50  SP4 1.1531 [0.9770, 1.3293]
100 SP4 2.8221 [2.6302, 3.0139)]
200 SP4 9.4746 [9.2256, 9.7235|
500 SP4 50.9370 [50.3640, 51.5099|
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Tabla B.7: Tiempos de computo: media e intervalos de confianza al 95% (IC95%) en

segundos.

n  Método Tiempo medio (s) 1C95 %

50  SP2g; 0.0150 0.0131, 0.0168]
50  SP25 0.0193 [0.0163, 0.0223|
50  SP2; 0.0222 [0.0193, 0.0251]
100 SP2y; 0.0263 [0.0234, 0.0293|
100  SP2; 0.0322 [0.0292, 0.0352]
100 SP2y; 0.0386 [0.0347, 0.0426|
200  SP2g; 0.0538 [0.0474, 0.0602]
200  SP2; 0.0717 [0.0634, 0.0799]
200  SP24; 0.0856 [0.0749, 0.0962]
500  SP2y; 0.1435 [0.1302, 0.1567|
500  SP2j 0.1885 [0.1707, 0.2064]
500 SP2ys 0.2466 [0.2241, 0.2690]

Tabla B.8: Tiempos de computo para SP2,5, SP25, v SP2,5: medias e intervalos de con-

fianza al 95 % (IC95 %) en segundos para distintos tamanos de items n.
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n '  Tiempo medio (s) 1C95 %

50 0% 0.0010 [0.0008, 0.0011]
100 0% 0.0010 [0.0009, 0.0010]
200 0% 0.0014 [0.0014, 0.0015]
500 0% 0.0031 [0.0027, 0.0036]
50 5% 0.0010 [0.0009, 0.0011]
100 5% 0.0013 [0.0012, 0.0013|
200 5% 0.0023 [0.0021, 0.0026]
500 5% 0.0064 [0.0057, 0.0072]
50 10% 0.0011 [0.0010, 0.0012]
100 10% 0.0014 [0.0014, 0.0015]
200 10% 0.0027 [0.0026, 0.0027]
500 10% 0.0077 [0.0069, 0.0084]
50 256% 0.0012 [0.0011, 0.0012]
100 25% 0.0017 [0.0016, 0.0017]
200 25% 0.0032 [0.0032, 0.0033|
500 25% 0.0105 [0.0093, 0.0116]
50 50% 0.0013 [0.0012, 0.0014]
100 50 % 0.0019 [0.0019, 0.0020]
200 50% 0.0036 [0.0035, 0.0037]
500  50% 0.0129 [0.0113, 0.0144]
50 75% 0.0014 [0.0013, 0.0014]
100 5% 0.0021 [0.0021, 0.0022]
200 5% 0.0039 [0.0038, 0.0041]
500 75% 0.0137 [0.0121, 0.0153]
50  100% 0.0013 [0.0012, 0.0014]
100 100 % 0.0019 [0.0017, 0.0021]
200 100 % 0.0034 [0.0032, 0.0035]
500 100 % 0.0077 [0.0069, 0.0084]

Tabla B.9: Tiempos de computo para los modelos robustos (RO): medias e intervalos de
confianza al 95 % (IC95 %) en segundos para distintos tamanos de items n y niveles de
presupuesto I'.
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