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Introduccion

Esta tesis esta dedicada a estudiar la acciéon de operadores de superposiciéon y
operadores de superposicion ponderados en distintos espacios de funciones analiticas
en D, el disco unidad en C.

El espacio de todas las funciones analiticas en I, dotado con la topologia de la
convergencia uniforme en subconjuntos compactos, serd denotado por Hol(DD).

Dada una funcién entera ¢, el operador de superposicion
Sy« Hol(D) — Hol(D)

se define por S,(f) = ¢o f.
De forma maés general, si ¢ es una funcién entera y w € Hol(DD), el operador de

superposicion ponderado
Spw @ Hol(D) — Hol(D)
se define por

Sea()(2) = w(z) ¢(f(2)), f€HD), =zeD.

En otras palabras, S,,, = M, o S,, donde M, es el operador de multiplicacién

puntual con simbolo w definido por

M,(f)(z) =w(z)f(z), fe€HolD), =zeD.
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Observemos que S, = S, si w(z) = 1, para todo z € D.

Las cuestiones naturales en este contexto son:

Dados X e Y dos espacios lineales de funciones holomorfas en D,

» ;Cudles son las funciones enteras ¢ tales que el operador S, aplica X en Y7

Cuando esto sucede se dice que ¢ actia por superposicion de X en Y.

= ; Cuéles son los pares de funciones (¢, w), siendo ¢ entera y w € Hol(D), tales

que Sy, aplica X en Y7

Por supuesto, los espacios X e Y en que estaremos interesados seran espacios
normados o F-espacios continuamente contenidos en el espacio Hol(D). En tal caso,
es natural preguntarse no sélo si S, o S, aplica X en Y, sino también si es un
operador acotado o continuo de X en Y.

Observemos que los operadores S, y S, no son en general lineales, y conse-
cuentemente, acotacion y continuidad a priori no son equivalentes. De hecho, Buckley
y Vukoti¢ probaron en [25] que existen operadores de superposicién continuos que
no son acotados. No obstante, Boyd y Rueda [22] probaron que para extensas clases
de espacios de Banach de funciones analiticas X e Y, un operador de superposicion

acotado de X en Y es continuo.
= Si Y contiene a las funciones constantes, entonces es claro que, para ¢ con-
stante, el operador S, aplica X en Y.
» Sip(z) = z, entonces S,(f) = f para todo f € Hol(D), y por lo tanto

S,(X)CYe XcCY.

= De manera informal, podemos decir que si X C Y, la respuesta a nuestra
cuestion nos indica “cémo de pequeno es X comparado con Y. Si hay muchas

¢’s para las que S,(X) C Y, X es “pequenio comparado con Y.
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Las cuestiones que hemos planteado han sido estudiadas, sobre todo para oper-
adores de superposicién, para distintos pares de espacios (X, Y’) por un buen niimero
de autores entre los que se encuentran: V. Alvarez, J. Bonet, C. Boyd, S. Buckley,
G. Camara, J. L. Fernandez, P. Galanopoulos, J. Giménez, D. Girela, M. A. Marquez,
J. C. Ramos, P. Rueda y D. Vukoti¢. Mencionemos aqui solo dos o tres de estos re-
sultados. Empezaremos en el caso en que X e Y son espacios de Hardy o espacios

de Bergman. Cédmera [26] y Cdmera y Giménez [27] probaron lo siguiente.

Sean ¢ una funcion entera y 0 < p,q < 0.
(1) El operador de superposicion S, aplica HP en H? si y solo si ¢ es un polinomio

de grado menor o igual que p/q.

(i1) El operador de superposicion S, aplica AP en A? si y solo si ¢ es un polinomio

de grado menor o igual que p/q.

Alvarez, Marquez y Vukoti¢ probaron en [4] el siguiente resultado.

Sean 0 < p < 00 y ¢ una funcion entera. Entonces:

1. S, actia del espacio de Bergman AP en el espacio de Bloch B si y sdlo si ¢

es constante.
2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) El operador de superposicion S, aplica B en AP.
(b) El operador de superposicion S, es un operador acotado de B en AP.

(c) ¢ es una funcion entera de orden menor que uno, o de orden uno y tipo

CET0.

Un peso v en DD serd una funcion positiva y continua definida en ID que es radial,
i.e., v(z) = v(]z]) para todo z € D, y satisfaciendo que v(r) es estrictamente decre-

ciente en [0,1) y que lim,_,; v(r) = 0. Para tales pesos v, el espacio de crecimiento
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ponderado H;° se define por

= {1 € Hol(®) 11 2 supo(a)] ()] < o0 .

Bonet y Vukoti¢ [19] caracterizaron las funciones enteras ¢ tales que S, aplica

H en H® para distintos pares de pesos (u,v).

Todos los resultados que hemos expuesto y, de hecho, todos los publicados que
conocemos sobre operadores de superposicién actuando entre espacios de funciones
analiticas, tienen en comun lo siguiente:

Si S, aplica X en Y, entonces S, aplica X en Y.

Este hecho nos llevé a plantearnos la siguiente cuestion:

Caracterizar los pares de espacios (X,Y’) para los que esto es cierto, o al menos,
encontrar una clase de espacios Y tales que si S,(X) C Y para un cierto espacio X
entonces también se tenga Sy (X) C Y.

La Seccién 2.2 de esta tesis trata estas cuestiones.

Hemos demostrado que si es v un peso en D, (X, ||-||) es un espacio de Banach de
funciones analiticas en D y ¢ una funciéon entera tal que el operador de superposicion
S, es un operador acotado de X en Hg° (respectivamente de X en el espacio DH® =
{f € Hol(D) : f' € H}), entonces Sy aplica X en H° (respectivamente en DH:°).

Un caso particular de este resultado es el siguiente:

Si S, es un operador acotado de X en el espacio de Bloch B, entonces S, aplica

X en B.

Volvamos al trabajo [19] en el que Bonet y Vukoti¢ estudiaron operadores de
superposicion actuando entre espacios de crecimiento ponderado. Tomando o > 0 y

v(z) = (1 —|z])*, el espacio H.° es

H(oo,a) = {f € Hol(D) : Moo(r, f) = O (ﬁ)}

Entre otros resultados Bonet y Vukotic probaron lo siguiente:

X



Sean 0 < a < o0 y ¢ una funcion entera. Las condiciones siguientes son

equivalentes:
(i) ¢ es un polinomio de grado menor o igual que 3/a.
(11) S, (H(oo,a)) C H(oo,p).

(iii) S, es un operador continuo de H(oo,a) en H (oo, f).

Para a > 0y 0 < p < 0o, definamos

Hip,a) = {f € Hol(D) : My(r, f) = O (ﬁ)}

Resulta natural plantearse el siguiente objetivo:

Caracterizar las funciones enteras ¢ tales que

Sy (H(p,)) C H(p, ),

0, incluso, el objetivo més general de estudiar operadores de superposiciéon actuando

entre espacios de norma mixta. A ello dedicamos la Seccién 2.4 de la tesis.

El espacio de tipo Hardy de norma mixta H(p,q,«) (0 < p, g < oo, a > 0) es

el espacio de funciones f € Hol(ID) para las cuales ||f|, 40 < 00, donde,

1 1/q
(/0 (1-— r)aq*lMg(r, f) d?") , si0<q< oo,

p7q7a

I/

sup (1 —7)*My(r, f), sigq= 0.

0<r<1
Estos espacios tienen su origen en trabajos de Hardy y Littlewood, pero fueron

definidos explicitamente por primera vez por Flett en los 1970’s. Se tiene que
H(p,a) = H(p,00,c), 0<p<o00,a>0.
Con esta notacion podemos observar que

AP = H(p,p,(a+1)/p).
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H? corresponde al caso limite H(p, 00, 0).

En un trabajo reciente I. Arévalo [9, 10] ha determinado totalmente las inclu-
siones entre estos espacios. Es decir, ha determinado las tripletas (p, q, @), (s,t, )
para las que H(p,q,«) C H(s,t, ). Nosotros determinamos en el Teorema 5 las fun-
ciones enteras ¢ que aplican H (p, q, «) en H(s,t, ). En concreto, nuestro resultado

es el siguiente:

Sean ¢ una funcion entera y 0 < p,q,s,t < 00, 0 < «a, 8 < 0o. Entonces, el
operador de superposicion S, aplica H(p,q, o) en H(s,t,3) st y sdlo si ¢ es un

polinomio de grado N, donde N satisface una de las cuatro condiciones siguientes:

1
(i) L<s y N<Z5

1
(i) £ < s, N=25y

a+; S b

a4
N
(i) £ >s y aN <p.

(iv) & >s, aN=3 y 1<t

Ademds, en cualquiera de los cuatro casos S, es acotado y continuo de H(p,q, )

en H(s,t, ).

También hemos dedicado partes de este trabajo a estudiar operadores de super-

posicion y de superposicion ponderados actuando
(a) entre espacios de Bergman con pesos y el espacio de Bloch y,
(b) entre espacios de Besov.

En relacién a (a) hemos extendido los resultados de [4] que ya mencionamos

anteriormente, probando en el Teorema 12 y el Teorema 13 los resultados siguientes.

Supongamos que 0 < p < oo y a > —1. Sea w una funcion analitica y no

idénticamente nula en D y sea ¢ una funcion entera con ¢ % 0. Entonces el operador
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de superposicion ponderado S, ., aplica A, en el espacio de Bloch B siy sélo siw € B

Yy @ es constante.
Supongamos que:
(i) 0<p<oo ya>-—1.
(1) w € A} para algin B con —1 < 8 < a.
(111) ¢ es una funcion entera de orden menor que uno, o de orden uno y tipo cero.

Entonces el operador de superposicion ponderado Sy, es un operador acotado del

espacio de Bloch B en el espacio de Bergman AP.

Con respecto a (b), nuestro punto de partida es el siguiente resultado probado
en [23]:

Si1<qg<p<ooyp esuna funcion entera, entonces el operador de superposi-
cion S, aplica BP en B? siy sdlo si ¢ es constante.

Nosotros presentamos en la Seccion 2.5.3 una demostracion de este hecho distinta
de la dada en [23]. Nuestra demostracién se basa en un resultado sobre integrabilidad
radial de la derivada de una funcién en BP N H*™. En efecto, en la Seccion 2.5.2
probamos, para 1 < ¢ < p < oo, la existencia de funciones f € BP N H* tales
que las medias integrales M,(r, f’) de la derivada f’ de f son “tan grandes como
es posible” y con f’ teniendo “malas propiedades de integrabilidad de orden ¢ a lo
largo de todos los radios”.

Este resultado tiene aplicacion también para estudiar los multiplicadores de B?
en BP (1 < ¢ < p < o). Es sabido que para p y ¢ en estas condiciones, la fun-
ciéon constantemente igual a 0 es el inico multiplicador puntual de B? en BP. La
demostracién de este resultado que se presenta en [41] utiliza, entre otros resultados,
un teorema de descomposicion para espacios de Besov y la desigualdad de Khinchine.
Nuestra demostracién basada en los resultados mencionados de la Seccién 2.5.2 es

totalmente distinta y, pensamos, que mas simple.
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Finalizamos el Capitulo 2 obteniendo resultados adicionales sobre el crecimiento
radial de las derivadas de funciones en los espacios de Besov que extienden al rango
1 < p < oo otros obtenidos por Hallenbeck y Samotij [53] para el espacio de Dirichlet
D = B

Indiquemos que parte de los resultados de esta tesis estan contenidos en los
articulos [29], [30] y [31], los dos primeros ya publicados y el tercero aceptado para

su publicacion.

Cerremos esta introduccién comentando como es usual, utilizaremos C' = C(p, a, q, 3, . . .)
para denotar una constante positiva, la cual, s6lo dependera de alguno de los pardmet-
ros p,a, q, 3, ... (los cuales, a veces, pueden ser omitidos) pero no necesariamente
la misma en las distintas apariciones. También, para dos valores reales E; , Fy es-
cribiremos F; < Ey o By 2 Es, si existe una constante positiva C' independiente
de los argumentos tales que F; < C' - Es, respectivamente E; > C' - F5. Si tenemos
E, < C-FEy,y E; > C - E, simultaneamente entonces diremos que F; y Es son

equivalentes y escribiremos F; =< Fjs.

X1V



Algunos espacios clasicos de funciones holomorfas

en el disco unidad

1.1 Introduccion

Esta tesis esta dedicada a estudiar la accion de determinados operadores en
ciertos espacios de funciones analiticas en el disco unidad. En este capitulo pre-
sentaremos algunos de estos espacios, recordando algunas de sus propiedades méas

importantes.

El disco unidad en C serd denotado por D, D = {z € C: |z| < 1}; la circunferen-
cia unidad 0D = {z € C : |z| = 1} serd también denotada por T. El espacio de todas
las funciones analiticas en D, dotado con la topologia de la convergencia uniforme
en subconjuntos compactos, serd denotado por Hol(D). Resenemos también que dA
denotard a la medida de drea normalizada en D: dA(z) = %dm dy = %T dr db.

En nuestro trabajo consideraremos distintos espacios lineales X de funciones
analiticas en . En general, estos espacios seran espacios de Banach o F-espacios
(espacios vectoriales topoldgicos cuya topologia viene inducida por una distancia
completa e invariante frente a traslaciones) que estan continuamente contenidos en

Hol(ID), es decir, tales que convergencia con respecto a la norma o la distancia en X

implican convergencia uniforme en compactos. Observemos que este hecho implica



2 Capitulo 1. Espacios clasicos de funciones holomorfas en el disco unidad

que para cada 2y € D, el operador de evaluacién puntual £, definido por

EZo(f):f(ZO)v feX,

es un operador continuo de X en C.

1.2 Espacios de Hardy

En esta secciéon vamos a introducir los espacios de Hardy H? y recordaremos
algunos resultados bésicos de los mismos. Mencionamos los textos [34] y [42] como

excelentes referencias sobre estos espacios.

Si0<r<1ly fe€HolD), definimos

™ 1/p
My(r, f) = (1/ |f<rei9)ypd9)  s0<p<oo,

2 ),

My (r, f) = méx|f(2)].

|z|=r

Las medias M,(r, f) crecen con r. Para 0 < p < oo, el espacio de Hardy H” es

el formado por todas las funciones f que son holomorfas en D para las que

[f e = sup My(r, f) = Hm My(r, f) < .
0<r<1

r—1

Con esta definiciéon vemos que H* es el espacio de las funciones holomorfas y

acotadas en ID. Es claro que
HYC H?, 0<p<q<oo.

Para 1 < p < oo, || - |lgr es una norma en H? y (HP,| - ||u») es un espacio de

Banach. Para 0 < p < 1, H? es un F-espacio con la distancia d, definida por

Un resultado bésico en la teoria de los espacios de Hardy es el teorema de Fatou:



1.2. Espacios de Hardy 3

Teorema A. Toda funcion f € H? (0 < p < o0) tiene limite radial (de hecho,
no-tangencial) finito

f(e®) = 1im f(re®)

r—1
para casi todo 0 € 0,27, y la funcién de sus valores en la frontera tiene la propiedad

de que f(e”) € LP(T) ylog|f(e®)| € L'. Ademds, || fllu» = || f(€")||Locr)-

Identificando cada funcién f € HP con la funcién de sus valores en la frontera

f(e?), podemos ver a HP como un subespacio cerrado de LP(T).

La sucesién de ceros {zx} de una funcién f € H?, no idénticamente nula, repeti-

dos de acuerdo a su multiplicidad satisface la condicion de Blaschke

D (=) <
k=1

que asegura la convergencia del producto de Blaschke

m |zk| 2y — 2
Este producto infinito define una funciéon holomorfa en D cuya sucesién de ceros es
{#zt} (y 0 con multiplicidad m, si m > 0) y, ademéds, B es una funcién en H*> con
norma 1.

Si fe H? (0 <p<o0), f#0,y B es el producto de Blaschke con los mismos
ceros que f, entonces la funcién f/B no tiene ceros en D, pertenece a H? y tiene la
misma norma-H? que f.

Resefiemos también que un producto de Blaschke B satisface que |B(e?)| = 1

para casi todo 6.

De lo que acabamos de exponer se deduce que toda funcién f € H? (0 < p < 00)
puede factorizarse en la forma f = Bg donde B es el producto de Blaschke con los
mismos ceros que f y ¢ es una funcién en H? sin ceros en D y con la misma norma

que f. Nétese que como g no tiene ceros, para « real, podemos definir la funcién
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holomorfa g® que pertenece a H?/®. Esta simple observacién es de gran importancia
ya que permite, para 0 < p,q < oo, deducir resultados en el espacio H? a partir de

resultados en H?. En particular, permite obtener el siguiente resultado.

Teorema B. Sea f € H'. Entonces existen fi, fo € H?, con

f=hF yllfille =115 G=1,2).

Las funciones en los espacios de Hardy tienen importantes propiedades de crec-

imiento. Destaquemos las siguientes:

Teorema C.
(i) Si0<p<ooyfeHP, entonces

1£(2)| = o((1 = |2])""P), cuando |z| — 1.

(ii) Si0<p<q<ooyfeHP, entonces

My(r, ) = o (1 —r)Me=tP), cuando r — 1.

Considerando las funciones f, (a > 0) definidas por f,(z) = (1 —2)7° (z € D),
para las que se tiene que f, € HP si y sélo si a < 1/p, se comprueba que los
exponentes en este teorema son los mejores posibles. Sin embargo, podemos destacar
que (ii) puede mejorarse. En efecto, Hardy y Littlewood [55] (véase también [34,

Theorem 5. 11]) probaron el siguiente resultado.

Teorema D. Si0<p<g<oo, A\>pya=

, entonces para toda f € HP se

=

1
P

tiene que

/0 (1-— T)AQ_I{MQ(T, Y dr < .



1.2. Espacios de Hardy )

Pasemos ahora a hablar sobre los coeficientes de Taylor de funciones en los espa-

cios de Hardy. Si f € HP (0 <p<o00)y f(2) =>."7, a,2" (2 € D), {qué podemos

n=1

decir sobre la sucesién {a, }52,?

El caso p = 2 es muy simple. Por la identidad de Parseval, se tiene que

o
Mo(r, )2 =" Jaar™, 0<r <1,
n=0
y, por tanto,
f € H?siysélosi {a,} € 1%
es decir,

oo
f € H? siy sélo si Z lan|? < .

n=0

Ademds, se tiene que || f|lzz = 32, la,|2)"2.

Las desigualdades de Hausdorff-Young implican que si 1 < p < 2y f € HP,
entonces la sucesion {a, } pertenece al espacio ¢7, siendo ¢ es el exponente conjugado

de p, es decir, 1/p+ 1/q = 1, teniéndose
{an}lg < [1f] 52

Por su parte, Hardy y Littlewood obtuvieron el siguiente resultado (véase [34,

Chapter 6]).

Teorema E. Sea f holomorfa en D, f(2) => .07, a,z" (2 € D).

n=1
(i) Si0<p<2vyfe€HP, entonces Y o nP"?|a,[P < co.
(it) Si2<p<ooyd 2 nP?a,lP < oo, entonces f € HP.
Finalicemos esta seccion recordando que para 1 < p < oo el espacio dual de HP,

(HP)*, es isométricamente isomorfo al espacio H?, siendo ¢ el exponente conjugado

de p:
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Cada ¢ € (HP)* puede ser expresado en la forma

1 2m e
- 05 (e?) df
o) =5 [ e
para una unica funcién g € H9. Ademés, ||| =< |9l #a-

El espacio dual de H' también estd identificado, es el espacio BMOA que pre-

sentaremos en la seccion siguiente.

1.3 El espacio BMOA y el espacio de las funciones de Bloch

Si f € LY(T) e I es un intervalo de T, m;(f) denotard la media de f sobre el

intervalo I, esto es,
1 )
milf) =7 [ 0.

La oscilacién media de f sobre [ es
1 i0
mMV—mMZETJﬂe%ﬂmUW&

Diremos que f tiene oscilacién media acotada o que f € BMO si f € LY(T) y

1 1
wmw@mlmw—mmw<w

Claramente, L>* C BMO.

El espacio BMOA es el formado por las funciones f € H' cuya cuya funcién de
valores en la frontera f(e”) pertenece a BMO. Este espacio es de Banach con la

norma
1 )
111 =170+ s (7 [ 15() = mi(Dlap).
Mencionemos [42],[46] como referencias generales sobre BMOA.

Se tiene que

H>® C BMOA,
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pero BMOA contiene funciones no acotadas. El ejemplo tipico es la funcién f(z) =
log i que estd en BMOA\ H*®. Un resultado bésico en la teoria de las funciones de
oscilacién media acotada es el teorema de John-Nirenberg [65] (véase también [46,
Theorem 4. 1]) que implica que aunque no tiene que estar acotada, una funcién en
BMOA no puede crecer demasiado deprisa. En particular, el mencionado teorema

de John-Nirenberg implica que BMOA C HP para todo p < co. Tenemos pues

H>® C BMOAC HP, 0<p< .

Existen muchas caracterizaciones de BMOA y BMOA es “conformemente in-

variante” .

Denotemos por M al conjunto de todas las aplicaciones conformes de D sobre

si mismo. Es bien sabido que
M ={dp, 1 a €D, |\ =1},

donde ¢, es la transformacién de Mobius definida por

Definicién 1. Sea (X, 7) un subespacio de Hol(D) con estructura de espacio vecto-
rial topolégico. Decimos que X es un espacio conformemente invariante si se cumple

que:

1. Existe una funcién homogénea, positiva y subaditiva p : Hol(D) — [0, o] tal
que

X ={f € Hol(D) : p(f) < oo}

y la topologia de X es la inducida por p, .

Observamos que en este caso p es una seminorma en X.
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2. Eziste una constante C' = C(X) > 0 tal que:

SifeX ydeMentonces fod e X yp(fod)<Cp(f).

Para f € Hol(D) y 0 < p < oo, definimos

prp(f) = sup [[f o5 = f(S(0)] .
Sem

Es claro que p,,(f 0 S) = psap(f), cualesquiera que sean f € Hol(D) y S € M. Se

tiene que para todo p € (0, 00)
BMOA = {f € Hol(D) : ps,(f) < o0},

y entonces se sigue de forma inmediata que para todo p > 1, BMOA con la semi-
norma p,, es un espacio conformemente invariante y un espacio de Banach con la

norma || - || gaoa, definida por
1/ lBrr0a, = 1£(0)] + pep(f)-

Deseamos resaltar también que BMO A puede caracterizarse como el espacio de
las funciones f € Hol(D) tales que la medida (1 — |z|*)|f/(2)|*dA(z) es una medida
de Carleson. Este resultado es esencialmente equivalente al teorema de dualidad de
Fefferman que establece que el dual de H' es identificable con el espacio BMOA
(véase [46, Theorem 7.1]).

Si f € BMOA entonces

=0 (=)

Las funciones holomorfas en D con esta propiedad son las llamadas funciones de
Bloch:
Para f € Hol(D) definimos:

ps(f) = sup(l — [2[*)|f'(2)|

z€eD
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Si f es holomorfa en D diremos que f es una funcién de Bloch si pp(f) < 0.
El espacio de todas las funciones de Bloch sera denotado por B. Este espacio es
conformemente invariante con la seminorma pg y es un espacio de Banach con la

norma || - ||z definida por

1flls = 1£(O)[ + ps(f)-

Es bien sabido que

H*® c BMOACB

y ademds ambas inclusiones son estrictas. Mencionemos [5] como una referencia

bésica para las funciones de Bloch.

1.4 Espacios de Bergman con peso

Para 0 < p < oo y a > —1 el espacio de Bergman A? esta formado por las

funciones f € Hol(D) tales que

I (0 1) - |z|2>a\f<z>|PdA<z>)1/p < .

Recordemos que dA representa la medida del drea en I, normalizada para que
el drea total de D sea 1. Asi pues, dA(z) = %dm dy = %rdr df. El espacio de
Bergman Aj se denota simplemente por AP. Para este espacio AP es obvio que

H? C AP. De hecho, se tiene que

HP C A, 0<p< oo.

Podemos enunciar para espacios de Bergman resultados andlogos a algunos de
los que mencionamos para los espacios de Hardy en la seccién anterior. Asi, entre

otros, tenemos los siguientes.

= La funcién (1 — 2)* estd en AP siy sélo A < 2.
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s Si0<p<ooy fe AP entonces
1_2
My(r, ) =o((1=7)i7)
para todo ¢ > p, v ademas es la mejor estimacién posible.
n Sif(z) =", a,2" (z € D), entonces

feA & Z(n—i— 1) an)? < oo.
n=1

Por el contrario, hemos de destacar que el teorema de Fatou no es vélido para
funciones en los espacios A? y también que la sucesién de ceros de una funcién en A%,
no ha de satisfacer la condicion de Blaschke. También queremos resenar que aunque
el espacio de Bloch no esta contenido en ninguno de los espacios de Hardy, se tiene
que

BcC A, 0<p<oo, a>—L.

Mencionemos los textos [35],[57] y [86] como excelentes referencias para la teoria de

los espacios de Bergman.

1.5 Espacios de Dirichlet

Finalizamos este capitulo presentando los espacios de tipo Dirichlet.

Para 0 < p < oo y a@ > —1 el espacio de tipo Dirichlet D2 (p > 0,0 > —1) es
el formado por las funciones f € Hol(D) tales que f' € AP. Por tanto, si f es una

funcién analitica en D, entonces f € DP siy solo si

1Fllog % 1£0)] + 1 |a, < oc.

Tenemos las siguientes inclusiones

DrcDl, si0<g<p<oo, a>-1

DL CDl, sil<p<oo —l<a<p.
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Si o > p — 1 es bien sabido que D¥, = A}, [37, Theorem 6]. Por otra parte, si
o < p — 2 entonces DP C H*. Por tanto D? es un “espacio de Dirichlet propio”
cuandop—2<a<p-—1.

De especial interés son los casos extremos a =p—2y a=p— 1.

Para p > 1, el espacio Dﬁ_Q es el espacio de Besov BP?. El espacio DZ = B? es el
espacio de Dirichlet clésico formado por las funciones f € Hol(D) que satisfacen que
Jo If'(2)]? dA(2) < oo. Los espacios de Besov B (1 < p < oo) forman una cadena
ascendente de espacios conformemente invariantes y todos ellos estan contenidos
en BMOA. Mencionamos [8, 32, 33, 60, 61, 83, 86] como referencias en las que
encontrar mucha informacion sobre los espacios de Besov.

Los espacios D§—1 son los mas préximos a los espacios de Hardy entre todos los

espacios de tipo Dirichlet. Se tiene que D? = H?. Ademds, [69]

HP C D"

-1, 812 <p < oo,

y [37, 84]
Dy, CHP, si0<p<2.
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Operadores de superposicion entre espacios de

funciones analiticas

2.1 Introduccidén

Dada una funcién entera ¢, el operador de superposicion
Sy« Hol(D) — Hol(D)

se define por S,(f) =@ o f (f € Hol(D)).

La cuestion natural en este contexto es la siguiente:

Dados X e Y dos espacios lineales de funciones holomorfas en D, ;cudles son las
funciones enteras ¢ tales que el operador S, aplica X en Y7 Cuando esto sucede se

dice que ¢ actia por superposicién de X en Y.

Si componemos en el otro orden tenemos los operadores de composicion. Con
m&s precision, si ¢ una funcién holomorfa en D con ¢(D) C D, el operador de

composicion C, con simbolo ¢ es el definido por

Co(f) = fow, feHolD)
Los operadores de composicion actuando entre distintos espacios de funciones holo-
morfas en D ha sido (y son actualmente) muy extensamente estudiados. Men-
cionemos las monografias [80] y [28] como excelentes textos generales sobre este

tema.

13
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La teoria de operadores de superposicién tiene sentido y una larga historia en
el contexto de funciones reales de variables reales y podemos mencionar el texto
[7] como una buena referencia. Sin embargo, el estudio de operadores de superposi-
cion en el ambito de espacios de funciones holomorfas es relativamente reciente, se

inicié hace menos de cuarenta anos.

Los operadores de composicién son lineales. Esto no es en general cierto para
operadores de superposicién. De hecho, es facil ver que el operador de superposicién
S, es lineal si y sélo si ¢ es de la forma ¢(z) = Az (z € C) para algin A € C.
Por supuesto, si X e Y son espacios normados (0, mas generalmente, F-espacios) de
funciones holomorfas en D y ¢ es una funcién entera, es interesante no sélo saber si
S, actia de X en Y sino también si es continuo o acotado de X en Y. Observemos

que al no ser S, lineal, la acotacién y continuidad de S, no son a priori equivalentes.

Asi pues, para X e Y dos espacios normados de funciones analiticas en D tenemos

las tres siguiente cuestiones naturales que a priori pueden tener respuestas distintas:

(a) Caracterizar las funciones enteras ¢ tales que el operador de superposicién S,

actia de X en Y.

(b) Caracterizar las funciones enteras ¢ tales que el operador de superposicién S,

es un operador acotado de X en Y.

(c) Caracterizar las funciones enteras ¢ tales que el operador de superposicién S,

es un operador continuo de X en Y.

= Si Y contiene a las funciones constantes, entonces es claro que, para ¢ una

funcién constante, el operador S, aplica X en Y.
» Si¢(z) = z, entonces S,(f) = f para todo f € Hol(D) con lo que

So(X)cYe XCY.
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» 5i X C Y, podemos decir que la respuesta a la pregunta (a) de caracterizar
las funciones enteras ¢ para las que ¢ actiia de X en Y por superposiciéon nos
dice “qué tan pequeno es X en comparacién con Y”. De manera informal,
tenemos que si hay muchas funciones enteras ¢ que actian de X en Y por

superposicion, entonces X es “pequeno” comparado con Y.

Como ya hemos indicado, al no ser S, lineal las respuestas a las cuestiones (b) y
(¢) no son a priori idénticas: acotacién y continuidad no son a priori equivalentes. De
hecho, Buckley y Vukoti¢ probaron en [25] que existen operadores de superposicién
continuos que no son acotados. No obstante, Boyd y Rueda [22] probaron que para
extensas clases de espacios de Banach de funciones analiticas X e Y, un operador
de superposicién acotado de X en Y es continuo. En efecto, teniendo en cuenta que
si Y es un espacio de Banach de funciones holomorfas en D que esta continuamente
contenido en Hol(ID) entonces los operadores de evalucién puntual son continuos en

Y, el Corolario 3.2 de [22] implica lo siguiente.

Teorema F. Sean X e Y dos espacios de Banach de funciones holomorfas en D
continuamente contenidos en Hol(D). Sea ¢ una funcion entera que actia de X en

Y por superposicion. Si S, es acotado de X en'Y, entonces es continuo de X en'Y .

Las cuestiones que hemos planteado han sido estudiadas para distintos pares de
espacios (X,Y') por diversos autores, la literatura en esta drea es bastante extensa.
Algunos articulos en la misma son los siguientes [4, 19, 21, 22, 23, 25, 27, 26, 40,
47, 68, 70, 74, 85]. Mencionaremos a continuacién tan sélo algunos de los resultados

contenidos en estos trabajos.

Camera [26] y Camera y Giménez [27] estudiaron operadores de superposicion
actuando entre espacios de Hardy y entre espacios de Bergman y probaron los sigu-

ientes resultados.
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Teorema G. Sea ¢ una funcion entera y 0 < p,q < 0.

(1) El operador de superposicion S, aplica HP en H? si y solo si p es un polinomio

de grado como mdzximo p/q.

(i1) El operador de superposicion S, aplica AP en A? si y solo si ¢ es un polinomio

de grado como maximo p/q.

Buckley, Fernandez y Vukoti¢ estudiaron en [23] operadores de superposicion

actuando entre espacios de Dirichlet y, entre otros, probaron el siguiente resultado.

Teorema H. Sea ¢ una funcion entera y 0 < p,q < 0.

(a) Si p<2<g<ooy p+#q, entonces S, actia por superposicion de Dfj en

Di si y sdlo si @ es constante.

(b) Siq < p <2 entonces Sy,(Dfy) C D§ si y sdlo si ¢ es un polinomio de grado

p(2—q)

menor o iqual que )

(c) Sip<q <2, entonces S,(Dy) C Dy si y solo si ¢ es constante.

(d) Si2<p<ooyq<p<oo, entonces S,(Df) C D cualquiera que sea .

(e) Si2<p<q<oo, entonces S,(Dyy) C Dg siy sdlo si p es constante.
Alvarez, Marquez y Vukoti¢ estudiaron en [4] operadores de superposicién ac-

tuando entre espacios de Bergman y el espacio de Bloch, B, probando los siguientes

resultados.

Teorema I. Sea 0 < p < 00 y sea ¢ una funcion entera. El operador de superposi-
cion S, aplica el espacio de Bergman AP en el espacio de Bloch B si y sdlo si ¢ es

constante.
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Teorema J. Sean 0 < p < 00 y ¢ una funcion entera. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes:
(a) El operador de superposicion S, aplica B en AP.
(b) El operador de superposicion S, es un operador acotado de B en AP.

(c) ¢ es una funcion entera de orden menor que uno, o de orden uno y tipo cero.

2.2 Relacion entre el operador de superposicion inducido por
una funcion entera y el inducido por su derivada

En los resultados expuestos en los teoremas G, H, I y J se caracterizan las fun-
ciones enteras ¢ que actian por superposicién de X en Y para ciertos pares (X,Y)
de espacios de funciones holomorfas en D. Estos resultados y, realmente, todos los

que conocemos de este tipo tienen en comun lo siguiente:

= Si S, aplica X en Y entonces S, también aplica X en Y.

Este hecho nos llevé a plantearnos la cuestion de caracterizar los pares (X,Y)
de subespacios de Hol(D) con esta propiedad o al menos la de encontrar una clase
amplia de espacios Y tales que si S,(X) C Y para un cierto espacio X entonces

también se tenga que Sy(X) C Y.

Para exponer los resultados que hemos obtenido en esta linea de trabajo, em-

pezaremos introduciendo los espacios de crecimiento ponderado H°.

Definicién 2. Un peso v en D serd una funcion positiva y continua definida en
D que es radial, i.e., v(z) = v(|z|) para todo z € D, y satisfaciendo que v(r) es

estrictamente decreciente en [0,1) y que lim, 1 v(r) = 0.
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Para tales pesos v, el espacio de crecimiento ponderado H;° se define por

o> = {f € Hol(D) : || f]le % supv(2)|f(2)| < oo}.

zeD

Equivalentemente,

H® — {f € Hol(D) : Ma(r, f) = O (%)}

El espacio H° es un espacio de Banach con la norma || - ||, definida por

[fllo = supv(2)|f(2)].

z€eD

Estos espacios tienen sus antecedentes en trabajos de Shields y Williams [81] y han

sido ampliamente estudiados, por ejemplo, en [14, 15, 17, 18, 56].

Bonet y Vukoti¢ [19] caracterizaron las funciones enteras ¢ tales que S, aplica
H en H® para distintos pares de pesos (u,v). Volveremos a esta cuestién més
adelante y seremos entonces mds precisos. En el trabajo [29] hemos probado el

siguiente resultado.

Teorema 1. Sea v un peso en D y sea (X, || -||) un espacio de Banach de funciones
analiticas en D. Sea ¢ una funcion entera. Si el operador de superposicion S, es un

operador acotado de X en H3°, entonces Sy aplica X en H°.

Demostracion.
Supongamos que S, es un operador acotado de X en H;°. Entonces existe una

constante positiva L tal que

156 (9)llo < Lligll, g€X,

lo que equivale a decir que

Lilg]l
v(§)’

1Se(9)(E)] = [p(9(€))] < geX, (eb. (2.1)

Sea A = maéxje<1 |¢'()].

Tomemos f € X y z € D.
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= Si|f(2)|] <1, recordando que v es radial y que v(r) decrece cuando r crece en

[0,1), deducimos que

Av(0)

= Supongamos ahora que |f(z)| > 1. Tomemos entonces R = 2|f(z)|. Como
de costumbre, si F' es un funcién entera y 0 < r < oo, M(r, F') denotara el
méximo de |F| en la circunferencia de centro 0 y radio R, es decir,

M(r,F) = max|F(z)|.

|2|=r

Utilizando la féormula integral de Cauchy para la primera derivada y simples

estimaciones, obtenemos

S (F) ()] = 1¢'(f(2))]

1 ¢(C)
o /QZR (ENE)E

1 M(2|f(2)],
< Lo MG )

_ M@UE)e)
27()

M@2[f(2)], @)

<

N | —

Tomemos ahora 6 € R tal que

M@2If(2)]9) = v (2¢7£(2))]

y consideremos

g(€) = 27 f(6), £eD.

Entonces tenemos

[1S6(9)()] - (2:2)
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Ahora, como f € X se tiene que g € X y ||g|| = 2|/ f]|. Utilizando (2.1), deducimos

que
Ll
S,(0)(@) < g E€D
Esto y (2.2) dan
S, < P

Uniendo ambos casos, obtenemos que

para todo z € D,

con C' = max <Av(0), %) Esto nos da que S, (f) € HJ° como querfamos de-

mostrar. [J
Si v es un peso D, definimos DH° como:
DHX ={f € Hol(D) : f' € H’} .
El espacio DHS® es un espacio de Banach con la norma || - || p, definida por

1 lpw = £ + 11f -

A continuacion vamos a ver que el Teorema 1 sigue siendo cierto si en su enun-

ciado sustituimos H: ° por DH®.

Teorema 2. Sea v un peso en D y sea (X, || -||) un espacio de Banach de funciones
holomorfas en . Sea ¢ una funcion entera y supongamos que el operador de su-

perposicion S, es un operador acotado de X en DHZ°. Entonces Sy aplica X en

DH®>.

Demostracion.
El hecho de que S, es un operador acotado de X en DH;° quiere decir que existe

una constante A > 0 tal que
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(SN +v@l (FEDI- IR <Afl, feX, zeD.

Tomemos f € X. Hemos de probar que Sy (f) € DH®.

Se tiene

Sy(f) e DHY < ¢ o f € DHY?
S (fof) =(¢"of)f e HY

N ilelgv(Z)lw”(f(Z))l 1f(2)] < oo

Tomemos 2z € D y razonemos como en la demostracién del Teorema 1 en el caso

|f(2)| > 1, tomando R = 2|f(z)|, para obtener

" (f(2)] =

1 ¢'(¢)
omi /|< C— e ™
1 MEIELY)

< 7 2rR 72

_ M@
2//(2)

<3 M), 9)

Tomemos ahora 6 € R tal que

M2lf(2)],¢') = |¢'(2¢” f(2))]

y definamos

9(§) = 2" f(€), €eD.

Se tiene que

geX vy gl =2lrl
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Por tanto, tenemos que S, (f) € DH® como querfamos demostrar. [J

Si tomamos v(z) = (1 — |z|*) entonces el espacio DH® es el espacio de Bloch B.

Por tanto, tenemos el siguiente resultado, como caso particular del Teorema 2.

Corolario 1. Sea (X, ||-||) un espacio de Banach de funciones analiticas en D y sea
¢ una funcion entera. Si el operador de superposicion S, es un operador acotado de

X en el espacio de Bloch B, entonces S (X) C B.

2.3 Sucesiones de ceros y operadores de superposicion

Ya vimos al comienzo de este capitulo que las funciones enteras ¢ que actian de
X en Y por superposicién han sido caracterizadas para un buen nimero de pares
(X,Y) de espacios de funciones holomorfas en el disco unidad D. Recordemos el
Teorema I, probado por Alvarez, Marquez y Vukotié¢ en [4], que establece que las
constantes son las tinicas funciones enteras que actian por superposiciéon del espa-
cio de Bergman AP (0 < p < o0) en el espacio B de las funciones de Bloch. La
demostracién de este hecho presentada en [4] hace uso de resultados sobre aplica-
ciones conformes del disco unidad en sectores. En esta seccién utilizaremos ideas

completamente distintas para obtener la siguiente extensiéon del Teoremal.
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Teorema 3. Supongamos que 0 < p < o0 y a > —1. Sea ¢ una funcion entera.
Entonces el operador de superposicion S, aplica el espacio de Bergman con peso AP

en el espacio de Bloch B si y solo si ¢ es constante.

Cuando a = 0, este teorema se reduce al mencionado Teorema I. Indiquemos que

en el capitulo tercero de la tesis obtendremos una extension del Teorema 3.

Nuestra demostracién del Teorema 3 hard uso de resultados sobre las sucesiones

de ceros de los espacios en cuestion.

Si X es un subespacio de Hol(ID), entonces diremos que una sucesién de puntos
{2z} en D es una “sucesion de ceros de X, o una “X-sucesién de ceros” si existe una
funcién f € X que se anula precisamente en los puntos de esa sucesién (contando
multiplicidades). Es bien sabido que, como expusimos en el capitulo primero, las
sucesiones de ceros de cualquiera de los espacios H? (0 < p < oo) son las sucesiones
de Blaschke. Pasemos a presentar algunos resultados sobre las sucesiones de ceros

de los espacios de Bergman con peso AP y del espacio de Bloch B.

Horowitz probé en [62] el siguiente resultado.

Teorema K. Supongamos que 0 < p < oo y a > —1.

(i) Sige A2, g(0) #0, y {2} es su sucesion de ceros, entonces

ﬁil = O (n\1+e)/7). (2.3)

(ii) La estimacion en (i) es la mejor posible en el siguiente sentido: Para todo
e > 0, eziste una funcion g € AP con g(0) # 0 cuya sucesion de ceros {z}

satisface

H |L (4152 (2.4)
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Realmente, Horowitz demostré estos resultados para oo > 0y Sedletskii [78] los
demostré para todo a > —1. Indiquemos que razonando como en la demostraciéon
de [48, Teorema 1] se obtiene que O (n(HO‘)/ p) puede reemplazarse por o (n(HO‘)/ p)

n (2.3).
Girela, Nowak y Waniurski probaron en [48] que si f es una funcién de Bloch

con f(0) # 0y {&} es su sucesién de ceros, entonces
H ((log n)1/2) : (2.5)
el —

Mas tarde, Nowak [72] demostr6 que O ((logn)l/Q) no puede reemplazarse por
o ((logn)'/?).

Ahora ya estamos en disposicion de presentar nuestra demostracién del Teore-
ma 3.
Demostracion del Teorema 3.

Es trivial que si ¢ es constante entonces S,(A2) C B.

Supongamos ahora que ¢ no es constante y que S,(A?) C B.

Tomemos € > 0 y, utilizando el Teorema K, tomemos una funcién g € A? con

g(0) # 0 tal que su sucesion de ceros {z;} satisface (2.4). Como g € AP se tiene que

Se(g) = pog €B.

Como ni g ni ¢ son constantes, es claro que ¢ o g tampoco lo es. Sea ahora F =

So(g) — ¢(0). Como S,(g) es una funcién de Bloch, se sigue que

F = 8,(9) — »(0) = pog — »(0) € B.

Ahora, es claro que F' # 0 y que todos los ceros de g son ceros de F. En otras
palabras, la sucesién {z;} estd contenida en la sucesién {&.} de los ceros de
F. Como {z} satisface (2.4), se sigue que {&} no satisface (2.5). Esto estd en

contradicciéon con que F € B. [

Los argumentos utilizados para probar el Teorema 3 dan el siguiente resultado.
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Teorema 4. Sean X y Y dos espacios de funciones analiticas en D que satisfacen

las condiciones siguientes.
(i) X contiene las funciones constantes.

(ii) Existe una funcion f € X con f(0) # 0 cuya sucesion de ceros {z} no es una

sucesion de ceros de 'Y .

Sea ¢ una funcion entera. Entonces el operador de superposicion S, aplica X en'Y

sty solo si p es constante.

Hay muchas posibilidades de eleccion de los espacios X e Y en el Teorema4 y
cada una de ellas nos llevaria a un resultado concreto. Vamos a mencionar sélo un

par de los mismos.

Como ya hemos mencionado anteriormente, las sucesiones de Blaschke son las
sucesiones de ceros de cualquiera de los espacios de Hardy H? (0 < p < o0) y
también de la clase Nevannlinna N (véase [34]). De hecho, utilizando la férmula
de Jensen se sigue que si f € Hol(D) y f # 0 entonces su sucesion de ceros {zj}

satisface la condicién de Blaschke si y sélo si

1 2m )
sup — log |f(re™)| dt < oo.
0<r<1 2T 0

Podemos enunciar el siguiente resultado como consecuencia del Teorema 4.

Corolario 2. Sea Y un espacio de funciones analiticas en D tal que todas las suce-
siones de ceros de Y son sucesiones de Blaschke y sea v un peso D. Sea ¢ una
Juncion entera. Entonces el operador de superposicion S, aplica H° en'Y si y sdlo

si @ es constante.

Demostracion.
Por el Teorema4, es suficiente probar que existe una funcién f € H°, f # 0,

cuya sucesién de ceros {z;} no sea una sucesién de Blaschke.
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Sea ¥(r) = 1/v(r) (r € [0,1)). Entonces ¢ es una funcién positiva, continua
y creciente en [0,1), y lim,_,;1(r) — oo. Utilizando el Lema2 en p.80 de [35],
podemos elegir una sucesion creciente de nimeros enteros positivos {ng}7, tal que

o0

1
Zr"’“ < élogzb(r), 0<r<l.
k=1

Entonces la funcién f construida en p. 94 de [35] con esta sucesién {ny} pertenece

a Hy° y su sucesion de ceros no es una sucesion de Blaschke. [J

-1
Cuando v es el peso definido por v(z) = <10g %M) (z € D), el espacio H® es

el formado por las funciones f € Hol(D) tales que

lf(z)] = O <log ) , cuando |z| — 1. (2.6)

112

Este espacio es el llamado A° en [48] y Hyy, en [49] y en [13]. El espacio Hpy y el
espacio Bloch estan estrechamente relacionados. Es bien sabido que una funcion de

Bloch f satisface (2.6). Asi pues,
B C Hyg,.

Como la funcién f(z) = log 1 es una funcién Bloch, la condicién de crecimiento
(2.6) es la mejor posible para el espacio de Bloch. Bao y Ye [13] identificaron el
espacio Hig, como el dual de un subespacio de tipo Luecking de A' y demostraron
que el espacio Bloch no es denso en Hy,. Utilizando el Teorema4 y [48, Teorema 2]

obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 3. Sea ¢ una funcion entera, entonces el operador de superposicion S,

aplica Hy, en el espacio de Bloch B si y sdlo si ¢ es constante.
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2.4 Operadores de superposicion actuando entre espacios de

norma mixta

Como ya hemos mencionado, Bonet y Vukoti¢ [19] caracterizaron las funciones

enteras ¢ tales que S, aplica H;° en HZ° para distintos pares de pesos en D, (u, v).

Tomando a > 0y v(z) = (1 — |2])*, el espacio H.° es

lﬂm@):{feHd®yA&wj):O<af%F)}

Entre otros resultados, Bonet y Vukoti¢ probaron el siguiente.

Teorema L. Sean 0 < o, < oo y ¢ una funcion entera. Las condiciones sigu-

tentes son equivalentes:
(i) ¢ es un polinomio de grado menor o igual que 3/a.
(11) S, (H(oo,a)) C H(oo, ).

(i) S, es un operador continuo de H(oo,a) en H (oo, ).

Para a >0y 0 < p < 0o, definamos

H@@):{fe%dwyﬂgmf):o(af%ﬁ)}

A la vista del Teorema L, resulta natural plantearse la siguiente cuestion.

Cuestion 1. Caracterizar las funciones enteras ¢ tales que

Sy (H(p,a)) C H(p,B).

De hecho, podemos plantearnos una cuestion mas general, la de estudiar los

operadores de superposicion actuando entre espacios de norma mixta.
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El espacio de norma mixta H(p,q,a) (0 < p, ¢ < oo, a > 0) es el espacio

formado por las funciones f € Hol(D) para las que || f

paga < 00, donde,

1 1/q
(/0 (1-— r)aq*ll\/[g(r, f) d?") , si0<q< oo,

sup (1 —7)*My(r, f), sigq= 0.

0<r<1

I/

p7q7a

Estos espacios tienen su origen en el trabajo de Hardy y Littlewood [55], pero la
primera definicién explicita fue dada por Flett [37, 38]. Desde entonces, los espacios
H(p,q,a) se han estudiado en muchos articulos (véase, por ejemplo, [1, 9, 12, 16,
24, 39, 63, 73, 75, 82] y las referencias que en los mismos se dan). Notemos que el
espacio de Hardy HP? puede ser identificado con el espacio de norma mixta en el caso

limite H (p, 00, 0). Por su parte, se tiene que A2 = H(p,p, (a + 1)/p).
Con esta notaciéon el Teorema L. puede enunciarse como sigue:

Sea ¢ una funcion entera y sean 0 < «, < oco. Entonces el operador de su-
perposicion S, aplica H (oo, 00, ) en H(0o, 00, 3) siy solo si ¢ es un polinomio de

grado menor o igual que B/a.

En esta seccién caracterizaremos las funciones enteras ¢ tales que el operador
de superposicién S, aplica el espacio H(p,q,a) en el espacio H(s,t, ), para dos
tripletas cualesquiera de pardametros (p,q, ), (s,t,8) con 0 < p,q,s,t < ooy
0 < a,B < oo, extendiendo asi el Teorema L. Esta cuestién estd estrechamente
relacionada con las inclusiones entre espacios de norma mixta. Una caracterizacion
completa de esas inclusiones fue probada en [9, 10] (véase también [12, 23, 63] para

algunos resultados parciales). Nosotros probaremos el siguiente resultado.

Teorema 5. Sea ¢ una funcion entera y 0 < p,q,s,t < 00, 0 < o, < o0.
Entonces el operador de superposicion S, aplica H(p,q, o) en H(s,t,[3) si y solo
st @ es un polinomio de grado N, donde N satisface una de las cuatro condiciones

siquientes:
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B+1
1 .
a—l—;

(i)

<sy N<

2zt

1
(i) £ <s, N=25 4 £<t.

a
a+% N
(i) & >s y aN<}p.

(iv)

=zl

>s, aN=8 y 2<t.

Ademds, en cualquiera de los cuatro casos el operador S, es acotado y continuo de

H(p7 q? a) en H(87t7 /8)'

Antes de dar la demostracion del Teorema 5 presentaremos una serie de resultados
ya conocidos y otros resultados previos que hemos probado para llegar a la conclusién

que hemos enunciado.

Vamos a empezar con la siguiente estimacion para las medias integrales de fun-

ciones en el espacio H(p, q, ) (véase, e.g., [63, p. 146]).

Lema M. Si0<p,g<oo,0<a<ooyfeH(pq,a) entonces

1/ lp.g.0
My(r, f) < m,

[F
M(r, ) § e
() S -

. ., . . . _ —C
A continuacién vamos a considerar funciones del tipo, (1—2z)~? (log lfz) con vy
y ¢ constantes no negativas. Estas funciones son muy tutiles como ejemplos tipicos de
funciones que pertenecen a distintos espacios. En el siguente lema que puede verse

en [12, Lema 2] (véase también [9]) se determina cuéles de estas funciones pertenecen

a los espacios H(p, q, ).

Lema N. Para v >0 y c > 0, consideremos

F,(z) = ﬁ E,.(z) = a —12)7 (1Og : ¢ Z) . (zeD).

Supongamos que 0 < p < oo, 0 < qg<oo ya>0. Entonces



30 Capitulo 2. Operadores de superposicion entre espacios de funciones analiticas
(i) Fy € H(p,q,«) siy sélo siy <o+ i.
(ii) F, € H(p,00,a) siy solo siy <o+ é.

(iii) F.. € H(p,q,a) sty solo 32’7<a+%, O’}/:Oé—i-% yc> %.

(w) F,.€ H(p,00,a) sty solo siy<a+ %.

Denotaremos por £ al conjunto de todas las funciones f € Hol(D) que vienen

dadas por una serie de potencias lagunar o de Hadamard, es decir, f es de la forma

o0

flz) = Zakz”’“, zeD,

k=1

donde la sucesién de enteros no negativos {n;} satisface ny,; > Any, para todo
k, para una cierta constante A > 1. En el siguiente lema, que puede verse en [63,
Capitulo 8] o en [73, p. 102] y que es una consecuencia del trabajo de [71], se presenta

una caracterizacion de las funciones en £ N H(p, q, ).

Lema N. Sea f € L, f(2) = S0°  ap 2™ (2 € D) con ngyy > Ang, para todo k, y
A > 1. Supongamos que 0 < p,q < 0o y a > 0. Entonces f € H(p,q,a) si y sélo si

la sucesion {ay/n$} pertenece al espacio (9.

Finalmente y para terminar con esta serie de resultados previos ya probados, va-
mos a enunciar el resultado de Arévalo [9, Teoremas 1 y 2] que da una caracterizacién

completa de las inclusiones entre espacios de norma mixta.
Teorema O. Supongamos que 0 < p,q,s,t < oo, 0 < a,f < 0.
(i) Sip > s, entonces

a<f, o
H(p,q,a) C H(s,t,5) <

a=p0y qg<t.
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(ii) Sip < s, entonces

1 1
Oé+—<5+g,
H(p,q,a) C H(s,t,8) & b

0

1 1
at+-=06+-y qg<t
p s

Vamos a dividir la demostracion del Teorema 5 en varios pasos. Primero utilizare-

mos argumentos semejantes a algunos de la demostraciéon de la Proposicion 3.1 de

[19] para probar que ser un polinomio es una condicién necesaria en ¢ para que S,
aplique un espacio de norma mixta en otro.

Lema 1. Sean ¢ una funcion entera y 0 < p,q,s,t < o0, 0 < o, < 00. Si

1
polinomio de grado como mdximo ——+.
p

el operador de superposicion S, aplica H(p,q,a) en H(s,t,[) entonces ¢ es un

Demostracién.

Sea ¢ una funcién entera y supongamos que S, aplica H(p,q,a) en H(s,t,[3).

1
Para concluir que S, es un polinomio de grado como maximo

S

ar i por una esti-

macion estandard de Cauchy, sera suficiente probar que

- M(r, )
B+i .

o+ (véase, e.g., [58, Teoremas8. 2. 3]).
Asi pues, tomemos A > ot

S

1
a+=
+P

para todo A >

fy<oz+%yseag(z)

y supongamos que (2.7) no es verdadera. Tomemos

(1 — 2)77 (¢ € D). Utilizando el LemaN, vemos que
g9 € H(p,q,a).

Como (2.7) es falso, existen d > 0 y una sucesién {w,} C C con |w,| > 1, para
todo n, y lim,,_, |w,| = oo tal que

lo(w,)| > dlw,|?, para todo n.

31
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Razonando como en [19, p.315], podemos asumir que |argw,| < % para todo n.
Entonces, para todo n, consideremos z, la preimagen de w,, por g:
1

b
w,

Zn = 1— (1= 2,7 = w/.

Para todo n, |1 —z,] <1y Jarg(l — z,)| < 7/4, con lo que, z, pertenece a un
dominio de Stolz con vértice 1. Asi pues, existe ¢ > 0 tal que |1 — z,| < ¢(1 — |z,])
para cada n.

Como g € H(p,q, ), Sy(9) = ¢ og € H(s,t, /). Utilizando el LemaM, deduci-

mos que
1
o(wy)| = lp(g(zn))] S ——————.
otun)l = ool S
Entonces tenemos
A 1 B+Ly/
Slwn|® < le(g(zn))] < =X Jw, [T

~ (1= |a))Pt
Como {|w,|} — oo, esto implica que A < (84 %)/y. Como v € (0, + 113) es
arbitrario, obtenemos que A < (84 1) /(o + %), lo cual contradice nuestra hipGtesis.

U

Lema 2. Sean P un polinomio de grado n, 0 < p,q,s,t < oo y0 < a,f < oo.
Supongamos que el operador de superposicion Sp aplica H(p,q,«) en H(s,t,[3) y
sea ) un polinomio de grado k con 0 < k < n. Entonces Sq aplica H(p,q, o) en
H(s,t,B). Ademds, ezisten dos constantes positivas Cy, Cy independientes de f tales
que

1SQ(N)llss < CLllSp(£)llsss + C2,  para toda f € H(p, g, ).

Demostracion.
Probaremos el resultado asumiendo que s y t son finitos. Para el resto de los
casos solo habra que hacer pequenas modificaciones.

Como k < n, existen R,C > 0 tales que

1Q(2)| < C|P(2)], silz| > R.
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Tomemos f € H(p,q,«). Sabemos que Po f € H(s,t,) y queremos probar que
Qo fe H(st (). Para0 <r <1, sea

A, ={0€0,27] : |f(re®)| > R}, B, =[0,27]\ A,.
Tenemos

/0 (1= 1P M,(r, Qo f)' dr

-/ @y (5 [ "0 (Fre) ) i
- [a=nm (5 [ eUueyras & [ e o) |Sde)t/s dr

t/s

< /01(1 — )Pl <% /027r P (f(re)) | do + M (R, Q)S) dr

< [a=om (5 [T o) isde)t/s + M(R.Q)

SISp(Hllsrs + MR, Q).

Asf pues, So(f) = Qo f € H(s,t,5) y 1So(N)llsrs < CrllSp(f)IL,s + Ca2, donde

C1 y (5 son constantes positivas independientes de f. [J

En nuestro siguiente resultado probaremos el Teorema 5 para el caso de monomios.

Este resultado y los dos lemas anteriores implicaran el Teorema 5 facilmente.

Proposicion 1. Supongamos que 0 < p,q,s,t < o0, 0 < o, < 00. Sea N un
nimero entero no negativo y sea ¢ definida por ¢(z) = 2V (2 € C). Entonces el
operador de superposicion S, aplica H(p,q,«) en H(s,t, ) si y sélo si N satisface

una de las cuatro condiciones siguientes:

, B+3
(i) & <s vy N<a+%.
1
(i) L<s, N=25% gy &<t

(i) & >sy aN <}p.
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(i) §=s aN=§ y $ <t

Ademds, en cualquiera de los cuatro casos el operador S, es acotado y continuo de

H(p,q,«) en H(s,t,f3).

Un simple célculo da el siguiente resultado que necesitaremos en la demostracion

de la Proposicion 1.

Lema 3. Si f € Hol(D), 0 < s,t < 00, 0 < 8 < 00, y N es un entero positivo,

entonces
s t
€ Hs,t s NeH(Z - B8N).
f (8, ,6) f (N7N7/B )
Ademds
t _ N t/N
Hf”s,t,ﬁ - Hf %, %,8N"

Demostracion de la Proposicion 1.

Utilizando el Lema3 y el Teorema O, tenemos que si N satisface una de las
condiciones (i), (ii), (iii), o (iv) entonces S, es un operador acotado de H(p,q, «)
en H(s,t,3). Como las inclusiones en el Teorema O son acotadas y los funcionales
de evaluacién puntual son continuos en los espacios de norma mixta, utilizando el
Teorema F' ([22, Teorema1]), vemos que S, es un operador continuo de H(p,q, «)

en H(s,t,[3).

A continuacién vamos a probar la necesidad de una de las condiciones (i)-(iv).

1
zi%, tomamos v = « (8 + 1). Usando el LemaN (i), vemos

que F, € H(p, q,a), pero Fﬁfv =F,n ¢ H(s,t,5).

» Sik<sy N>

1
iij y%>t,t0mamos*y:%(5+%):oH—I%yc:%.El

» Sil<s, N=

Lema N (iii) implica que F, . € H(p,q, a) pero FY, = Fynon ¢ H(s,t, ).
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» Sif>syalN > f,sea

f(Z) = ZanZQHa z €D,

n=1

donde a, = 2"/~ (n=1,2,...). Tenemos

(2} - fresoper

y entonces, usando el LemaN, deducimos que f € H (p,q, ).

Para ver que f~ ¢ H(s,t, 3) empezaremos recordando que, como f estd dada

por una serie de potencias de Hadamard, tenemos que
M, (r, f) =< My(r, f), siempre que 0 < u < 00
(véase, e.g. Teorema8. 20 en [87, p.215, Vol.I]). Entonces, tenemos
M(r, fN) = My (r, )Y < My(r, f)Y. (2.8)

Notemos que
{anw%} = {1} ¢ M
y, por lo tanto f ¢ H(2, Nt, %) Asumiendo que t < oo, esto junto con (2.8)

implica que

/1(1 — )P M (e, ) dr < /1(1 — P My (r, F)N dr
0 0

1
= [0 ) ar
0

= 00.
Asf pues fN ¢ H(s,t,3). Un argumento similar se utiliza para el caso t = oo.

» Si L >s,aN =03y >t tomamos

f(z) = Zanzw, zeD
n=1
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con

a, = "Np VWO 1,2,....

Notemos que

(7% 1 Qn, 1 N
{%} - {m/(m)} €& {Qng} a {nl/Nt} ¢

Entonces, argumentando como en el caso anterior, obtenemos que f € H(p, q, @)

v fN ¢ H(s,t,/3). Omitimos los detalles.

Ya estamos en disposicion de finalizar la seccién probando el Teorema 5.
Demostracion del Teorema 5.

Asumamos en primer lugar que 0 < p,q,s,t < 00, 0 < a, f < 00, y que  es una
funcion entera tal que el operador de superposicion S, aplica H(p, q, ) en H(s, t, 3).

El Lema 1 implica que ¢ es un polinomio. Sea N su grado y P(z) = 2 (2 € C).
Utilizando el Lema 2, vemos que Sp aplica H(p, q,«) en H(s,t, ) y entonces, por la
Proposicién 1, tenemos que N satisface una de las cuatro condiciones (i), (ii), (iii),
o (iv).

La Proposicién 1 nos da que Sp es un operador acotado de H (p, a, ) en H (s, t, 3)

y el Lema 1 implica que existen dos constantes positivas C', Cy tales que

15 (f)

s < CllISp()lses + Co,  paratodo f € H(p,q, a).

Estos dos hechos juntos nos dan que S, es un operador acotado de H(p,q, ) en
H(s,t,B). Utilizando el ya varias veces mencionado resultado de Boyd y Rueda
[22, Teorema 1] como anteriormente, deducimos que S, es un operador continuo de

H(p,q,a) en H(s,t,5).

Pasemos a probar la otra implicacién. Supongamos por tanto que ¢ es un poli-
nomio cuyo grado N satisface una de las condiciones establecidas en el Teorema5

y P(z) = 2" (z € C). Utilizando la Proposicién 1 deducimos que S, es un operador
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acotado de H(p,q,a) en H(s,t,3) y entonces el Lema2 y [22, Teorema 1] implican
que S, es un operador acotado y continuo de H(p,q, ) en H(s,t,3). Asi finaliza la

demostraciéon. [

2.5 Operadores de superposicion actuando entre espacios de

Besov

2.5.1 Introduccién

Como ya indicamos en el Capitulo1, para 1 < p < oo, el espacio de Besov
B? es el formado por las funciones f que son holomorfas en D y satisfacen que
f" € A}_,. Por tanto, una funcién f € Hol(D) pertenece a BP siy sélo si p,(f) < oo,

donde

p—2

1/p
p,(f) = [Iflaz_, = <(p—1)/D(1— |Z|2)p2\f'(2)|pdz4(2)> :

Todos los espacios B? (1 < p < 0o0) son conformemente invariantes con respecto
a la seminorma p,. Un importante y bien estudiado caso es el espacio de Dirich-
let cldsico B? (usualmente denotado por D) que consta de las funciones f que son
analiticas en I tales que [j |f'(2)|* dA(z) < oo. Mencionamos [8] como una refer-
encia bésica sobre los espacios de Besov y el texto de Zhu [86] como un muy buen

lugar en el que encontrar mucha informacion sobre ellos.

El espacio B! requiere una definicién especial: B! es el espacio formado por
todas las funciones f que son analiticas en D y satisfacen que f” € A'. Aunque la
i iad ta definicié f te i iante, el io B!
seminorma asociada a esta definicion no es conformente invariante, el espacio
si lo es. Otra definicién de B!, con una seminorma conformemente invariante, es

presentada en [8], donde B! es denotado por M.

Es bien sabido que los espacios de Besov BP (1 < p < ¢ < oo) forman una cadena

ascendente de espacios y que todos ellos estén contenidos en el espacio BMOA (y,
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por tanto, también en el espacio de Bloch B):

B'cB'CcBPCB, 1<q<p< .

Asi pues, tenemos que si p < ¢ entonces el espacio BP es méas pequeno que
B4. Este resultado puede mejorarse. En efecto, uno de los resultados probados por

Buckley, Fernandez y Vukoti¢ en [23] es el siguiente.

Teorema P. Supongamos que 1 < q < p < 00 y sea @ una funcion entera. Entonces

el operador de superposicion S, aplica BP en B? si y sdlo si ¢ es constante.

En esta seccion vamos a presentar una demostracién de este resultado distinta
de la dada en [23]. Nuestra demostracion se basara en la obtencién de ciertos resul-
tados sobre la integrabilidad radial de la derivada de funciones en B? N H>. Estos

resultados seran obtenidos en la subseccion 2.5.2.

2.5.2 Un resultado sobre integrabilidad radial de funciones acotadas en
los espacios de Besov

La obtencion de resultados sobre la integrabilidad a lo largo de radios de dis-

tintas clases de funciones holomorfas en el disco unidad I es una cuestién de gran

importancia en variable compleja que ha atraido la atencién de muchos autores a lo

largo de los anos. Uno de los mas conocidos resultados en esta linea se debe a Rudin

que en el articulo [77] demostré la existencia de una funcién f € H* para la cual

la variacion radial
1
V(6 = [ Ifeear
0
es infinita para todo € excepto a lo sumo para aquellos € que pertenecen a un
conjunto de primera categoria y medida cero. Bourgain [20] resolvié una cuestién

planteada por Rudin demostrando que si f € H* entonces el conjunto de los ¢

para los que V(f,0) < oo no puede ser vacio sino que, de hecho, tiene dimensién
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de Hausdorff 1. Otros trabajos en los que se estudian propiedades de integrabilidad

radial de distintas clases de funciones analiticas son [6, 11, 44, 45, 51, 52, 53, 54].

Pasemos a considerar cuestiones de este tipo para las derivadas de funciones en

los espacios de Besov.

Por la definicién, es claro que si 1 < p < oo y f € Hol(D) entonces
1
feB < / (1 —r)P 2 My (r, f)P dr < oo. (2.9)
0
Claramente, esto implica que si 1 < p < ooy f € BP entonces

1
/ (1 —r)72|f'(re?)|P dr < oo, para casi todo 6 € [0,2x]. (2.10)
0

A continuacién probaremos que (2.9) y (2.10) son estimaciones “muy precisas”
en un sentido muy fuerte, hecho que esta conectado con la ya mencionada cadena
de inclusiones

B'CcB'CcBCB, 1<q<p< oo.

Con mas precisién, para 1 < ¢ < p < oo, probaremos la existencia de funciones
f € BPNH> con M,(r, f') “tan grande como sea posible” y con f’ teniendo “malas

propiedades de integrabilidad de orden ¢ a lo largo de todos los radios”.

Teorema 6. Supongamos que 1 < q < p < 0o y Sea ¢ una funcion positiva y

creciente definida en [0,1) y que satisface las siguientes propiedades:

/0 (1 P dr < oo (2.11)

/0 (1= 1) 26(r)7 dr = oo, (2.12)

Entonces existe una funcion f € (BP N H*®)\ B? con las dos propiedades siquientes:
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1
/ (1= 7)1 f'(re)|2dr = oo, para cada 6 € [0, 27]. (2.13)
0

Un ejemplo tipico de una funcién ¢ en las condiciones del Teorema6 es

1

. 0<r<1
1—rp =50

o(r) =

siendo o un ntdmero real con 1 — %1 <a<1l-— %.

El sustituto del Teorema 6 para g = 1 es el siguiente.

Teorema 7. Supongamos que 1 < p < 00 y sea ¢ una funcion positiva y creciente
definida en [0, 1) satisfaciendo (2.11). Entonces existe una funcion f € (BP N H*)\

B con las dos propiedades siquientes:

My(r, ') Z ¢(r)

1
/ |f"(re®®)| dr = oo, para cada 0 € [0,27]. (2.14)
0

Demostracion del Teorema 6 y del Teorema 7.
Sea ¢ como en el Teorema 6. Consideremos

1

k=12

T’kzl—

Como ¢ es creciente es facil ver que (2.11) implica que
1

Qk(p_l)gf)(rk)p < 00. (2.15)
k=1
Para k > 1, definimos a; = 55:¢(ry) y sea
f(z) = Zaszk, zeD
k=1

Entonces f es una funcién analitica en D dada por una serie de potencias lagunar.

Utilizando (2.15) vemos que

o0

S 1
Z2k|ak|p = ngb(rk)p < o0.
k=1

k=1
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Entonces deducimos que f € BP (véase, e.g., [32, TeoremaD]). Sea ¢ el exponente
conjugado de p, es decir, ¢ = p/(p — 1). Utilizando la desigualdad de Hélder con los

exponentes py q y (2.15), obtenemos que

00 0o 0 1/q 00 1/p

1 1 1
Z|ak| = Zmﬁb(m) < (Z W) (Z méb(?“k)p) < 0.
k=1

k=1 k=1 k=1
De esto se sigue que f € H™.
Ahora,

2f(2) =) d(r)2*, z€D,
k=1

y entonces tenemos que

2 2k+1

o(re)rs , 0<r<l. (2.16)

M8

M2<7“, fl>2 Z

e
Il

1
Para un r € (0,1) dado, tomamos k € N tal que rp < r < 4. Utilizando (2.16),
el hecho de que las funciones Ms(-, f') y ¢ son crecientes en (0,1), y la simple

. ., k
estimacion r,% 2 1, obtenemos que

k42

My(r, f')? > Ma(r, f')? > ¢(rea)’ri 2 d(reqa)® > o(r)?. (2.17)

Ahora, como f esta dada por una serie de potencias lagunar se tiene que M,(r, f') <

My(r, f') (véase, e.g., Teorema8.20 en [87, Vol.I, p.215]). Entonces, por (2.17),

My(r, f') Z o(r).

Realmente, tenemos que M, (r, f') =< My(r, f') para todo A finito y, consecuente-

mente podemos decir que
My(r, f') Z &(r), 0<\<oo.

Utilizando esto con A = ¢ y (2.12) obtenemos que f ¢ B?. Esto y [32, Teorema D]
implica Y7 2¥|ag|? = oo. Entonces (2.13) se obtiene usando un resultado de

Gnuschke [50, Teorema 1]. Esto finaliza la demostracién del Teorema 6.
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Como B C B4, f ¢ B!y entonces, por el TeoremaD de [32], 27 2¥|ay| =
oo. Entonces el mencionado resultado de Gnuschke implica (2.14). Por lo tanto el

Teorema 7 estd demostrado. [

2.5.3 Una demostracion del TeoremaP
Demostracion de Teorema P.
Supongamos que 1 < ¢ < p < o0.

Es trivial que si ¢ es constante entonces S, aplica BP en B

Supongamos ahora que S,(B?) C B9. Hemos de probar que ¢ es constante.
Como B! C B® para todo s > 1, es suficiente considerar el caso g > 1.

Supongamos entonces que ¢ > 1 y razonemos por reduccién al absurdo, es decir,
asumamos que @ no es constante. Utilicemos el Teorema 6 para tomar una funcion

[ € BP N H* satisfaciendo (2.13). Como S,(B?) C B?, deducimos que

S.(f) = pof e B,
esto es,
/D (1= 2272 | (F(2)) /(=) dA(2) < .
Por lo tanto,

1
/ (L =) (fre))|" | f'(re®)|" dr < oo, para casi todo 0 € [0,27]. (2.18)
0

Claramente, ¢’ o f Z 0y ¢’ o f € H*®. Usando el Teorema de Fatou y el Teorema
de Unicidad de Riesz [34, Capitulo 2], vemos que la funcién ¢’ o f tiene un limite
radial finito y distinto de cero para casi todo punto e de 9D. Esto, junto con (2.18),

implica que
1 .
/ (1—r)i }f’(reza)}q dr < oo, para casi todo 6 € [0, 27],
0

lo cual esta en contradiccién con (2.13). O
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2.6 Algunos resultados adicionales sobre espacios de Besov

En esta seccion vamos a presentar unos resultados sobre espacios de Besov que
hemos obtenido como consecuencia o extension de los teoremas6 y 7, aunque no
tienen que ver con operadores de superposicion.

En la subseccion 2.6.1 presentaremos una aplicacién de los mencionados resul-
tados sobre integrabilidad radial a multiplicadores entre espacios de Besov. Por su
parte, la subseccion 2.6.2 estarda dedicada a obtener unos resultados sobre el crec-
imiento de la derivada de funciones en los espacios B que en determinados sentidos

mejoran al Teorema 6.

2.6.1 Una aplicacién del Teorema 6 a multiplicadores entre espacios de

Besov

Recordemos que para g € Hol(D), el operador de multiplicacién
M, : Hol(D) — Hol(D)

se define por

My(f)(2) = 9(2)f(2), [fe€Hol(D), z€D.

Si X y Y son dos espacios de funciones analiticas en D (que siempre asumiremos
que son espacios de Banach o F-espacios continuamente contenidos en Hol(D)) y

g € Hol(D) entonces se dice que

g es un multiplicador de X enY si My(X)CY.

El espacio de todos los multiplicadores del espacio X en el espacio Y se deno-
tard por M(X,Y) y M(X, X) serd denotado simplemente por M (X). Utilizando el
teorema del grafo cerrado vemos que si g € M(X,Y") entonces M, es un operador

acotado de X en Y.
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Es bien sabido que si X no es trivial entonces M (X) C H™ (véase, e.g., [3,

Lemma1.1] o [84, Lemma 1. 10]). Claramente, esto implica lo siguiente:

Si Y no es trivial e Y C X entonces M (X,Y) C H*™. (2.19)

Existe una muy extensa literatura dedicada al estudio de los multiplicadores
entre distintos espacios de funciones analiticas en D. En particular, el espacio de
multiplicadores M (BP, B?) ha sido estudiado en un buen nimero de articulos. El

siguiente resultado es parte de [41, Theorem 2].

Teorema Q. Sil < g < p < oo entonces M(B?, B?) = {0}.

La demostracién presentada en [41] utiliza, entre otros resultados, un teorema
de descomposicién para espacios de Besov [41, Theorem 13] que se basa en el cor-
respondiente resultado de Rochberg para espacios de Bergman [76, Theorem 2. 2] y
la desigualdad de Khinchine. Nosotros vamos a presentar a continuacion una nueva,
y pensamos que mas simple, demostracién del Teorema QQ como consecuencia del

Teorema 6.

Demostracion del Teorema ().

Como B! C B? para todo s > 1, sera suficiente probar el resultado en el caso
1 < ¢ < p < oo. Por lo tanto, asumiremos esto y que M,(BP) C BY.

Supongamos que g # 0.

Como la funcion constante 1 pertenece a BP, se tiene que g € B?. Teniendo en

cuenta (2.19) y la inclusién B? C B?, vemos que g € H*. Por tanto
g€ BN H>.

Utilicemos el Teorema 6 para tomar una funcién f € BP? N H* satisfaciendo (2.13).

Como M,(BP) C B, tenemos que My(f) = g- f € B, esto es

/D (1= )1 () f(2) + 9(=)f (2)]7dA(z) < oo, (2.20)
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Como g € By f € H® vemos que

[a= B @ i) < .

Esto y (2.20) implican que
[a=ERrlae e < .
y, por lo tanto,
/01(1 — )2 g(re?) f'(re?)|7d < oo, para casi todo 6 € [0, 27]. (2.21)

Como g € H*® y g # 0, g tiene limite radial finito y distinto de cero para casi todo

punto ¢ en 9D. Esto y (2.21) implican que
1 .
/ (1 —7)172|f'(re”)|9dh < oo, para casi todo 0 € [0, 2n].
0

Esto esta en contradiccion con (2.13). O

2.6.2 Crecimiento radial de las derivadas de funciones en los espacios

de Besov. Extensiones del Teorema 6

Hallenbeck y Samotij estudiaron en [53] el crecimiento radial de las derivadas
de funciones en el espacio de Dirichlet D = B?. En los articulos [36], [43] y [79] se
demostré de distintas formas que si f € D, entonces

: 1
If'(re'®)] = o {m} , cuando r — 1, para casi todo . (2.22)

Nuestra primera aportacién en esta subseccion sera obtener el andlogo de este

resultado para los espacios B, 1 < p < o0.

Teorema 8. Sean 1 < p < oo y f € BP. Entonces

|fvwn=o< !

—Q | cuando r — 1,
(L—=r)">

para casi todo 6.
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Hallenbeck y Samotij [53, Theorem 2] demostraron la muy fuerte precisién de la

estimacién (2.22) para funciones en el espacio de Dirichlet D, en el siguiente sentido.

Teorema R. Seac: (0,1) — R una funcion positiva con (r) — 0, cuando r — 1.

Entonces existe una funcion g € D para la que

(1—r)"/*min|g'(2)|

|z[=r

lim sup = 0.

r—1 e(r)

Para demostrar este resultado, Hallenbeck y Samotij utilizaron una construccién
similar a otra utilizada previamente por MacGregor y Hallenbeck en [51]. Nosotros
obtendremos una extension de este resultado a todos los espacios B, 1 < p < ooy
nuestra demostracion de esta extension del Teorema R sera distinta y més simple que
la dada por Hallenbeck y Samotij para el espacio D = B?. Demostraremos también
otro resultado similar que demuestra la precisién del Teorema 8 en otro sentido. En

concreto, probaremos los dos siguientes resultados.

Teorema 9. Sea 1 < p < o0 y sea € : (0,1) — R wuna funcion positiva con

e(r) — 0, cuando r — 1. Entonces existe g € BP tal que

(1—7)'"% min|g/(2)|
lim sup = = 00.
r—1 6(7”)

Teorema 10. Sea 1 < p < o0 y sea ¢ una funcion positiva y creciente, definida en

[0,1) y con
1
/ (1 —7r)P2p(r)Pdr < oo. (2.23)
0
Entonces existe f € BP tal que
min| f'(z)|
lim sup A= 00
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Observemos que el Teorema9 es la extensién del TeoremaR a los espacios de
Besov BY, 1 < p < oo, mientras que el Teorema 10 muestra la precisién del Teore-

ma 8 en un sentido ligeramente diferente.

Demostracion del Teorema 8.
Sean 1 < p < ooy f € BP. Un bien conocido resultado de Hardy y Littlewood
[55] (véase también, e.g., [34, Theorem 5 .6], [37, Theorem 6], o [86]) implica que

/D (1= |22 ()P dA(z) < o0

y entonces se tiene que

1
| a= o oe vy < o (221)
0
para casi todo #. Tomemos 6 para el que (2.24) es cierto y € > 0. Entonces existe
ro € (0,1) tal que
1
/ (1= 12| " (o) Pdp < . (2.25)

To

Se tiene
|18 we0ldo = [ 15 e+ [\ e g, m<r <1 (220)
0 0 0
Sea ¢ el exponente conjugado de p, es decir, ¢ esta definido por Il? + % = 1.
Utilizando la desigualdad de Holder con exponentes p y g y (2.25), vemos que para
ro < r <1, se tiene
r ) _2 i 2_
[ 1£6enldo = [ @ p £ e - ) 2
T0

T
To

: </r:(1 - p)2p_2|f”(pew)lpdp>; (/T:(l — p)g(;‘”qdp);
<e([a-p)”
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Esto, junto con (2.26), demuestra que

(1-— r)l_zlﬁ/ |f"(pe®)|dp = o(1), cuandor — 1,
0
lo que, dado que
£ < 17O+ [ 17l
0

implica que

|f'(re®)] = o ((1 — T)%_1> cuando r — 1.

4

Para demostrar el Teorema9 y el Teorema 10 haremos uso de los dos siguientes

lemas. El primero de ellos es el Lema en p. 339 de [66].

Sk
Sk+1

Lema S. Sea Sy es una sucesion de niumeros positivos que satisface — 0,

cuando k — 00, entonces se tiene que

k-1
Z S; =o0(Sk), cuando k — oo

=1

Z Sj_l =0(S; "), cuando k — oo.

j=k+1

Lema 4. Sea 1 < p < 0o y sea ¢ una funcion positiva y creciente, definida en (0,1),
y que satisface (2.23). Entonces existe una funcion ¢y, positiva y creciente, definida

en [0,1) y satisfaciendo

' p—2 m ¢1<T)__
[ =i < 0oy i S

Demostracion del Lema 4.

Para k=0,1,2,..., sea

Tk4+1
re=1-27% q, = / (1 —7)P~2p(r)P dr.

Tk
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Claramente, (2.23) implica que Y-, a, < oo. Ahora, utilicemos un bien conocido
teorema de Dini (véase el apartado 175 (p. 293) de [67]), para tomar una sucesién
creciente de nimeros positivos {cg}52,, con
lim{ci} = 00 y Zakck < 0.
k=0

Es facil ver que la funcién ¢; definida por
¢1( ) = ck/p¢( ) re [rk7Tk+1)7 k:O)1727"‘7
satisface la conclusion del lema. [

Demostracion del Teorema 9.
Claramente, es suficiente probar que existen g € BP, una constante C' > 0 y una

sucesion {r;}22, C (0, 1), creciente y con lim{r,} = 1, para la que

(1—=7)'"» min |g'(2)]

|z|=rk

lim sup > C. (2.27)

k—00 (Tk)

Tomemos una sucesion {\, }>2; de ntiimeros naturales satisfaciendo las dos sigu-

ientes condiciones

An
(1) )\H — 00, cuando n — oo.
(47) ( > < — para todo n.
Definamos
)\—1/17
ap = ——, n=1,2,3,...
n
y [ee]
g(z) = Zanz)‘”, zeD
n=1

Observemos que

Z)\ |an P Z— < 0. (2.28)
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Tenemos que g es una funcién holomorfa en D, dada por una serie de potencias
lagunar (por (i)). Entonces (2.28) implica que g € BP.

Definamos

1

. = 1_A_k’ k=1,23,....

Para |z| = ry, se tiene

oo (1-%
ZAnp \
= Z"
n
n=1

donde,
1-1 A
AP 1\
A, =2k (1 - =
k k ( Ak) )
E—1 1-1
An P
By, < ,
n
n=1
o G175
A P A
Ck: < Z 0 Tk .
n=k+1
Se tiene
1-1 2 1-1
A, ? 1\ AP
A, =k 1—— ) >e 22k
: k ( /\kz> ‘

Si llamamos «; = )\1-_7

J

(2.29)

1
%, tenemos, utilizando (i),

» ER IV .
G o7 < J ) — 0, cuando j — oo.
Q1 7\ A

Entonces, aplicando el Lema S, obtenemos

ng:: O

(2.30)
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1

. . 1 Al.iﬁr,;\j

Ahora, si definimos ;7 = -~

, tenemos

. 1-1 .
B J YIS R S VA 1-1 2
ﬁ'i1:j+1 ;\ n T S At =0,
J J

cuando j — oo.
Aplicando de nuevo el Lema S deducimos que

-1

P Ak
C _ )\k Tk _
Sl B

_1
P

\
k

(2.31)
Utilizando (2.29), (2.30) y (2.31), las definiciones de las sucesiones {\;} y {r;},

y la propiedad (ii), deducimos que existe una constante C' > 0 tal que, si |z| =7, y
k es suficientemente grande, entonces

1-1 1
A7 1— ! 1
gl = 02 = BT s o i
k k
Esto implica (2.27), finalizando la demostracion. O

e(ry).

Demostracion del Teorema 10.

Es claro que podemos suponer sin pérdida de generalidad que ¢(r) — oo, cuando

r — 1y, teniendo en cuenta el Lema4, es suficiente probar que existen f € BP y
una constante C' > 0 tales que

(2.32)
Tomemos una sucesion {ry}22; C (0, 1) con las siguientes propiedades:

(a) {rg} es estrictamente creciente y lim{r,} = 1.
1
(0) Thyr —1H >

2(1 — 1), para todo k.

() (1— rk+1)1+% (1 —=r,)"? =0, cuando k — oo.

(d) P(Trp1)

— 00, cuando k — oo.
¢(7”k)

Nétese que (b) implica que

1
L—rp = (1= rpg1) + ey — 1) > (1=7p40) + (1 — 1)
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y, por tanto,

1— 1
T S 0, lo que es lo mismo, 1 — 7,11 < =(1 — 7). (2.33)
L =7k 2

Esto implica que

_ 1 _
(1 —rpp)P™t < ot 7w) '

y entonces vemos que

z% (Q=re)P = (L= rpp)?™h) > AL — )P, (2.34)

siendo A = zﬁ (1—55).

Utilizando que ¢ es creciente y (2.34) obtenemos

o0

Tk4+1
00 > Z/ (1 —7)P2¢(r)Pdr

k=1"YT"k
0 Thi1

> Yoty [
k=1 Tk

B P el (Y0
k=1 p—1

>AY G (1= i)

k=1
Por tanto, tenemos que

qu(rk)p(l — )Pt < o0,

k=1

1

T}’ k> 1. Aqui, como es usual, para = € R, [z] denota la
Tk

Tomemos ahora n; = [

parte entera de x. Definamos

ar = gb(?”k)(l—?“k), k?:172,
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Teniendo en cuenta la definicién de la sucesion {n;} y (2.33), vemos que f viene

dada por una serie de potencias lagunar. Ademas,

an|ak|p R~ Z(l — )P ()P < o0,
k=1 k=1

Entonces, vemos que f € BP.

Ahora, para |z| = r, se tiene

1f'(2)| >12f'(2)]
= anqﬁ(?“j)(l—?”j)znj

k—1 [e'S)
> np(r) (1= r)rps = Y nd(r)(1—r) = > nyd(ry) (1 —r;)ry?
j=1 j=k+1

=[-11—-1II.

Tenemos entonces

min |f'(z)| > I —II —III.

|z|=rk

Teniendo en cuenta la definicion de ny, es claro que existe C' > 0 tal que

Por otra parte, utilizando de nuevo la definicién de la sucesién de exponentes {n,}
y (d), vemos que

ni(1—rj)o(ry) o))

~ — 0, cuando j — o0
nj (L= rj)0(ri)  ¢(rjr)

y entonces el Lema S implica que
k—1
11 = an¢>(7"j)(1 — 7))y = o(p(ry)).
j=1

Pasemos a estimar I1/. Utilizando la definicién de los n; y la desigualdad
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(1 —2)" < 2(nx)~2, que es cierta paran > 0y 0 < x < 1, deducimos que

ITT = ) nyg(ry)(1—rj)ry’

j=h+1

i ¢(r;) (1 - nik)nj

j=k+1

<omi Y - (2.35)

Q

Entonces, utilizando (c), deducinos que

n;/(r;) ~ (1 = 7541)°@(rj11)
21 /¢(rje1) (1 —7;)*)o(r;)
(=)'t (- rivn) P ()

(1—r;)? o(r;)

)

)
< (1— 7”J‘+1)1+
T2

3=

= o(1).
Entonces, utilizando la estimacién (2.35) y el Lema S, obtenemos que

IIT = o(¢(ry)).

Esto, junto con las estimaciones obtenidas de I y para I, implica que

i 11/(2)
lminf 2% > (.
k—oo gb(?”k) -

Esto prueba (2.32). O

Finalizaremos este capitulo indicando que Hallenbeck y Samotij en su trabajo [53]
realmente estudiaron el crecimiento radial de las derivadas sucesivas f*) (k € N) de

funciones f en el espacio de Dirichlet D. De hecho, probaron los siguientes resultados.
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Teorema T. Sea k un numero natural.

(i) Si f € D, entonces

(k) rei@ — 0 1
|/ (re)] <(

——— |, para casi todo 6.
1— r)k_§> b

(ii) El resultado anterior es muy preciso en el siguiente sentido:

Sea € una funcidn positiva, definida en (0,1), y con lim,_,; €(r) = 0, entonces

existe una funcion g € D tal que

(1= )" = min|g") (2)|
lim sup A= = 00.
1 e(r)

Los argumentos que hemos presentado para demostrar el Teorema8 y el Teore-
ma 9 pueden adaptarse para obtener una extension del Teorema T a los espacios B?,

1 < p < 00. En concreto, podemos probar el siguiente resultado.

Teorema 11. Sea 1 < p < 00 y sea k un numero natural.

(i) Si f € BP, entonces

1

®(re?)| = 0 | ——
[f ) (re)] ((1_T)k_;

) . para casi todo 6.

(ii) El resultado anterior es muy preciso en el siguiente sentido:

Sea € una funcion positiva, definida en (0,1), y con lim,_,; €(r) = 0, entonces

existe una funcion g € BP tal que

(1 — )" min|g®(2)|
lim sup = = o0.
r—1 6(7”)

Omitiremos los detalles de la demostracién.
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Operadores de superposicion ponderados actuando

entre espacios de funciones analiticas

3.1 Introduccién
Los operadores de superposicién ponderados son una generalizacién natural de

los operadores de superposicion.

Definicién 3. Si ¢ es una funcion entera y w € Hol(D), el operador de superposi-

cion ponderado

Sew : Hol(D) — Hol(D)

se define por
Seow(f)(z) = w(z)cp(f(z)), f € Hol(D), zeD.

En otras palabras, S, ., = M, o S,, donde M, es el operador de multiplicacién
(o multiplicador puntual) con simbolo w que, como ya vimos en el capitulo anterior,

estd definido por

My(F)(2) = w(x)f(), | € Hol(D), =eD.
Observemos que S, = S,,, con w(z) = 1, para todo z € D.

Las cuestiones naturales en este ambito son las andlogas de las planteadas en el

Capitulo 2 para operadores de superposicion:

o7
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Dado un par de espacios (X,Y) de funciones holomorfas en el disco unidad D
nos planteamos caracterizar los operadores de superposicién S, ., que aplican X en

Y y los que lo hacen de manera continua y/o acotada.

Desde luego, la literatura relativa a operadores de superposicién ponderados no
es tan extensa como la relativa a operadores de superposicién. Mencionemos [2] y [64]
como articulos recientes que tratan sobre operadores de superposicion ponderados

actuando en distintos subespacios de Hol(D).

Nuestro objetivo en este capitulo es extender al ambito de operadores de super-
posicion ponderados algunos de los resultados que hemos expuesto en el capitulo
anterior sobre operadores de superposicion actuando entre espacios de funciones

analiticas en D.

3.2 Operadores de superposicion ponderados entre espacios de
Bergman con pesos y el espacio de Bloch
Nuestro primer resultado en esta seccion es la siguiente extensién del Teorema 3.

Teorema 12. Supongamos que 0 < p < oo y a > —1. Sea w una funcion analitica
y no idénticamente nula en D y sea ¢ una funcion entera con ¢ # 0. Entonces el
operador de superposicion Sy, aplica AP en el espacio Bloch B si y sélo siw € B y

© es constante.

Observemos que el Teorema 12 con w = 1 se reduce al mencionado Teorema 3.
Demostracion del Teorema 12.

r) C B.

Es trivial que si ¢ es constante y w € B entonces S, (AP

Si ¢ es constante y no identicamente 0, y S, ., aplica A? en B entonces es claro
que w € B.
Supongamos ahora que w # 0, ¢ no es constante, y S, ,(A?) C B. Tomemos

a € C tal que p(a) # 0y consideremos f, la funcién constante definida por f(z) = a,
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para todo z € D. Como f € AP, se tiene que

Seuw(f) = ¢la)-w €B.

Esto implica que w € B.

Tomemos ahora ¢ > 0 y, utilizando el TeoremaK (ii), tomemos una funcién
g € AP con g(0) # 0y tal que su sucesién de ceros {z;} satisface (2.4). Es claro que
¢ o g no es constante. Sea ahora F' = S,.,(9) — ¢(0) - w. Como w y S,.,(g) son

funciones de Bloch, se sigue que

F = S,u(g9) — ¢(0) - w =wlpog — ¢0)] € B.

Ahora, es claro que F' # 0 y que todos los ceros de g son ceros de F. En otras
palabras, la sucesion {z;} estd contenida en la sucesion {£;} de los ceros de F'. Como
{2} satisface (2.4), se sigue que {&} no satisface (2.5). Esto es una contradiccién

con que F' € B. [J

Pasemos ahora a operadores actuando en el otro sentido, de B en algun espacio
de Bergman AP. Recordemos que Alvarez, Mérquez y Vukoti¢ caracterizaron en 4]
los operadores de superposicion que aplican el espacio de Bloch B en el espacio de
Bergman AP, 0 < p < oo (véase el Teorema J en el Capitulo 2 de esta tesis). Nosotros

hemos obtenido el siguiente resultado en este ambito.
Teorema 13. Supongamos que:
(i) 0<p<oo ya>-—1.
(1) w € A} para algin B con —1 < < a.
(11i) ¢ es una funcion entera de orden menor que uno, o de orden uno y tipo cero.

Entonces el operador de superposicion ponderado S, es un operador acotado del

espacio de Bloch B en el espacio AP.
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Demostracion.
Definamos M (r) = max <, [¢(2)| (0 <7 < 00). La condicién (iii) implica que

log M (r)

— 0, cuando r — oo (3.1)
r

(véase [59, Capitulo 14]). Tomemos K > 0 y sea f una funcién de Bloch con norma
menor o igual que K. Es ficil ver (véase [5], por ejemplo) que existe una constante

absoluta C' > 0 tal que

C

1f(2)] < [If]l5log T2 (3.2)

Por (3.1), existe 79 > 0 (que depende sélo de ¢ y K) tal que

log M (r) < a—pf

, T >To.
r - Kp =0

Utilizando (3.2), vemos que siempre que |f(2)| > ro tenemos que

SN =] < e (“L150))

= D(1 |2,

con D = C@=A/P_ Entonces se sigue que

D

/ (1= |2 |w(2) IS, (f)(2)P dAz) < DP / (1— |2 |w(=)PP dA(z). (33)
|f(2)|=>r0

Si |f(2)] < 7o entonces, por el principio del médulo maximo, |S,(f)(2)] < M (ro).

Combinando esto con (3.3), obtenemos que
/D(l = 2w (2) ]S ()(2)[” dA(2)
<0 (1= B )P dAG) + Mo [ (1= e aae).

Este es un ndmero positivo que depende sélo de p, w, p, o, 8, y K, pero no de f.

Asi pues hemos probado que S, ,, es un operador acotado de B en Ay. [
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3.3 Operadores de superposicion ponderados y conjuntos de
ceros de espacios de funciones holomorfas

Los argumentos utilizados para probar el Teorema 12 sirven para obtener el sigu-

iente resultado.

Teorema 14. Sean X e Y dos espacios de funciones analiticas en D que satisfacen

las siguientes condiciones.
(i) X contiene las funciones constantes.

(i1) Existe una funcion f € X con f(0) # 0 cuya sucesion de ceros {zx} no es una

sucesion de ceros de 'Y .

Sea w una funcion analitica y no idénticamente nula en D y sea ¢ una funcion
entera con ¢ # 0. Entonces el operador de superposicion ponderado S, ., aplica X

enY sty solo st weY y ¢ es constante.

Como caso particular del Teorema 14, podemos enunciar el siguiente resultado

para los espacios de crecimiento H:°.

Corolario 4. Sea Y un espacio de funciones analiticas en D tales que todas las
sucesiones de ceros de Y son sucesiones de Blaschke y sea v un peso D. Sean w una
funcion analitica y no identicamente nula en D, y ¢ una funcion entera con p % 0.
Entonces el operador de superposicion con peso S,., aplica H® en'Y siy sélo si

weY yp es constante.

Utilizando el Teorema 14 y [48, Teorema 2] obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 5. Sea w una funcion analitica no identicamente nula en D y sea p una
funcion entera con ¢ # 0. entonces el operador de superposicion ponderado S,

aplica Hy, en el espacio Bloch siy sdlo st w € B y ¢ es constante.
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3.4 Operadores de superposicion ponderados
actuando entre espacios de Besov

En esta secciéon vamos a obtener una generalizacion del Teorema P que presen-

tamos en la seccién 2.5.

Teorema 15. Supongamos que 1 < g < p < 00, w € Hol(D), w # 0, y ¢ es una
funcion entera. Entonces el operador de superposicion ponderado S, , aplica BP en

B9 siy solo siw € BY y ¢ es constante.

Observemos que, cuando w = 1, el Teorema 15 se reduce al Teorema P.

Demostracion del Teorema 15.
Supongamos que 1 < ¢ < p < o0.
Es trivial que si ¢ es constante y w € B? entonces S, aplica B en BY.
También es trivial que si ¢ es constante y no idénticamente nula, y S, ., aplica

BP en BY, entonces w € BY.

Queda por probar que si ¢ no es constante y S, .,(B?) C B?, entonces w = 0.
Tomemos a € C tal que ¢(a) # 0 y sea h la funcién constante definida por

h(z) = a, para todo z € D. Como h € BP, se tiene que
Sew(h) = ¢(a) - w e B

Esto implica que
w € BY. (3.4)
Hemos de probar que w = 0. Como B! C B® para todo s > 1, serd suficiente
considerar el caso ¢ > 1.
Asi pues, supongamos que ¢ > 1 y w # 0. Vamos a usar el Teorema 6 para tomar
una funcién f € BP N H* satisfaciendo (2.13). Como S, ,,(B?) C B?, deducimos
que

Seuw(f) = w-(pof)e B,
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esto es,

/D(l — 277 W' (2)e(f(2)) + w(2)¢'(f(2) f(2)]" dA(z) < oo.

Como f € H*, tenemos que po f € H*®. Esto y (3.4) implican que

/]]])(1 - ‘Z’Q)qu ’w/(z)go(f(z))\q dA(z) < 0.

Entonces se sigue que

/D(l =217 lw(2)@ (f(2) [ (2)|" dA(2) < o0
y, por lo tanto,

1
/ (1—7)72 ‘w(rew)go’(f(rew))|q |f’(7‘ei9)|q dr < oo, para casi todo 0 € [0, 27].
0
(3.5)
Claramente, @' o f Z 0y ¢’ o f € H*>. Este hecho, junto con la bien conocida

inclusion B? C BMOA, facilmente implica que
w-(gof)Z0 y w- (¢ of)C H para todo A € (0,00).

Utilizando el Teorema de Fatou y el Teorema de Unicidad de Riesz [34, Capitulo 2],
vemos que la funcién w - (¢’ o f) tiene limite radial finito y distinto de cero en casi

todo punto ¢ de dD. Esto y (3.5) implican que
1 .
/ (1—7)2|f'(re®)|" dr < oo, para casi todo 8 € [0, 27],
0

lo cual es una contradiccién con (2.13). O
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