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Este trabajo está editado con licencia “Creative Commons” del tipo:

Reconocimiento-No comercial-Compartir bajo la misma licencia 3.0 España.

Usted es libre de:

Copiar, distribuir y comunicar públicamente la obra.

Hacer obras derivadas.

Bajo las condiciones siguientes:

Reconocimiento. Debe reconocer los créditos de la obra de la manera especificada por el autor

o el licenciador (pero no de una manera que sugiera que tiene su apoyo o apoyan el uso que hace

de su obra).

No comercial. No puede utilizar esta obra para fines comerciales.

Compartir bajo la misma licencia. Si altera o transforma esta obra, o genera una obra derivada,

sólo puede distribuir la obra generada bajo una licencia idéntica a ésta.
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TEMA 1

Preliminares

Contenidos.

Lección 1.1: Funciones reales. Funciones elementales. Ĺımites y continui-

dad. Derivabilidad.

Lección 1.2: Ecuaciones y sistemas de ecuaciones. Resolución de ecua-

ciones y sistemas. Factorización y soluciones.

Lección 1.3: Binomio de Newton. Números combinatorios y propiedades.

Triángulo de Tartaglia. Binomio de Newton.

Lección 1.4: Los números complejos. Definición de número complejo.

Representación gráfica. Funciones destacadas sobre los números complejos.

Exponencial compleja. Fórmula de De Moivre

Prerrequisitos. Gran parte del contenido de este tema debe ser conocido por el

alumno, por lo que uno de los objetivos es recordar algunos conocimientos: saber

manejar con soltura expresiones algebraicas (resolución de ecuaciones, simplifica-

ción,. . . ) en las que aparezcan funciones elementales de tipo polinómico, potenciales,

logaŕıtmicas y trigonométricas. También será necesario saber derivar funciones de

una variable y calcular primitivas inmediatas.

Objetivos. Los objetivos fundamentales del tema son recordar y reforzar la ma-

nipulación de expresiones algebraicas, en especial los polinomios; recordar y reforzar

las técnicas de resolución de ecuaciones y sistemas de ecuaciones; saber operar con

números complejos; y saber utilizar los números complejos como herramienta en la

resolución de problemas con números reales.

Resultados de aprendizaje.

Resolución de ecuaciones y sistemas de ecuaciones, con o sin funciones espećıfi-

cas de complejos. Resolución de ecuaciones y factorización de polinomios que

requieran el cálculo de ráıces complejas.

Ingenieŕıa Informática. Cálculo para la computación 5



6 Cálculo para la computación

Conversión de funciones tipo cosnz o sennz. Conversión de funciones tipo

cosn z o senn z.

Factorización de polinomios.

Los contenidos de este primer tema giran alrededor de dos nociones básicas: los

polinomios y los números complejos. Sin embargo, el tema está concebido para que

gran parte del trabajo necesario para su estudio sea repasar y reforzar conceptos y

técnicas que el alumno debe conocer al iniciar unos estudios universitarios. El conte-

nido y los objetivos de este tema son, por lo tanto, fundamentalmente transversales-

Aparte del trabajo de repaso, los métodos y conceptos nuevos que se aprenden se

utilizarán de forma instrumental a lo largo del resto del curso.

Los números complejos no representan un tema especialmente dif́ıcil de forma

aislada, pero requiere que el alumno recuerde propiedades y técnicas de manipulación

de potencias, logaritmos y funciones trigonométricas. Además, hay tener en cuen-

ta que con este primer tema el alumno empieza a enfrentarse a un texto cient́ıfico

estructurado siguiendo unos convenios a los que debe adaptarse y cuyo aprendi-

zaje también es importante para su formación posterior. Destacamos aqúı algunos

aspectos importantes:

Las definiciones, teoremas, ejemplos,. . . se numeran para poder localizarlos

fácilmente cuando se haga referencia a ellos en otras partes del libro. De la

misma forma, también se numeran algunas fórmulas y expresiones destacadas.

Los enunciados etiquetados con “Observación” se usarán para recoger acla-

raciones sobre lenguaje matemático, śımbolos y notaciones. El alumno debe

aprender a utilizar con corrección el lenguaje matemático, lo que también re-

percutirá en su evaluación.

E.T.S.I.Informática
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LECCIÓN 1.1

Funciones reales

Los conceptos y resultados que recogemos en esta lección deben ser conocidos

por el alumno y, por lo tanto, su objetivo es que sirva para repasar y como referencia

para el resto del curso.

Una función real de variable real es una relación que, a cada número de un

conjunto D ⊂ R, que se llama dominio, le asocia un único número real. Si llamamos

f a la función, escribimos

f : D → R

y usamos f(x) para representar al único número real asociado por f al número x.

Habitualmente, las funciones se determinan mediante fórmulas que describen esta

relación. Aśı por ejemplo, presentaremos una función diciendo:

“sea f : (1, 2]→ R tal que f(x) =
x

x2 − 1
”.

En este caso, el intervalo (1, 2] es el dominio de f , lo que podemos indicar igualmente

escribiendo Dom(f) = (1, 2].

Aunque normalmente necesitaremos especificar el dominio de la función en el que

vamos a trabajar, también es habitual que nos centremos solamente en la fórmula que

define la función; en estos casos, consideramos que el dominio es el mayor conjunto

sobre el que está definida dicha fórmula. Por ejemplo, si presentamos una función

diciendo “sea f(x) =
x√

1− x2
” entendemos que Dom(f) = (−1, 1).

El recorrido o imagen de una función es el conjunto de los posibles valores que

toma la función, es decir: Im(f) = {f(x);x ∈ Dom(f)}.

Observación 1.1.1 Antes de continuar, es conveniente hacer algunas observaciones

sobre determinados aspectos de la notación utilizada hasta ahora.

1. En las expresiones matemáticas, se utilizan letras para representar variables

y constantes, ya sea para denotar números o funciones. Para distinguir en-

tre constantes y variables, es habitual utilizar letras cursivas para variables

e incógnitas (x, y,. . . ) y letras en redonda para representar constantes (por

ejemplo, el número e o la unidad imaginaria i). El mismo criterio se sigue para

las funciones: f(x) representa una función arbitraria, mientras que cos(x) es

la función coseno y exp(x) es la función exponencial. Este tipo de convenios

tiene su contrapartida en los lenguajes de programación, que pueden utilizar

determinas restricciones para expresar objetos constantes y objetos variables.

2. Tal y como hemos visto antes, la notación f(x) indica que f es el nombre dado

a la función y (x) indica la letra usada en la expresión como variable inde-

pendiente. De esta forma, siempre que queramos sustituir esta variable por un

Grados en Ingenieŕıa Informática, del Software y de Computadores



8 Cálculo para la computación

número o expresión, lo escribiremos delimitado por los paréntesis. Por lo tanto,

deberemos escribir, por ejemplo, cos(θ), exp(2x), log(x + 1),. . . Sin embargo,

es habitual en el lenguaje matemático prescindir de los paréntesis siempre y

cuando esto no provoque confusión o ambigüedad. Aśı, podremos escribir cos θ

o exp 2x y entenderemos que log x + 1 es igual a 1 + log(x). Tendremos que

prestar mucha atención a este tipo de simplificaciones y añadir los paréntesis

cuando no estemos seguros de que su ausencia provoque ambigüedades.

1.1.1. Funciones elementales

En este curso, vamos a trabajar principalmente con funciones definidas en térmi-

nos de funciones elementales, es decir, funciones determinadas por la composición

y por operaciones algebraicas (suma, resta, producto y división) entre funciones

elementales. Recordamos a continuación la lista de funciones que conocemos como

funciones elementales:

Funciones polinómicas.

Funciones potenciales: pα(x) = xα, siendo α cualquier número real. Si α ∈ N,

la correspondiente función potencial es un polinomio. El dominio de estas

funciones depende de α.

Función exponencial : exp(x) = ex. Solo consideremos como elemental a la

de base e, ya que el resto se pueden definir a partir de ella (ver el ejemplo

siguiente).

Función logaritmo neperiano: log(x) = ln(x) = L(x). Estas son las tres no-

taciones habituales para el logaritmo con base e, aunque en este documento

utilizaremos principalmente log. El resto de los logaritmos no se consideran co-

mo elementales, ya que se pueden definir a partir del neperiano (ver el ejemplo

siguiente). El dominio de la función logaritmo es (0,+∞).

Función seno: sen(x)

Función coseno: cos(x)

Función tangente: tg(x)

Función arcoseno: arcsen(x), que es la función inversa del seno. Su dominio

es el intervalo [−1, 1] y consideramos que su recorrido es [−π/2, π/2]

Función arcocoseno: arccos(x), que es la función inversa del coseno. Su dominio

es el intervalo [−1, 1] y consideramos que su recorrido es [0, π]

Función arcotangente: arctg(x), que es la función inversa de la tangente. Su

dominio es el intervalo R y consideramos que su recorrido es [−π/2, π/2]

Ejemplo 1.1.2 Aunque solo llamaremos elementales a las funciones que acabamos

de definir, hay otras funciones importantes con nombre propio:

E.T.S.I.Informática



1.1. Funciones reales. 9

1. Las funciones exponenciales con base distinta de e se pueden definir fácilmente

a partir de la función exponencial:

ax = exp(log(ax)) = exp(x log a)

2. De la misma forma, los logaritmos con base distinta de e, se pueden definir a

partir del logaritmo neperiano:

y = loga(x)

ay = x

log(ay) = log(x)

y log(a) = log(x)

y =
log x

log a

loga(x) =
log x

log a

3. Es conveniente conocer el resto de las funciones trigonométricas, su definición

a partir del seno y el coseno y las propiedades fundamentales de todas ellas:

tg x =
senx

cosx
, cotg x =

cosx

senx
, secx =

1

cosx
, cosecx =

1

senx

4. Podremos manejar expresiones potenciales en donde la variable aparece tanto

en la base como en el exponente, como por ejemplo: f(x) = (1 + x)2x. Estas

expresiones se definen a partir de las funciones exponencial y logaritmo como

sigue:

g(x)h(x) = exp
(

log g(x)h(x)
)

= exp
(
h(x) log g(x)

)
,

siempre que g(x) sea estrictamente positivo para todo x. 2

1.1.2. Polinomios

Los polinomios son posiblemente las funciones elementales más importante. Están

determinados por las operaciones más básicas (suma, resta y producto) y, por sus

propiedades, son fáciles de estudiar. Incluso, como iremos viendo a lo largo del curso,

son una herramienta importante para trabajar con las otras funciones elementales.

La forma expandida o normalizada de un polinomio es la siguiente:

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a2x
2 + a1x+ a0, an 6= 0

Cualquier expresión algebraica dada con sumas y productos entre números y una

variable, debe ser considerada polinomio, ya que las propiedades de estas operaciones

permiten transformarla hasta llegar a la forma expandida. El número n debe ser

natural y se denomina grado del polinomio; los coeficientes ak pueden ser reales o

Grados en Ingenieŕıa Informática, del Software y de Computadores



10 Cálculo para la computación

complejos y x es la variable. Para cada k, el monomio akx
k se denomina término

k-ésimo o término de grado k y el número ak se denomina coeficiente k-ésimo.

La propiedad que enunciamos en el siguiente teorema justifica la técnica deno-

minada identificación de coeficientes.

Teorema 1.1.3 La función polinómica

P (x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a2x
2 + a1x+ a0

es nula (es decir, P (x) = 0 para todo x) si y solo si ak = 0 para todo k.

Ejemplo 1.1.4 ¿Cuál es el valor de a si la siguiente igualdad es válida para todo x?

x2 + ax+ 4 = (x− 2)2

Obsérvese que, al decir que la igualdad debe ser válida para todo x, estamos esta-

bleciendo algo más fuerte que una ecuación, estamos estableciendo una identidad

entre funciones.

x2 + ax+ 4 = (x− 2)2

x2 + ax+ 4− (x− 2)2 = 0

x2 + ax+ 4− x2 + 4x− 4 = 0

(a+ 4)x = 0

Aplicando el teorema anterior a la última identidad entre funciones, podemos dedu-

cir que a = −4. El proceso seguido para el desarrollo de este ejemplo se denomina

identificación de coeficientes, ya que podemos abreviarlo diciendo que dos polino-

mios son iguales si y solo si coinciden los coeficientes de los términos del mismo

grado. 2

El teorema anterior nos puede llevar a la conclusión de que la mejor forma de

trabajar con un polinomio es a través de su forma expandida. Sin embargo, existen

otras formas normales para una expresión polinómica que pueden ser más adecuadas

según el ejercicio concreto que queramos abordar. Por ejemplo, como veremos en la

siguiente lección, la forma factorizada es conveniente para la resolución de ecuaciones

polinómicas.

División de polinomios. Método de Ruffini. Una operación que tendremos

que hacer frecuentemente es la división de polinomios, por ejemplo, para factorizar

polinomios o para transformar una función racional en suma de funciones racionales

simples. Siempre podemos utilizar el método de la “caja”, similar al que utilizamos

para la división de números naturales, como en el ejemplo siguiente:

E.T.S.I.Informática
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��x
6 −2 x4 + x2

�
��−x6 −x4 x2 − 1

��
�−x4 −2

��
�+x4 +x2

+x2 −2

En este ejemplo, el dividendo es D(x) = x6 − 2, el divisor es d(x) = x4 + x2, el

cociente resultante es c(x) = x2−1 y el resto resultante es r(x) = x2−2, cuyo grado

es estrictamente menor que el grado del cociente. Una vez completada la división se

obtiene la siguiente igualdad:

D(x) = d(x) · c(x) + r(x)

Si el cociente es de la forma c(x) = x− a, la división se puede realizar de una forma

más simple con el Método de Ruffini. El proceso es exactamente el mismo que con la

división por la caja, pero se simplifica la representación prescindiendo de la variable.

Por ejemplo, la división entre D(x) = 2x3 + 3x2 − 4x+ 1 y d(x) = x+ 1 se escribe

de la siguiente forma usando el Método de Ruffini:

2 3 −4 1

−1 −2 −1 5

2 1 −5 6

Los números 2, 1 y −5 son los coeficientes del cociente y 6 es el resto de la división;

es decir:

D(x) = 2x3 + 3x2 − 4x+ 1 = (x+ 1)(2x2 + x− 5) + 6

A partir de esta igualdad, es fácil observar otra importante utilidad del método de

Ruffini. Si evaluamos el polinomio D(x) en −1 obtenemos:

D(−1) =
(((

((((
(((

((((

(−1 + 1)(2(−1)2 + (−1)− 5) + 6 = 6

Es decir, el resto de la división entre x−a coincide con el valor del polinomio en a. De

hecho, esta es la forma más eficiente de evaluar un polinomio, ya que requiere menos

operaciones. Concretamente, tantos productos y sumas como el grado del polinomio,

mientras que si evaluamos desde la forma expandida, necesitaremos hacer muchos

más productos, concretamente tantos como el cuadrado del grado. Cuando se utiliza

el método de Ruffini para evaluar polinomios también se le conoce como Método de

Horner.

1.1.3. Ĺımites y continuidad

Recordemos la definición de ĺımite de una función real de variable real.

Grados en Ingenieŕıa Informática, del Software y de Computadores



12 Cálculo para la computación

Definición 1.1.5 Sea f : D ⊂ R→ R. Decimos que el ĺımite de f cuando x tiende

a a ∈ R es ` ∈ R si: para todo ε > 0, existe δ > 0 tal que si x ∈ D, x 6= a y

|x− a| < δ, entonces |f(x)− `| < ε. En tal caso, escribimos:

ĺım
x→a

f(x) = `

También podemos calcular ĺımites cuando x tiene a +∞ o a−∞ aśı como concluir

que el valor de un ĺımite sea +∞ o −∞. No incluimos la definición detallada de todas

las situaciones posibles, ya que entendemos que deben ser conocidas por el alumno.

En cualquier caso, estas definiciones no establecen métodos para decidir si un

ĺımite existe o no y en tal caso, determinarlo. La propiedad de continuidad de las

funciones elementales y las propiedades algebraicas del operador ĺımite son las he-

rramientas básicas para el estudio y cálculo de ĺımites.

Definición 1.1.6 Decimos que la función f es continua en a ∈ Dom(f), si

ĺım
x→a

f(x) = f(a).

Todas las funciones elementales son continuas en su dominio, aśı como todas las

que se pueden definir en términos de funciones elementales.

Teorema 1.1.7 Si una función está definida, en un entorno de un punto a, por una

única expresión determinada por la composición y operaciones algebraicas (suma,

producto y cociente) entre funciones elementales, entonces la función es continua

en a.

Este resultado permite concluir que el interés práctico del estudio de cálculo de

ĺımites está exclusivamente en aquellos puntos que quedan fuera del dominio y en

±∞. En estos casos, las propiedades algebraicas que enunciamos a continuación y el

teorema de L’Hôpital que recordaremos más adelante serán suficientes para calcular

estos ĺımites.

Proposición 1.1.8

1. ĺım
x→a

(f(x) + g(x)) = ( ĺım
x→a

f(x)) + ( ĺım
x→a

g(x)) si ambos ĺımites son reales.

2. ĺım
x→a

(f(x) · g(x)) = ( ĺım
x→a

f(x)) · ( ĺım
x→a

g(x)) si ambos ĺımites son reales.

3. Si ĺım
x→a

f(x) 6= 0, entonces ĺım
x→a

1

f(x)
=

1

ĺım
x→a

f(x)

4. Si ĺım
x→a

g(x) = b, entonces ĺım
x→a

f(g(x)) = ĺım
x→b

f(x)

En los tres primeros apartados de esta proposición, solo consideramos ĺımites

reales. Para los ĺımites infinitos se verifican también estas propiedades con algunas

excepciones; vemos a continuación las operaciones válidas entre estos ĺımites:

(+∞) + (+∞) = +∞, (−∞) + (−∞) = −∞ y a ±∞ = ±∞ para todo

a ∈ R.

E.T.S.I.Informática



1.1. Funciones reales. 13

(±∞) · (±∞) = ±∞, a · (±∞) = ±∞ si a 6= 0. En ambos casos, aplicamos

la regla de los signos para determinar el signo correcto.

1

±∞ = 0,
1

0+
= +∞,

1

0−
= −∞. En donde, 0+ indica que el ĺımite del

denominador es 0 pero que la función es positiva y 0− indica que el ĺımite del

denominador es 0 pero que la función es negativa.

Las situaciones que no están consideradas en las igualdades anteriores son:

∞
∞

0

0
0 · (±∞) (+∞)− (+∞)

La indeterminación (+∞)− (+∞) se denota más brevemente por (∞−∞) y puede

aparecer tanto en una suma, (+∞) + (−∞) como en una resta (+∞)− (+∞).

Si, en una primera evaluación, nos encontramos con uno de estos casos, diremos

que el ĺımite está indeterminado (a priori); necesitaremos, por lo tanto, realizar

transformaciones algebraicas que conviertan la expresión de la función en otra que

śı permita calcular el ĺımite, o bien aplicar otras técnicas, como la sustitución de

infinitésimos equivalentes o la regla de L’Hôpital.

Ejemplo 1.1.9

1. No podemos calcular el ĺımite ĺım
x→+∞

(x3 − 3x2 + 1) como suma de los ĺımites

ĺım
x→+∞

x3 = +∞, ĺım
x→+∞

(−3x2 + 1) = −∞,

ya que nos encontramos con una indeterminación (∞−∞). Sin embargo, si

sacamos el factor común x3, convertimos la expresión en un producto, cuyo

ĺımite śı se puede calcular con las propiedades algebraicas:

ĺım
x→+∞

(x3 − 3x2 + 1) = ĺım
x→+∞

x3
(
1− 3

x
+

1

x3

)
= (+∞ · 1) = +∞

2. La idea utilizada en el apartado anterior permite calcular los ĺımites en +∞ y

−∞ de cualquier función racional.

ĺım
x→−∞

x4 − 2

x3 + 3x2 − 1
= ĺım

x→−∞

x4

x3
· 1− 2

x4

1 + 3
x − 1

x3

=

= ĺım
x→−∞

x · 1− 2
x4

1 + 3
x − 1

x3

= (−∞ · 1) = −∞ 2

Debemos recordar que en muchas ocasiones necesitaremos calcular ĺımites late-

rales para estudiar algunos ĺımites.

Ejemplo 1.1.10 Evaluando el siguiente ĺımite como cociente de funciones, nos en-

contramos una indeterminación:

ĺım
x→1

x3 − x2 + x− 1

x2 − 2x+ 1
=

Å
0

0

ã
Grados en Ingenieŕıa Informática, del Software y de Computadores



14 Cálculo para la computación

Esto significa que los dos polinomios son divisibles por x− 1; por lo tanto, podemos

factorizar numerador y denominador y simplificar el factor x− 1:

ĺım
x→1

x3 − x2 + x− 1

x2 − 2x+ 1
= ĺım

x→1

(x− 1)(x2 + 1)

(x− 1)2
= ĺım

x→1

x2 + 1

x− 1
=

Å
2

0

ã
Para poder terminar la evaluación del ĺımite, debemos determinar el signo de la

función alrededor del punto 1 y, para ello, debemos evaluar ĺımites laterales.

ĺım
x→1+

x2 + 1

x− 1
=

Å
2

0+

ã
= +∞

ĺım
x→1−

x2 + 1

x− 1
=

Å
2

0−

ã
= −∞

Por lo tanto, el ĺımite inicial no existe. 2

Tal y como hemos visto antes, para trabajar con expresiones de la forma f(x)g(x)

debemos expresarlas como funciones exponenciales a través de la igualdad

f(x)g(x) = exp(g(x) log f(x)),

y teniendo en cuenta que f(x) debe ser estrictamente positivo para todo x. De

esta forma, las indeterminaciones que podemos obtener al calcular ĺımites sobre

este tipo de funciones, se derivan de las indeterminaciones que obtengamos en el

producto que queda dentro de la función exponencial. Concretamente, las posibles

indeterminaciones son

1∞, 00, ∞0.

1.1.4. Derivabilidad

Recordamos ahora la noción de derivabilidad de funciones reales, sus propiedades

más importantes y sus aplicaciones.

Definición 1.1.11 Decimos que f es derivable en a ∈ Dom(f) si el siguiente ĺımite

existe y es un número real

ĺım
x→a

f(x)− f(a)

x− a
En tal caso, este ĺımite se denota por f ′(a), que se denomina derivada de f en a.

Otra forma equivalente de expresar el ĺımite que define la derivada en un punto

es la siguiente:

ĺım
h→0

f(a+ h)− f(a)

h

Una notación alternativa de la derivada es la conocida como notación Leibniz:

df

dx
(x).
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Mientras que la notación “comilla” solo se puede utilizar sobre el nombre dado a la

función (f ′(x), cos′(x), exp′(x). . . ), la notación de Leibniz se puede usar también

sobre expresiones; por ejemplo:

d

dx
(x3 − senx).

Siendo en este segundo caso en donde es especialmente útil. Cuando queremos ex-

presar la derivada en un punto concreto, podemos utilizar las siguientes notaciones:

f ′(a) =
df

dx
(a) =

d

dx
(f(x))

∣∣∣∣
x=a

Para las derivadas n-ésimas también disponemos de los dos tipos de notación:

f (n)(x) =
dnf

dxn
(x)

En la mayoŕıa de los casos, es suficiente con las propiedades algebraicas de la

derivación y las derivadas de las funciones elementales para calcular la derivada de

cualquier función.

Ejemplo 1.1.12 Mostramos en este ejemplo las derivadas de las funciones elemen-

tales:

d

dx
xα = αxα−1. Obsérvese que si 0 < α < 1, la función potencial es continua

en x = 0 pero no es derivable.

d

dx
ex = ex

d

dx
log x =

1

x

d

dx
senx = cosx

d

dx
cosx = − senx

d

dx
arcsenx =

1√
1− x2

d

dx
arccosx =

−1√
1− x2

d

dx
arctg x =

1

1 + x2
2

Proposición 1.1.13 (Propiedades algebraicas)

1. Linealidad: (αf +βg)′(x) = αf ′(x)+βg′(x), para todo par de números reales

α, β.

2. (f · g)′(x) = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)
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3.

Å
f

g

ã′
(x) =

f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

(g(x))2

4. Regla de la cadena: (f ◦ g)′(x) = f ′(g(x)) · g′(x)

Aunque es consecuencia de la regla del cociente, también es útil recordar la

siguiente fórmula
d

dx

Å
1

f(x)

ã
=
−f ′(x)

(f(x))2

Ejemplo 1.1.14 Vamos a calcular las derivadas de algunas funciones introducidas

anteriormente.

d

dx
ax =

d

dx
exp(x log a) = exp(x log a) log a = ax log a.

d

dx
loga(x) =

d

dx

Å
log x

log a

ã
=

1

x log a

d

dx
tg x =

d

dx

(senx

cosx

)
=

(cosx)(cosx) + (senx)(senx)

cos2 x
= 1 + tg2 x = sec2 x

d

dx
secx =

d

dx

Å
1

cosx

ã
=
−(− senx)

cos2 x
=

senx

cos2 x

d

dx
(1 + x)2x =

d

dx
exp(2x log(1 + x)) =

= exp(2x log(1 + x)) ·
(

2 log(1 + x) +
2x

1 + x

)
=

= (1 + x)2x
(

2 log(1 + x) +
2x

1 + x

)
Las derivadas de la función arctg x (y del resto de las funciones inversas) se

determinan usando las propiedades algebraicas y el procedimiento llamado

derivación impĺıcita.

f(x) = arctg x

tg(f(x)) = x

Dado que estas funciones son iguales, sus derivadas también son iguales. En el

lado izquierdo, derivamos usando la regla de la cadena:

d

dx
tg(f(x)) =

d

dx
(x)

(1 + tg2 f(x))f ′(x) = 1

(1 + x2)f ′(x) = 1

f ′(x) =
1

1 + x2
2

Teorema 1.1.15 (de L’Hôpital)

1. Si ĺım
x→a

f(x) = ĺım
x→a

g(x) = 0 y existe el ĺımite ĺım
x→a

f ′(x)

g′(x)
, entonces

ĺım
x→a

f(x)

g(x)
= ĺım

x→a

f ′(x)

g′(x)
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2. Si ĺım
x→a

f(x) = ĺım
x→a

g(x) = ±∞ y existe el ĺımite ĺım
x→a

f ′(x)

g′(x)
, entonces

ĺım
x→a

f(x)

g(x)
= ĺım

x→a

f ′(x)

g′(x)

Ejemplo 1.1.16

ĺım
x→0

x− senx

x3
= ĺım

x→0

1− cosx

3x2
= ĺım

x→0

senx

6x
= ĺım

x→0

cosx

6
=

1

6
2

Otra importante aplicación de la derivada es que nos permite estudiar la mono-

tońıa y la concavidad de las funciones usando los siguientes resultados.

Teorema 1.1.17 Si I es un intervalo y f ′(x) ≥ 0 para todo x ∈ I, entonces f es

creciente en I. Análogamente, si I es un intervalo y f ′(x) ≤ 0 para todo x ∈ I,

entonces f es decreciente en I.

Teorema 1.1.18 Si I es un intervalo y f ′′(x) ≥ 0 para todo x ∈ I, entonces f es

convexa en I (con forma de ^). Análogamente, si I es un intervalo y f ′′(x) ≤ 0

para todo x ∈ I, entonces f es cóncava en I (con forma de _).

1.1.5. Primitivas

El cálculo de primitivas es la parte del cálculo integral que consiste en buscar una

función cuya derivada coincida con una expresión dada. Por esta razón, se dice que

el cálculo de primitivas es el proceso inverso a la derivación. Por ejemplo, dada la

función f(x) = 3x2, el objetivo es encontrar una función F (x) tal que F ′(x) = f(x);

en este caso, podemos considerar la función F (x) = x3, pues F ′(x) = 3x2 = f(x).

Sin embargo, a diferencia del cálculo de derivadas, el cálculo de primitivas no

es un proceso automático. Es más, en muchos casos no es posible calcular una pri-

mitiva de una expresión en términos de funciones elementales, por ejemplo, para

las funciones f(x) = e−x
2

o g(x) =
senx

x
se sabe que existen primitivas pero no es

posible expresarlas en términos de funciones elementales.

Definición 1.1.19 Una función F es una primitiva de f en el intervalo I si verifica

que F ′(x) = f(x) para todo x en I.

Obsérvese que cualquier otra función construida a partir de la función F (x) sumándo-

le una constante también seŕıa una primitiva, pues la derivada de cualquier función

constante es 0. Aśı, FC(x) = x3 +C es también una primitiva de f(x) = 3x2 ya que

F ′C(x) = 3x2 = f(x).

Proposición 1.1.20 Si F es una primitiva de f en un intervalo I entonces la

función G es primitiva de f si y sólo si G es de la forma:

G(x) = F (x) + C para todo x en I

donde C es una constante.
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Fórmulas de derivación Fórmulas de integración

d

dx
(xα) = αxα−1

∫
xα dx =

xα+1

α+ 1

∫
(f(x))αf ′(x) dx =

(f(x))α+1

α+ 1

α ∈ R α 6= −1 α 6= −1

d

dx
(log x) =

1

x

∫
1

x
dx = log |x|

∫
f ′(x)

f(x)
dx = log |f(x)|

d

dx
(ex) = ex

∫
ex dx = ex

∫
ef(x)f ′(x) dx = ef(x)

d

dx
(senx) = cosx

∫
cosx dx = senx

∫
sen(f(x))f ′(x) dx = − cos(f(x))

d

dx
(cosx) = − senx

∫
senx dx = − cosx

∫
cos(f(x))f ′(x) dx = sen(f(x))

d

dx
(arctg x) =

1

1 + x2

∫
dx

1 + x2
= arctg x

∫
f ′(x)

1 + f(x)2
dx = arctg f(x)

Figura 1.1: Derivadas e integrales inmediatas.

De esta forma, llamamos integral indefinida a la familia de todas las primitivas de

una función y escribimos ∫
f(x) dx = F (x) + C,

siendo F una primitiva de f . En esta expresión, f(x) se llama integrando, dx se

lee diferencial de x e indica la variable de integración y C se denomina constante

de integración. La relación que existe entre los conceptos de derivada y primitiva

permite deducir fácilmente las propiedades de linealidad del operador, tal y como

establecemos en el siguiente resultado.

Proposición 1.1.21 La integral indefinida verifica las siguientes propiedades:∫
(f(x) + g(x)) dx =

∫
f(x) dx+

∫
g(x) dx∫

k · f(x) dx =k ·
∫
f(x) dx, para todo k ∈ R.

Ejemplo 1.1.22 La integral indefinida de la función 15x2 − 3 senx es∫
(15x2 − 3 senx) dx =

∫ (
5(3x2) + 3(− senx)

)
dx =

= 5

∫
3x2 dx+ 3

∫
− senx dx =

= 5x3 + 3 cosx+ C 2

En este curso, dedicaremos un tema a la integración y en él aprenderemos varias

técnicas para calcular primitivas en términos de funciones elementales. Todos ellas

requieren identificar, en algún momento, lo que se denominan integrales inmediatas,

es decir, aquellas primitivas que pueden determinarse aplicando de forma inversa

una regla de derivación. La tabla 1.1 recoge las integrales inmediatas básicas.
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1.1.6. Funciones elementales: gráficas

Cerramos esta lección recogiendo las gráficas de las funciones elementales para

que el alumno tenga un lugar de referencia cuando necesite recordarlas o resolver

alguna duda. En el caso de las funciones polinómicas y de las racionales, solo hemos

incluido algunos ejemplos. También añadimos las gráficas de otras funciones que,

aunque no son elementales, śı será habitual su uso y por lo tanto también conviene

visualizar rápidamente, como las funciones hiperbólicas.
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Y

X

x
x2

x3x4x5

1−1

Y

X

1−2

p1(x) = x(x− 1)(x+ 2)

Y

X

1−2

p2(x) = x2(x+ 2)

Y

X

1−1

e
exp(x) = exexp(−x) = e−x

Y

X

1 e

1

y = x− 1

log x

Y

X
π−π 2π−2π

1

−1

senx

Y

X
π
2

3π
2

−π
2

−3π
2

cosx

Y

X
π
2

3π
2

−π
2

−3π
2

tanx
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Y

X

cosecx

π 2π−π−2π

Y

X
π
2

3π
2

−π
2

−3π
2

secx

Y

X

arcsenx

π
2

−π
2

1−1

Y

X

arccosx

π

π
2

1−1

Y

X

arctanx
π
2

−π
2

1 2 3 4−1−2−3−4

Y

X

coshx

1
2ex 1

2e−x

senhx

1
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Y

X

f(x) =
1

4(2x− 1)(2x+ 1)

−1
2

1
2

Y

X

f(x) =
7x2

4(2x− 1)(2x+ 1)

−1
2

1
2

7
16

Y

X

f(x) =
7x3

4(2x− 1)(2x+ 1)

−1
2

1
2

Y

X

f(x) =
7x4

4(2x− 1)(2x+ 1)

−1
2

1
2
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LECCIÓN 1.2

Ecuaciones y sistemas de ecuaciones

La resolución de ecuaciones y sistemas de ecuaciones es una herramienta básica

en el desarrollo de múltiples ejercicios tanto de matemáticas como de otras materias

cient́ıficas. Las técnicas de resolución se basan en las propiedades básicas de las

operaciones algebraicas. Aunque el alumno debe conocer las técnicas básicas para

el estudio de ecuaciones, en los ejemplos que componen esta sección establecemos

algunas pautas, indicaciones y advertencias.

Ejemplo 1.2.1 Vamos a resolver la ecuación

√
x =

√
x2 + x− 1, x ∈ R.

Antes de empezar, recordemos que, cuando trabajamos con números reales,
√
x

representa la ráız positiva; de esta forma, si queremos expresar la ráız negativa,

escribiremos −√x.

El primer paso en la resolución es elevar al cuadrado ambos lados de la igualdad

para eliminar las ráıces, pero además tendremos que descartar las soluciones que

lleven a radicandos negativos, es decir, la ecuación es equivalente a:

x = x2 + x− 1, x ≥ 0,

De la misma forma, la ráız cuadrada “cancela” un cuadrado, pero el resultado debe

ser positivo, por lo que el resultado debe escribirse con valor absoluto:

√
a2 =

»
|a|2 = |a|, para todo a ∈ R.

Siguiendo con la ecuación del ejemplo:

x = x2 + x− 1, x ≥ 0 ⇒ 0 = x2 − 1, x ≥ 0 ⇒ x = 1.

Obsérvese que, en el último paso, hemos descartado la ráız negativa de 1. 2

Ejemplo 1.2.2 Vamos a resolver la ecuación

x3 − 2x2 + x = 0.

Un error bastante frecuente es efectuar directamente la siguiente simplificación:

x2 − 2x+ 1 = 0.

Hacemos esto porque dividimos ambos lados entre x, pero para hacer esto, debemos

suponer que x 6= 0. Es preferible razonar de la siguiente forma: sacando factor común

x en la ecuación, obtenemos

x(x2 − 2x+ 1) = 0,
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Dado que el producto de dos números es cero si y solo si uno de los dos lo es, esta

ecuación se convierte en dos ecuaciones que debemos estudiar por separado:

x = 0, x2 − 2x+ 1 = 0

La primera es trivial y la segunda lleva a la solución x = 1.

La factorización de expresiones es, en general, una técnica bastante útil para la

resolución de ecuaciones, como iremos comprobando en el curso. 2

Ejemplo 1.2.3 De los sistemas de ecuaciones, solo los denominados sistemas linea-

les son resolubles de manera mecánica; es decir, siempre es posible decidir si tienen

o no soluciones y, en tal caso, determinarlas. Entendemos que el alumno debe co-

nocer la teoŕıa básica asociada a estos sistemas, aśı que solo vamos a resolver un

ejemplo para insistir en que el método más simple y eficiente para resolverlos es el

denominado método de Gauss o reducción.

En el desarrollo siguiente, utilizamos etiquetas para indicar para las operaciones

realizadas: (e2)− (e1)→ (e2) indica que restamos la primera a la segunda ecuación

y que el resultado pasa a ser la nueva segunda ecuación.
x+ y − z = 1

x+ 2y + 2z = 2

−x+ y + 3z = −2


(e2)−(e1)→(e2)

=⇒


x+ y − z = 1

y + 3z = 1

−x+ y + 3z = −2


(e3)+(e1)→(e3)

=⇒


x+ y − z = 1

y + 3z = 1

2y + 2z = −1


(e3)−2∗(e2)→(e3)

=⇒


x+ y − z = 1

2y + 6z = 2

−4z = −3


El objetivo ha sido obtener un sistema “triangular”, que se resuelve fácilmente de

abajo hacia arriba.

(e3)⇒ z =
3

4

(e2)

⇒ 2y + 6
3

4
= 2⇒ y = −5

4

(e1)

⇒ x− 5

4
− 3

4
= 1⇒ x = 3

2

Para los sistemas no lineales, no disponemos de algoritmos similares al de Gauss

para calcular, si existe, la solución de cualquier sistema. En estos casos, solo podemos

utilizar “heuŕısticas”, es decir, reglas que, sin ser generales, son aplicables a muchos

casos y, por lo tanto, es recomendable utilizarlas en primer lugar. No obstante, solo

la experiencia y la intuición ayudarán a abordar con éxito este tipo de problemas.

1. Sustitución: Buscamos una ecuación que permita despejar fácilmente una va-

riable, directamente o a partir de una factorización que divida el sistema en

varios casos. La variable despejada se sustituye en el resto de las ecuaciones,

obteniendo uno o varios sistemas con menos variables.
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2. Igualación: Si una de las variables se puede despejar en todas las ecuaciones

en las que aparece, podemos hacerlo y a partir de ah́ı, generar por igualación

un sistema equivalente pero con menos variables.

3. Reducción: Este método de simplificación consiste en sumar o restar ecuacio-

nes, posiblemente multiplicadas por constantes o por expresiones; el proceso es

similar al utilizado en sistemas lineales. Aunque no consigamos eliminar una

variable, intentaremos reducir de esta forma la complejidad de las ecuaciones

antes de aplicar las otras técnicas.

En los ejemplos siguientes mostramos cómo aplicar las técnicas anteriores.

Ejemplo 1.2.4 Para resolver el sistema x2 − y = 5

3x− y = 1

nos fijamos en la segunda ecuación, que permite despejar fácilmente una variable en

función de la otra.

(e2)⇒ y = 3x− 1

(e1) x2 − y = 5

 ⇒ x2 − 3x+ 1 = 5 ⇒ x = 4, x = −1

Debemos tener cuidado al escribir las soluciones de un sistema y asociar correcta-

mente los distintos valores que tome cada variable. En este ejemplo, x = 4 conduce

a y = 11, mientras que x = −1 conduce a y = −4; por lo tanto, debemos escribir las

soluciones dejando claras las asociaciones correctas:

{x1 = 4, y1 = 11}, {x2 = −1, y2 = −4}. 2

En los sistemas de ecuaciones lineales caben tres posibilidades: que no tengan so-

lución, que tengan solamente una solución o que tengan infinitas soluciones. Como

podemos ver en el ejemplo anterior, en los sistemas no lineales tenemos más posibi-

lidades y puede haber más de una solución aunque estas no sean infinitas.

Ejemplo 1.2.5 En el sistema
2x− xy = 0

x− yz = 0

x2 + y2 + z2 = 1, x, y, z ∈ R,

elegimos en primer lugar la primera ecuación para factorizarla, sacando x como

factor común:

0 = 2x− xy = x(2− y).

De esta forma, obtenemos dos posibilidades, o bien x = 0, o bien y = 2, lo que

permite simplificar las otras ecuaciones para obtener dos sistemas más sencillos:

(1)


x = 0

yz = 0

y2 + z2 = 1

(2)


y = 2

x− 2z = 0

x2 + 4 + z2 = 1
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La segunda ecuación de (1), conduce a dos posibilidades, o bien y = 0, o bien z = 0,

que generan dos sistemas triviales:

(1.1)


x = 0

y = 0

z2 = 1

(1.2)


x = 0

z = 0

y2 = 1

Las soluciones obtenidas a partir de estos son

{x1 = 0, y1 = 0, z1 = −1}, {x2 = 0, y2 = 0, z2 = 1},
{x3 = 0, y3 = −1, z3 = 0}, {x4 = 0, y4 = 1, z4 = 0}.

El sistema (2) no tiene soluciones en R, ya que su tercera ecuación es equivalente a

x2 + z2 = −3. 2

Ejemplo 1.2.6 Vamos a resolver el sistema
x2 + y2 = 1

x = yz

y = xz + 1

La variable z aparece en las ecuaciones segunda y tercera, y en ambas podemos

despejarla fácilmente:

z =
x

y
z =

y − 1

x
(1.1)

Dado que hemos dividido entre x e y, posteriormente tendremos que analizar los

casos en que x = 0 o y = 0. Aplicando igualación en las ecuaciones anteriores

obtenemos
x

y
=
y − 1

x
⇒ x2 − y2 + y = 0,

por lo que nuestro sistema inicial se ha convertido en

x2 + y2 − 1 = 0

x2 − y2 + y = 0

Ahora vemos que podemos simplificar fácilmente el término x2 restando las dos

ecuaciones, para llegar a una ecuación en y:

2y2 − y − 1 = 0 ⇒ y = 1, y =
−1

2
.

Utilizando la primera ecuación, x2 + y2 − 1 = 0, y que z =
x

y
, completamos la

resolución:

{x1 = 0, y1 = 1, z1 = 0}, {x2 =

√
3

2
, y2 =

−1

2
, z2 = −

√
3},

{x3 =
−
√

3

2
, y3 =

−1

2
, z3 =

√
3}.
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Finalmente, debemos analizar qué ocurre si x = 0 o y = 0. El caso x = 0 conduce

fácilmente a la primera solución obtenida anteriormente. Por la segunda ecuación,

si y = 0, entonces x = 0, lo cual es imposible atendiendo a la primera ecuación del

sistema inicial. 2
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LECCIÓN 1.3

El binomio de Newton

La fórmula del binomio de Newton permite expandir cualquier potencia de una

suma de expresiones, es decir, vamos a generalizar la igualdad

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2

a cualquier exponente natural. Para expandir una potencia como (a+ b)7, bastaŕıa

con multiplicar siete veces la expresión (a + b), eliminando los paréntesis adecua-

damente con la propiedad distributiva; el binomio de Newton es simplemente una

fórmula que nos “ahorra” parte de ese trabajo. En la fórmula vamos a utilizar unos

cuantos elementos que debemos introducir previamente: factorial, números combi-

natorios y sumatorios.

Definición 1.3.1 (Factorial) Definimos el factorial de un número natural n,

denotado por n!, como sigue:

0! = 1

n! = (n− 1)! · n para todo n ≥ 1

Esta forma de definir una función se denomina recursiva: la definición llama al mismo

operador que se define, pero aplicado a un número menor, hasta llegar a un caso

base, en este caso 0!. Otra forma de escribir la definición del operador es

n! = 1 · 2 · 3 · . . . · n, para todo n ≥ 1

Ejemplo 1.3.2

0! = 1, 1! = 1, 2! = 1 · 2 = 2, 3! = 1 · 2 · 3 = 6

10! = 1 · 2 · 3 · . . . · 10 = 3 628 800 2

Definición 1.3.3 (Números combinatorios) Sean n y k dos números naturales

tales que 0 ≤ k ≤ n. Se define el número combinatorio

Ç
n

k

å
, que se lee “n sobre

k”, como Ç
n

k

å
=

n!

k! · (n− k)!

Ejemplo 1.3.4Ç
10

7

å
=

10!

7! · 3!
=

10 · 9 · 8 ·��7!

��7! · 3!
=

10 · 9 · 8
3!

=
10 · 9 · 8

3 · 2 = 10 · 3 · 4 = 120Ç
0

0

å
=

0!

0! · 0!
= 1
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Ç
n

0

å
=

n!

0! · n!
=
n!

n!
= 1Ç

n

n

å
=

n!

n! · 0!
=
n!

n!
= 1Ç

n

k

å
=

n!

k! · (n− k)!
=

Ç
n

n− k

å
2

La forma habitual de calcular los números combinatorios es la que se ha utiliza-

do en el primer apartado del ejemplo anterior, es decir, se expande parcialmente el

factorial del numerador y se simplifica con el denominador. Esto lo podemos hacer

de forma general para obtener una expresión alternativa para los números combina-

torios.Ç
n

k

å
=

n!

k! · (n− k)!
=
n(n− 1) . . . (n− k + 1) ·����(n− k)!

k! ·����(n− k)!
=

=
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k!

Obsérvese que en el numerador de la expresión obtenida hay exactamente k factores.

La siguiente propiedad es la más importante de los números combinatorios, sien-

do el fundamento del triángulo de Tartaglia-Pascal, que veremos a continuación, y

permite calcular los números combinatorios de forma recursiva.

Teorema 1.3.5 (de Pascal) Para todo n ∈ N y todo k ∈ N:Ç
n

k

å
+

Ç
n

k + 1

å
=

Ç
n+ 1

k + 1

å
Ejemplo 1.3.6 En este ejemplo, mostramos cómo se llega a esta igualdad en un

caso particular; por esta razón, evitamos la realización de la mayoŕıa de los cálculos

intermedios. Este tipo de desarrollos nos ayudan a entender demostraciones genera-

les, en las que manejamos variables y parámetros en lugar de números concretos.Ç
8

3

å
+

Ç
8

4

å
=

8 · 7 · 6
3!

+
8 · 7 · 6 · 5

4!
=

4 · 8 · 7 · 6
4 · 3!

+
8 · 7 · 6 · 5

4!
=

=
4 · 8 · 7 · 6 + 8 · 7 · 6 · 5

4!
=

(4 + 5) · 8 · 7 · 6
4!

=
9 · 8 · 7 · 6

4!
=

Ç
9

4

å
2

Triángulo de Tartaglia-Pascal. El teorema de Pascal permite calcular los núme-

ros combinatorios usando una representación geométrica que se donomina triángulo

de Tartaglia o triángulo de Tartaglia-Pascal. Construimos este triángulo colocando

en el vértice superior, el número
(0

0

)
y debajo de él colocamos los números

(1
0

)
y
(1

1

)
;

formamos aśı un primer triángulo con solo tres números. A partir de aqúı, vamos
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añadiendo nuevas filas usando la siguiente regla: debajo de cada par de números,

colocamos su suma:(n
k

) ( n
k+1

)
↘ ↙(n

k

)
+
( n
k+1

) T. Pascal
=

(n
k

) ( n
k+1

)
↘ ↙(n+1

k+1

)
Adicionalmente, cada fila se comienza con

(n
0

)
= 1 y se termina con

(n
n

)
= 1. Vemos

a continuación el triángulo resultante hasta la quinta fila, a la izquierda con los

números combinatorios indicados y a la derecha con los valores resultantes.

(0
0

)
(1

0

) (1
1

)
(2

0

) (2
1

) (2
2

)
(3

0

) (3
1

) (3
2

) (3
3

)
(4

0

) (4
1

) (4
2

) (4
3

) (4
4

)
(5

0

) (5
1

) (5
2

) (5
3

) (5
4

) (5
5

)

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1

Operador sumatorio. El operador
∑

o sumatorio se utiliza para expresar su-

mas con un cantidad variable de sumandos:

n∑
k=m

f(k) = f(m) + f(m+ 1) + · · ·+ f(n)

Los sumandos se expresan en función de una variable k que tomará valores conse-

cutivos entre dos números naturales m y n tales que m ≤ n. Por ejemplo,

5∑
k=2

(2k − 1)2 = 32 + 52 + 72 + 92

La variable utilizada como ı́ndice de cada sumando no influye en el resultado y

podremos cambiarla por la letra que deseemos siempre que no interfiera en el resto

del problema. Por ejemplo, en los sumatorios siguientes utilizamos ı́ndices distintos

pero obtenemos el mismo resultado:

10∑
k=1

k = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10 = 55

10∑
j=1

j = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10 = 55

El operador sumatorio es frecuente en los lenguajes de programación, en los que

toma una sintaxis similar a

sum(f(k), k,m, n)
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Binomio de Newton. Ya tenemos todos los elementos necesarios para expresar

la fórmula del binomio de Newton.

Teorema 1.3.7 (Fórmula del binomio de Newton) Para todo par de núme-

ros a y b y todo número natural n, se verifica que

(a+ b)n =
n∑
k=0

Ç
n

k

å
an−kbk

También podemos escribir la fórmula del binomio usando “puntos suspensivos”:

(a+ b)n =

n∑
k=0

Ç
n

k

å
an−kbk =

=

Ç
n

0

å
anb0 +

Ç
n

1

å
an−1b+

Ç
n

2

å
an−2b2 + · · ·+

Ç
n

n− 1

å
abn−1 +

Ç
n

n

å
a0bn.

Ejemplo 1.3.8

(x− y)2 =
(2

0

)
x2(−y)0 +

(2
1

)
x(−y) +

(2
2

)
x0(−y)2 = x2 − 2xy + y2

(s+ t)3 =
(3

0

)
s3t0 +

(3
1

)
s2t+

(3
2

)
st2 +

(3
3

)
s0t3 = s3 + 3s2t+ 3st2 + t3

(z − 2)6 = z6 − 12z5 + 60z4 − 160z3 + 240z2 − 192z + 64

2n = (1 + 1)n =
(n

0

)
+
(n

1

)
+
(n

2

)
+ . . .+

( n
n−1

)
+
(n
n

)
2
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LECCIÓN 1.4

Los números complejos

En principio, los números complejos que introducimos en esta lección fueron

definidos para cubrir una carencia de los números reales: hay ecuaciones polinómicas

que no tienen solución en R. Por ejemplo, no hay ningún número real x, tal que

x2 + 1 = 0. Aunque esta propiedad los determina, también los utilizaremos para

resolver o analizar otros problemas geométricos y trigonométricos. En el campo de

la ingenieŕıa electrónica, los números complejos se usan en la descripción de señales

periódicas y en el estudio de redes eléctricas.

1.4.1. Conjuntos numéricos

Antes de introducir los números complejos, es conveniente recordar algunos con-

ceptos. En concreto, vamos a repasar los conjuntos numéricos y las propiedades que

rigen las operaciones dentro de ellos. En la asignatura de Estructuras algebraicas

para la computación estudiaremos con detalle la estructura y propiedades de los

siguientes conjuntos, aqúı nos limitamos a recordar su denominación y notación.

Números naturales: N = {0, 1, 2, 3, . . . }.

Números enteros: Z = {0, 1, 2, 3, . . . } ∪ {−1,−2,−3, . . . }.

Números racionales: Q =

ß
p

q
; p, q enteros primos entre śı, q 6= 0

™
.

Finalmente, el conjunto de los números reales se denota por R, pero no es posible

hacer una descripción constructiva de ellos tal y como hemos hecho con los otros.

Tanto el conjunto de los números racionales como el de los reales con las operaciones

de suma y producto, tienen estructura de cuerpo ordenado, es decir, en ellos se

verifican las propiedades que enunciamos a continuación.

Asociatividad: Todos los números reales a, b y c verifican

(a+ b) + c = a+ (b+ c), (a · b) · c = a · (b · c)

Existencia de elemento neutro y de unidad: el número 0 es el elemento neutro

para la suma y el número 1 es la unidad para el producto, es decir, para todo

número real a

a+ 0 = 0 + a = a, a · 1 = 1 · a = a

Existencia de elementos opuestos e inversos: el número −a es el opuesto de

a respecto de la suma, es decir, a + (−a) = (−a) + a = 0 para todo número

real a. El número a−1 = 1
a es el inverso de a respecto del producto, es decir,

a · 1
a = 1

a · a = 1, para todo número real a 6= 0.
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Conmutatividad: Todos los números reales a y b verifican

a+ b = b+ a, a · b = b · a

Distributividad: Todos los números reales a, b y c verifican

a · (b+ c) = a · b+ a · c, (b+ c) · a = b · a+ c · a

Si aplicamos estas igualdades de derecha a izquierda, decimos que sacamos un

factor común.

Ley de tricotomı́a: Cada par de números reales a y b verifica una y solo una

de las siguientes relaciones:

a = b, a > b, b > a

Esta propiedad también se enuncia diciendo que el orden entre números reales

es total.

La suma es cerrada para el orden: Si a > b, entonces a+ c > b+ c

El producto es cerrado para el orden: Si a > b, c > 0, entonces a · c > b · c

La última propiedad no se verifica si c < 0, pero es fácil deducir lo que ocurre en ese

caso. Si a > b, c < 0, entonces 0 = c− c < 0− c = −c y a · (−c) > b · (−c); sumando

a · c y b · c en ambos lados, obtenemos que b · c > a · c

El alumno debe conocer estas propiedades, ya que las habrá usado para resolver

ecuaciones e inecuaciones y para simplificar expresiones algebraicas en la resolución

de múltiples ejercicios. Es conveniente que, a partir de ahora, se vaya acostumbrando

a sus denominaciones y a entender su significado.

Como ya hemos dicho, no es posible describir fácilmente a los números reales para

distinguirlos de los números racionales. Ambos conjuntos numéricos comparten las

propiedades que acabamos de recordar, pero el conjunto de los números reales posee

una propiedad adicional que no tiene el de los racionales y que recogemos en el

resultado siguiente.

Teorema 1.4.1 Toda sucesión de números reales monótona y acotada es conver-

gente.

En el tema dedicado a las sucesiones y series de números reales estudiaremos el

significado y las consecuencias de esta propiedad.

Observación 1.4.2

1. La operación producto se expresa indistintamente con los śımbolos ‘·’ o ‘×’,

aunque en este curso, solo usaremos ‘·’. Incluso omitiremos este śımbolo si ello

no conduce a error. Esta omisión es habitual porque, normalmente, utilizamos

un único carácter para representar variables; de esta forma si, por ejemplo,
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nos encontramos la expresión ab, necesariamente tiene que corresponder al

producto de a por b. Sin embargo, en los programas y lenguajes informáticos,

es habitual utilizar variables con varios caracteres, por lo que se hace impres-

cindible hacer expĺıcito el operador producto. También será imprescindible

usar expĺıcitamente el operador para expresar el producto de dos números,

por ejemplo, 2 · 3 = 6. Y en general lo escribiremos siempre que sea necesario

para evitar confusiones.

2. A lo largo del curso vamos a usar muchas veces la palabra algebraico: hablamos

de expresiones algebraicas para referirnos a expresiones en las que solo inter-

vienen las operaciones de suma, diferencia, producto y cociente entre números

y variables. Por otra parte, hablamos de propiedades algebraicas de un con-

cepto, de una función o de un operador, para referirnos a las propiedades en

relación con esas mismas operaciones.

1.4.2. Los números complejos

En el conjunto de los números reales, podemos formular ecuaciones polinómicas

sin solución. Por ejemplo, dado que x2 ≥ 0 para todo x ∈ R, no existe ningún

número real tal que x2 = −1, es decir, tal que x2 + 1 = 0. Los números complejos

se introducen para cubrir esta limitación, y la ecuación x2 + 1 = 0 es la base de su

definición.

Definición 1.4.3 El conjunto de los números complejos es el menor cuerpo que

contiene a R y al número i que verifica i2 = −1.

Esta definición debe considerarse intuitiva e informal; la introducción formal

queda fuera de los objetivos de este curso.

El número i 6∈ R se denomina unidad imaginaria. La definición anterior establece

que los números complejos son expresiones algebraicas que involucran a la unidad

imaginaria i y a cualquier número real. Sin embargo, las propiedades de cuerpo y

la identidad i2 = −1 permitirán simplificar estas expresiones hasta llegar a una del

tipo a+ b · i, en donde, a y b son números reales; esta forma de escribir los números

complejos se denomina binómica o rectangular.

Ejemplo 1.4.4 Vemos a continuación dos ejemplos de como simplificar cualquier

expresión algebraica con complejos hasta reducirla a su forma binómica.

(2 + i)(1− 2i) = 2− 4i + i− 2i2 (distributividad)

= 2− 4i + i + 2 · (−1) (definición de i)

= 4− 3i

Si z = x + iy ∈ C, con x, y ∈ R, el número x se denomina parte real de z,

Re(z) = x, mientras que y se denomina parte imaginaria, Im(z) = y. La figura 1.2
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Re

Im

y

x

z = x+ y · i

Figura 1.2: Representación gráfica de los números complejos

muestra la representación habitual de los números complejos como puntos en el

plano, de forma que la abscisa se corresponde con la parte real y la ordenada se

corresponde con la parte imaginaria.

Definición 1.4.5 En los apartados siguientes, x, y ∈ R, z ∈ C:

Conjugado de un número complejo:

·̄ : C→ C, x+ iy = x− iy

Parte real de un número complejo:

Re: C→ R, Re(x+ iy) = x, Re(z) =
1

2
(z̄ + z)

Parte imaginaria de un número complejo:

Im: C→ R, Im(x+ iy) = y, Im(z) =
1

2i
(z − z̄) =

i

2
(z̄ − z)

Ejemplo 1.4.6 Para simplificar divisiones entre números complejos, utilizaremos

un simple “truco”: multiplicar y dividir por el conjugado del denominador.

2 + i

1− 2i
=

(2 + i)(1 + 2i)

(1− 2i)(1 + 2i)
=

5i

5
= i. 2

En general, la resolución de ecuaciones algebraicas y sistemas de ecuaciones puede

hacerse utilizando los mismos métodos que empleamos para ecuaciones y sistemas

en el cuerpo de los reales. Esto se debe a que las transformaciones y simplificaciones

necesarias son consecuencia de las propiedades de cuerpo. En particular, podemos

utilizar la fórmula que nos ayuda a resolver las ecuaciones de segundo grado.

Ejemplo 1.4.7 Resolvemos en C la ecuación x2−6x+13 = 0 utilizando la fórmula

para la resolución de ecuaciones de segundo grado

x =
6±
√

36− 4 · 13

2
=

6±
√
−16

2
=

6±
√

16
√
−1

2
=

6± 4 · i
2

= 3± 2i

Por lo tanto, las dos soluciones de la ecuación son x1 = 3 + 2i, x2 = 3− 2i. 2
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Ejemplo 1.4.8 En este ejemplo, vamos a resolver en C un sistema de ecuaciones

lineales utilizando el método de reducción. ix− y = 2

2x+ y = i

ix− y = 2

2x+ y = i

 2∗(e1)→(e1)
=⇒

i∗(e2)→(e2)

2ix− 2y = 4

2ix+ iy = −1

 (e2)−(e1)⇒ (2 + i)y = −5

Terminamos de despejar y:

y =
−5

2 + i
=

−10 + 5i

(2 + i)(2− i)
=
−10 + 5i

4 + 1
= −2 + i

Y utilizando la segunda ecuación inicial, determinamos x:

x =
i− y

2
=

i + 2− i

2
= 1 2

Las técnicas que hemos repasado en la lección dedicada a las ecuaciones y sis-

temas de ecuaciones también son aplicables a sistemas de ecuaciones en los que sea

posible obtener soluciones complejas.

Ejemplo 1.4.9 Vamos a resolver en C el sistema xy2 − y + 1 = 0

x2y − x+ 2 = 0

usando el método de reducción. Si multiplicamos la primera ecuación por x y la

segunda por y, obtenemos

x2y2 − xy + x = 0

x2y2 − xy + 2y = 0

(Esta operación puede añadir soluciones tales que x = 0 o y = 0, que deberemos

comprobar sobre el sistema inicial). Ahora podemos eliminar los términos x2y2 y xy

restando las dos ecuaciones para llegar a que 2y−x = 0. Esta ecuación es más simple

que cualquiera de las iniciales y, en particular, permite expresar x en función de y:

x = 2y; llevando esta igualdad a la primera ecuación del sistema inicial, obtenemos

2y3 − y + 1 = 0

Recordando que en un polinomio con coeficientes enteros, los divisores del término

independiente son candidatos a ráız del polinomio, buscamos soluciones enteras de

esta ecuación con el método de Ruffini, y deducimos que y = −1 es una solución:

2 0 −1 1

−1 −2 2 −1

2 −2 1 0
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Por lo tanto,

0 = 2y3 − y + 1 = (y + 1)(2y2 − 2y + 1)

Para resolver la ecuación 2y2 − 2y + 1 = 0 utilizamos la fórmula que ya conocemos

para ecuaciones de segundo grado:

y =
2±
√

4− 8

4
=

2±
√
−4

4
=

2± 2i

4
=

1

2
± 1

2
i

Por lo tanto, las soluciones del sistema son:

{y1 = −1, x1 = −2}, {y2 =
1

2
+

1

2
i, x2 = 1 + i}, {y3 =

1

2
− 1

2
i, x3 = 1− i}.

2

Ejemplo 1.4.10 Vamos a expresar en forma binómica el número (1− i)5.

(1−i)5 =

5∑
k=0

Ç
5

k

å
(−i)k·15−k = (−i)0+5(−i)1+10(−i)2+10(−i)3+5(−i)4+(−i)5 =

= 1− 5i + 10i2 − 10i3 + 5i4 − i5 = 1− 5i− 10 + 10i + 5− i = −4 + 4i 2

1.4.3. Teorema fundamental del álgebra

Este resultado recoge la propiedad que anunciábamos al principio de la lección

y que caracteriza al cuerpo de los números complejos.

Teorema 1.4.11 (Teorema fundamental del Álgebra) Toda ecuación poli-

nómica de grado mayor o igual que 1 y con coeficientes en C tiene solución en C.

Equivalentemente, todo polinomio de grado mayor o igual que 1 con coeficientes en

C puede factorizarse en factores de grado menor o igual a 1:

P (z) = z0(z − z1)m1 . . . (z − zn)mn ,

en donde, z0, z1, . . . , zn ∈ C.

Los números complejos z1, . . . , zn en el teorema anterior son las ráıces o ceros del

polinomio P y son igualmente las soluciones de la ecuación polinómica P (z) = 0.

Para cada zi, el número natural mi se denomina multiplicidad de la ráız o cero.

Una de las lecciones de este tema está dedicada al estudio de los polinomios,

pero entendemos que el alumno debe conocer la teoŕıa básica y en particular la

relación entre factorización de polinomios y ecuaciones polinómicas que se utiliza en

el teorema fundamental del álgebra.

Definición 1.4.12 Decimos que un polinomio está factorizado en R si está escrito

como producto de polinomios irreducibles, de grado menor o igual que 2 y con coefi-

cientes en R. Decimos que está factorizado en C si está escrito como producto de

polinomios de grado menor o igual a 1 con coeficientes en C.
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Ejemplo 1.4.13 El polinomio x2 + 1 es irreducible en R, pero admite la siguiente

factorización en C:

x2 + 1 = x2 − i2 = (x+ i)(x− i) 2

Ejemplo 1.4.14 La identidad a2 − b2 = (a + b)(a − b), que también hemos usado

en el ejemplo anterior, es suficiente para factorizar el siguiente polinomio:

x4 − 1 = (x2 + 1)(x2 − 1) = (x2 − (−1))(x+ 1)(x− 1) =

= (x+ i)(x− i)(x+ 1)(x− 1)

Y a partir de ella, resolvemos la ecuación polinómica x4 − 1 = 0:

x1 = 1, x2 = −1, x3 = i, x4 = −i 2

Ejemplo 1.4.15 Para factorizar x3 + 2x2 + 2x + 1 intentamos buscar alguna ráız

entre los divisores del término independiente usando el método de Ruffini; en este

caso, encontramos que x = −1 es una de sus ráıces:

1 2 2 1

−1 −1 −1 −1

1 1 1 0

Por lo tanto, el polinomio es divisible por x+ 1:

x3 + 2x2 + 2x+ 1 = (x+ 1)(x2 + x+ 1)

Resolviendo la ecuación x2 +x+ 1 = 0, vemos que sus soluciones son complejas, por

lo que podemos afirmar que la anterior es la factorización en R.

x =
−1±

√
1− 4

2
=
−1

2
± i

√
3

2

Por lo tanto, la factorización en C es:

x3 + 2x2 + 2x+ 1 =
(
x+ 1

)(
x+

1

2
− i

√
3

2

)(
x+

1

2
+ i

√
3

2

)
2

Ejemplo 1.4.16 En la primera lección hemos recordado el método de Ruffini que

nos sirve para dividir polinomios entre un divisor de la forma x − a y para eva-

luar de forma eficiente los polinomios. El método también se puede utilizar cuan-

do trabajamos con polinomios con coeficientes en C. Por ejemplo, si dividimos

P (x) = x3 + 2x2 + 2x+ 1 entre x− i, obtenemos

1 2 2 1

i i 2i− 1 −2 + i

1 2 + i 2i + 1 −1 + i

De donde deducimos que P (i) = −1 + i. 2

E.T.S.I.Informática
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Ejemplo 1.4.17 Vamos a factorizar el polinomio x4 − 3x2 − 6x − 2 en R y en C
utilizando el método de identificación de coeficientes. En un primer paso, vamos a

escribirlo como producto de dos polinomios de grado 2 en R.

x4 − 3x2 − 6x− 2 = (x2 +Ax+B)(x2 + Cx+ D), A,B,C,D ∈ R

Para determinar los números A, B, C y D , utilizamos identificación de coeficientes

y, para ello, expandimos el producto del lado derecho.

x4 − 3x2 − 6x− 2 = x4 + (A+ C)x3 + (B +AC + D)x2 + (AD +BC)x+BD

Dado que dos polinomios son iguales si y solo si los coeficientes correspondientes a

los términos del mismo grado son iguales, podemos construir el siguiente sistema de

ecuaciones:

A+ C = 0

B +AC + D = −3

AD +BC = −6

BD = −2

Este sistema se puede resolver porque proviene de un polinomio sin término de tercer

grado, pero para ello, conviene seguir el camino que indicamos a continuación.

1. De la primera ecuación deducimos que C = −A; sustituimos C por −A en las

dos ecuaciones centrales y obtenemos

D +B = −3 +A2

D −B =
−6

A

Sumando las dos ecuaciones, podemos expresar D en función de A, y restándo-

las, podemos expresar B en función de A:

D =
1

2

(
− 3 +A2 − 6

A

)
, B =

1

2

(
− 3 +A2 +

6

A

)
2. A continuación, utilizamos la última ecuación del sistema inicial, BD = −2;

sustituyendo B y D por las expresiones obtenidas en el punto anterior, obte-

nemos una ecuación en A:

− 2 = BD =
1

4

(
(−3 +A2)− 6

A

)(
(−3 +A2) +

6

A

)
=

=
1

4

(
(−3 +A2)2 − 36

A2

)
=

1

4

(
9− 6A2 +A4 − 36

A2

)
Multiplicando por 4A2 en los dos extremos de la igualdad anterior

−8A2 = 9A2 − 6A4 +A6 − 36

Y reagrupando los términos en las potencias de A, obtenemos la siguiente

ecuación polinómica

A6 − 6A4 + 17A2 − 36 = 0
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Aparentemente, el problema se ha complicado, ya que pasamos de una ecuación

de grado 4 a una ecuación de grado 6. Sin embargo, observamos que en esta

última ecuación, todas las potencias de A son pares, por lo que podemos hacer

un cambio de variable, A2 = z, obteniendo una ecuación de grado 3.

z3 − 6z2 + 17z − 36 = 0

Utilizando el algoritmo de Ruffini, buscamos una solución entre los divisores

de 36, y la encontramos en z = 4

1 −6 17 −36

4 4 −8 36

1 −2 9 0

Dado que la factorización de un polinomio es única, basta tomar una de las

soluciones en A, ya que cualquier otra solución nos conducirá a la misma

factorización. En este caso, una posible solución verifica A2 = 4, y podemos

considerar A = 2.

3. A partir del valor deA, ya podemos calcular el valor del resto de los parámetros:

C = −A = −2

B =
1

2

(
− 3 +A2 +

6

A

)
=

1

2
(−3 + 4− 3) = 2

D =
1

2

(
− 3 +A2 − 6

A

)
=

1

2
(−3 + 4 + 3) = −1

Por lo tanto: x4 − 3x2 − 6x− 2 = (x2 + 2x+ 2)(x2 − 2x− 1)

Todav́ıa no podemos concluir que esta sea la factorización en R, antes debemos

comprobar si los dos polinomio son irreducibles.

x2 + 2x+ 2 = 0 =⇒ x =
−2±

√
4− 8

2
= −1± i

x2 − 2x− 1 = 0 =⇒ x =
2±
√

4 + 4

2
= 1±

√
2

Por lo tanto, el primer polinomio de grado 2 es irreducible en R, pero el segundo no

lo es. En cualquier caso, ya podemos escribir las dos factorizaciones:

Factorización en R:

x4 − 3x2 − 6x− 2 = (x2 + 2x+ 2)(x− 1−
√

2)(x− 1 +
√

2)

Factorización en C:

x4 − 3x2 − 6x− 2 = (x+ 1− i)(x+ 1 + i)(x− 1−
√

2)(x− 1 +
√

2) 2

Ejemplo 1.4.18 En este ejemplo, vamos a factorizar el polinomio x4 + 4 en R
siguiendo el método del ejemplo anterior.

x4 + 4 = (x2 +Ax+B)(x2 + Cx+ D), A,B,C,D ∈ R
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Expandiendo el lado derecho de la igualdad y agrupando los términos obtenemos

x4 + 4 = x4 + (A+ C)x3 + (B +AC + D)x2 + (AD +BC)x+BD .

Identificamos coeficientes y obtenemos el siguiente sistema:

A+ C = 0

B +AC + D = 0

AD +BC = 0

BD = 4

De la primera ecuación deducimos que C = −A, y sustituyendo C por −A en las

dos ecuaciones centrales obtenemos:

D +B = A2

A(D −B) = 0

Necesariamente, A 6= 0, ya que en caso contrario, el sistema se reduciŕıa a B+D = 0,

BD = 4, y de ah́ı: −B2 = 4, lo que es imposible. Por lo tanto, las ecuaciones quedan:

D +B = A2

D −B = 0;

y sumándolas y restándolas, podemos escribir B y D en función de A:

D =
A2

2
, B =

A2

2
.

Sustituyendo en la última ecuación del sistema inicial, BD = 4:

A2

2
· A

2

2
= 4

A4 = 16

Nos quedamos con la solución A = 2 y terminamos de calcular el resto de coeficientes

C = −A = −2, B =
A2

2
= 2, D =

A2

2
= 2

y escribimos la factorización obtenida:

x4 + 4 = (x2 + 2x+ 2)(x2 − 2x+ 2)

En este caso, los dos polinomios de grado 2 son irreducibles, por lo que esa es la

factorización en R. 2

Dado que todas las magnitudes f́ısicas se pueden medir con números reales, se

podŕıa pensar que los números complejos solo son un objeto matemático abstracto

sin interés práctico. Sin embargo, la utilidad de estos números no está en la des-

cripción de magnitudes f́ısicas, sino que constituyen una herramienta para resolver

problemas algebraicos y geométricos. En el ejemplo anterior, hemos factorizado un

polinomio en R usando solamente números reales; en el siguiente ejemplo, vamos a

resolver el mismo ejercicio pero ayudándonos de los números complejos.
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Ejemplo 1.4.19 Vamos a factorizar el polinomio P (x) = x4 +4 en C y en R. Intro-

duciendo números complejos, podemos realizar fácilmente la siguiente factorización:

x4 + 4 = x4 − (2i)2 = (x2 − 2i)(x2 + 2i).

Para seguir factorizando, resolvemos las ecuaciones x2 − 2i = 0 y x2 + 2i = 0. Para

la primera, buscamos x = a+ bi, con a, b ∈ R, tal que (a+ bi)2 = 2i, es decir,

a2 − b2 + 2abi = 2i

A partir de esta igualdad, comparando las partes reales e imaginarias, construimos

el siguiente sistemas de ecuaciones en R:

a2 − b2 = 0, ab = 1,

cuyas soluciones son {a1 = 1, b1 = 1}, {a2 = −1, b2 = −1}; es decir, las soluciones

de x2 − 2i = 0 son

1 + i, −1− i

Siguiendo el mismo método, obtenemos las soluciones de x2 + 2i = 0:

1− i, −1 + i

En consecuencia, la factorización en C del polinomio x4 + 1 es

x4 + 4 = (x− 1− i)(x+ 1 + i)(x− 1 + i)(x+ 1− i)

Para obtener la factorización en R basta multiplicar los factores correspondientes a

las ráıces conjugadas. De esa forma, la identidad (A+B)(A−B) = A2−B2 elimina

la unidad imaginaria.

x4 + 4 =
(
(x+ 1)− i

)(
(x+ 1) + i

)(
(x− 1)− i

)(
(x− 1) + i

)
=

=
(
(x+ 1)2 + 1

)(
(x− 1)2 + 1

)
=

= (x2 + 2x+ 2)(x2 − 2x+ 2) 2

El esquema seguido en este ejemplo es muy habitual en matemáticas: para resol-

ver un problema en R, lo estudiamos antes en C para aprovecharnos de las propie-

dades adicionales; posteriormente volvemos a R para dar las soluciones deseadas. A

lo largo del tema veremos más ejemplos de esta metodoloǵıa.

También nos hemos encontrado en estos dos últimos ejemplos con algo que será

muy recurrente en matemáticas: los problemas admiten distintos caminos para llegar

a su solución. Debemos aprender las distintas herramientas y métodos alternativos

y saber elegir en cada momento el más adecuado y simple.

Si consideramos la representación gráfica de un número complejo z = x+iy ∈ C,

tal y como aparece en la figura 1.3, la longitud del segmento que une el origen de

coordenadas y el número complejo se denomina módulo y el ángulo que forma este

segmento con la parte positiva del eje OX, se denomina argumento principal.
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Re

Im

y

x

|z|

z = x+ y · i

Arg(z)

Figura 1.3: Representación gráfica de los números complejos

Definición 1.4.20 En los siguientes apartados, x, y ∈ R, z ∈ C:

Módulo de un número complejo:

| · | : C→ R+, |x+ iy| =
√
x2 + y2; |z| =

√
zz̄

Argumento principal de un número complejo: Arg : C∗ → [0, 2π).

Si x = 0, entonces

Arg(iy) =
π

2
, si y > 0, Arg(iy) =

3π

2
, si y < 0;

si y = 0, entonces

Arg(x) = 0, si x > 0, Arg(x) = π, si x < 0;

en cualquier otro caso, Arg(x+ iy) = θ, en donde tg θ =
y

x
,

θ ∈ [0, π] si y ≥ 0,

θ ∈ (π, 2π) si y < 0.

Hemos hecho uso de la siguiente notación: C∗ = Cr{0}. En general, el supeŕındice ∗
sobre cualquier conjunto numérico, indica que excluimos al número 0.

Obsérvese que, por su definición, el módulo de un número complejo es siempre

positivo y su argumento principal es un ángulo entre 0 y 2π.

Ejemplo 1.4.21

Re(3− 2i) = 3

Im(−1 + i) = 1

|1− i| =
√

1 + 1 =
√

2

Arg(−1 + i) =
3π

4
. Los dos ángulos entre 0 y 2π cuyas tangentes son −1 son

3π

4
y

7π

4
, pero dado que la parte imaginaria es positiva, el argumento principal

es el primero de ellos. 2
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Proposición 1.4.22 El operador conjugado verifica las siguientes propiedades:

z + w = z + w, z · w = z · w.

La demostración de esta proposición es una simple comprobación que debeŕıa

ser fácilmente desarrollada por el estudiante. La principal consecuencia de esta pro-

piedad es la siguiente.

Proposición 1.4.23 Si P (x) es un polinomio con coeficientes en R y z ∈ C es una

ráız de P , entonces z también es ráız de P .

En el ejemplo 1.4.19 de la página 42 hemos visto que las ráıces del polinomio

P (x) = x4 + 4 son:

1 + i, −1 + i, 1− i, −1− i,

y efectivamente observamos que se verifica la propiedad de la proposición anterior.

La demostración del resultado es bastante simple; supongamos que

P (x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0,

y que z ∈ C es ráız de P ; en el desarrollo siguiente, solo utilizamos la proposición

anterior y que el conjugado de un número real es él mismo:

anz
n + · · ·+ a1z + a0 = 0

anzn + · · ·+ a1z + a0 = 0

an · zn + · · ·+ a1 · z + a0 = 0

anz
n + · · ·+ a1z + a0 = 0

Por lo tanto, efectivamente z también es ráız del polinomio.

1.4.4. Exponencial compleja y fórmula de De Moivre

Una representación alternativa para los números complejos se obtiene al usar

la función exponencial. Para introducirla, necesitamos en primer lugar, extender la

definición de esta función a todos los números complejos.

Definición 1.4.24 Definimos la función exponencial en el cuerpo de los números

complejos como: ex+iy = ex(cos y + i sen y).

Es evidente que esta definición es coherente con la exponencial sobre números reales,

ya que si y = 0:

ex+iy = ex(cos y + i sen y) = ex(cos 0 + i sen 0) = ex

La otra razón por la que esta función se denomina exponencial es que comparte las

propiedades algebraicas de su versión real.
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Proposición 1.4.25

1. ez ew = ez+w, para todo z, w ∈ C

2. (ez)n = enz, para todo z ∈ C y todo n ∈ N

La segunda propiedad es una consecuencia de la primera y la demostración de la

primera hace uso, solamente, de las fórmulas del seno y coseno de la suma de ángulos.

Consideramos z = x1 + iy1, w = x2 + iy2,

ez ew = ex1ex2(cos y1 + i sen y1)(cos y2 + i sen y2)

= ex1+x2(cos y1 cos y2 − sen y1 sen y2

+ i(sen y1 cos y2 + cos y1 sen y2))

= ex1+x2(cos(y1 + y2) + i sen(y1 + y2))

= ex1+x2ei(y1+y2) = ez+w

Forma exponencial. Si r = |z| y θ = Arg(z), entonces

reiθ = r(cos θ + i sen θ) = r cos θ + i r sen θ = z

Por esta razón, la expresión reiθ se denomina forma exponencial del número z. Una

representación alternativa a partir del módulo y argumento de un número complejo

es la forma polar, que se suele escribir como rθ; las dos representaciones son equi-

valentes en cuanto a sus consecuencias prácticas, pero preferimos utilizar la forma

exponencial, ya que la manipulación de la misma se basa en las propiedades conoci-

das de la función exponencial.

Ejemplo 1.4.26

−1 = eiπ, ya que | − 1| = 1 y Arg(−1) = π

−i = ei3π/2, ya que | − i| = 1 y Arg(−i) = 3π/2

1− i =
√

2ei7π/4 2

La igualdad eiθ = cos θ + i sen θ, se conoce como igualdad de Euler y en el caso

particular θ = π conduce a una identidad que relaciona las constantes matemáticas

más importantes:

eiπ + 1 = 0

Por las propiedades de las potencias, obtenemos que (eiθ)n = einθ y a partir de

aqúı, deducimos la fórmula de De Moivre.

Corolario 1.4.27 (Fórmula de De Moivre) Para todo número natural n y to-

do real θ:

(cos θ + i sen θ)n = cosnθ + i sennθ.

Una importante aplicación de esta fórmula es obtener expresiones para simplificar

funciones trigonométricas, según mostramos en los siguientes ejemplos.
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Ejemplo 1.4.28 Si expandimos la igualdad de De Moivre para n = 2 obtenemos:

cos 2θ + i sen 2θ = (cos θ + i sen θ)2 = cos2 θ + 2i sen θ cos θ − sen2 θ

Igualando las partes reales y las partes imaginarias de ambos miembros, obtenemos

la siguientes igualdades:

cos 2θ = cos2 θ − sen2 θ

sen 2θ = 2 sen θ cos θ

Es decir, hemos obtenido expresiones para escribir el seno y el coseno del doble de

un ángulo en terminos del seno y el coseno del mismo ángulo. 2

En combinación con el binomio de Newton, podemos obtener fórmulas simila-

res para cualquier múltiplo, que nos ayudarán a simplificar expresiones en las que

aparezcan distintos múltiplos de un mismo ángulo.

Ejemplo 1.4.29 Si expandimos la igualdad de De Moivre para n = 3 obtenemos:

cos 3θ + i sen 3θ = (cos θ + i sen θ)3 =

=

Ç
3

0

å
cos3 θ +

Ç
3

1

å
i cos2 θ sen θ +

Ç
3

2

å
i2 cos θ sen2 θ +

Ç
3

3

å
i3 sen3 θ =

= cos3 θ + 3i cos2 θ sen θ − 3 cos θ sen2 θ − i sen3 θ

Igualando las partes reales y las partes imaginarias de ambos miembros, obtenemos

la siguientes igualdades:

cos 3θ = cos3 θ − 3 cos θ sen2 θ

sen 3θ = 3 cos2 θ sen θ − sen3 θ 2

En otras ocasiones, nos interesará un proceso opuesto al del ejemplo anterior, es

decir, reducir potencias de funciones trigonométricas a expresiones en términos del

seno y coseno de múltiplos del ángulo. Para deducir estas expresiones partimos de

las igualdades

cosx =
eix + e−ix

2

senx =
eix − e−ix

2i
(1.2)

que se deducen fácilmente sumando y restando respectivamente, las siguientes:

eix = cosx+ i senx

e−ix = cosx− i senx

Vemos a continuación un ejemplo de como usar la definición compleja de las funciones

trigonométricas para el objetivo buscado.
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Ejemplo 1.4.30 Vamos a transformar sen2 θ en una expresión sin potencias:

sen2 θ =

Ç
eiθ − e−iθ

2i

å2

=

=
−1

4
(e2iθ − 2eiθe−iθ + e−2iθ) =

=
−1

4
(e2iθ − 2 + e−2iθ) =

=
−1

4
((e2iθ + e−2iθ)− 2) =

=
−1

4
(2 cos(2θ)− 2) =

1− cos 2θ

2
2

En combinación con el binomio de Newton, podemos obtener fórmulas similares para

cualquier potencia.

Ejemplo 1.4.31 Vamos a transformar sen3 θ en una expresión sin potencias:

sen3 θ =

Ç
eiθ − e−iθ

2i

å3

=

=
−1

8i
(e3iθ − 3e2iθe−iθ + 3eiθe−2iθ − e−3iθ) =

=
−1

8i
(e3iθ − 3eiθ + 3e−iθ − e−3iθ) =

=
−1

8i

(
e3iθ − e−3iθ − 3(eiθ − e−iθ)

)
=

=
−1

8i
(2i sen 3θ − 3 · 2i sen θ) =

=
−1

4
(sen 3θ − 3 sen θ) 2

Ejemplo 1.4.32 Otra de las aplicaciones de la fórmula de De Moivre es el cálculo de

las ráıces de los números complejos, que nos aparecen en la resolución de ecuaciones

polinómicas. Por ejemplo, supongamos que queremos calcular los números complejos

w, tales que w4 = −4; es decir, las ráıces cuartas de −4 y ráıces del polinomio

P (z) = z4 + 4. Para calcularlas, partimos de la forma exponencial de −4,

−4 = 4 · eπi, k ∈ Z.

Sin embargo, el ángulo π no es el único que permite obtener una igualdad similar a

la anterior; en general tenemos que:

−4 = 4 · ei(π+2kπ)

Las ráıces w = reθi que buscamos verifican entonces que:

w4 = r4e4iθ = −4 = 4 · ei(π+2kπ).

De donde deducimos que

r =
√

2 4iθ = i(π + 2kπ)
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w0w1

w2 w3

√
2z = −4

Figura 1.4: Ráıces cuartas de z = −4

De la segunda igualdad, deducimos que solo cuatro valores de θ son argumentos

principales de números complejos, los correspondientes a k = 0, 1, 2, 3:

θ0 =
π

4
, θ1 =

3π

4
, θ2 =

5π

4
, θ3 =

7π

4

En consecuencia, −4 tiene cuatro ráıces cuartas:

w0 =
√

2eiθ0 =
√

2eiπ/4 =
√

2

Å
1√
2

+ i
1√
2

ã
= 1 + i

w1 =
√

2eiθ1 =
√

2e3iπ/4 =
√

2

Å−1√
2

+ i
1√
2

ã
= −1 + i

w2 =
√

2eiθ2 =
√

2e5iπ/4 =
√

2

Å−1√
2
− i

1√
2

ã
= −1− i

w3 =
√

2eiθ3 =
√

2e7iπ/4 =
√

2

Å
1√
2
− i

1√
2

ã
= 1− i

En la figura 1.4, se puede ver la representación de estas ráıces en el plano complejo.

Por otra parte, en el ejemplo 1.4.19 (página 42), resolvimos el mismo problema a

partir de la ecuación polinómica; como ya hemos mencionado antes, debemos acos-

tumbrarnos a que un mismo problema puede resolverse de varias formas y debemos

aprender a elegir la forma más adecuada según los datos concretos. 2

Teorema 1.4.33 Para cada número complejo z = reiθ existen n numeros complejos

distintos w0, . . . , wn−1 que verifican wnk = z. Estos números complejos son:

wk = n
√
r exp

(θ + 2kπ

n
i
)
, k = 0, 1, 2, . . . , n− 1

Hemos utilizado en este enunciado una notación alternativa para la función expo-

nencial

exp(x) = ex,

que es de gran ayuda cuando escribimos expresiones grandes en el exponente.
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Relación de ejercicios 1.1

1. Determine la forma binómica de los siguientes números complejos.

a) (5 + 3i)(2− i)− (3 + i) b)
1

i
c) i−17 d)

18 + i

3− 4i

2. Desarrolle y simplifique las siguientes expresiones

a)
(

4x− 1

2

)4
b) (1− 2i)3

3. Ayudándose de la fórmula del binomio de Newton calcule:

ĺım
n→+∞

(n+ 1)5

(n+ 1)6 − n6

4. Desarrolle y simplifique las expresiones:

a) (x+ y)2 − (x− y)2 b) (x+ y)8 − (x− y)8

5. Determine las soluciones de las siguientes ecuaciones:

a) (x− 2)(x+ 2) = 5 b) (x3 − 2)ex
2−1 = 0

c) (2x2 + 3x− 5) ln(x2 − 3) = 0 d) 3− 2x =
√

2x+ 3

6. Resuelva en C la siguiente ecuación y exprese la solución en forma binómica:

2z

1 + i
− 2z

i
=

5

2 + i

7. Determine las soluciones de los siguientes sistemas de ecuaciones:

a)

 3x2 − 3y = 0

3y2 − 3x = 0

b)


6x− 2λx = 0

3y2 − 2λy = 0

x2 + y2 = 9

c)


−1

4ye−
xy
4 − 2λx = 0

−1
4xe−

xy
4 − 2λy = 0

x2 + y2 = 1
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Relación de ejercicios 1.2

1. Resuelva en C el siguiente sistema y exprese las soluciones en su forma binómi-

ca:  4z + 3w = 23

z + iw = 6 + 8i

2. Resuelva en C la siguiente ecuación y exprese la solución en forma binómica:

z2 + 2z − 1 = 0

3. Factorice en R y en C el polinomio x3 − 5x2 + 11x − 15. ¿Cuáles son las

soluciones de la ecuación x3 − 5x2 + 11x− 15 = 0?

4. Exprese en forma exponencial los siguientes números

a) 1− i b) −
√

3 + i c) −1− i
√

3

5. Escriba sen 4θ en términos de sen θ y cos θ

6. a) Exprese sen6 θ en función del seno y coseno de múltiplos de θ

b) Utilice la expresión obtenida en el apartado anterior y las propiedades de

linealidad de la integral para calcular la integral

∫
sen6 θdθ

7. Encuentre y represente gráficamente los siguientes números: las ráıces quintas

de −1, las ráıces sextas de −i, las ráıces cuartas de 32(1− i
√

3).

Describa la representación gráfica de las ráıces n-ésimas de un número com-

plejo.
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Relación de ejercicios 1.3

1. Simplifique y exprese el resultado en forma binómica:

a)
1− i

1 + i
b)

5

1− 3i
− 5

1 + 3i
c) 1

2(1 + i)2 d) i2014 e) (1− i)8

2. Exprese en forma binómica las soluciones de la siguiente ecuación:

1

z
=

2

2 + 3i
+

i

3− 2i

3. Determine las soluciones de los siguientes sistemas de ecuaciones:

a)

 8x3 + 8x+ 8y = 0

2y + 8x+ 4 = 0

b)

 2xex−y + (x2 + y2)ex−y = 0

2yex−y − (x2 + y2)ex−y = 0

c)


3x2 − 2βx = 0

3y2 − 2βy = 0

x2 + y2 = 1

4. Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones:


z − w + u = 2− i

z + iw = 6 + 8i

w + 2iu = −2i

5. Resuelva la siguiente ecuación y exprese la solución en forma binómica:

z + z̄i− 5 =
3− zz̄

2i

6. Calcule el módulo de z =
(1 + 2i)3(4− 3i)4

(3 + 4i)4(2− i)3

7. Exprese en forma exponencial los siguientes números

a)
√

2− i
√

2 b)
(√

2− i
√

2
)2

c) −2 + 2i d) −
√

3− i e) 1− i
√

3

8. Use la fórmula del binomio de Newton para desarrollar las siguientes potencias:

a) (a+ b)7 b) (x− 1)4 c)

Å
2x3 − 2

5x2

ã2

d) (x− 2)5 e) (1− 2x)3 f ) (z + 1/2)3

9. Calcule las siguientes exponenciales complejas

a) exp(1− πi) b) exp
(
1− 5π

3 i
)

c) e
π
2

ie1− 3π
4

i

10. Exprese sen 3θ, cos 6θ y sen 5θ como polinomios en sen θ.
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11. Exprese cos4 θ, sen3 θ y cos5 θ en términos de senos y cosenos de múltiplos de θ.

12. Consideramos los números complejos z = 1 + i, w = −
√

3 + i

a) Calcule y simplifique el producto zw

b) Utilizando la forma exponencial de z y w, calcule el producto zw y exprese

el resultado en forma exponencial y forma binómica.

c) A partir de los resultados obtenidos en los dos apartados anteriores, de-

duzca el valor de cos π
12 , sen π

12 y tg π
12

13. a) Calcule las ráıces cúbicas de 4
√

2 + 4
√

2i y expréselas en forma binómica.

(Indicación: use los valores de sen π
12 y cos π

12 calculados en el ejercicio

anterior.)

b) Represente gráficamente las ráıces calculadas en el apartado anterior.

14. Factorice en R y en C los siguientes polinomios.

a) z3 + 8 b) y4 + 81 c) z4 + 5z2 + 4

d) t6 − 2t4 + 4t2 e) 3x3 − x2 − 7x+ 5 f ) x3 − 12x+ 16
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TEMA 2

Cálculo diferencial

Contenidos

Lección 2.1: Curvas parametrizadas. Estudio de curvas parametrizadas.

Representación gráfica. Aśıntotas. Curvas polares. Cónicas.

Lección 2.2: Campos escalares. Campos escalares lineales. Derivadas di-

reccionales, derivadas parciales y diferenciabilidad. Vector gradiente. Plano

tangente a una superficie. Derivadas de orden superior.

Lección 2.3: Optimización de campos escalares. Extremos locales. Cla-

sificación de puntos cŕıticos con la matriz hessiana. Extremos condicionados y

multiplicadores de Lagrange. Extremos absolutos.

Prerrequisitos: Conocimientos básicos de álgebra lineal y geometŕıa (ecuaciones

de una recta, vectores, etc.). Trigonometŕıa. Cálculo de ĺımites y derivación. Re-

presentación gráfica de funciones de una variable (determinar dominio, puntos de

corte con los ejes, intervalos de crecimiento y decrecimiento, extremos, intervalos de

concavidad y convexidad, puntos de inflexión, etc.)

Objetivos: Los objetivos del tema son: reconocer una curva a partir de una para-

metrización y estudiar sus caracteristicas, incluidas las curvas polares; reconocer y

saber identificar las caracteŕısticas de las curvas cónicas; saber calcular y aplicar las

propiedades del vector gradiente de un campo escalar; plantear y resolver problemas

de optimización de campos escalares.
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Resultados de aprendizaje

Curvas parametrizadas y polares: Representar curvas parametrizadas y

polares. Hallar la recta tangente y la recta normal a una curva en un pun-

to. Saber determinar puntos de tangencia horizontal y puntos de tangencia

vertical. Saber determinar las aśıntotas de una curva parametrizada.

Cónicas en su posición t́ıpica: Identificar y deducir las caracteŕısticas de

una cónica (degenerada o no) a partir de su expresión P (x, y) = 0 (ejes, vérti-

ces, centro, aśıntotas,. . . ), siendo P un polinomio de grado 2 sin término xy.

Obtener una parametrización de una cónica a partir de su ecuación normali-

zada. Obtener la ecuación y parametrización de una cónica a partir de deter-

minadas caracteŕısticas.

Campos escalares: Hallar el vector gradiente. Utilizar el vector gradiente

para obtener propiedades geométricas (plano tangente, rectas normales, orto-

gonalidad de superficies o curvas,. . . ). Calcular derivadas direccionales. Utili-

zar el vector gradiente como la dirección en donde la derivada direccional es

máxima.

Optimización: Hallar y clasificar puntos cŕıticos de campos de dos variables

usando la matriz hessiana o el comportamiento del campo en rectas o curvas

que pasan por el punto cŕıtico. Hallar y clasificar puntos cŕıticos de campos

de dos variables con una restricción, usando multiplicadores de Lagrange o

reducción de variables. Hallar los máximos y mı́nimos absolutos de campos de

dos variables sobre regiones acotadas.
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LECCIÓN 2.1

Curvas planas

El objetivo último de las matemáticas es modelizar el mundo real. Es decir,

representar y describir diversos aspectos del mundo real mediante conceptos ma-

temáticos que ayuden a estudiarlo. En particular, en esta lección nos centramos

en la representación de objetos y figuras que genéricamente denominamos lugares

geométricos. Podemos entender fácilmente cuál es nuestro objetivo con el siguiente

problema: traza en un papel tres rectas que se corten formando un triángulo y luego

dale indicaciones a un compañero para que haga exactamente el mismo dibujo. Se-

guramente, las indicaciones dadas estarán basadas en objetos matemáticos: sistemas

de referencias, distancias, ángulos,. . .

Para lograr resolver el problema anterior no se necesitan demasiados elementos,

pero ¿cómo haŕıamos lo mismo si en lugar de rectas quisiéramos describir una curva?

Este es el problema general que abordamos en esta lección. Aprenderemos a describir

curvas, a dibujarlas a partir de una descripción y, en particular, conoceremos un

conjunto de curvas ampliamente usadas en matemáticas y f́ısica y que se denominan

cónicas.

Aunque toda la teoŕıa que vamos a mostrar se puede aplicar fácilmente a curvas

en el espacio o incluso en dimensiones mayores a 3, nos vamos a centrar solamente

en curvas en el plano.

2.1.1. Curvas parametrizadas

Es fácil imaginar una curva como una recta a la que se aplica un determinada

deformación. Es decir, una curva es una figura de una única dimensión pero que no

sigue una dirección constante. Esta imagen intuitiva nos lleva a la representación

más sencilla de una curva: la descripción de cada punto de la misma en función de

un parámetro. Por ejemplo, si queremos describir la trayectoria que seguimos en un

paseo, bastaŕıa con dar nuestra posición en cada instante de tiempo; en este caso, el

tiempo seŕıa el parámetro que describe la curva trazada por nuestra trayectoria.

Definición 2.1.1 Un conjunto C ⊂ R2 se dice que es una curva parametrizada si

existe un intervalo I ⊆ R y dos funciones x : I → R, y : I → R tales que

C = {(x(t), y(t)) | t ∈ I}

Habitualmente, presentamos las curvas parametrizadas escribiendo:
X = x(t)

Y = y(t)

t ∈ I
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o de forma más compacta (X,Y ) = (x(t), y(t)), t ∈ I. Estas ecuaciones se denominan

ecuaciones paramétricas de la curva y la variable t se denomina parámetro.

Ejemplo 2.1.2 Ecuaciones paramétricas de una recta. La recta que pasa por un

punto (a, b) en la dirección del vector v = (v1, v2) es:
X = a+ v1t

Y = b+ v2t

t ∈ R

En este caso, el parámetro t representa la distancia al punto (a, b), siendo la unidad

de medida el módulo del vector v, es decir, ‖v‖ =
»
v2

1 + v2
2.

En la figura siguiente, representamos la recta que pasa por (−3, 3) y toma la

dirección (2, 1), es decir, (X,Y ) = (−3, 3) + t(2, 1) = (−3 + 2t, 3 + t). En la figura,

destacamos el punto correspondiente a t = 5.

X

Y

(−3, 3)
(X,Y ) = (−3, 3) + 5(2, 1)

v = (2, 1)

2

En este ejemplo hemos utilizado la notación ‖v‖ para representar el módulo

del vector ‖v‖; esta función se denomina igualmente norma y otras notaciones que

podemos encontrar en la bibliograf́ıa son |v| ó ‖v‖2.

El uso de letras en matemáticas es imprescindible para representar variables,

constantes, parámetros,. . . Ya hemos advertido que habitualmente usamos letras cur-

sivas (mayúsculas o minúsculas) para representar variables que a su vez pueden

corresponder a cualquier objeto matemático: números naturales, racionales, reales,

complejos, puntos en un plano, vectores,. . . También hemos podido observar que so-

lemos usar determinadas letras para objetos espećıficos: x para incógnitas de ecua-

ciones o para la abscisa de puntos; n, k para números naturales; z para números

complejos; t para representar el tiempo,. . . Debe de quedar claro que estas identifi-

caciones se hacen por tradición y para ayudar a la lectura de fórmulas y expresiones,

pero no es obligatorio y en muchos casos no respetaremos estas asociaciones.

Por otra parte, en el ejemplo anterior, hemos usado letras en negrita para repre-

sentar vectores. Siguiendo con la idea del párrafo anterior, es habitual usar algún

elemento distintivo para estos objetos, como la letra negrita que usaremos en el curso

o flechas sobre las letras que podemos encontrar en algunos textos. También debe
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quedar claro que estos elementos no son imprescindibles y solo se usan para facilitar

la lectura.

Ejemplo 2.1.3 Parametrización de un segmento. En el ejemplo anterior, las ecua-

ciones se corresponden con una recta infinita. Sin embargo, es frecuente que solo

estemos interesados en el segmento que une dos puntos P1, P2.

X

Y

P1

P2

(X,Y ) = (1− t)P1 + tP2

Para parametrizar este segmento, tomamos el vector director v =
−−−→
P1P2 = P2−P1

y aplicamos las ecuaciones del ejemplo anterior: (X,Y ) = P1 + t
−−−→
P1P2. Sustituyendo

el vector por su definición obtenemos

(X,Y ) = (1− t)P1 + tP2, t ∈ [0, 1] (2.1)

En este caso, el parámetro t es la proporción de la distancia a P1 respecto de la

longitud del segmento, es decir, si Q = (x(t), y(t)) es el punto correspondiente al

valor t del parámetro, entonces t = |P1Q|
|P1P2| . Por ejemplo, el segmento que une los

puntos (−1,−1) con (0, 2) es:

(X,Y ) = (1− t)(−1,−1) + t(0, 2) = (t− 1, 3t− 1), t ∈ [0, 1]

Es interesante observar que esta parametrización no da únicamente información

de los puntos que forman el segmento, también describe cómo lo recorremos. En

concreto, en la ecuación (2.1), el valor t = 0 nos devuelve el punto P1, mientras que

el valor t = 1 nos devuelve P2, es decir, recorremos el segmento desde el punto P1

al P2. La siguiente parametrización también corresponde al mismo segmento, pero

recorriéndolo en sentido contrario:

(X,Y ) = (1− t)P2 + tP1, t ∈ [0, 1] 2

Ejemplo 2.1.4 Ya sabemos que todas las funciones reales de variable real pueden

representarse mediante su gráfica. Esta gráfica es un ejemplo de curva parametrizada

que se denomina grafo:

gr(f) = {(t, f(t)) | t ∈ Dom(f)}

Es decir, las siguientes ecuaciones parametrizan el grafo:
X = t

Y = f(t)

t ∈ Dom(f)
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En este caso, el parámetro coincide con la abscisa del punto. Se podŕıa pensar que

todas las curvas pueden ser representadas como grafos de una función, sin embargo,

esto no es cierto. Por ejemplo, ninguna función tiene como gráfica a toda una cir-

cunferencia, aunque śı trozos de la misma. 2

El problema de dar la parametrización de una curva descrita mediante propieda-

des geométricas suele ser bastante sencillo, ya que, en la mayoŕıa de los casos, solo

necesitamos aplicar elementos básicos de geometŕıa.

Ejemplo 2.1.5 En este ejemplo, parametrizamos la curva que se denomina cicloide

y que se define como sigue: curva que describe un punto fijo de una circunferencia

que rueda sobre una recta.

X

Y

r

Si elegimos como parámetro el ángulo de giro de la circunferencia, podemos

deducir las ecuaciones de la cicloide:

 x(θ) = r(θ − sen θ)

y(θ) = r(1− cos θ)

r cos θ

r sen θ
y(θ)

x(θ) rθ

r θ

rθ

2

El concepto matemático que nos ayuda a manejar formalmente las ecuaciones

paramétricas es el de función vectorial de variable real.

Definición 2.1.6 Una función vectorial de variable real con dominio D ⊂ R es una

aplicación f : D → Rn. Esta función f viene determinada por n funciones reales de

variable real, fi : D ⊂ R→ R, de modo que f(t) = (f1(t), . . . , fn(t)).

Habitualmente, trabajaremos con curvas con un aspecto suave y sin rupturas;

para conseguir esto, necesitaremos que las parametrizaciones tengan ciertas carac-

teŕısticas.
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Definición 2.1.7 Sea f = (f1, . . . , fn) : D ⊂ R→ Rn:

1. Decimos que f es continua en a ∈ D si todas la funciones fi son continuas en

a. Decimos que f es continua en D si lo es en cada punto.

2. Decimos que f es derivable o diferenciable en a ∈ D, si todas la funciones fi

son derivables en a y el vector f ′(a) = (f ′1(a), . . . , f ′n(a)) se denomina derivada

de f en a.

Si una curva (x(t), y(t)) es continua, se puede dibujar “un solo trazo” o “sin

levantar el lápiz del papel”. Sabemos que la gráfica de una función derivable tiene

un aspecto “suave”, “sin picos”, sin embargo, para que una curva parametrizada

tenga este aspecto, no es suficiente con que la parametrización sea diferenciable,

necesitaremos que sea regular.

Definición 2.1.8 Una curva (x(t), y(t)), t ∈ I, es regular en t0 si es diferenciable

en t0 y (x′(t0), y′(t0)) 6= (0, 0).

2.1.1.1. Representación de curvas

En general, no es fácil identificar una curva a partir de una parametrización,

sin embargo, no resulta dif́ıcil deducir determinadas caracteŕısticas que ayudan a

esbozar su forma. A continuación mostramos algunas:

Si x(t) es creciente en un intervalo, la curva se recorre de izquierda a derecha;

si es decreciente, se recorre de derecha a izquierda.

Si y(t) es creciente en un intervalo, la curva se recorre de abajo hacia arriba;

si es decreciente, se recorre de arriba hacia abajo.

La ecuación x(t) = 0 determina los puntos de corte con el eje OY y la ecuación

y(t) = 0 determina los puntos de corte con el eje OX.

Ejemplo 2.1.9 Vamos a esbozar la curva con la siguiente parametrización:


x(t) = t2 − 2t+ 1

y(t) = 2− 2t2

t ∈ R

En primer lugar, vamos a representar gráficamente las funciones x(t) e y(t); para ello,

son suficientes los conocimientos de cálculo en una variable y por ello no mostramos

los detalles
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t

x(t)

1

1
t

y(t)

−1

2

1

La función x pasa de decrecer a crecer en t = 1 y la función y pasa de crecer a

decrecer en t = 0; los puntos correspondientes a estos valores del parámetro son:

(x(0), y(0)) = (1, 2), (x(1), y(1)) = (0, 0)

Por lo tanto: hasta (1, 2) la curva se recorre de derecha a izquierda y de abajo a

arriba; desde (1, 2) hasta (0, 0) la curva se recorre de derecha a izquierda y de arriba

a abajo; desde el punto (0, 0) se recorre de izquierda a derecha y de arriba a abajo.

Con la información anterior y situando los puntos de corte con los ejes, es fácil

dibujar la curva:

X

Y

(4,0)

(1,2)

(0,0)

2

Como hemos mencionado antes, si una curva es regular en un punto, entonces

en ese punto la curva no tiene un pico. Geométricamente, esto se traduce en que es

posible trazar una recta tangente a la curva en ese punto. Esta recta tangente se

define a partir de la derivada de la parametrización.

Definición 2.1.10 Sea X = x(t), Y = y(t), t ∈ I una parametrización de la

curva C. Si (x′(t0), y′(t0)) 6= (0, 0), las siguientes ecuaciones determinan la recta

tangente a C en el punto (x(t0), y(t0)):

x = x(t0) + λx′(t0)

y = y(t0) + λy′(t0)

En donde λ es el parámetro de la recta.
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En la definición anterior, la recta tangente se define usando una parametrización;

podemos eliminar el parámetro para obtener su ecuación cartesiana:

x′(t0)(y − y(t0)) = y′(t0)(x− x(t0))

Ejemplo 2.1.11 Si la curva es el grafo de una función real de variable real, es decir,

(X,Y ) = (t, f(t)), entonces, x(t0) = x0, y(t0) = f(x0), x′(t0) = 1 e y′(t0) = f ′(t0).

Sustituyendo en la ecuación anterior, obtenemos la conocida expresión de la recta

tangente a la gráfica de una función.

y − f(x0) = f ′(x0)(x− x0) 2

Ejemplo 2.1.12 En la curva del ejemplo 2.1.9,
x(t) = t2 − 2t+ 1

y(t) = 2− 2t2

t ∈ R

el vector tangente en (x(t), y(t)) es:

(x′(t), y′(t)) = (2t− 2,−4t)

Por lo tanto, el vector tangente en t = 0 es (x′(0), y′(0)) = (−2, 0) y la recta tangente

en (x(0), y(0)) = (1, 2) es paralela al eje OX; el vector tangente en t = 1 es (0,−4)

y la recta tangente en (x(1), y(1)) = (0, 0) es paralela al eje OY . 2

Otra interpretación del vector derivada proviene del campo de la f́ısica. Si la para-

metrización corresponde a la trayectoria de un movimiento en función del tiempo,

la derivada se corresponde con el vector velocidad.

2.1.1.2. Aśıntotas

Intuitivamente, una recta es aśıntota de una curva si la distancia entre ambas va

decreciendo a 0. El estudio de la existencia de una aśıntota es diferente dependiendo

de si la recta es vertical, horizontal u oblicua. El siguiente resultado muestra las

condiciones que debemos comprobar para determinar la existencia de aśıntotas.

Proposición 2.1.13 Consideremos una curva (x(t), y(t)), t ∈ I.

1. Si para un valor del parametro t0, ĺım
t→t0

x(t) = a y ĺım
t→t0

y(t) = ∞, entonces la

recta x = a es una aśıntota vertical de la curva.

2. Si para un valor del parametro t0, ĺım
t→t0

x(t) = ∞ y ĺım
t→t0

y(t) = a, entonces la

recta y = a es una aśıntota horizontal de la curva.
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X

Y

Figura 2.1: Curva del ejemplo 2.1.14.

3. Si para un valor del parametro t0,

ĺım
t→t0

x(t) = ±∞, ĺım
t→t0

y(t) = ±∞,

ĺım
t→t0

y(t)

x(t)
= m ∈ R, ĺım

t→t0
(y(t)−mx(t)) = n ∈ R

entonces y = mx+ n es una aśıntota de la curva.

Los tres apartados se verifican igualmente si consideremos t0 igual a ±∞.

Obsérvese que las aśıntotas se localizan en valores del parámetro que no pertenecen

al dominio de, al menos, una de las dos coordenadas.

Ejemplo 2.1.14 Vamos a estudiar si la siguiente curva tiene aśıntotas.

x(t) =
7− t3
1 + t2

, y(t) =
−t3

1 + t2
, t ∈ R

El dominio de las funciones x(t) e y(t) es R, y por lo tanto, si la curva tiene aśıntotas,

estas deben estar en +∞ o en −∞. Las dos funciones verifican la tercera condición

en los dos casos:

ĺım
t→+∞

x(t) = ĺım
t→+∞

7− t3
1 + t2

= −∞, ĺım
t→+∞

y(t) = ĺım
t→+∞

−t3
1 + t2

= −∞

ĺım
t→−∞

x(t) = ĺım
t→−∞

7− t3
1 + t2

=∞, ĺım
t→+∞

y(t) = ĺım
t→−∞

−t3
1 + t2

=∞

Intentamos calcular las pendientes de las aśıntotas:

ĺım
t→+∞

y(t)

x(t)
= ĺım

t→+∞

−t3
1 + t2

· 1 + t2

7− t3 = ĺım
t→+∞

−t3
7− t3 = 1

ĺım
t→−∞

y(t)

x(t)
= ĺım

t→−∞

−t3
1 + t2

· 1 + t2

7− t3 = ĺım
t→−∞

−t3
7− t3 = 1
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X

Y

x

y (x, y) = (r, θ)P

θ

Figura 2.2: Sistema de representación polar.

Por lo tanto, si la curva tiene aśıntotas, sus pendientes son igual a 1. Terminamos

de calcular los últimos ĺımites que demuestran que efectivamente la curva tiene

aśıntotas.

ĺım
t→+∞

(y(t)− x(t)) = ĺım
t→+∞

Å −t3
1 + t2

− 7− t3
1 + t2

ã
= ĺım

t→+∞

−7

1 + t2
= 0

ĺım
t→−∞

(y(t)− x(t)) = ĺım
t→−∞

Å −t3
1 + t2

− 7− t3
1 + t2

ã
= ĺım

t→−∞

−7

1 + t2
= 0

Por lo tanto, la recta y = x es aśıntota de la curva tanto en +∞ como en −∞ (ver

figura 2.1). 2

2.1.2. Curvas polares

Hemos visto en el tema anterior que una forma alternativa de representar los

puntos de un plano es mediante coordenadas polares. En general, un sistema de coor-

denadas polares queda determinado por un punto O, llamado polo, y una semirrecta

con extremo en O, llamada eje polar. Dado un punto Q en el plano, consideramos

la semirrecta R con extremo en el polo y que pasa por Q (recta radial del punto);

la posición de Q en coordenadas polares se fija por distancia del punto al polo, r, y

el ángulo θ entre el eje polar y la recta radial medido en el sentido contrario a las

agujas del reloj; el par (r, θ)P es la descripción por coordenadas polares del punto Q.

El sistema cartesiano y el sistema polar se superponen identificando el polo con

el origen de coordenadas y el eje polar con el semieje positivo de OX, tal y como se

muestra en la figura 2.2.

Definición 2.1.15 Dada una función f : D ⊂ R → R, llamamos curva polar aso-

ciada a f al conjunto de puntos (f(θ), θ)P del plano polar.

Es decir, la curva polar asociada a f queda determinada por las siguientes ecuaciones
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paramétricas: 
x = f(θ) cos θ

y = f(θ) sen θ

θ ∈ D

Aunque la parametrización anterior permite estudiar las curvas polares como cual-

quier curva paramétrica, es conveniente utilizar las propiedades espećıficas de este

tipo de curvas.

Proposición 2.1.16 Si f es derivable, f(θ0) 6= 0 y f ′(θ0) = 0, entonces la curva

polar correspondiente y la circunferencia de centro en el origen y radio |f(θ0)| son

tangentes en el punto (f(θ0), θ0)P .

Proposición 2.1.17 Si f es derivable y f(θ0) = 0, entonces la recta radial con

ángulo θ0 es tangente a la curva polar correspondiente en el origen de coordenadas.

La demostración de este resultado es inmediata considerando la parametrización

correspondiente a la curva polar:

x′(θ) = f ′(θ) cos θ − f(θ) sen θ

y′(θ) = f ′(θ) sen θ + f(θ) cos θ

Si f(θ0) = 0, el segundo sumando de las dos derivadas anteriores se anula al eva-

luarlas en θ0:

x′(θ0) = f ′(θ0) cos θ0

y′(θ0) = f ′(θ0) sen θ0

Por lo que, efectivamente, el vector (x′(θ0), y′(θ0)) es paralelo a (cos θ0, sen θ0)

Ejemplo 2.1.18 Vamos a dibujar la curva polar r = 1 + 2 cos θ, θ ∈ [0, 2π]. La

parametrización de esta curva es: X = (1 + 2 cos θ) cos θ

Y = (1 + 2 cos θ) sen θ

Pero en lugar de usarla para dibujar la curva, vamos a representar primero la función

en el plano cartesiano y a trasladar la gráfica al plano polar usando las propiedades

establecidas en los resultados anteriores, según se muestra en la página 67.

En primer lugar, dibujamos sobre los ejes de coordenadas un “mallado polar”

sobre el que dibujaremos la curva. Esta malla es similar a la cuadŕıcula que dibu-

jamos en el plano cartesiano y que nos sirve de referencia; pero en este caso, la

malla está formada por rectas radiales correspondientes a ángulos significativos y

circunferencias centradas en el origen con diferentes radios.

Podemos observar que para θ ∈
(

2π
3 ,

4π
3

)
, f(θ) ≤ 0, por lo que los puntos corres-

pondiente quedan entre el primer y cuarto cuadrante. Además, f
(

2π
3

)
= 0, por lo
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Θ

R

−1

1

2

3

2π/3 π

4π/3

2π

X

Y

θ = π/6

X

Y

θ = π/3

X

Y

θ = 2π/3

X

Y

θ = 5π/6

θ = π X

Y

X

Y

Figura 2.3: Representación de la curva polar r = 1 + 2 cos θ (Ejemplo 2.1.18)

Grados en Ingenieŕıa Informática, del Software y de Computadores



68 Cálculo para la computación

que la recta tangente en el correspondiente punto de la curva es la recta radial de

ángulo 2π
3 . Lo mismo ocurre en θ = 4π

3 2

2.1.3. Compleción de cuadrados

En la siguiente sección y más adelante a lo largo del curso, vamos a necesitar

realizar una transformación sobre polinomios de segundo grado que se denomina

compleción de cuadrados. Aunque es una transformación bastante simple, permi-

te resolver muchos problemas: resolución de ecuaciones e inecuaciones de segundo

grado, estudio y representación de cónicas, simplificación de expresiones, cálculo de

primitivas,. . .

El objetivo de la transformación es que, en la expresión resultante, la variable

aparezca solo una vez. Por ejemplo,

x2 + 2x− 1 = (x+ 1)2 − 2;

en la expresión de la derecha, la variable x aparece solamente en (x+ 1)2. Natural-

mente, dado que estamos trabajando con polinomios, en la expresión transformada

solo podrán aparecer sumas, restas y productos.

Ejemplo 2.1.19 El primer método para conseguir esta transformación es utilizar

identificación de coeficientes. Por ejemplo, para completar cuadrados en el polinomio

2x2 − 3x+ 1 podemos buscar parámetros A y B tales que:

2x2 − 3x+ 1 = 2(x+A)2 +B

A partir de aqúı, expandiendo la expresión de la derecha e identificando coeficientes,

obtenemos un sistema de ecuaciones que permite determinar la expresión buscada.

2x2 − 3x+ 1 = 2(x+A)2 +B

2x2 − 3x+ 1 = 2(x2 + 2Ax+A2) +B

2x2 − 3x+ 1 = 2x2 + 4Ax+ 2A2 +B

Por lo tanto,

4A = −3 ⇒ A =
−3

4

2A2 +B = 1 ⇒ B = 1− 2
9

16
=
−1

8
,

y de ah́ı: 2x2 − 3x+ 1 = 2

Å
x− 3

4

ã2

− 1

8
. 2

Debemos acostumbrarnos, no obstante, a realizar esta transformación de una

forma más rápida. Si nos fijamos en el caso particular x2+bx y recordamos la fórmula
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del cuadrado de un binomio, es fácil concluir que la compleción de cuadrados tendrá

la siguiente forma:

x2 + bx =

Å
x+

b

2

ã2

+ . . .

Si elevamos al cuadrado “mentalmente”, nos aparece el número b2/4, que no está en

el lado izquierdo, y por lo tanto debemos “eliminarlo”, es decir:

x2 + bx =

Å
x+

b

2

ã2

− b2

4

Si aprendemos a desarrollar mentalmente la igualdad anterior, el proceso de com-

pleción de cuadrados podrá hacerse sin necesidad de recurrir a ecuaciones.

Ejemplo 2.1.20 Vamos a transformar el polinomio 2x2− 4x+ 1 usando el proceso

explicado anteriormente:

2x2 − 4x− 1 = 2

Å
x2 − 2x︸ ︷︷ ︸−1

2

ã
=

= 2

Å
((x− 1)2 − 1)︸ ︷︷ ︸−1

2

ã
=

= 2(x− 1)2 − 2− 1 =

= 2(x− 1)2 − 3 2

Ejemplo 2.1.21 En el ejemplo anterior, hemos sacado factor común al coeficiente

de x2 para que los cálculos siguientes sean más simples. En algunos casos será más

sencillo proceder directamente sin hacer este paso.

4x2 − 3x︸ ︷︷ ︸+1 =
(((

2x− 3

4

)2
− 9

16

)
︸ ︷︷ ︸+1

)
=

=
(

2x− 3

4

)2
+

7

16

También podemos obtener otras expresiones en las condiciones indicadas:

4x2 − 3x+ 1 =
(

2x− 3

4

)2
+

7

16
=

(8x− 3)2

16
+

7

16
=

1

16

(
(8x− 3)2 + 7

)
2

Ejemplo 2.1.22 Ya hemos resuelto varias ecuaciones de segundo grado aplicando la

fórmula que todo estudiante sabe desde sus años de educación primaria. En realidad,

no es más que una consecuencia de la compleción de cuadrados que hemos aprendido

en esta sección. Resolvemos en este ejemplo una ecuación sin utilizar la fórmula y

dejamos al alumno el ejercicio de deducir la fórmula para una ecuación general
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ax2 + bx+ c = 0 siguiendo los mismos pasos.

x2 − x− 2 = 0((
x− 1

2

)2
− 1

4

)
− 2 = 0(

x− 1

2

)2
− 9

4
= 0(

x− 1

2

)2
=

9

4

x− 1

2
=

3

2
, x− 1

2
= −3

2

x = 2, x = −1

De forma equivalente, también podŕıamos utilizar compleción de cuadrados y la

identidad A2 − B2 = (A + B)(A − B) para factorizar directamente los polinomios.

Por ejemplo, sobre el mismo ejemplo anterior, podemos hacer lo siguiente:

x2 − x− 2 =
(
x− 1

2

)2
− 9

4
=
(
x− 1

2

)2
− 32

22
=

=
(
x− 1

2
+

3

2

)(
x− 1

2
− 3

2

)
= (x+ 1)(x− 2) 2

2.1.4. Cónicas

Una forma alternativa de describir lugares geométricos del plano es mediante

ecuaciones cartesianas. Si P (x, y) es cualquier expresión en la que aparecen involu-

cradas las variables x e y, la igualdad P (x, y) = 0 se denomina ecuación cartesiana

del siguiente conjunto de puntos:

{(x, y) ∈ R2 | P (x, y) = 0}

Dependiendo de la expresión, este conjunto puede ser vaćıo, contener un único punto

o un conjunto finito de puntos, describir una o varias rectas, una o varias curvas e

incluso una región del plano. Para abreviar, en muchas ocasiones nos referiremos al

conjunto anterior como “la curva P (x, y) = 0”.

Ejemplo 2.1.23 Si P (x, y) es un polinomio de grado uno, entonces P (x, y) = 0 es

una recta. Por ejemplo, x− 2y− 3 = 0 describe una recta, de la cual sabemos que el

vector (1,−2) es un vector perpendicular a ella, es decir, (2, 1) es un vector director ;

sustituyendo x por un valor cualquiera, obtenemos un punto de la recta: para x = 0,

−2y−3 = 0, es decir, (0,−3/2) es un punto de la recta. A partir de aqúı, deducimos

fácilmente una parametrización:

(X,Y ) =

Å
0,
−3

2

ã
+ t(2, 1) =

Å
2t, t− 3

2

ã
2

En esta sección, nos vamos a centrar en las ecuaciones cartesianas definidas por

un polinomio de grado dos en las variables x e y:

P (x, y) = ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey + f = 0 (2.2)
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Para que el polinomio en (2.2) tenga grado 2, necesariamente al menos uno de los

coeficientes a, b o c tiene que ser distinto de cero; en tal caso, el lugar geométrico se

denomina cónica. También están incluidos algunos lugares geométricos que visual-

mente no son curvas propiamente dichas y que se denominan cónicas degeneradas;

en el siguiente ejemplo mostramos ejemplos sencillos de este tipo de cónicas.

Ejemplo 2.1.24

1. {(x, y) | x2 + y2 + 1 = 0} = ∅

2. {(x, y) | x2 + y2 = 0} = (0, 0)

3. {(x, y) | x2 − y2 = 0} está formado por las rectas x+ y = 0, x− y = 0 2

En este curso, vamos a trabajar con los polinomios de grado 2 sin término en xy.

Aparte de los tres casos del ejemplo anterior, si b = 0 la ecuación (2.2) puede definir

una de las cuatro curvas que presentamos en los apartados siguientes.

Circunferencia. El lugar geométrico de los puntos cuya distancia a un punto fijo

C = (x0, y0) es constantemente r > 0, se denomina circunferencia de centro C y

radio r y su ecuación cartesiana es:

(x− x0)2 + (y − y0)2 = r2

X

Y

(x0, y0)

r

La circunferencia es un caso particular de elipse, que definimos en el ı́tem si-

guiente, aunque por su importancia, la destacamos como un tipo distinto.

Ejemplo 2.1.25 La ecuación x2 +y2 = 4 determina una circunferencia centrada en

el origen y de radio 2. Si con el mismo radio, queremos que esté centrada en (−1, 2),

la ecuación será:

(x+ 1)2 + (y − 2)2 = 4 ⇐⇒ x2 + y2 + 2x− 4y + 1 = 0 2

Observamos en este ejemplo que, al desarrollar los cuadrados, el polinomio no tiene

término en xy y los coeficientes en x2 e y2 son iguales; de hecho, podemos caracterizar

a las circunferencias como sigue: si b = 0 y a = c, entonces la ecuación 2.2 representa

una circunferencia o una cónica degenerada. Para deducir si es degenerada u obtener

el centro y el radio de la circunferencia, basta con aplicar la técnica de completar

cuadrados a los sumandos en x y a los sumandos en y.
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Ejemplo 2.1.26 La ecuación 9x2 + 9y2 − 36x + 54y + 116 = 0 corresponde a una

circunferencia:

0 = 9x2 + 9y2 − 36x+ 54y + 116 = 9(x− 2)2 + 9(y + 3)2 − 1⇐⇒

⇐⇒ (x− 2)2 + (y + 3)2 =
1

9

Es decir, su centro es (2,−3) y su radio es 1/3. 2

Elipse. El lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a dos puntos

F1 y F2 es constante se denomina elipse. El centro de la elipse es el punto medio del

segmento que une los dos focos, es decir, 1
2(F1 +F2). Si los focos están en los puntos

(−c, 0) y (c, 0), con c > 0, y la suma de las distancias a los focos es 2a, la ecuación

queda como sigue:

x2

a2
+
y2

b2
= 1 X

Y

b

c

a

a

verificándose que a2 = c2 + b2, por lo que, necesariamente, a > b.

Si los focos están en los puntos (0,−c) y (0, c), con c > 0, y la suma de las

distancias a los focos es 2b, la ecuación que se obtiene es la misma,

x2

a2
+
y2

b2
= 1

Y

X
a

c

b

b

verificándose la igualdad b2 = c2 + a2, por lo que necesariamente b > a.
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Si desplazamos la elipse para que tenga su centro en (x0, y0), la ecuación que

obtenemos es
(x− x0)2

a2
+

(y − y0)2

b2
= 1

Si desarrollamos los cuadrados, obtendremos un polinomio sin término en xy, aunque

en este caso los coeficientes de x2 e y2 son distintos pero con el mismo signo.

Hipérbola. El lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a dos

puntos F1 y F2 es constante se denomina hipérbola. El centro de la hipérbola es el

punto medio del segmento que une los dos focos, es decir, 1
2(F1 + F2). Si los focos

están en los puntos (−c, 0) y (c, 0), con c > 0, y 2a es la diferencia de las distancias

a los focos, la ecuación de la hipérbola es

x2

a2
− y2

b2
= 1

X

Y

b

a

c

F2F1

en donde a2 + b2 = c2. Si los focos están en los puntos (0,−c) y (0, c), con c > 0, y

2b es la diferencia de las distancias a los focos, la ecuación de la hipérbola es

−x2

a2
+
y2

b2
= 1

X

Y

a
b

c

F2

F1

en donde igualmente a2 + b2 = c2. Como se observa en las figuras, en ambos

casos las rectas bx− ay = 0, bx+ ay = 0 están muy próximas a la curva pero no la

cortan; estas rectas son las aśıntotas de la hipérbolas.

Grados en Ingenieŕıa Informática, del Software y de Computadores



74 Cálculo para la computación

Si desplazamos las hipérbolas para que tengan su centro en (x0, y0), las ecuaciones

que obtenemos son

(x− x0)2

a2
− (y − y0)2

b2
= 1

−(x− x0)2

a2
+

(y − y0)2

b2
= 1

Si desarrollamos los cuadrados, obtendremos polinomios sin término en xy y los

coeficientes de x2 e y2 tienen distinto signo.

Parábola. El lugar geométrico de los puntos que equidistan de una recta r y un

punto F , se denomina parábola con foco F y directriz r. En la figura que aparece

abajo, mostramos dos ejemplos de parábolas; si el foco es el punto (0, d) y la directriz

es y = −d , obtenemos la parábola de la izquierda; si el foco es el punto (d , 0) y la

directriz es x = −d , obtenemos la parábola de la derecha:

x2 = 4dy y2 = 4dx

X

Y

−d

d

Y

X

−d d

Si desplazamos estas parábolas para que tengan su vértice en (x0, y0), las ecua-

ciones que obtenemos son:

(x− x0)2 = 4d(y − y0), (y − y0)2 = 4d(x− x0)

Al desarrollar estas ecuaciones obtenemos polinomios en los que no hay término en

xy y falta, o bien el término en x2, o bien el término en y2.

Otra forma de obtener estas curvas es mediante la siguiente descripción. Si con-

sideramos un cono circular hueco y lo cortamos con un plano, la curva resultante en

la sección es una cónica y dependiendo del ángulo de corte, se obtiene una u otra.
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Parábola Hipérbola Elipse

Si el corte es perpendicular al eje de cono, obtenemos una circunferencia; si el corte

es paralelo a la generatriz se obtiene una parábola; si el corte es paralelo al eje se

obtiene una hipérbola; cualquier otro corte, produce una elipse.

Naturalmente, también es posible describir una cónica mediante ecuaciones pa-

ramétricas. A continuación vemos la parametrizaciones de las cónicas en sus posi-

ciones t́ıpicas y en la sección siguiente aprenderemos cómo parametrizar una cónica

arbitraria.

Circunferencia con centro (x0, y0) y radio r:

(x− x0)2 + (y − y0)2 = r2


x(t) = x0 + r cos t

y(t) = y0 + r sen t

t ∈ [0, 2π]

Elipse centrada en (x0, y0) y semiejes a > 0 y b > 0:

(x− x0)2

a2
+

(y − y0)2

b2
= 1


x(t) = x0 + a cos t

y(t) = y0 + b sen t

t ∈ [0, 2π]

Hipérbola centrada (x0, y0), con aśıntotas paralelas a las rectas bx+ ay = 0,

bx− ay = 0, a > 0, b > 0, y cortando al eje OX:

(x− x0)2

a2
−(y − y0)2

b2
= 1,


x(t) = x0 + a cosh t

y(t) = y0 + b senh t

t ∈ R


x(t) = x0 − a cosh t

y(t) = y0 + b senh t

t ∈ R

Centrada (x0, y0), con aśıntotas paralelas a las rectas bx+ay = 0, bx−ay = 0,
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a > 0, b > 0, y cortando al eje OY :

−(x− x0)2

a2
+

(y − y0)2

b2
= 1,


x(t) = x0 + a senh t

y(t) = y0 + b cosh t

t ∈ R


x(t) = x0 + a senh t

y(t) = y0 − b cosh t

t ∈ R

En estos casos, necesitamos una parametrización distinta para cada rama de

la hipérbola.

Parábola con vértice en (x0, y0), eje paralelo a OY , a
4 > 0 distancia del foco al

vértice:

(x− x0)2 = a(y − y0)


x(t) = x0 + a · t
y(t) = y0 + a · t2

t ∈ R

Con vértice en (x0, y0), eje paralelo a OX, a
4 > 0 distancia del foco al vértice:

(y − y0)2 = a(x− x0)


x(t) = x0 + a · t2

y(t) = y0 + a · t
t ∈ R
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LECCIÓN 2.2

Campos escalares

En la lección anterior hemos trabajado con polinomios de dos variables, es decir,

un ejemplo de función definida en el espacio R2. En esta lección, vamos a trabajar

con funciones generales con dos o más variables, es decir, vamos a trabajar con

funciones definidas en espacios Rm. Posiblemente, se haya trabajado en estos espacios

utilizando su estructura de espacio vectorial pero ahora, estamos interesados en

establecer las nociones de continuidad y diferenciabilidad de funciones definidas en

ellos.

Para denotar los elementos de Rm se suele utilizar una variable con un flecha

encima, ~x, o bien variables en “negrita”, x; a lo largo del curso utilizaremos esta

segunda notación, ya que los elementos de Rm pueden identificarse tanto con vectores

como con puntos. Además, escribiremos las coordenadas de los vectores utilizando

sub́ındices: x = (x1, . . . , xm) ∈ Rm.

En general, cualquier función definida en un subconjunto de un espacio Rm se

denomina función de varias variables. Si la imagen está contenida en R se denomina

campo escalar,

f : D ⊂ Rm → R

Si la imagen está contenida en Rk se denomina campo vectorial,

f : D ⊂ Rm → Rk

En este tema, nos centramos en los campos escalares, en la lección anterior hemos

trabajado con funciones vectoriales y, más adelante en el curso, trabajaremos con

campos vectoriales. En cualquiera de los dos casos, el conjunto D se denomina do-

minio del campo y se denota Dom(f). Algunos problemas exigirán trabajar en un

dominio determinado y en tal caso tendrá que ser especificado; en caso contrario,

entenderemos que el dominio es el mayor posible.

Ejemplo 2.2.1 La expresión f(x, y) =
1√
x− y define un campo de R2 en R. El

mayor dominio con el que podemos trabajar es el formado por los puntos tales

que x > y, es decir:

Dom(f) = {(x, y) ∈ R2 | x > y}
Gráficamente, los puntos del dominio son los que están estrictamente por debajo de

la bisectriz del primer y tercer cuadrante del plano R2. 2

Sabemos que la representación gráfica de las funciones reales de una variable es

una herramienta muy útil para describir sus caracteŕısticas; sin embargo, en campos

escalares solo podremos utilizar esta herramienta en unos pocos casos. Por una parte,

podemos definir el grafo de un campo escalar f como

gr(f) = {(x1, . . . , xm, f(x1, . . . , xm)) ∈ Rm+1; (x1, . . . , xm) ∈ Dom(f)}
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aunque solamente podremos visualizar este conjunto para m = 1 o m = 2, ya que

en tal caso, este conjunto es una superficie de R3.

Ejemplo 2.2.2 El campo escalar definido por f(x, y) = x2 + y2 tiene por dominio

a todo el espacio R2. Su grafo es el conjunto:

gr(f) = {(x, y, x2 + y2); (x, y) ∈ R2}

No es dif́ıcil imaginar cuál es la forma de esta superficie si observamos que, haciendo

constante la coordenada z de cada punto, x2 + y2 = c, las curvas que obtenemos son

circunferencias y si cortamos por cualquier plano que contenga al eje OZ, es decir,

y = mx, las curvas que obtenemos son parábolas. Es decir, la superficie es la figura

de revolución que se obtiene al girar una parábola sobre su eje. Esta superficie es la

que nos encontramos, por ejemplo, en las antenas parabólicas. 2

Otra forma de representar los campos escalares es a través de las superficies y

curvas de nivel : si c ∈ Im(f), llamamos superficie de nivel de f asociada a c, al

conjunto

N(f, c) = {x ∈ D | f(x) = c}

Si m = 2 estos conjuntos se denominan curvas de nivel. Aunque, como hemos visto

en la lección anterior, los conjuntos descritos como f(x, y) = 0 no tienen que ser

necesariamente curvas, puede ser un conjunto vaćıo, contener uno o varios puntos,

una o varias rectas o curvas,. . .

Ejemplo 2.2.3 En el campo f(x, y) = x2 + y2, las curvas de nivel seŕıan:

x2 + y2 = c, c > 0

Sabemos de la lección anterior que estas curvas son circunferencias centradas en el

origen y radio
√
c.

El campo g(x, y) = log(x2 + y2) tiene las mismas curvas de nivel, circunferencias

centradas en el origen:

log(x2 + y2) = c

x2 + y2 = ec

Sin embargo, para cada valor c, su radio es
√

ec. 2

Para poder visualizar los campos usando sus curvas nivel se hace la representación de

la siguiente forma: elegimos varios valores equidistantes, c1, c2,. . . , cn, y dibujamos

las curvas correspondientes a estos valores, f(x) = ci. Por ejemplo, aunque los dos

campos del ejemplo 2.2.3, f(x, y) = x2 +y2, g(x, y) = log(x2 +y2), tienen las mismas

curvas de nivel, su representación seŕıa distinta, ya que para los mismos valores ci,

las circunferencias correspondientes a dichos valores, son distintas.
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Figura 2.4: Representación de campos escalares
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Figura 2.5: Representación de campos escalares
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2.2. Campos escalares. 81

Podemos encontrar representaciones de campos mediante curvas de nivel en los

mapas de temperaturas y de presiones; en estos casos, las curvas de nivel se deno-

minan isotermas e isobaras respectivamente. En las figuras 2.4 y 2.5 vemos algunos

ejemplos de campos escalares y sus representaciones haciendo uso del grafo y de

curvas de nivel.

2.2.1. Campos escalares lineales

Dedicamos esta sección a un ejemplo de campo escalar: los campos escalares

lineales. Estas aplicaciones serán la base para las definiciones y desarrollos asociados

al concepto de diferenciabilidad.

Los campos escalares lineales en Rn responden a la expresión:

f(x1, . . . , xn) = a1x1 + · · ·+ anxn

en donde a1,. . . ,an son números reales. La expresión a1x1 + · · ·+ anxn se denomina

igualmente forma lineal y es un polinomio de grado 1 sin término independiente.

Estos campos se pueden escribir de varias formas. Por ejemplo, en forma matricial

se definen a partir de la matriz A = (a1 · · · an) ∈M1×n(R):

f(x1, . . . , xn) = (a1 · · · an)

á
x1

...

xn

ë
= Ax

Aunque anteriormente hemos representado los vectores como (x1, . . . , xn), cuando

trabajamos matricialmente, los vectores deben tratarse como matrices columna:

x =

á
x1

...

xn

ë
∈Mn×1(R)

Para los objetivos de este tema y para los cálculos que realizaremos en él, es más ade-

cuado, sin embargo, definir los campos escalares lineales usando el producto escalar ;

en este caso, el campo escalar lineal se define con el vector a = (a1, . . . , an) ∈ Rn:

f(x) = a · x

No obstante, no debemos olvidar que las tres expresiones definen la misma función

y que por lo tanto, solo son tres formas distintas de escribir lo mismo.

Ejemplo 2.2.4 El campo f(x, y, z) = 6x − y + 2z es un campo lineal y se puede

escribir como:

f(x, y, z) = 6x− y + 2z = (6,−1, 2) · (x, y, z) 2

Recordemos ahora las propiedades más importantes de los campos lineales. Si f es

un campo escalar lineal, entonces:
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Teorema 2.2.5 Si f es un campo escalar lineal, entonces:

1. f(x+ y) = f(x) + f(y) para todo x,y ∈ Rn.

2. f(kx) = kf(x) para todo x ∈ Rn y para todo k ∈ R.

3. Si para cada i

ai = f(ei) = f(0, . . . ,
i

1̌, . . . , 0)

y a = (a1, . . . , an), entonces f(x) = a · x.

Las dos primeras propiedades caracterizan a las aplicaciones lineales y son usadas

para definir este tipo de aplicaciones en espacios vectoriales generales. La tercera

propiedad se usa fundamentalmente para hacer desarrollos sobre aplicaciones lineales

desconocidas o arbitrarias, ya que nos da una forma de expresar los coeficientes a

partir de la propia aplicación.

Los campos lineales no deben confundirse con los campos afines, que se definen

a partir de ellos como sigue.

Definición 2.2.6 Un campo af́ın en Rn responde a la expresión

f(x1, . . . , xn) = a1x1 + · · ·+ anxn + b

que puede ser escrita haciendo uso del producto escalar como

f(x) = a · x+ b

En el caso particular de R2, haremos uso de los grafos de los campos lineales y afines.

Concretamente, el grafo del campo f(x, y) = a1x+ a2y es el plano

a1x+ a2y − z = 0

que es normal (perpendicular) al vector (a1, a2,−1) y pasa por el origen de coor-

denadas. De la misma forma, el grafo del campo af́ın f(x, y) = a1x + a2y + b es el

plano

a1x+ a2y − (z − b) = 0

que pasa por el punto (0, 0, b) y es normal al vector (a1, a2,−1).

A lo largo del tema, trabajaremos con planos en R3, por lo que es conveniente

repasar las distintas formas de expresar anaĺıticamente este tipo de conjuntos. En

particular, para determinar un plano en R3 es suficiente con dar un punto del plano,

P0 = (x0, y0, z0), y un vector normal, v = (v1, v2, v3); la ecuación del plano dado por

estos dos elementos es

v1(x− x0) + v2(y − y0) + v3(z − z0) = 0

Esto es consecuencia de la definición del producto escalar, por la cual, el producto

de dos vectores perpendiculares es 0. En este caso, si P = (x, y, z) es cualquier punto
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del plano, entonces el vector
−−→
P0P = P − P0 es perpendicular al vector v y por lo

tanto:

v · (P − P0) = 0

(v1, v2, v3) · (x− x0, y − y0, z − z0) = 0

v1(x− x0) + v2(y − y0) + v3(z − z0) = 0

Ejemplo 2.2.7 El plano perpendicular al vector (−2, 1,−1) y que pasa por el origen

de coordenadas es:

−2x+ y − z = 0

Si queremos que el plano pase por el punto (−1, 0, 1), la ecuación es:

−2(x+ 1) + y − (z − 1) = 0

−2x+ y − z − 1 = 0 2

2.2.2. Continuidad

De manera intuitiva, el ĺımite de una función de una variable en un punto a es el

valor que debeŕıa tomar la función en ese punto deducido a partir de lo que ocurre

a su alrededor ; de esta forma, una función es continua en el punto si el valor en él

coincide con el valor previsto según lo que ocurre a su alrededor.

Por ejemplo, si consideramos el campo f(x, y) =
xy2

x2 + y2
y el punto a = (1, 2)

de su dominio, podemos estudiar la existencia del ĺımite en este punto considerando

sucesiones xn e yn tales que ĺımxn = 1 y ĺım yn = 2; entonces:

ĺım f(xn, yn) = ĺım
xny

2
n

x2
n + y2

n

=
1 · 22

12 + 22
=

4

5

Dado que este ĺımite no depende de las sucesiones xn e yn, podemos afirmar que

ĺım
(x,y)→(1,2)

xy2

x2 + y2
=

4

5

También podemos calcular de esta forma ĺımites en puntos fuera del dominio. Por

ejemplo, para el mismo campo, podemos calcular el ĺımite en el punto (0, 0) con-

siderando sucesiones xn e yn tales que ĺımxn = 0 y ĺım yn = 0; en este caso, la

evaluación del ĺımite

ĺım f(xn, yn) = ĺım
xny

2
n

x2
n + y2

n

nos lleva a una indeterminación, pero teniendo en cuenta que
y2
n

x2
n + y2

n

≤ 1, deduci-

mos que ∣∣∣∣ xny
2
n

x2
n + y2

n

∣∣∣∣ ≤ |xn|
y dado que el ĺımite de xn es 0,

ĺım f(xn, yn) = ĺım
xny

2
n

x2
n + y2

n

= 0
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En este caso, el ĺımite tampoco depende de las sucesiones xn e yn y podemos afirmar

que

ĺım
(x,y)→(0,0)

xy2

x2 + y2
= 0

Sin embargo, por lo general no es sencillo eliminar las indeterminaciones como hemos

hecho en este ejemplo o decidir que un ĺımite no existe; el simple estudio de ĺımites

laterales que hacemos para funciones de una variable, se complica cuando tratamos

con campos escalares. Por esta razón, vamos a dejar este tipo de problemas fuera de

los objetivos de este curso y solo trabajaremos con funciones a las que se les puede

aplicar el siguiente resultado.

Corolario 2.2.8 Si un campo escalar está determinado por operaciones algebraicas

entre funciones elementales (polinomios, exponenciales, trigonométricas,. . . ) en un

dominio D, entonces el campo es continuo en dicho dominio; es decir, el ĺımite del

campo coincide con el valor en el correspondiente punto.

Gráficamente, la propiedad de continuidad de un campo se traduce en la conti-

nuidad de su grafo, es decir, este no presentará ni agujeros ni rupturas.

2.2.3. Diferenciabilidad

La definición de derivabilidad de funciones reales de variable real se introduce

con dos objetivos:

En términos geométricos, para formalizar la noción de suavidad de una curva

y proveer una definición anaĺıtica de recta tangente.

Desde el punto de vista de la f́ısica, para introducir la noción de tasa de

cambio de una magnitud escalar; por ejemplo, la velocidad en el estudio del

movimiento o la tasa de variación de la temperatura en un recinto sometido a

una fuente de calor.

Si las magnitudes estudiadas dependen de varias variables (la medición de la tempe-

ratura en una sala será diferente según la posición del termómetro), también tiene

sentido plantearnos las cuestiones anteriores y, por lo tanto, necesitaremos extender

los conceptos planteados a estas nuevas situaciones. Usaremos ejemplos en R2 para

motivar los conceptos, pero generalizaremos las definiciones a cualquier campo.

En primer lugar, antes de considerar el movimiento libre en cualquier dirección

desde un punto, imaginemos que desde ese punto a, nos movemos sobre una recta

en una dirección v. Entonces, el valor del campo sobre esta recta puede expresarse

usando una función de una variable, f(a + tv). La tasa de cambio puntual en el

punto a y en la dirección v viene entonces dada por la derivada de esta función

en t = 0,
d

dt
f(a+ tu)

∣∣∣∣
t=0
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ya que f(a+ 0 · u) = f(a). Este ĺımite también se denomina diferencial de f en a

en la dirección v y, si el vector es unitario, se denomina derivada direcciónal.

Definición 2.2.9 Sea f : D ⊂ Rn → R un campo escalar, a ∈ D, v ∈ Rn. Llama-

mos diferencial de f en a al campo dfa : Rn → R definido como sigue

dfa(v) =
d

dt
f(a+ tv)

∣∣∣∣
t=0

Si el vector u es unitario, al número dfa(u) lo llamamos derivada direccional de f

en el punto a y en la dirección u y la denotamos por Duf(a).

Si el vector v es el vector ei (de la base canónica), la derivada direcciónal se

denomina derivada parcial i-ésima, que admite las siguientes notaciones:

dfa(ei) = Dif(a) =
∂f

∂xi
(a) (2.3)

Estas derivadas se pueden calcular fácilmente sin recurrir al cálculo de ĺımites utili-

zando el siguiente resultado.

Proposición 2.2.10 La parcial i-ésima de un campo f en Rn se calcula derivando

la expresión del campo considerando la variable xi como variable y el resto como

constantes, es decir:

Dif(x1, . . . , xn) =
∂

∂xi
f(x1, . . . , xn) =

d

dxi
f(x1, . . . , xn)

Veamos la justificación de la proposición anterior para la primera variable de un

campo de dos variables. Por la definición de derivada parcial:

∂

∂x
f(x, y)

∣∣∣∣
(x,y)=(a,b)

=
d

dt
f((a, b) + t(1, 0))

∣∣∣∣
t=0

=
d

dt
f(a+ t, b)

∣∣∣∣
t=0

y aplicando la regla de la cadena en la última expresión

d

dt
f(a+ t, b)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dx
f(x, b)

∣∣∣∣
x=a

d

dt
(a+ t)

∣∣∣∣
t=0

=
d

dx
f(x, b)

∣∣∣∣
x=a

Por lo tanto, efectivamente

∂

∂x
f(x, y) =

d

dx
f(x, y)

Ejemplo 2.2.11

Vamos a calcular las derivadas parciales del campo f(x, y) = 2x2y−xy2 en el punto

a = (2,−1). En primer lugar, derivamos la expresión de f usando la regla anterior:

D1f(x, y) =
∂

∂x
(2x2y − xy2) = 4xy − y2

D2f(x, y) =
∂

∂y
(2x2y − xy2) = 2x2 − 2xy

Por lo tanto, D1f(2,−1) = −9 y D2f(2,−1) = 12. 2
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Plano tangente. Las derivadas direccionales también tienen su interpretación

geométrica. Los vectores (v1, v2, dfa(v)) son tangentes al grafo de f en el punto a. Si

el campo es diferenciable, todos estos vectores forman un plano, el plano tangente

al grafo f en el punto a (ver figura 2.6). En este caso, dfa debe ser un campo escalar

lineal y según hemos visto en la sección 2.2.1:

dfa(v) = (dfa(e1), . . . , dfa(en) · v =
( ∂f
∂x1

(a), . . . ,
∂f

∂x1
(a)
)
· v

Definición 2.2.12 Sea f : D ⊂ Rn → R un campo escalar, a ∈ D y supongamos

que dfa es un campo lineal. Entonces, el vector
( ∂f
∂x1

(a), . . . ,
∂f

∂x1
(a)
)

se denomina

vector gradiente de f en a, y se denota ∇f(a):

∇f(a) =

Å
∂f

∂x1
(a), . . . ,

∂f

∂x1
(a)

ã
Por lo tanto, si la aplicación dfa(v) es lineal (lo cual ocurrirá si f es diferenciable),

se verifica que:

dfa(v) = ∇f(a) · v
Y, en particular, si u es un vector unitario: Duf(a) = ∇f(a) · u.

Ejemplo 2.2.13 Hemos calculado anteriormente las derivadas parciales del campo

f(x, y) = 2x2y − xy2:

D1f(x, y) =
∂

∂x
(2x2y − xy2) = 4xy − y2

D2f(x, y) =
∂

∂y
(2x2y − xy2) = 2x2 − 2xy

Por lo tanto el vector gradiente y la diferencial en el punto a = (2,−1) son:

∇f(2,−1) = (−9, 12)

df(2,−1)(v1, v2) = ∇f(2,−1) · (v1, v2) = (−9, 12) · (v1, v2) = −9v1 + 12v2 2

Ya podemos definir formalmente, espacio vectorial tangente y espacio af́ın tan-

gente.

Definición 2.2.14 Sea f : D ⊂ Rn → R un campo escalar, a ∈ D.

1. El conjunto de los vectores (v1, . . . , vn, vn+1) ∈ Rn+1 tales que:

D1f(a) · v1 + · · ·+Dnf(a) · vn − vn+1 = 0

se denomina espacio vectorial tangente al grafo de f en el punto a.

2. El conjunto de los puntos (x1, . . . , xn, z) ∈ Rn+1 tales que:

D1f(a) · (x1 − a1) + · · ·+Dnf(a) · (xn − an)− (z − f(a)) = 0

se denomina espacio (af́ın) tangente al grafo de f en el punto a. Si n = 2 lo

denominamos plano tangente y si n = 1 lo denominamos recta tangente.
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a

Y

X

Figura 2.6: Representación de la derivada direccional y vectores tangentes
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Hemos definido formalemente las nociones de derivada direccional, vector tan-

gente y espacio tangente, y hemos utilizado varias veces la palabra diferenciabilidad

sin definirla formalmente. La existencia de derivadas parciales y de derivadas direc-

cionales, o el hecho de que todos los vectores tangentes formen un plano, no son

caracteŕısticas necesarias para hablar de diferenciabilidad. Necesitamos además que

la diferencial del campo sea el campo escalar lineal que mejor lo aproxime en las cer-

cańıas del punto a. Está propiedad coincide con la que conocemos para funciones de

una variable: la recta tangente es la que mejor aproxima la función con polinomios

de grado 1.

Definición 2.2.15 Sea f : D ⊂ Rn → R un campo escalar y a ∈ D para el cual

existe el vector gradiente ∇f(a). Decimos que f es diferenciable en a si

ĺım
h→0

1

‖h‖(f(a+ h)− f(a)−∇f(a) · h) = 0

Por lo tanto, el estudio de la propiedad de diferenciabilidad se basa en el cálculo

de ĺımites en varias variables que, como ya hemos dicho, no vamos a abordar en

este curso. En la mayoŕıa de los casos, será suficiente con aplicar los resultados

que recogemos a continuación y que aseguran la diferenciabilidad de los campos

expresados a partir de funciones elementales. A lo largo del curso, solo vamos a

trabajar con este tipo de funciones, y por lo tanto, no será necesario estudiar la

condición de diferenciabilidad a partir de la definición.

Teorema 2.2.16 Si existen todas las derivadas parciales del campo escalar f y son

continuas en un entorno del punto a, entonces f es diferenciable en a.

La condición dada en este teorema es suficiente para garantizar la diferenciabili-

dad, pero no es una condición necesaria y, de hecho, se pueden establecer ejemplos

bastantes simples de campos diferenciables cuyas derivadas parciales no son con-

tinuas. Si un campo es diferenciable y su parciales son continuas, decimos que el

campo es de clase C1.

Corolario 2.2.17 Si un campo escalar está determinado por operaciones algebrai-

cas entre funciones elementales (polinomios, exponenciales, trigonométricas, . . . ),

entonces el campo es continuo y diferenciable en el dominio común a todas sus de-

rivadas parciales.

2.2.3.1. Notaciones posibles de derivadas y derivadas parciales

Hemos utilizado en las páginas anteriores varias notaciones para las derivadas

de funciones reales y para las derivadas parciales de campos escalares. Una de estas

notaciones es Dif(a), que se debe a Louis François Antoine Arbogast y extiende la

notación Df(a) para la derivada de funciones reales, aunque para funciones de una

variable, la notación más utilizada es f ′(a), que se debe a Joseph-Louis Lagrange.

Estas notaciones son adecuadas para aplicarlas sobre el nombre de la función. Sin
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embargo, en muchas ocasiones trabajamos sobre campos sin utilizar un nombre

espećıfico, en estos casos, debemos utilizar la notación de Leibniz, que toma su

nombre de Gottfried Wilhelm Leibniz,

d

dx
f(x)

∂

∂xi
f(x1, . . . , xn)

2.2.3.2. Propiedades del vector gradiente

La siguiente proposición establece que la relación entre continuidad y derivabili-

dad de las funciones reales se mantiene en la generalización a campos.

Proposición 2.2.18 Si f es un campo escalar diferenciable en a, entonces f es

continuo en a.

Aunque en el estudio de campos concretos, no necesitaremos normalmente la apli-

cación de las propiedades algebraicas que vemos a continuación, estas pueden ser

útiles en algunas situaciones para simplificar cálculos y realizar desarrollos teóricos

simples.

Proposición 2.2.19 Consideremos los campos f : Rn → R, g : Rn → R, la función

real φ : R→ R y la función vectorial γ : R→ Rn.

1. Si f y g son diferenciables en a, entonces f + g es diferenciable en a y

∇(f + g)(a) = ∇f(a) +∇g(a)

2. Si f y g son diferenciables en a, entonces fg también es diferenciable en a y

∇(fg)(a) = g(a)∇f(a) + f(a)∇g(a)

3. Si f es diferenciable en a y f(a) 6= 0, entonces 1/f es diferenciable en a y

∇(1/f)(a) =
−1

[f(a)]2
∇f(a)

4. Regla de la cadena: Si f es diferenciable en a y φ es derivable en f(a), entonces

φ ◦ f es diferenciable en a y

∇(φ ◦ f)(a) = φ′(f(a))∇f(a)

5. Regla de la cadena: Si γ es derivable en t0 y f es diferenciable en γ(t0),

entonces f ◦ γ es derivable en t0 y

(f ◦ γ)′(t0) = ∇f(γ(t0)) · γ ′(t0)
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X

Y

∇f(a1, a2)

(a1,a2)

Figura 2.7: El gradiente da la dirección de derivada direccional máxima.

Deducimos a continuación una importante propiedad del vector gradiente. Si u es

un vector unitario, según hemos definido anteriormente, la derivada direccional de

un campo f en un punto a y en la dirección u es:

Duf(a) = ∇f(a) · u = ‖∇f(a)‖ cosα

en donde α es el ángulo formado por los vectores u y∇f(a). Por lo tanto, dado que el

módulo del vector gradiente es constante, el valor de la derivada direccional depende

solamente del ángulo que el vector gradiente forma con la dirección considerada.

Teorema 2.2.20 Sea α es ángulo formado por ∇f(a) y un vector unitario u.

1. Si α = 0 (los vectores u y ∇f(a) tienen la misma dirección), el valor del

coseno es máximo y por lo tanto, el valor de la derivada direccional es máximo

e igual a Duf(a) = ‖∇f(a)‖.

2. Si α = π/2 (los vectores u y ∇f(a) son perpendiculares) el valor del coseno es

0, es decir, derivada direccional es nula en la dirección perpendicular al vector

gradiente.

En la figura 2.7 representamos dos curvas de nivel de un campo f . Si nos movemos

desde el punto (a1, a2) y queremos sufrir el cambio más rápido en el valor del campo,

tendremos que ir en la dirección que nos da mayor proximidad a la siguiente curva

de nivel. El ı́tem 1 del teorema 2.2.20 indica que esta dirección es la dada por el

vector gradiente de f en ese punto.

Pero si nos movemos sobre la curva de nivel, no sufrimos ninguna variación en el

valor del campo, es decir, la derivada direccional es 0; el ı́tem 2 del teorema 2.2.20

dice que esta dirección es normal al vector gradiente. Esta propiedad es válida para

cualquier campo, como probamos a continuación.

Sea γ : I ⊂ R→ Rn la parametrización de una curva contenida en una superficie

de nivel de un campo f , es decir, f(γ(t)) = c para todo t, y supongamos que esta

curva pasa por el punto a, es decir, γ(t0) = a. Una simple aplicación de la regla de

la cadena justifica el siguiente desarrollo:

0 = (f ◦ γ)′(t0) = ∇f(γ(t0)) · γ ′(t0)
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Z

Y

X

(a1, a2, a3)

∇g (a1, a2, a3)

g (x, y, z) = c

Figura 2.8: El gradiente es normal a la superficie de nivel.

El vector derivada γ ′(t0) es tangente a la curva y por lo tanto a la superficie de

nivel; en consecuencia, la igualdad anterior permite afirmar que estos vectores son

perpendiculares al vector gradiente (ver figura 2.8).

Teorema 2.2.21 Sea f : D ⊂ Rn → R un campo diferenciable y consideremos una

superficie de nivel f(x) = c y un punto a en dicha superficie. Entonces, ∇f(a) es

un vector normal al plano tangente a la superficie de nivel en punto a. Por lo tanto,

el espacio vectorial tangente a la superficie es:

∇f(a) · v = 0

y el espacio af́ın tangente es:

∇f(a) · (x− a) = 0

Como casos particulares, vamos a mostrar las expresiones de las rectas y planos

tangentes a curvas de nivel en R2 y superficies de nivel en R3:

1. La recta tangente a la curva dada por f(x, y) = c en un punto (x0, y0) es:

D1f(x0, y0)(x− x0) +D2f(x0, y0)(y − y0) = 0

2. Análogamente, el plano tangente a la superficie dada por g(x, y, z) = c (ver

figura 2.8) en un punto (x0, y0, z0) es:

D1g(x0, y0, z0)(x− x0) +D2g(x0, y0, z0)(y − y0) +D3g(x0, y0, z0)(z − z0) = 0

Ejemplo 2.2.22 En la lección anterior, hemos aprendido a calcular las rectas tan-

gentes a curvas parametrizadas. En particular, podŕıamos obtener la recta tangente

a una cónica utilizando las parametrizaciones que hemos introducido para las cóni-

cas. Ahora, haciendo uso del vector gradiente, podemos calcular más fácilmente estas

rectas. Por ejemplo, la elipse
x2

a2
+
y2

b2
= 1
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es una curva de nivel del campo

f(x, y) =
x2

a2
+
y2

b2

y por lo tanto, un vector normal a dicha curva en un punto (x0, y0) es

∇f(x, y) =

Å
2x0

a2
,
2y0

b2

ã
En consecuencia, la recta tangente es:

2x0

a2
(x− x0) +

2y0

b2
(y − y0) = 0

x0

a2
(x− x0) +

y0

b2
(y − y0) = 0

x0

a2
x− x2

0

a2
+
y0

b2
y − y2

0

b2
= 0

x0

a2
x+

y0

b2
y =

x2
0

a2
+
y2

0

b2
x0

a2
x+

y0

b2
y = 1 2

Ejemplo 2.2.23 Dado un campo escalar en R2, su grafo puede considerarse como

la superficie de nivel de un campo en R3:

g(x, y, z) = f(x, y)− z.

Efectivamente, si g(x, y, z) = 0, entonces z = f(x, y). Por lo tanto, el plano tangente

a g(x, y, z) = 0 es normal al vector

∇g(x0, y0, z0) = (D1f(x0, y0), D2f(x0, y0),−1),

que permite construir el plano tangente introducido en la definición 2.2.14:

D1f(x0, y0)(x− x0) +D2f(x0, y0)(y − y0)− (z − f(x0, y0)) = 0 2

2.2.4. Derivadas de orden superior

Para un campo f : D ⊂ Rn → R diferenciable hemos definido las derivadas

parciales para cada punto del dominio y por lo tanto, estas definen un campo escalar

para cada i con 1 ≤ i ≤ n:

Dif : D ⊂ Rn → R

Tiene entonces sentido estudiar la diferenciabilidad de estos campos y calcular sus

derivadas parciales. Las derivadas parciales de los campos Dif se denominan deri-

vadas de segundo orden de f y las notaciones posibles para ellas son

∂

∂xi

Å
∂f

∂xj

ã
=

∂2f

∂xi∂xj
, Di(Djf) = Dijf.

Por el corolario 2.2.17, la continuidad de las derivadas parciales de segundo orden

asegura la diferenciabilidad de las derivadas parciales de f ; en tal caso, decimos que

f es de clase C2. Una importante propiedad de estos campos queda establecida por el

siguiente teorema, que asegura que el orden de derivación no influye en el resultado.
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Teorema 2.2.24 (de Schwarz) Sea f un campo escalar tal que sus derivadas par-

ciales de segundo orden son continuas; entonces, para cada i, j:

Dijf = Djif

Para los campos de clase C2 y para cada punto de su dominio, definimos la siguiente

matriz n× n, que se denomina matriz Hessiana de f en a:

∇2f(a) =

â
D11f(a) D12f(a) · · · D1nf(a)

D21f(a) D22f(a) · · · D2nf(a)

· · · · · · . . . · · ·
Dn1f(a) Dn2f(a) · · · Dnnf(a)

ì
Obsérvese que, por el teorema de Schwarz, esta matriz es simétrica. A partir de ella,

definimos el campo

d2fa(u) = ut∇2f(a)u,

que se denomina segunda diferencial de f en a. Como ya dijimos anteriormente,

cuando trabajamos con expresiones matriciales, los vectores deben tratarse como

matrices columna y por esta razón escribimos la matriz transpuesta ut a la izquierda

de la matriz hessiana.

Ejemplo 2.2.25 Vamos a calcular d2fa para f(x, y) = 2x2y − xy2 y a = (2,−1):

f(x, y) = 2x2y − xy2

∇f(x, y) = (4xy − y2, 2x2 − 2xy)

∇2f(x, y) =

Ñ
4y 4x− 2y

4x− 2y −2x

é
∇2f(2,−1) =

Ñ
−4 10

10 −4

é
d2f(2,−1)(u1, u2) = (u1 u2)

Ñ
−4 10

10 −4

éÑ
u1

u2

é
d2f(2,−1)(u1, u2) = −4u2

1 + 20u1u2 − 4u2
2 2

Como vemos en este ejemplo, la expresión obtenida para d2f(2,−1) es un polinomio

de grado 2 sin términos de grado 1 o grado 0; estas expresiones se denominan formas

cuadráticas.

Todo el desarrollo mostrado en esta sección puede continuarse para definir las

derivadas parciales de órdenes superiores (orden tres, cuatro,. . . ). Sin embargo, en

este curso solo trabajaremos con las derivadas de segundo orden. Por ejemplo, con

estas derivadas, podemos mejorar la aproximación dada por el vector gradiente en

la definición de diferenciabilidad.
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Teorema 2.2.26 (Fórmula de Taylor) Sea f : D ⊂ Rn → R un campo escalar

dos veces diferenciable y con parciales de segundo orden continuas. Entonces:

f(a+ u) = f(a) +∇f(a) · u+
1

2
ut∇2f(a)u+ ‖u‖2E(a,u),

en donde ĺım
‖u‖→0

E(a,u) = 0.

Es decir, el campo f(a + u), en un entorno lo suficientemente pequeño de a, tiene

un comportamiento “parecido” al polinomio de segundo orden

f(a) +∇f(a) · u+
1

2
ut∇2f(a)u.

Este polinomio también lo podemos escribir como:

T (x) = f(a) +∇f(a) · (x− a) +
1

2
(x− a)t∇2f(a)(x− a).

Ejemplo 2.2.27 Vamos a calcular el polinomio de Taylor de f(x, y) = sen(x2 + y)

de orden 2 en el punto (0, 0):

∇f(x, y) = (2x cos(x2 + y), cos(x2 + y))

∇f(0, 0) = (0, 1)

∇2f(x, y) =

Ñ
2 cos(x2 + y)− 4x2 sen(x2 + y) −2x sen(x2 + y)

−2x sen(x2 + y) − sen(x2 + y)

é
∇2f(0, 0) =

Ñ
2 0

0 0

é
f(x, y) ≈ T (x, y) = 0 + (0, 1) · (x, y) +

1

2
(x y)

Ñ
2 0

0 0

éÑ
x

y

é
= y + x2 2
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LECCIÓN 2.3

Optimización de campos escalares

Una de las aplicaciones del concepto de diferenciabilidad es resolver problemas

de optimización, es decir, encontrar los valores máximos y mı́nimos de una magnitud

definida a partir de uno o varios parámetros. Estos problemas se resuelven fácilmente

si la magnitud solo depende de un parámetro, utilizando las derivadas de orden

superior de la función de una variable determinada por el problema. El objetivo

de esta lección es generalizar esta técnica a campos escalares, es decir, optimizar

magnitudes escalares que dependen de varios parámetros.

Empezamos introducción algunos conceptos y resultados básicos.

Definición 2.3.1 Un conjunto D ⊂ Rn se dice que está acotado si existe r > 0 tal

que ‖x− y‖ < r para todo x,y ∈ D.

Es decir, un conjunto está acotado si la distancia entre cualquier par de puntos

es siempre menor que una cota fija.

Definición 2.3.2 Un conjunto D ⊂ Rn se dice que es cerrado si para todo x 6∈ D
existe r > 0 tal que: si ‖x− y‖ < r, entonces y 6∈ D.

Es decir, un conjunto es cerrado si cualquier punto que no pertenezca a él esta

“separado” del conjunto, es decir, la distancia a cualquier punto del conjunto es

estrictamente positiva.

Sabemos que una función de una variable, continua en un dominio cerrado y

acotado siempre alcanza un valor máximo y un valor mı́nimo en tal dominio. Esta

propiedad también se verifica para campos escalares.

Teorema 2.3.3 Sea f un campo escalar continuo en un conjunto D cerrado y aco-

tado. Entonces existen x0,x1 ∈ D tales que f(x0) ≤ f(x) ≤ f(x1) para todo x ∈ D.

Es decir, f(x0) es el valor mı́nimo que toma el campo en el conjunto D y f(x1) es

el valor máximo. En tal caso, decimos que x0 es un punto mı́nimo y x1 es un punto

máximo.

2.3.1. Extremos locales

Igual que en el caso real, para determinar los máximos y mı́nimos de un campo

debemos empezar por determinar los máximos y mı́nimos locales o relativos, es decir,

los máximos y mı́nimos respecto de los puntos cercanos a él.

Definición 2.3.4

1. f : D ⊂ Rn → R tiene un máximo local (o relativo) en a ∈ D si existe r > 0,

tal que f(a) ≥ f(x) para todo x ∈ D tal que ‖x− a‖ < r.
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2. f : D ⊂ Rn → R tiene un mı́nimo local (o relativo) en a ∈ D si existe r > 0,

tal que f(a) ≤ f(x) para todo x ∈ D tal que ‖x− a‖ < r.

Utilizaremos la denominación genérica de extremo local para referirnos a un punto

que sea máximo local o mı́nimo local. El siguiente teorema justifica la definición de

puntos cŕıticos, entre los cuales encontramos los extremos locales de un campo.

Teorema 2.3.5 Si f : D ⊂ Rn → R es un campo escalar diferenciable y a ∈ D es

un extremo local de f , entonces ∇f(a) = 0 = (0, . . . , 0); es decir, todas las derivadas

parciales de f en a son nulas.

Gráficamente, para funciones de una variable sabemos que la recta tangente al grafo

de la función en un extremo son paralelas al eje OX. Si n = 2 también obtenemos

una propiedad parecida, ya que si ∇f(a1, a2) = (0, 0), entonces el plano tangente al

grafo en el punto (a1, a2) es perpendicular al vector (0, 0,−1), es decir, es paralelo

al plano XY .

Ejemplo 2.3.6

1. Para el campo f(x, y) = x2 + y2 se verifica que ∇f(x, y) = (2x, 2y) y por

lo tanto, su único punto cŕıtico es (x0, y0) = (0, 0). Es fácil razonar que este

punto es mı́nimo del campo:

x2 + y2 ≥ 0 = f(0, 0)

2. Para el campo f(x, y) = x2 − y2 se verifica que ∇f(x, y) = (2x,−2y) y por

lo tanto, su único punto cŕıtico es (x0, y0) = (0, 0). En este caso, el punto

no es un extremo ya que f(0, 0) = 0, f(x, 0) = x2 > 0 para todo x 6= 0,

f(0, y) = −y2 < 0 para todo y 6= 0. 2

Los puntos en los cuales el vector gradiente es nulo se denominan puntos cŕıticos.

En el ejemplo anterior, hemos visto que no todos los puntos cŕıticos son máximos o

mı́nimos; los puntos cŕıticos que no son extremos locales se denominan puntos silla.

Por lo tanto, para determinar los extremos locales de un campo escalar diferen-

ciable, debemos localizar los puntos cŕıticos y estudiar cuáles son máximos, cuáles

mı́nimos y cuáles no son extremos. Esta clasificación puede hacerse comparando di-

rectamente el valor del campo en esos puntos con el valor en los puntos “cercanos” a

él, como hemos hecho en el ejemplo anterior, aunque en muchos casos será preferible

utilizar los métodos que vemos a continuación.
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Ejemplo 2.3.7 Los puntos cŕıticos del campo f(x, y) = xy2exy son los puntos de

la forma (a, 0) para todo a ∈ R, como vemos a continuación.

D1f(x, y) = y2(1 + xy)exy = 0

D2f(x, y) = xy(2 + xy)exy = 0

Por lo tanto, efectivamente si y = 0 se verifican las dos ecuaciones. Si y no es igual a

0, por la segunda ecuación x seŕıa igual a 0 y en tal caso no se verificaŕıa la primera

ecuación.

Vamos a clasificar estos puntos cŕıticos.

Si a > 0, entonces el punto (a, 0) es mı́nimo: dado que a es estrictamente

positivo, los valores de x cercanos a a son también positivos y entonces

f(x, y) = xy2exy
(+++)
> 0 = f(a, 0)

Si a < 0, entonces el punto (a, 0) es máximo: dado que a es estrictamente

negativo, los valores de x cercanos a a son también negativos y entonces

f(x, y) = xy2exy
(−++)
< 0 = f(a, 0)

Finalmente, el punto (0, 0) es un punto silla: si tomamos valores de x cercanos

a 0 pero positivos, entonces f(x, y) = xy2exy ≥ 0 = f(0, 0); si tomamos valores

de x cercanos a 0 pero negativos, entonces f(x, y) = xy2exy ≤ 0 = f(0, 0). 2

Criterio de la hessiana. En los ejemplos que hemos visto hasta ahora, hemos

podido clasificar fácilmente los puntos cŕıticos comparando el valor de la función en

ese punto con el valor en los puntos cercanos a él. Sin embargo, esto no será siempre

posible o fácil de hacer. En general, la forma más sencilla de hacer la clasificación

de los puntos cŕıticos es utilizando, si es posible, el polinomio de Taylor que vimos

en la lección anterior. Recordemos que el teorema de Taylor dice que, en un entorno

suficientemente pequeño de a

f(x) ≈ f(a) +∇f(a) · (x− a) +
1

2
(x− a)t∇2f(a)(x− a)

Si, además, a es un punto cŕıtico, entonces

f(x) ≈ f(a) +
1

2
(x− a)t∇2f(a)(x− a)

f(x)− f(a) ≈ 1

2
(x− a)t∇2f(a)(x− a)

Y en consecuencia, la comparación de f(a) y f(x) se reduce a analizar el signo de

la expresión
1

2
(x− a)t∇2f(a)(x− a).
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Si esta expresión es positiva, entonces f(a) ≤ f(x) y a será un punto mı́nimo; si la

expresión es negativa, entonces f(a) ≥ f(x) y a será un punto máximo.

La función d2fa(u) = ut∇2f(a)u se corresponde con la segunda derivada de la

función en la dirección u, de la misma forma que dfa(u) = ∇f(a) · u es la primera

derivada en la dirección u. De esta forma, el desarrollo anterior nos da un criterio

análogo al criterio de la derivada segunda para funciones de una variable.

Teorema 2.3.8 Sea a ∈ D un punto cŕıtico del campo f : D ⊂ Rn → R de clase C2

y consideremos la segunda diferencial de f en a: d2fa(u) = ut∇2f(a)u.

1. Si d2fa(u) > 0 para todo u 6= 0 (es decir, d2fa es definida positiva), entonces

a es un mı́nimo local de f .

2. Si d2fa(u) < 0 para todo u 6= 0 (es decir, d2fa es definida negativa), entonces

a es un máximo local de f .

3. Si d2fa(u1) > 0 y d2fa(u2) < 0 para algún u1,u2 6= 0 (es decir, d2fa es

indefinida), entonces a es un punto silla de f .

En cualquier otro caso, no considerado en el teorema, no podemos deducir na-

da ; es decir, si la forma cuadrática es 0 en algunos vectores y positiva en el resto

(semidefinida positiva), o bien si es 0 en algunos vectores y negativa en el resto

(semidefinida negativa).

Para analizar el signo de la forma cuadrática, es suficiente con dar una expresión

para la misma en terminos de sumas y diferencias de cuadrados, lo cual conse-

guiremos utilizando la técnica de compleción de cuadrados que hemos aprendido

anteriormente.

Ejemplo 2.3.9 Vamos a hallar y clasificar los puntos cŕıticos del campo

f(x, y) = 2x2 − xy − 3y2 − 3x+ 7y

Empezamos calculado el gradiente del campo:

∇f(x, y) = (4x− y − 3,−x− 6y + 7)

El punto cŕıtico es la solución del sistema lineal

4x− y − 3 = 0

−x− 6y + 7 = 0,

que resolvemos fácilmente:Ñ
4 −1 3

−1 −6 −7

é
;

Ñ
4 −1 3

0 −25 −25

é
;

Ñ
4 −1 3

0 1 1

é
;

Ñ
4 0 4

0 1 1

é
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Por lo tanto, (x0, y0) = (1, 1) es el único punto cŕıtico. La matriz hessiana del campo

es:

∇2f(x, y) =

Ñ
4 −1

−1 −6

é
Y la segunda diferencial en todos los puntos y en particular en el (1, 1) es:

d2f(1,1)(u1, u2) = (u1 u2)

Ñ
4 −1

−1 −6

éÑ
u1

u2

é
= 4u2

1 − 2u1u2 − 6u2
2

Vamos a transformar esta expresión utilizando la compleción de cuadrados. Podemos

elegir cualquiera de las dos variables, y en este caso elegiremos u1:

4u2
1 − 2u1u2 − 6u2

2 = (2u1 −
1

2
u2)2 − 1

4
u2

2 − 6u2
2 = (2u1 −

1

2
u2)2 − 25

4
u2

2

Si u2 = 0, entonces d2f(1,1)(u1, 0) = 4u2
1 > 0 y si 2u1 = u2

2 , entonces d2f(1,1)(u1, u2) =
−25

4 u2
2 < 0; en consecuencia, el punto (1, 1) es un punto silla. 2

Utilizando el método de compleción de cuadrados como en el ejemplo anterior,

siempre es posible expresar la forma cuadrática como:

d2fa(u) = a1λ1(u)2 + · · ·+ amλm(u)2,

en donde m ≤ n, ai 6= 0 para cada i, y λ1(u) = 0,. . . ,λm(u) = 0 es un sistema de m

ecuaciones linealmente independientes. A partir de ah́ı, deducimos que:

1. Si m = n y ai > 0 para cada i, la forma cuadrática es definida positiva y estará

asociada a un mı́nimo local.

2. Si m = n y ai < 0 para cada i, la forma cuadrática es definida negativa y

estará asociada a un máximo local.

3. Si algún coeficiente es positivo y otro es negativo, la forma cuadrática es inde-

finida y estará asociada a un punto silla.

Cualquier otro caso no nos da información. Es decir, si m < n y todos los coeficientes

son o bien positivos o bien negativos, entonces la forma cuadrática se anula sobre

las direcciones dadas por la solución del sistema λ1(u) = 0,. . . ,λm(u) = 0, y en

consecuencia no podemos decidir nada sobre el punto al que está asociada.

Ejemplo 2.3.10 La forma cuadrática q(u1, u2) = u1u2 es indefinida. Aunque no

podemos utilizar el método de compleción de cuadrados en esta expresión, es fácil

ver que esta forma cuadrática es indefinida. Si tomamos u1 > 0 y u2 > 0, entonces

q(u1, u2) = u1u2 > 0; Si tomamos u1 < 0 y u2 > 0, entonces q(u1, u2) = u1u2 <

0. 2
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Otra herramienta que nos ayuda a la clasificación de los puntos cŕıticos, son las

funciones f(a + tv) que introdujimos para definir las derivadas direccionales, ya

que nos dan información de lo que ocurre alrededor del punto, aunque de forma

independiente en cada dirección.

Ejemplo 2.3.11 Vamos a clasificar los puntos cŕıticos de f(x, y) = x3 + y3.

D1f(x, y) = 3x2 D2f(x, y) = 3y2

Por tanto, el único punto cŕıtico es (0, 0).

D11f(x, y) = 6x D21f(x, y) = 0 D22f(x, y) = 6y

Por tanto, la matriz hessiana de f en (0, 0) es ∇2f(0, 0) =

Ñ
0 0

0 0

é
y la forma

cuadrática asociada es nula, por lo que no obtenemos información sobre la condición

del punto cŕıtico.

Para deducir que el punto (0, 0) es de hecho un punto silla, consideremos la

función:

g(t) = f(0, t) = t3

La tercera derivada de g en t = 0 es 6, y por lo tanto, g tiene un punto de inflexión

en 0, es decir, (0, 0) no es ni máximo ni mı́nimo sobre la recta x = 0 y por lo tanto

tampoco puede serlo sobre todo el dominio. 2

En el ejemplo anterior, hemos tenido que recurrir a un orden derivación mayor

que 2 de la función f(a+ t ·v) para clasificar el punto cŕıtico t = 0. Esto ocurrirá en

aquellas direcciones en las que la forma cuadrática asociada al punto cŕıtico se anula,

ya que, en general, la regla de la cadena permite deducir las siguientes igualdades:

d

dt
f(a+ tu)|t=0 = dfa(u) = ∇f(a) · u

d2

dt2
f(a+ tu)|t=0 = d2fa(u) = ut∇2f(a)u

Es decir, la función d2fa(u) = ut∇2f(a)u se corresponde con la segunda derivada de

la función en la dirección u, de la misma forma que dfa(u) = ∇f(a) ·u es la primera

derivada en la dirección u. Por esta razón, puede ser conveniente seguir estudiando

el punto cŕıtico con la ayuda de las funciones f(a+ t · v), en las direcciones v en las

que se anula la diferencial segunda.

Ejemplo 2.3.12 Vamos a calcular y clasificar los puntos cŕıticos del campo

f(x, y) = x3 − 3xy2 + y2.
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Hallamos el gradiente de f y planteamos el sistema:

∇f(x, y) = (3x2 − 3y2,−6xy + 2y)

3x2 − 3y2 = 0

−6xy + 2y = 0

 x2 = y2

−2y(3x− 1) = 0


De la segunda ecuación deducimos que y = 0, o bien x = 1/3. Llevando estos valores

a la primera ecuación, obtenemos tres puntos cŕıticos:

(0, 0),

Å
1

3
,
1

3

ã
,

Å
1

3
,−1

3

ã
Para clasificar los puntos cŕıticos, determinamos la matriz hessiana, las diferenciales

de segundo orden en cada punto y transformamos las correspondiente expresiones

para intentar clasificar los puntos:

∇2f(x, y) =

Ñ
6x −6y

−6y −6x+ 2

é
∇2f(1

3 ,
1
3) =

Ñ
2 −2

−2 0

é
d2f( 1

3
, 1
3

)(u1, u2) = 2u2
1 − 4u1u2 = 2(u1 − u2)2 − 2u2

2

Por lo tanto, (1
3 ,

1
3) es un punto silla.

∇2f(1
3 ,
−1
3 ) =

Ñ
2 2

2 0

é
d2f( 1

3
,−1

3
)(u1, u2) = 2u2

1 + 4u1u2 = 2(u1 + u2)2 − 2u2
2

Por lo tanto, (1
3 ,
−1
3 ) también es un punto silla.

∇2f(0, 0) =

Ñ
0 0

0 2

é
d2f(0,0)(u1, u2) = 2u2

2

En este caso, la matriz hessiana no permite clasificar el punto (0, 0), ya que la

diferencial segunda es mayor o igual a 0 en todas las direcciones y es o en la dirección

(1, 0). Vamos a intentar clasificar el punto estudiando la función en esta dirección:

g(t) = f((0, 0) + t(1, 0)) = f(t, 0) = t3

Dado que g(t) tiene un punto de inflexión en t = 0 (valor del parámetro correspon-

diente al punto (0, 0)), podemos concluir que (0, 0) es un punto silla de f . 2
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Figura 2.9: El campo del ejemplo 2.3.13 tiene un punto silla en (0, 0).

En cualquier caso, debemos insistir en que el estudio del campo escalar sobre las

rectas que pasan por el punto cŕıtico, como hemos hecho en el ejemplo anterior, solo

sirve para demostrar que un punto es punto de silla, pero no para demostrar que es

extremo, tal y como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3.13 Vamos a intentar clasificar el punto cŕıtico del campo

f(x, y) = x2 − 2xy2 + y4 − y5

Hallamos el gradiente de f y planteamos el sistema:

∇f(x, y) = (2x− 2y2,−4xy + 4y3 − 5y4)

2x− 2y2 = 0

−4xy + 4y3 − 5y4 = 0

 x = y2

−4y3 + 4y3 − 5y4 = 0

 x = y2

−5y4 = 0


La única solución de la segunda ecuación es y = 0 y por lo tanto (0, 0) es el único

punto cŕıtico. Para clasificarlo, determinamos la matriz hessiana y la diferencial de

segundo orden:

∇2f(x, y) =

Ñ
2 −4y

−4y −4x+ 12y2 − 20y3

é
∇2f(0, 0) =

Ñ
2 0

0 0

é
d2f(0,0)(u1, u2) = 2u2

1

Por lo tanto, no podemos deducir que (0, 0) sea un mı́nimo, ya que d2f(0,0)(0, 1) = 0.

Si consideramos la función g(t) = f((0, 0) + t(0, 1)) = f(0, t) = t4 − t5, entonces

g(4)(t) = 24−120t y g(4)(0) = 24 > 0; es decir, 0 es un mı́nimo de g(t). Por lo tanto,

el estudio de la matriz hessiana y el estudio de la función g nos dice que el (0, 0) es
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Figura 2.10: Representaciones de f(x, y) = x2 − y2 sobre x2 + y2 = 9.

un mı́nimo local de f restringida a cada recta que pasa por ese punto. Sin embargo,

eso no garantiza que el punto sea mı́nimo local de f . Por ejemplo, consideremos la

curva γ(t) = (t2, t); esta curva pasa por el punto (0, 0), ya que γ(0) = (0, 0) en la

dirección (0, 1), ya que γ′(t) = (2t, 1) y γ′(0) = (0, 1). Si analizamos la función f

restringida a esta curva

f(γ(t)) = f(t2, t) = t4 − 2t2t2 + t4 − t5 = −t5

deducimos f(γ(t)) < 0 si t > 0 y f(γ(t)) > 0 si t < 0, por lo que la (0, 0) no es

extremo local de f . En la figura 2.9 aparece la representación del campo y la curva

sobre la que la función toma valores negativos. 2

2.3.2. Extremos condicionados. Multiplicadores de Lagrange

En la sección anterior hemos afrontado el problema de hallar los extremos locales

de un campo escalar, es decir, los extremos sobre subconjuntos abiertos dentro del

dominio del campo. Sin embargo, en muchas ocasiones nos interesará estudiar los

extremos sobre conjuntos cuyo interior es vaćıo; por ejemplo, estudiar los extremos

de un campo sobre R2 restringiéndonos a una circunferencia. Esta es la situación que

abordamos en esta sección; concretamente, nos planteamos el siguiente problema:

encontrar los extremos del campo f(x1, . . . , xn) sobre un conjunto S definido a partir

de k campos escalares gi(x1, . . . , xn), 1 ≤ k < n:

S = {(x1, . . . , xn) ∈ Rn | gi(x1, . . . , xn) = 0, 1 ≤ i ≤ k}

Más brevemente, enunciamos el problema diciendo: encontrar los extremos del campo

escalar f con las condiciones o restricciones gi(x1, . . . , xn) = 0, para cada i tal que

1 ≤ i ≤ k < n.

En el ejemplo 2.3.6 de la página 96 hemos visto que el campo f(x, y) = x2 − y2

no tiene extremos locales, es decir, el campo no alcanza ni máximo ni mı́nimo sobre
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ningún conjunto abierto. Sin embargo, en la figura 2.10, podemos apreciar que si

restringimos el campo a la circunferencia x2 + y2 = 9, entonces śı aparecen varios

extremos.

En el lado derecho de la misma figura 2.10, vemos la representación del mismo

campo, pero mediante las curvas de nivel para −4, −3, −2, −1, 0, 1, 2, 3 y 4; también

representamos la circunferencia x2 + y2 = 9 sobre la que queremos optimizar el

campo. Si nos fijamos por ejemplo en el punto (3, 0) de la circunferencia, observamos

que la circunferencia y la curva de nivel que pasa por este punto son tangentes. Si

analizamos los valores del campo según nos desplazamos sobre la circunferencia desde

algún punto por debajo de (3, 0) hasta algún punto por encima de él, observamos que

hasta llegar al (3, 0) cortamos curvas de nivel correspondientes a valores crecientes

del campo, y a partir de (3, 0) cortamos curvas de nivel correspondientes a valores

decrecientes del campo. Por lo tanto, podemos afirmar que (3, 0) es un máximo

(local) de f sobre la circunferencia.

Este ejemplo, que más adelante completaremos anaĺıticamente, motiva el siguien-

te resultado que afirma que los candidatos a extremos están entre los puntos tales

que el conjunto de la restricción y la curva o superficie de nivel son tangentes.

Teorema 2.3.14 Sean f, g1, . . . , gk : D ⊂ Rn → R campos escalares diferenciables

y con derivadas parciales continuas. Sea S el subconjunto de Rn formado por los

puntos que verifican las condiciones

gi(x1, . . . , xn) = 0 para todo i = 1, . . . , k

Si x0 es un extremo local de f restringida a S, y {∇gi(x0) | 1 ≤ i ≤ k} es un

sistema de vectores no nulos linealmente independientes, entonces existen números

reales µi tales que

∇f(x0) = µ1∇g1(x0) + · · ·+ µk∇gk(x0)

A las constantes µ1, . . . , µk se las denomina multiplicadores de Lagrange asocia-

dos a x0.

La condición “{∇gi(x0) | 1 ≤ i ≤ k} es un sistema de vectores no nulos linealmente

independientes”, exigida en el teorema, se reduce en la práctica a observar que el

problema está bien planteado, es decir, que no hay condiciones superfluas, y que

están dadas de la mejor forma posible. Los ejemplos y ejercicios que planteemos a

lo largo del tema estarán formulados de esta forma y, por lo tanto, no será necesario

verificar esta condición.
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Figura 2.11: Relación entre gradientes en el método de los multiplicadores de La-

grange.

Este teorema nos da el primer paso a seguir para la determinación de los extremos

condicionados:

Los extremos locales del campo f con las restricciones g1 = 0,. . . , gk = 0, se

encuentran entre los puntos (x1, . . . , xn) cuyas coordenadas son solución del

sistema:

g1(x1, . . . , xn) = 0

. . .

gk(x1, . . . , xn) = 0

D1f(x) = µ1D1g1(x) + · · ·+ µkD1gk(x)

. . .

Dnf(x) = µ1Dng1(x) + · · ·+ µkDngk(x)

Si x1, . . . , xn, µ1, . . . , µk es una solución del sistema, (x1, . . . , xn) se denomina

punto cŕıtico de f con las restricciones g1,. . . , gk y µ1, . . . , µk son sus multi-

plicadores de Lagrange asociados.

En particular, si n = 2 y k = 1, tanto las curvas de nivel como la restricción son

curvas. Además una curva de nivel es tangente a la restricción en x0 si los vectores

normales en x0 son iguales o proporcionales, tal y como vemos en la figura 2.11, es

decir:

∇f(x0) = µ · ∇g(x0)

Ejemplo 2.3.15 Vamos a encontrar los puntos cŕıticos del problema de extremos

condicionados de la figura 2.10:

f(x, y) =x2 − y2 g(x, y) = x2 + y2 − 9 = 0

∇f(x, y) =(2x,−2y) ∇g(x, y) = (2x, 2y)

El sistema de ecuaciones que tenemos que resolver es:

0 = x2 + y2 − 9

2x = 2xµ

−2y = 2yµ
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Y

X3

Figura 2.12: Puntos cŕıticos del ejemplo 2.3.15.

De la segunda ecuación obtenemos que o bien x = 0 o bien µ = 1. En el primer

caso obtenemos, por la primera ecuación, las posibilidades y = 3 o y = −3, y por la

tercera, µ = −1. Del caso µ = 1, obtenemos de la tercera ecuación que y = 0, y por

la primera llegamos a las posibilidades x = 3 o x = −3. De esta forma, los puntos

cŕıticos y sus correspondientes multiplicadores son:

(3, 0)→ µ = 1

(−3, 0)→ µ = 1

(0,−3)→ µ = −1

(0, 3)→ µ = −1

En la figura 2.12 aparecen representadas las dos curvas de nivel tangentes a la res-

tricción, x2 − y2 = 9, x2 − y2 = −9, aunque cada una de ellas tiene dos ramas.

2

Igual que para los extremos no condicionados, después de calcular los puntos

cŕıticos, el problema será decidir cuáles son máximos, cuáles mı́nimos y cuáles no

son extremos. Para ello, recurrimos igualmente a la segunda derivada, es decir, a la

matriz hessiana tal y como recoge el siguiente resultado. El teorema establece que,

para determinar la naturaleza de un punto cŕıtico a, tenemos que estudiar el signo

de la forma cuadrática d2Fa restringiéndonos al subespacio T .

Teorema 2.3.16 Sea a un punto cŕıtico de f sujeto a las restricciones gi = 0,

1 ≤ i ≤ k, y sean α1,. . . , αk sus multiplicadores de Lagrange. Consideremos el

campo Fa : D ⊂ Rn → R definido por

Fa(x) = f(x)− α1g1(x)− · · · − αkgk(x)

y sea T el espacio vectorial tangente a S en a (la dimensión del subespacio T es

n− k).

1. Si d2Fa(u) > 0 para todo u ∈ T , u 6= 0, entonces a es punto mı́nimo local.
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2. Si d2Fa(u) < 0 para todo u ∈ T , u 6= 0, entonces a es punto máximo local.

3. Si d2Fa(u1) > 0 para algún u1 ∈ T , u1 6= 0, y d2Fa(u2) < 0 para algún

u2 ∈ T , u2 6= 0, entonces a no es extremo.

En cualquier otro caso, no considerado en el teorema anterior, no podemos deducir

nada.

Vemos a continuación cómo queda este resultado si lo aplicamos a campos esca-

lares de dos variables y una restricción.

Corolario 2.3.17 Sea (a1, a2) un punto cŕıtico de f(x, y) sobre g(x, y) = 0, y α

su multiplicador de Lagrange; consideremos el campo

F (x, y) = f(x, y)− αg(x, y)

y sea (u1, u2) un vector perpendicular a ∇g(a1, a2)

1. Si d2F(a1,a2)(u1, u2) > 0, entonces (a1, a2) es punto mı́nimo local.

2. Si d2F(a1,a2)(u1, u2) < 0, entonces (a1, a2) es punto máximo local.

Como en el teorema general, si d2F(a1,a2)(u) = 0, no podemos deducir nada.

Para trabajar con las funciones Fa, es conveniente utilizar su definición en térmi-

nos de f y g y las propiedades de linealidad del vector gradiente y la matriz hessiana:

∇Fa = ∇f − α∇g
∇2Fa = ∇2f − α∇2g

Ejemplo 2.3.18 Anteriormente, hemos calculado los puntos cŕıticos del campo

f(x, y) = x2 − y2 sujeto a la restricción g(x, y) = x2 + y2 − 9 = 0 y hemos vis-

to que estos puntos son

(3, 0)→ µ = 1

(−3, 0)→ µ = 1

(0,−3)→ µ = −1

(0, 3)→ µ = −1

Vamos a clasificar los puntos cŕıticos (3, 0) y (0, 3) (los otros dos se clasifican de

forma similar).

Para estudiar el punto (3, 0) con multiplicador 1, utilizamos el campo

F (x, y) = f(x, y)− g(x, y) = x2 − y2 − (x2 + y2 − 9) = −2y2 + 1

∇F (x, y) = ∇f(x, y)−∇g(x, y)t = (2x,−2y)− (2x, 2y) = (0,−4y)

∇2F (x, y) = ∇2f(x, y)−∇2g(x, y) =

Ñ
2 0

0 −2

é
−

Ñ
2 0

0 2

é
=

Ñ
0 0

0 −4

é
∇2F (3, 0) =

Ñ
0 0

0 −4

é
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Dado que ∇g(x, y) = (2x, 2y), tenemos que ∇g(3, 0) = (6, 0) y un vector perpendi-

cular a él es u = (0, 1).

d2F(3,0)(0, 1) = (0 1)

Ñ
0 0

0 −4

éÑ
0

1

é
= −4 < 0

En consecuencia, (0, 3) es un máximo local.

Para estudiar el punto (0, 3), con multiplicador −1, utilizamos el campo

G(x, y) = f(x, y) + g(x, y) = x2 − y2 + (x2 + y2 − 9) = 2x2 − 9

∇F (x, y) = ∇f(x, y) +∇g(x, y) = (2x,−2y) + (2x, 2y) = (4x, 0)

∇2G(x, y) = ∇2f(x, y) +∇2g(x, y) =

Ñ
2 0

0 −2

é
+

Ñ
2 0

0 2

é
=

Ñ
4 0

0 0

é
∇2G(0, 3) =

Ñ
4 0

0 0

é
Dado que ∇g(x, y) = (2x, 2y), tenemos que ∇g(0, 3) = (0, 6) y un vector perpendi-

cular a él es u = (1, 0).

d2G(0,3)(1, 0) = (1 0)

Ñ
4 0

0 0

éÑ
1

0

é
= 4 > 0

En consecuencia, (0, 3) es un mı́nimo local. 2

Realmente, el método de los multiplicadores de Lagrange solo es estrictamente

necesario si no es posible reducir unas variables a otras a partir de las restricciones

que determinan el enunciado. Incluso aunque tal reducción sea posible, el proce-

so resultante puede ser más complejo; por ejemplo, en la restricción x2 + y2 = 1

necesitaŕıamos cuatro igualdades para hacer esta reducción,

y =
√

1− x2, y = −
√

1− x2, x =
√

1− y2, x = −
√

1− y2,

y analizar posteriormente todos los puntos obtenidos. Sin embargo, cuando esta

reducción sea asequible y el resultado sea sencillo, será el método más adecuado.

Ejemplo 2.3.19 Vamos a calcular los extremos de f(x, y, z) = x2 + 6y− z2, sujeto

a las restricciones 2x− y = 0, y + z = 0, podemos reducir las variables y y z,

y = 2x

z = −y = −2x

de forma que el problema es equivalente a obtener los extremos de la función de una

variable

g(x) = f(x, 2x,−2x) = x2 + 6 · 2x− (−2x)2 = −3x2 + 12x
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Para esta función podemos aplicar las técnicas de optimización de funciones de una

variable:

g(x) = −3x2 + 12x

g′(x) = −6x+ 12

g′(x) = 0⇔ x = 2

g′′(x) = −6

g′′(2) = −6 < 0⇒ x = 2 es máximo de g

Por lo tanto, (2, 2 · 2,−2 · 2) = (2, 4,−4) es un máximo local del campo f . 2

2.3.3. Extremos absolutos

Para concluir la lección, vamos a analizar como tendŕıamos que resolver un pro-

blema en el que necesitemos obtener los extremos absolutos de un campo sobre un

conjunto cerrado y acotado C.

En primer lugar, dividimos C en dos conjuntos, C = U ∪ B, en donde U es el

interior de C y B su frontera. Los candidatos a ser extremos absolutos de f sobre

C son:

1. Los puntos cŕıticos de f en U .

2. Los puntos cŕıticos de f sobre B, que pueden ser obtenidos por el método de

los multiplicadores de Lagrange, reduciendo variables, considerando distintas

secciones en la frontera,. . .

3. Si hemos dividido la frontera en varias secciones, también deberemos considerar

como candidatos los puntos en donde se unen estas secciones.

Para determinar los máximos y mı́nimos absolutos, basta con evaluar f sobre todos

los puntos anteriores y determinar cuál es el valor máximo y cuál es el valor mı́nimo.

Ejemplo 2.3.20 Vamos a determinar los extremos absolutos del campo

f(x, y) = xy(1− x2 − y2)

en el cuadrado 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1 (ver figura 2.13).

D1f(x, y, z) = y − 3x2y − y3 = 0, D2f(x, y, z) = x− 3y2x− x3 = 0

y(1− 3x2 − y2) = 0, x(1− 3y2 − x2) = 0

Dado que buscamos puntos cŕıticos en el interior del cuadrado, entonces x 6= 0,

y 6= 0. A partir de las ecuaciones 1−3x2−y2 = 0 y 1−3y2−x2 = 0, es fácil deducir

que x = 1/2 e y = 1/2.
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Z

X

Y

Figura 2.13: Representación del ejemplo 2.3.20.

Ahora hallamos los puntos cŕıticos en los bordes del cuadrado usando la reducción

de variables:

Si x = 0, g1(y) = f(0, y) = 0, y debemos de considerar todos los puntos.

Si y = 0, g2(x) = f(x, 0) = 0, y debemos de considerar todos los puntos.

Si x = 1, g3(y) = f(1, y) = −y3; el único punto cŕıtico es y = 0 que queda en

el extremo del intervalo.

Si y = 1, g4(x) = f(x, 1) = −x3; el único punto cŕıtico es x = 0 que queda en

el extremo del intervalo.

Ahora solo tenemos que evaluar el campo en todos los puntos obtenidos y en los

cuatro vértices del cuadrado para decidir cuál es el máximo y cuál el mı́nimo.

f(1/2, 1/2) = 1/8

f(x, 0) = 0

f(0, y) = 0

f(1, 1) = −1

Por lo tanto, (1/2, 1/2) es máximo absoluto y (1, 1) es mı́nimo absoluto. 2

2.3.4. Cálculo de distancias

Una aplicación de los métodos de optimización es el cálculo de distancias entre

lugares geométricos. Si A y B son dos subconjuntos de R2, la distancia entre A y

B es la menor de las distancias entre puntos de A y puntos de B. Por esta razón,

el cálculo de estas distancias suponen la resolución de un problema de optimización

en donde la función a optimizar es la distancia entre dos puntos.

Recordemos que la distancia ente dos puntos (a, b) y (c, d) es»
(a− c)2 + (b− d)2 (2.4)
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por lo que esta será la expresión que tendremos que optimizar en los problemas

sobre distancias. Sin embargo, teniendo en cuenta que la función ráız cuadrada

es creciente, la expresión 2.4 será máxima (respectivamente, mı́nima) si y solo la

siguiente expresión lo es:

(a− c)2 + (b− d)2

También podemos usar otras fórmulas ya conocidas para abordar problemas parti-

culares. Por ejemplo, si uno de los conjuntos es una recta, podemos usar la siguiente

fórmula que determina la distancia entre un punto (a, b) y una recta Ax+By+C = 0:

|Aa+Bb+ C|√
A2 +B2

También podemos simplificar esta expresión si la usamos en problemas de optimi-

zación: para optimizar la distancia de una recta Ax + By + C = 0, a un lugar

geométrico D , consideramos la función

f(x, y) = (Ax+By + C)2, (x, y) ∈ D
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Relación de ejercicios 2.1

1. Represente gráficamente las funciones:

a) f(x) = x3 + 2x2 b) g(x) =
3x2

1 + x3
c) h(x) =

x3

(2x− 1)(2x+ 1)

2. Las funciones seno hiperbólico senh(x), y coseno hiperbólico cosh(x), se definen

como:

cosh(x) =
ex + e−x

2
, senh(x) =

ex − e−x

2
,

a) Demuestre que d
dx cosh(x) = senh(x), y d

dx senh(x) = cosh(x)

b) Demuestre la igualdad: cosh2(x)− senh2(x) = 1 para todo x ∈ R.

c) Represente gráficamente las funciones senh(x) y cosh(x).

3. Consideramos los puntos P = (−2,−1) y Q = (3, 0):

a) Defina una parametrización del segmento que va de P a Q usando el

intervalo [0, 1] como recorrido del parámetro.

b) Defina una parametrización del segmento que va de P a Q usando el

intervalo [−1, 1] como recorrido del parámetro.

c) Defina una parametrización del segmento que va de Q a P .

d) Determine la ecuación general de la recta que pasa por P y Q.

4. Consideramos la curva C definida por la siguiente parametrización:

x(t) = t2 − t y(t) = t3 − 3t t ∈ R.

a) Dibuje la curva C.

b) Determine las rectas tangente y normal a C en el punto (2, 2),describiéndo-

las con sus ecuaciones paramétricas y cartesianas.

c) Determine todos los puntos de tangencia horizontal y vertical de C.

5. Dibuje la curva

x(t) =
3t

1 + t3
y(t) =

3t2

1 + t3
, t ∈ (−∞,−1) ∪ (−1,+∞)

Determine los puntos de tangencia horizontal y vertical y compruebe que y =

−x− 1 es una aśıntota de la curva.

6. La gráfica de la función f(θ) = 2 cos θ + sen 2θ es la que se muestra abajo. A

partir de esa gráfica, dibuje la curva polar r = f(θ).
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θ
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√
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Y

7. Dibuje la curva polar r = 2 + sen(4θ), θ ∈ [0, 2π]. Halle la ecuación de la recta

tangente a esta curva para θ =
π

2
.

8. Dibuje la curva polar r = 2− sec θ, θ ∈ (
−π
2
,
π

2
) y compruebe que x = −1 es

una aśıntota de la curva.

9. Identifique los siguientes lugares geométricos, determine sus caracteŕısticas

principales, obtenga una parametrización y dibujelas.

a) x2 + y2 − 6x+ 5 = 0 b) x2 + y2 − 6x+ 10 = 0

c) x2 + y2 − 6x+ 9 = 0 d) x2 − 4x− 4y2 = 0

e) x2 + 2x+ 4y2 − 3 = 0 f ) y2 − 4x+ 2y + 5 = 0

10. Determine una parametrización de la elipse con centro en el punto (1, 0), ejes

paralelos a los ejes de coordenadas y semiejes
√

2 y 1.
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Relación de ejercicios 2.2

1. Determine y represente el dominio de los siguientes campos:

a) f(x, y) =
√

1− x2 − y2, b) g(x, y) = log
y

x2 + y2 − 1
.

2. Determine las curvas de nivel de los siguientes campos escalares, representándo-

las para algunos valores.

a) f(x, y) = y + cos 2x, b) g(x, y) = ey−x
2
, c) h(x, y) =

2x2 + y2

x− 2y
.

3. Halle el vector gradiente de los siguientes campos.

a) f(x, y) = log(senxy) b) g(x, y, z) = x2y3z4

4. Calcule la derivada direccional del campo f(x, y) = x3 + 3xy en el punto (1, 1)

a lo largo de la recta y = x y en la dirección de decrecimiento de x.

5. Encuentre las ecuaciones del plano tangente y de la recta normal al grafo del

campo f(x, y) =
x2

x+ y
en el punto (2, 2, 1).

6. Encuentre las ecuaciones del plano tangente y la recta normal a la superficie

x sen y + x2ez = 4 en el punto (2, π, 0).

7. Pruebe que las superficies

x+ y2 + 2z3 = 4, 3z log(y) + 13z − 12zx = 1

son ortogonales en todos los puntos de intersección. Es decir, las rectas nor-

males a las superficies en estos puntos son ortogonales.

8. Consideramos la curva

9x2 + 4xy + 6y2 − 14x+ 8y + 10 = 0

a) Halla la recta tangente a la curva en el punto
(

4
5 ,
−3
5

)
.

b) Halla los puntos de la curva cuya tangente es horizontal.
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Relación de ejercicios 2.3

1. Identifique y clasifique (si existen) los puntos cŕıticos de los siguientes campos:

a) f(x, y) = x3 + y3 − 3xy b) g(x, y) = (x2 + y2)ex−y

c) h(x, y) = 2x4 + 4x2 + y2 + 8xy + 4y + 3

2. Determine y clasifique los puntos cŕıticos de f(x, y) = x3+y3 sobre la restrición

x2 + y2 = 1.

3. Consideramos el campo f(x, y) = 3x2 + y3:

a) Determine, sin clasificar, todos los puntos cŕıticos del campo f sobre la

curva x2 + y2 = 9

b) Uno de los puntos obtenidos en el apartado anterior debe ser (
√

5, 2):

clasifique este punto.

4. Consideremos la función f(x, y) = −3xy2 + 4y2− 10xy+ 12y+ 4x2− 15x+ 14.

a) Compruebe que (1,−1) es un punto cŕıtico de f(x, y) sujeto a la condición

x− 2y − 3ex+y = 0.

b) Clasifique el punto cŕıtico del apartado anterior.

5. Sabemos que (2, 1) es un punto cŕıtico de un campo f(x, y) sujeto a la res-

tricción x3 + y2 − 4xy − y = 0, siendo α = 1
2 el multiplicador de Lagrange y

∇2f(2, 1) =

Ñ
5 0

0 −3

é
. Determine si el punto cŕıtico es máximo o mı́nimo.

6. Calcule la distancia entre las parábolas 4x2 = 8y+ 7, y2 = 4x− 8. Indicación:

es mejor reducir variables en lugar de usar multiplicadores de Lagrange.

7. Aplique el método de los multiplicadores de Lagrange para hallar las distancias

máximas y mı́nimas de un punto de la elipse x2 + 4y2 = 5 a la recta x+ y = 4.

8. Halle los valores máximo y mı́nimo del campo escalar f(x, y) = exp
(−xy

4

)
en

la región x2 + y2 ≤ 2.

9. Halle los valores máximo y mı́nimo del campo escalar f(x, y) = x2−xy+y2 +1

en la región triangular cerrada del primer cuadrante acotada por las rectas

x = 0, y = 4, y = x.
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Relación de ejercicios 2.4

1. Halle la ecuación de la recta tangente a la curva x = 2 cotg(t), y = 2 sen2(t),

en t0 =
π

4

2. Consideramos la curva: (x(t), y(t)) =

Å
2t2

1 + t2
,

2t3

1 + t2

ã
, t ∈ R.

a) Halle: ĺımt→+∞(x(t), y(t)) y ĺımt→0
y′(t)

x′(t)
.

b) Dibuje la curva.

3. Halle los puntos de la curva x = 2(t + t sen t), y = 2(1 − cos t) en los que la

tangente sea horizontal.

4. Halle los puntos de la curva x = cos t + t sen t, y = sen t − t cos t en los que

la tangente sea vertical.

5. Demuestre que las ecuaciones:
x(t) =

a(1− t2)

1 + t2

y(t) =
2bt

1 + t2

son una parametrización de la elipse
x2

a2
+
y2

b2
= 1. ¿Cómo se desplaza un punto

por la curva cuando crece el parámetro t?

6. Localice los puntos de tangencia horizontal y vertical, si los hay, de las curvas

polares siguientes

a) r = 1 + sen θ, b) r = a sen θ cos2 θ

7. Dibuje las siguientes curvas dadas en coordenadas polares.

a) r = 2 +
1

θ
b) r = 1 +

1

2
cos θ (Caracol de Pascal)

c) r =
√

cos 2θ d) r = 4 cos θ (Circunferencia)

e) r =
16

5− 3 cos θ
(Elipse) f ) r =

2

1− cos θ
(Parábola)

8. Determine la ecuación de las aśıntotas de la curva r = 2 cos 2θ sec θ

9. Halle la ecuación de la recta tangente a la curva r =
6

2 sen θ − 3 cos θ
en θ = π
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10. Encuentre la ecuación de las circunferencias descritas a continuación:

a) Centro (3,−4), radio
√

30

b) Con centro en el segundo cuadrante, tangente a los ejes de coordenadas

y radio 4.

c) Con centro en (2,−3) y pasando por el punto (5, 4).

d) Que tiene el segmento que une (−1, 2) y (5,−6) como diámetro.

e) Que pasa por los puntos (1, 0), (3, 4) y (5, 0).

11. Halle el centro y radio de las siguientes circunferencias.

a) (x− 2)2 + (y + 3)2 = 36

b) x2 + y2 − 4x+ 6y = 3

c) x2 + y2 + 8x = 9

12. Dibuje las parábolas y = x2 − 4x − 5 e y2 − 3x + 1 = 0, determinando el

vértice y el eje.

13. Dibuje la elipse
x2

9
+
y2

4
= 1 y determine sus ejes, vértices y focos.

14. Dibuje la hipérbola
x2

16
− y

2

6
= 1 y determine su ejes, focos, vértices y aśıntotas.

15. Determine el dominio de los siguientes campos:

a) f(x, y) =
1

y
cosx2 b) f(x, y) =

x2 − y2

x− y
c) f(x, y) = log(1− xy) d) f(x, y) = log(x2 + y2)

e) f(x, y) =
x√

x2 + y2
f ) f(x, y) =

sen(x2 + y2)

x2 + y2

16. Describa las curvas de nivel de los siguientes campos y dibuje algunas. Esboce

sus gráficas:

a) f(x, y) = 2x+ y b) f(x, y) = cos(2x+ y)

c) f(x, y) = y2 − x d) f(x, y) =
√
x2 + y2 − 1

17. Halle el vector gradiente de los siguientes campos:

a) f(x, y) = ex cos y, b) f(x, y) = tg(x2 + y2)

18. Calcule la derivada direccional del campo f(x, y) = x2 +y senh(xy) en el punto

(2, 0), a lo largo de la recta tangente a la curva y =
√
x+ 7− 3 en la dirección

de decrecimiento de x.

19. Encuentre la ecuación del plano o recta tangente a la superficie o curva en el

punto indicado, aśı como la de la recta normal:
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a) x sen y + x2ez = 4 en (2, π, 0), b) x3y − x2

y
= 4 en (2, 1)

c) xz2 +
(2x− z)2

y3
= 19 en (2, 1, 3), d) 3xey + xy3 = 2 + x en (1, 0)

e) z = senxy en (1, π/2, 1), f ) z =
x2

x+ y
en (2, 2, 1)

g) z = log(x2 + y) en (1, 0, 0), h) z = x2exy en (3, 0, 9)

20. Encuentre el punto de la superficie z = xy en donde la recta normal es paralela

a la recta x = 3− 2t, y = 4 + 5t, z = 3 + 3t.

21. Encuentre el punto de la superficie z = x2 + y2 en donde el plano tangente es

paralelo al plano 6x− 4y + 2z = 5.

22. Encuentre todos los puntos de la superficie z = x2y en donde el plano tangente

es ortogonal a la recta x = 2− 6t, y = 3− 12t, z = 2 + 3t.

23. Pruebe que las siguientes superficies son ortogonales en todos los puntos de

intersección:

x2 − 2y2 + z2 = 0, xyz = 1,

24. Consideramos la siguiente superficie: x ex+y + y eA(y+z) + z eB(z−x) = 1

Determine los valores de A y B para que el plano tangente a la superficie en

el punto (1,−1, 1) sea paralelo al plano −2x+ 2y+ z = 3 y proporcione dicho

plano tangente.

25. Identifique y clasifique los puntos cŕıticos de las siguientes funciones:

a) z = x2 − 2xy + y3 b) z = x2y − 2xy

c) z = 2x2 − xy − 3y2 − 3x+ 7y d) z = x2 − xy + y2 − 2x+ y

e) z = (5x+ 7y − 25)e−(x2+xy+y2) f ) z = x ex − (1 + ex) cos y

26. Determine y clasifique los puntos cŕıticos de z = e2x+3y(8x2 − 6xy + 3y2).

27. Determine y clasifique los puntos cŕıticos de f(x, y) = y x2 exy.

28. Determine y clasifique los puntos cŕıticos de f(x, y, z) = x2 + y2 + 7z2 − xy

29. Determine y clasifique los puntos cŕıticos de f(x, y) = x2x+ y2z + 2
3z

3 − 4x−
4y − 10z + 1.

30. Encuentre el máximo y el mı́nimo absoluto del campo

f(x, y) =
−1√
x2 + y2

en el conjunto de puntos tales que (x− 5)2 + y2 ≤ 1.

31. Determine y clasifique los puntos cŕıticos del campo escalar

f(x, y) = 4y − 2x− x2y

sujeto a la condición xy = −1.
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32. En los siguientes apartados, halle los máximos y mı́nimos absolutos de las

funciones en los dominios dados:

a) f(x, y) = x2 +xy+y2−6x en la placa rectangular 0 ≤ x ≤ 5, −3 ≤ y ≤ 3.

b) g(x, y) = 48xy−32x3−24y2 en la placa rectangular 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1.

33. Halle los valores máximo y mı́nimo del campo f(x, y) = x2y(4 − x − y) en el

triángulo limitado por las rectas x = 0, y = 0, x+ y = 6.

34. Consideremos el campo escalar:

f(x, y) = −xy2 + 11y2 + 4xy + 10y + x2 + x+ 5

a) Comprueba que (2,−1) es un punto cŕıtico de f .

b) Halla ∇2f(2,−1) y d2f(2,−1)(u, v).

c) Clasifica el punto cŕıtico (2,−1).

35. Consideremos la función f(x, y) = 3x2 + 3y2− 10xy+ 4x+ 4y. Demuestre que

(−1,−1) es un punto cŕıtico de f sobre la restricción x2 +y2 = 2 y clasif́ıquelo.
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TEMA 3

Cálculo integral

Contenido:

Lección 3.1: Cálculo de primitivas. Integración por partes. Cambios de

variable.

Lección 3.2: Ecuaciones diferenciales. Ecuaciones de variables separa-

bles. Ecuaciones exactas. Ecuaciones lineales. Cambios de variables. Trayecto-

rias ortogonales.

Lección 3.3: Integración de funciones de una variable. Teorema fun-

damental del cálculo y regla de Barrow. Aplicaciones geométricas.

Lección 3.4: Integración doble. Teorema de Fubini y consecuencias. Teo-

rema de cambio de variable. Aplicaciones.

Prerrequisitos: Aunque el tema es autocontenido, es conveniente haber trabajado

previamente con primitivas e integrales definidas, en particular, las primitivas se han

estudiado en el primer tema.

Objetivos: Conocer y saber aplicar las técnicas fundamentales del cálculo de pri-

mitivas y de la resolución de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden,

identificando modelos básicos en ambos problemas. Saber calcular integrales defini-

das en un variable y en dos variables, y en este caso utilizando tanto el teorema de

Fubini como cambios de variable. Saber calcular algunas magnitudes geométricas

usando integración.
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Resultados de aprendizaje:

Identificar y resolver algunos tipos concretos de primitivas: integrales inmedia-

tas, potencias de funciones trigonométricas, funciones racionales, casos básicos

resolubles con integración por partes, funciones racionales en seno y coseno.

Saber aplicar cambios de variables para resolver primitivas.

Identificar y resolver los tipos básicos de ecuaciones diferenciales ordinarias de

primer orden: separables, exactas y lineales. Ya sea para encontrar soluciones

generales o particulares.

Saber aplicar cambios de variable para resolver ecuaciones diferenciales ordina-

rias de primer orden. Ya sea para encontrar soluciones generales o particulares.

Calcular áreas de regiones planas delimitadas por gráfos de funciones reales

o por curvas paramétricas, volúmenes por secciones, volúmenes de revolución

usando secciones circulares o capas, longitud de curvas parametrizadas, inte-

grales de ĺınea mediante la definición o usando el teorema de Green.

Calcular integrales dobles usando el teorema de Fubini, tanto en regiones rec-

tangulares como en regiones delimitadas por grafos.

Saber aplicar el teorema de cambio de variable para calcular integrales do-

bles. Reconocer si es adecuado utilizar coordenadas polares para calcular una

integral doble.
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LECCIÓN 3.1

Cálculo de primitivas

El cálculo de primitivas es la parte del cálculo integral que consiste en buscar una

función cuya derivada coincida con una expresión dada. Por esta razón, se dice que

el cálculo de primitivas es el proceso inverso a la derivación. Por ejemplo, dada la

función f(x) = 3x2, el objetivo es encontrar una función F (x) tal que F ′(x) = f(x);

en este caso, podemos considerar la función F (x) = x3, pues F ′(x) = 3x2 = f(x).

Sin embargo, a diferencia del cálculo de derivadas, el cálculo de primitivas no es

un proceso automático. Es más, en muchos casos no es posible calcular la primitiva de

una expresión en términos de funciones elementales, por ejemplo, para las funciones

f(x) = e−x
2

o g(x) =
senx

x
se sabe que existen primitivas pero no es posible

expresarlas en términos de funciones elementales.

En esta lección, repasamos los tres métodos básicos de integración (identificación

de integrales inmediatas, integración por partes y sustitución o cambio de variable)

y proporcionaremos las estrategias necesarias para abordar el cálculo de la primitiva

de algunos tipos de funciones (racionales, irracionales y trigonométricas).

Definición 3.1.1 F es una primitiva de f en el intervalo I si F ′(x) = f(x) para

todo x en I.

Obsérvese que cualquier otra función construida a partir de la función F (x) sumándo-

le una constante también valdŕıa, pues la derivada de cualquier función constan-

te es 0. Aśı, FC(x) = x3 + C es también una primitiva de f(x) = 3x2 ya que

F ′C(x) = 3x2 = f(x).

Proposición 3.1.2 Si F es una primitiva de f en un intervalo I entonces la fun-

ción G es primitiva de f si y sólo si G es de la forma:

G(x) = F (x) + C para todo x en I

donde C es una constante.

De esta forma, llamamos integral indefinida a la familia de todas las primitivas

de una función y escribimos ∫
f(x) dx = F (x) + C,

siendo F una primitiva de f . En esta expresión, f(x) se llama integrando, dx indica

la variable de integración y C se denomina constante de integración.

El teorema fundamental del cálculo relaciona la integral definida y el cálculo de

primitivas, estableciendo la existencia de primitivas para cualquier función continua.
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Teorema 3.1.3 (Fundamental del cálculo) Sea f una función continua en

[a, b] y consideremos la función

F (x) =

∫ x

a
f(t)dt.

La función F aśı definida es derivable en (a, b) y verifica que F ′(x) = f(x).

Sin embargo, tal y como comentábamos en la introducción, en esta lección nos plan-

teamos determinar primitivas que se expresen en términos de funciones elementales.

La relación que existe entre los conceptos de derivada y primitiva permite deducir

fácilmente las propiedades de linealidad del operador, tal y como establecemos en el

siguiente resultado.

Proposición 3.1.4 La integral indefinida verifica las siguientes propiedades:∫
(f(x) + g(x)) dx =

∫
f(x) dx+

∫
g(x) dx∫

k · f(x) dx = k ·
∫
f(x) dx, para todo k ∈ R

Ejemplo 3.1.5 La integral indefinida de la función 15x2 − 3 senx es∫
(15x2 − 3 senx) dx =

∫ (
5(3x2) + 3(− senx)

)
dx =

= 5

∫
3x2 dx+ 3

∫
− senx dx =

= 5x3 + 3 cosx+ C 2

En el resto del tema se proporcionan algunos métodos y estrategias para el cálculo

de primitivas. En primer lugar, se presentan los tres métodos básicos de cálculo de

primitivas: integración inmediata, integración por partes y cambio de variable o

sustitución. El objetivo en cada uno de ellos es conocer y saber aplicar el método en

cada caso y aśı aprender a identificar qué método es más adecuado para calcular la

primitiva de una función dada.

Integrales inmediatas. Las fórmulas de derivación, léıdas en sentido inverso,

proporcionan el método básico para calcular primitivas; estas fórmulas se conocen

como integrales inmediatas. Es más, el objetivo de los distintos métodos y fórmulas

que veremos en el resto de la lección es transformar una función en una o varias

funciones que se puedan integrar usando integrales inmediatas.

En la figura 3.1, aparece una tabla con las derivadas, y las correspondientes

integrales inmediatas, que se usan más frecuentemente en el cálculo de primitivas;

en el ejemplo 3.1.5, hemos usado la propiedad de linealidad y la primitiva de las

funciones polinómicas y trigonométricas que aparecen en esta tabla.
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Fórmulas de derivación Fórmulas de integración

d

dx
(xα) = αxα−1

∫
xα dx =

xα+1

α+ 1

∫
(f(x))αf ′(x) dx =

(f(x))α+1

α+ 1

α ∈ R α 6= −1 α 6= −1
d

dx
(ex) = ex

∫
ex dx = ex

∫
ef(x)f ′(x) dx = ef(x)

d

dx
(log x) =

1

x

∫
1

x
dx = log |x|

∫
f ′(x)

f(x)
dx = log |f(x)|

d

dx
(senx) = cosx

∫
cosx dx = senx

∫
sen(f(x))f ′(x) dx = − cos(f(x))

d

dx
(cosx) = − senx

∫
senx dx = − cosx

∫
cos(f(x))f ′(x) dx = sen(f(x))

d

dx
(arctg x) =

1

1 + x2

∫
dx

1 + x2
= arctg x

∫
f ′(x)

1 + f(x)2
dx = arctg f(x)

Figura 3.1: Derivadas e integrales inmediatas.

3.1.1. Integración por partes

La fórmula de integración por partes es una consecuencia de la regla de derivación

del producto de funciones:

d

dx
(u(x)v(x)) = u′(x)v(x) + u(x)v′(x)

u(x)v(x) =

∫
v(x)u′(x) dx+

∫
u(x)v′(x) dx∫

u(x)v′(x) dx = u(x)v(x)−
∫
v(x)u′(x) dx

Escribimos a continuación el enunciado con las condiciones necesarias para su

aplicación.

Teorema 3.1.6 Dadas dos funciones, u y v, derivables y con derivadas continuas,

se verifica: ∫
u(x)v′(x)dx = u(x)v(x)−

∫
v(x)u′(x)dx

Si u es una función, es frecuente utilizar la siguiente notación cuando trabajamos

con integrales:

du = u′(x)dx

Esta notación, permitirá escribir fácilmente pasos intermedios y abreviar algunas

fórmulas. Por ejemplo, usando esta notación, podemos escribir la fórmula de inte-

gración por partes como sigue:∫
udv = u v −

∫
v du

Es recomendable usar integración por partes cuando el integrando está dado

como producto de dos funciones de distinto “tipo”. Por ejemplo, una expresión

polinómica por una exponencial o por una trigonométrica.

Grados en Ingenieŕıa Informática, del Software y de Computadores



128 Cálculo para la computación

Ejemplo 3.1.7 Para calcular la integral

∫
xex dx identificamos las siguientes fun-

ciones:

u = x =⇒ du = dx

dv = ex dx =⇒ v = ex

y aplicamos el método de integración por partes:∫
xex dx = xex −

∫
ex dx

La integral que queda por resolver es inmediata:∫
xex dx = xex −

∫
ex dx = xex − ex + C = (x− 1)ex + C 2

En algunos casos, como en el ejemplo siguiente, será necesario aplicar el método

reiteradamente.

Ejemplo 3.1.8 Para calcular la integral

∫
x2ex dx identificamos las siguientes fun-

ciones:

u = x2 =⇒ du = 2x dx

dv = ex dx =⇒ v = ex

y aplicamos el método de integración por partes:∫
x2ex dx = x2ex −

∫
2xex dx = x2ex − 2

∫
xex dx

La integral que hemos obtenido se resuelve también por partes, como hemos visto

en el ejemplo anterior. Al final, agrupando las expresiones se obtiene:∫
x2ex dx = x2ex − 2

∫
xex dx = x2ex − 2(x− 1)ex = (x2 − 2x+ 2)ex + C 2

En ocasiones, cuando se aplica reiteradamente este método volvemos a obtener

la integral de partida. Este tipo de integrales se denominan ćıclicas y la solución se

obtiene “despejando” la integral de partida de la ecuación resultante.

Ejemplo 3.1.9 Para calcular la integral

∫
ex senx dx identificamos las siguientes

funciones:

u = ex =⇒ du = ex dx

dv = senx dx =⇒ v = − cosx

y aplicamos el método de integración por partes:∫
ex senx dx = −ex cosx−

∫
−ex cosx dx = −ex cosx+

∫
ex cosx dx
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Para calcular la integral

∫
ex cosx dx que aparece en la expresión obtenida, identi-

ficamos las funciones como sigue:

u = ex =⇒ du = ex dx

dv = cosx dx =⇒ v = senx,

y volvemos a aplicar el método de integración por partes,∫
ex cosx dx = ex senx−

∫
ex senx dx,

para obtener la misma integral de partida. Si agrupamos las expresiones:∫
ex senx dx = −ex cosx+ ex senx−

∫
ex senx dx,

podemos despejar la expresión

∫
ex senx dx y obtener el resultado final:

∫
ex senx dx =

−ex cosx+ ex senx

2
+ C 2

Como vemos en el siguiente ejemplo, otra de las aplicaciones de este método es

integrar funciones simples no inmediatas.

Ejemplo 3.1.10 Para calcular la integral

∫
log x dx identificamos las siguientes

funciones:

u = log x =⇒ du =
1

x
dx

dv = dx =⇒ v = x

y aplicamos el método de integración por partes:∫
log x dx = x log x−

∫
x · 1

x
dx = x log x− x+ C 2

3.1.2. Cambio de variable o sustitución

A partir de la regla de la cadena se deduce la fórmula general del cambio de

variable que permite aplicar el método de sustitución.

Teorema 3.1.11 (De cambio de variable) Dadas dos funciones f , g con f y g′

continuas, se verifica que: ∫
f(g(x))g′(x)dx = F (g(x)),

en donde F es una primitiva de la función f .
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La forma más simple de aplicar este resultado es con el siguiente proceso, deno-

minado sustitución directa.∫
f(g(x))g′(x) dx

(1)
=

∫
f(t) dt

(2)
= F (t)

(3)
= F (g(x)) + C

Es decir, en primer lugar (1) hacemos la sustitución:

g(x) = t

g′(x)dx = dt

A continuación, (2) hallamos la integral

∫
f(t)dt = F (t); y por último, (3) desha-

ciendo el cambio, t = g(x), se obtiene que la primitiva buscada es F (g(x)).

Para aplicar este método, necesitamos identificar una expresión f(x) cuya deri-

vada, f ′(x) aparezca multiplicando al resto de la expresión.

Ejemplo 3.1.12 Para calcular

∫
x senx2 dx hacemos la sustitución:

x2 = t

2x dx = dt,

que permite transformar la integral anterior en una integral inmediata que se resuelve

aplicando la fórmula de integración de la función sen(x) de la siguiente manera:∫
x sen(x2) dx =

∫
1

2
sen(t) dt =

−1

2
cos(t)

Al final se deshace el cambio para obtener el resultado:∫
x sen(x2) dx =

−1

2
cos(x2) + C 2

Ejemplo 3.1.13 Para calcular

∫
cosx log(senx) dx hacemos la sustitución

senx = t

cosx dx = dt

que nos lleva a la integral de la función logaritmo, que hemos hallado en un ejemplo

anterior usando integración por partes:∫
cosx log(senx) dx =

∫
log t︸︷︷︸
u

dt︸︷︷︸
dv

= t log(t)−
∫
t · 1

t
dt =

= t log(t)− t = senx log(senx)− senx+ C 2

Ejemplo 3.1.14 Para calcular la integral

∫
x

1 + x4
dx podemos aplicar la sustitu-

ción

x2 = t

2x dx = dt
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que permite transformar la integral anterior en una integral inmediata que se resuelve

aplicando la fórmula de integración de la función arctg(x) de la siguiente manera:∫
x

1 + x4
dx =

∫ 1
2

1 + t2
dt =

1

2

∫
1

1 + t2
dt =

1

2
arctg t+ C =

1

2
arctg x2 + C

2

En la práctica, muchas de las integrales que se resuelven mediante una sustitución

directa son resueltas “a ojo” usando las fórmulas de integración inmediata. Por

ejemplo, en el ejemplo anterior, un simple arreglo de constantes,∫
x

1 + x4
dx =

1

2

∫
2x

1 + (x2)2
dx,

hubiera permitido identificar la regla de derivación general de la función arco tan-

gente
d

dx
arctg f(x) =

f ′(x)

1 + f(x)2
.

En la tabla de la figura 3.1, también aparecen las integrales inmediatas generalizadas

de esta forma.

Otra forma de aplicar el teorema de cambio de variable es mediante el siguiente

esquema que se denomina sustitución inversa.∫
f(x) dx

(1)
=

∫
f(g(t))g′(t) dt

(2)
= F (t)

(3)
= F (g−1(x)) + C

Es decir, en primer lugar (1) se sustituye la variable inicial por una expresión de-

pendiente de una nueva variable:

x = g(t)

dx = g′(t)dt

A continuación (2) hallamos la integral

∫
f(g(t))g′(t)dt = F (t); y por último, (3)

deshaciendo el cambio, t = g−1(x), se obtiene que la primitiva buscada es F (g−1(x)).

Ejemplo 3.1.15 Para calcular la integral irracional

∫ √
1− x2 dx vamos a realizar

el siguiente cambio de variable:

x = sen t

dx = cos tdt

El objetivo del mismo es “eliminar” la ráız que aparece en el integrando.∫ √
1− x2 dx =

∫ √
1− sen2 t cos t dt =

∫
cos2 tdt,

Para resolver la última integral podemos utilizar la fórmulas que aprendimos en el

primer tema, para transformar las potencias de funciones trigonométricas.∫
cos2 tdt =

∫
1 + cos 2t

2
dt =

t

2
+

sen 2t

4
=
t

2
+

1

2
sen(t) cos(t)
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Y finalmente, deshacemos el cambio de variable

t

2
+

1

2
sen(t) cos(t) =

1

2
arcsen(x) +

1

2
x
√

1− x2 + C 2

Aplicaremos las sustituciones directas o inversas siguiendo los modelos que re-

pasamos en las secciones siguientes asociadas a cada tipo de función.

3.1.3. Funciones racionales

Las funciones expresadas como cociente de polinomios se denominan funciones

racionales. En esta sección, vamos a trabajar con polinomios con coeficientes reales y

estamos interesados en la transformación de las expresiones racionales en una forma

normal dada como suma de un polinomio y fracciones simples.

En primer lugar, hablaremos de funciones racionales propias si el grado del de-

nominador es estrictamente mayor que el grado del numerador, como por ejemplo

5x+ 4

x2 − 2x− 8
,

1

x5 − 8
.

Hablaremos de funciones racionales impropias si el grado del denominador es menor

o igual que el grado del numerador, como por ejemplo

x2 − x
x+ 3

,
x2 + 3x− 4

x2 − 2x− 8

Proposición 3.1.16 Cualquier función racional se puede expresar como suma de

un polinomio y de una función racional propia.

La transformación necesaria para conseguir la descomposición es simplemente la

división de polinomios, tras la cual llegamos a la igualdad

P (x)

Q(x)
= C(x) +

R(x)

Q(x)
,

en donde C(x) el cociente y R(x) el resto de dividir P (x) entre Q(x).

Ejemplo 3.1.17 La función racional
x6 − 2

x4 + x2
no es propia; dividimos para obtener

la expresión de la proposición anterior.

��x
6 −2 x4 + x2

��
�−x6 −x4 x2 − 1

��
�−x4 −2

�
��+x4 +x2

+x2 − 2

Mostramos, pero no explicamos, los detalles de la división, que pueden consultarse

en cualquier manual de matemáticas de secundaria. Ya podemos escribir la descom-

posición deseada.
x6 − 2

x4 + x2
= x2 − 1 +

x2 − 2

x4 + x2
2
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Definición 3.1.18 (Fracción simple) Las funciones racionales

A

(ax+ b)n
,

Ax+B

(ax2 + bx+ c)n
,

en donde, n ∈ N, A,B, a, b, c ∈ R y ax2 +bx+c no tiene ráıces reales, se denominan

fracciones simples.

Por ejemplo,

3

2x+ 1
,

−5

x3 − 3x2 + 3x− 1
=

−5

(x− 1)3
,

x

2x2 + 2x+ 1
,

1− x
x4 + 8x2 + 16

=
1− x

(x2 + 4)2
,

son fracciones simples. Sin embargo,

x

x− 2
no es fracción simple, ya que el denominador tiene grado 1 y el nume-

rador no es una constante;

x2 + x+ 1

x2 + 1
no es simple, ya que el numerador tiene grado 2;

1

x3 + 4x
no es simple, ya que el denominador, x(x2 +4), no se corresponde con

una potencia de un polinomio de grado 1, ni con una potencia de un polinomio

de grado 2;

2x+ 5

(x2 − 4)3
no es simple, ya que el polinomio x2 − 4 tiene ráıces reales.

Proposición 3.1.19 Cualquier función racional propia
P (x)

Q(x)
, se puede expresar

como suma de fracciones simples. Concretamente, si

Q(x) = a(x− a1)n1(x− a2)n2 . . . (x− ap)np

(x2 + b1x+ c1)m1(x2 + b2x+ c2)m2 . . . (x2 + bqx+ cq)
mq

es la factorización en R del polinomio Q(x), entonces existen números reales Aij,
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Bij, Cij, tales que:

P (x)

Q(x)
=

Å
A11

x− a1
+

A12

(x− a1)2
+ · · ·+ A1n1

(x− a1)n1

ã
+

+

Å
A21

x− a2
+

A22

(x− a2)2
+ · · ·+ A2n2

(x− a2)n2

ã
+

+ · · ·+

+

Å
Ap1
x− ap

+
Ap2

(x− ap)2
+ · · ·+ Apnp

(x− ap)np
ã

+

+

Å
B11x+ C11

x2 + b1x+ c1
+ · · ·+ B1m1x+ C1m1

(x2 + b1x+ c1)m1

ã
+

+

Å
B21x+ C21

x2 + b2x+ c2
+ · · ·+ B2m2x+ C2m2

(x2 + b2x+ c2)m2

ã
+

+ · · ·+

+

Å
Bq1x+ Cq1
x2 + bqx+ cq

+ · · ·+ Bqmqx+ Cqmq
(x2 + bqx+ cq)mq

ã
(3.1)

El número de sumandos de la descomposición descrita en el resultado es la su-

ma de las multiplicidades de los factores de Q. Para cada ráız real, se consideran

tantos sumandos como su multiplicidad; los denominadores son las potencias suce-

sivas del correspondiente factor y los numeradores son constantes. Para cada factor

de grado 2 irreducible (par de ráıces complejas conjugadas), se consideran tantos

sumandos como su multiplicidad; los denominadores son las potencias sucesivas del

correspondiente factor y los numeradores son polinomios de grado menor o igual a 1.

Por lo tanto, para determinar la descomposición, partimos de la factorización

del denominador y planteamos la igualdad establecida en el resultado anterior para

determinar, mediante identificación de coeficientes, los números Aij , Bij , Cij

Ejemplo 3.1.20 Mostramos el proceso de descomposición en fracciones simples de

la función racional propia
x2 − 2

x4 + x2
.

[Factorizamos el denominador, . . .

x2 − 2

x4 + x2
=

x2 − 2

x2(x2 + 1)

[aplicamos el esquema de descomposición, . . .

=
A

x
+
B

x2
+
Cx+ D

x2 + 1

[sumamos . . .

=
Ax(x2 + 1) +B(x2 + 1) + x2(Cx+ D)

x2(x2 + 1)

[y agrupamos.

=
(A+ C)x3 + (B + D)x2 +Ax+B

x2(x2 + 1)

E.T.S.I.Informática
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Al igualar los coeficientes de los polinomios de los numeradores, obtenemos el si-

guiente sistema lineal de 4 ecuaciones y 4 incógnitas:

(x3) → A+ C = 0

(x2) → B +D = 1

(x1) → A = 0

(x0) → B = −2

cuya solución es A = 0, B = −2, C = 0 y D = 3. Por lo tanto:

x2 − 2

x4 + x2
= − 2

x2
+

3

x2 + 1
2

Ejemplo 3.1.21 La siguiente función racional también es propia y por lo tanto no

es necesario dividir los polinomios:

6x5 + 16x4 + 22x3 + 18x2 + 20x− 1

(x− 1)2(x+ 2)(x2 + x+ 1)2

El denominador ya está factorizado, aśı que podemos pasar directamente a escribir

la descomposición en fracciones simples:

6x5 + 16x4 + 22x3 + 18x2 + 20x− 1

(x− 1)2(x+ 2)(x2 + x+ 1)2
=

=
A

x− 1
+

B

(x− 1)2
+

C

x+ 2
+

Dx+ E

x2 + x+ 1
+

Fx+G

(x2 + x+ 1)2

Sumamos la expresión de la derecha tomando el denominador inicial como mı́nimo

común múltiplo y obtenemos la siguiente igualdad de numeradores

6x5 + 16x4 + 22x3 + 18x2 + 20x− 1 =

= A(x− 1)(x+ 2)(x2 + x+ 1)2 +B(x+ 2)(x2 + x+ 1)2 +C(x− 1)2(x2 + x+ 1)2+

+ (Dx+ E)(x− 1)2(x+ 2)(x2 + x+ 1) + (Fx+G)(x− 1)2(x+ 2) =

= (A+ C + D)x6 + (3A+B + D + E)x5 + (3A+ 4B − 2D + E + F )x4+

+ (A+ 7B − 2C −D − 2E +G)x3 + (−3A+ 8B −D − E − 3F )x2+

+ (−3A+ 5B + 2D − E + 2F − 3G)x+ (−2A+ 2B + C + 2E + 2G)

Por lo que, igualando coeficientes, obtenemos el siguiente sistema de siete ecuaciones

lineales con siete incógnitas:

x6 → 0 = A+ C + D

x5 → 6 = 3A+B + D + E

x4 → 16 = 3A+ 4B − 2D + E + F

x3 → 22 = A+ 7B − 2C −D − 2E +G

x2 → 18 = −3A+ 8B −D − E − 3F

x1 → 20 = −3A+ 5B + 2D − E + 2F − 3G

x0 → −1 = −2A+ 2B + C + 2E + 2G



=⇒



A = 1

B = 3

C = −1

D = 0

E = 0

F = 1

G = −2
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Por tanto, la descomposición final es:

6x5 + 16x4 + 22x3 + 18x2 + 20x− 1

(x− 1)2(x+ 2)(x2 + x+ 1)2
=

=
1

x− 1
+

3

(x− 1)2
− 1

x+ 2
+

x− 2

(x2 + x+ 1)2

2

La importancia de la descomposición en fracciones simples en integración es que

sus primitivas son fáciles de obtener, tal y como vemos en los siguientes ejemplos.

De esta forma, junto con la propiedad de linealidad, la descomposición en suma de

fracciones simples permite calcular las primitivas de cualquier función racional cuyo

denominador se pueda factorizar.

Ejemplo 3.1.22∫
3

2x− 7
dx =

3

2

∫
2

2x− 7
dx =

3

2
log |2x− 7|+ C 2

Ejemplo 3.1.23∫
2

(x− 3)5
dx = 2

∫
(x− 3)−5 dx =

2

−4
(x− 3)−4 =

−1

2(x− 3)4
+ C 2

Ejemplo 3.1.24 El denominador del integrando de

∫
4x+ 1

x2 − 6x+ 10
dx es irreduci-

ble; esta integral se resuelve mediante un cambio directo que deducimos fácilmente

tras completar cuadrados en el denominador:

x2 − 6x+ 10 = (x− 3)2 − 9 + 10 = (x− 3)2 + 1

De esta forma, el cambio adecuado es:

t = x− 3, x = t+ 3, dx = dt.

El desarrollo queda entonces como sigue:∫
4x+ 1

x2 − 6x+ 10
dx =

∫
4(t+ 3) + 1

t2 + 1
dt =

∫
4t+ 13

t2 + 1
dt =

= 2

∫
2t

t2 + 1
dt+

∫
13

t2 + 1
dt =

= 2 log(t2 + 1) + 13 arctg t =

= 2 log(x2 − 6x+ 10) + 13 arctg(x− 3) + C 2

Ejemplo 3.1.25 Las integrales de las funciones racionales simples del tipo∫
1

(x2 + 1)2
dx,

es decir, cuyo denominador es potencia de un polinomio irreducible de grado 2 y

el numerador es una constante, necesitan un poco más de trabajo. Concretamente,
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vamos a partir de la misma integral, pero reduciendo en una unidad el exponente;

esta integral se abordará con integración por partes:

u =
1

x2 + 1
=⇒ du =

−2x

(x2 + 1)2
dx

dv = dx =⇒ v = x

De esta forma: ∫
1

x2 + 1
dx =

x

x2 + 1
+ 2

∫
x2

(x2 + 1)2
dx

La integral del segundo miembro “se asemeja” a la integral propuesta, por lo que, a

partir de ella, con unas manipulaciones algebraicas podemos obtenerla fácilmente:∫
1

x2 + 1
dx =

x

x2 + 1
+ 2

∫
x2

(x2 + 1)2
dx

=
x

x2 + 1
+ 2

∫
x2 + 1− 1

(x2 + 1)2
dx

=
x

x2 + 1
+ 2

∫
x2 + 1

(x2 + 1)2
dx− 2

∫
1

(x2 + 1)2
dx =

=
x

x2 + 1
+

∫
2

x2 + 1
dx− 2

∫
1

(x2 + 1)2
dx =

Ahora, basta con “despejar” la integral buscada y completar el cálculo:∫
1

(x2 + 1)2
dx =

x

2(x2 + 1)
+

1

2

∫
1

x2 + 1
dx

=
x

2(x2 + 1)
+

1

2
arctg x+ C

En este ejemplo, sólo ha sido necesario aplicar el procedimiento una vez, pues la

integral era de grado n = 2; en general, tendremos que aplicar el proceso sucesivas

veces para reducir el exponente unidad a unidad. 2

3.1.3.1. Funciones trigonométricas

En el primer tema, aprendimos a integrar las funciones del tipo senn x y cosn x

obteniendo fórmulas que convierten estas expresiones en sumas de funciones cuyas

integrales son inmediatas. Vamos a aprender a integrar en esta sección funciones

más generales en las que intervienen la funciones seno y coseno. Concretamente, las

racionales en seno y coseno, es decir, funciones cuya expresión se obtiene a partir

de una función racional R(t), en la cual cada variable t se sustituye por senx o por

cosx. La expresión resultante se representa habitualmente por R(senx, cosx). Por

ejemplo, las siguientes expresiones son racionales en sen y cos:

3 sen2 x+ cosx− 5

senx+ 2
,

senx cosx

senx+ cos2 x− 1
, tg 2x;
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mientras que estas otras no lo son:

x3 + senx

cos2 x
,

sen2 x

ecosx
,

sen cosx

cos2 x

Dependiendo de la paridad de la función R(senx, cosx) respecto del seno y el coseno,

aplicaremos una de las siguientes sustituciones:

1. Si R(senx,− cosx) = −R(senx, cosx), se usará la sustitución senx = t.

2. Si R(− senx, cosx) = −R(senx, cosx), se usará la sustitución cosx = t.

3. Si R(− senx,− cosx) = R(senx, cosx), tomamos t = tg x =
senx

cosx
, de forma

que

dx =
dt

1 + t2
, sen2 x =

t2

1 + t2
, cos2 x =

1

1 + t2

4. En cualquier otro caso, y como último recurso, podemos usar la sustitución

t = tg
(x

2

)
=

senx

1 + cosx
=

1− cosx

senx
, de forma que

dx =
2

1 + t2
dt, senx =

2t

1 + t2
, cosx =

1− t2
1 + t2

Todos estos cambios, reducen el problema a integrar una función racional.

Ejemplo 3.1.26 Naturalmente, la función R puede ser polinómica, que es un caso

particular de racional. Por ejemplo, para calcular la integral

∫
sen3 x cos2 x dx, la

tabla anterior recomienda el cambio

cosx = t, sen2 x = 1− t2, − senx dx = dt,

que conduce a una función polinómica:∫
sen3 x cos2 x dx =

∫
sen2 x cos2 x senx dx =

∫
−(1− t2)t2 dt =

=

∫
(t4 − t2) dt =

1

5
t5 − 1

3
t3 + C =

1

5
cos5 x− 1

3
cos3 x+ C 2

Ejemplo 3.1.27 Para calcular la integral

∫
dx

1− senx
utilizamos el cambio de va-

riable tg(x/2) = t, ya que no es posible aplicar ninguno de los otros tres, y obtenemos

una integral racional:

∫
dx

1− senx
=

∫ 2
1+t2

1− 2t
1+t2

dt =

∫
2

(t− 1)2
dt =

−2

t− 1
+ C =

=
2

1− tg(x/2)
+ C =

−2
senx

1 + cosx
− 1

+ C =
2(1 + cosx)

cosx− senx+ 1
+ C 2
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3.1.3.2. Funciones irracionales

En general, el objetivo de un cambio de variable es simplificar o transformar la

expresión del integrando para llegar a otra expresión cuya primitiva podamos resol-

ver por otro método conocido. Vemos en esta sección algunos ejemplos de funciones

que contienen una expresión de la forma√
ax2 + bx+ c

En estos casos, el objetivo seŕıa un cambio de variable que “elimine” la ráız cua-

drada. Una forma sencilla de hacerlo se utilizando compleción de cuadrados para

transformar el polinomio cuadrático y después utilizar las igualdades

cos2 t+ sen2 t = 1, cosh2 t− senh2 t = 1.

para determinar el cambio adecuado.

Ejemplo 3.1.28 Vamos a calcular la integral

∫
1√

x2 − 2x+ 5
dx. Empezamos com-

pletando cuadrados:

x2 − 2x+ 5 = (x− 1)2 + 4

Dado que los dos sumandos son positivos, tenemos que fijarnos en las funciones

hiperbólicas, cuya relación se puede escribir

cosh2 t = 1 + senh2 t

De esta forma, el cambio adecuado parece ser x − 1 = 2 senh t, ya que permite

simplificar la ráız:

(x− 1)2 + 4 = (2 senh t)2 + 4 = 4(1 + senh2 t) = 4 cosh2 t

Calculamos la diferencial y completamos la resolución:

x = 1 + 2 senh t, dx = 2 cosh t dt

∫
dx√

x2 − 2x+ 5
=

∫
dx√

(x− 1)2 + 4
=

=

∫
2 cosh t√
4 cosh2 t

dt =

∫
dt = t+ C = argsenh

x− 1

2
2

Este tipo de sustituciones no son las únicas que permiten trabajar con funciones

irracionales y muchos casos será conveniente recurrir a otros cambios menos intuiti-

vos.
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Ejemplo 3.1.29 Vamos a calcular la integral

∫ √
x2 − 1

x4
dx utilizando la sustitu-

ción x =
1

t
, dx =

−dt

t2
.

∫ √
x2 − 1

x4
dx =

∫ −… 1

t2
− 1

1

t4

dt

t2
=

∫
−t
√

1− t2 dt =
1

2

∫
−2t(1− t2)1/2 dt =

=
1

2

(1− t2)3/2

3/2
+ C =

1

3

Å
1− 1

x2

ã3/2

+ C

Obsérvese que la integral en t se ha resuelto como una integral inmediata. 2
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LECCIÓN 3.2

Ecuaciones diferenciales

Una ecuación diferencial es una ecuación donde la incógnita es una función y en

la expresión aparecen derivadas de la función incógnita. Las ecuaciones diferencia-

les constituyen una herramienta fundamental en la resolución de muchos problemas

f́ısicos y geométricos. Por ejemplo, en la última sección, usaremos ecuaciones dife-

renciales para representar anaĺıticamente familias de curvas y trabajar con ellas.

Si la incógnita es una función de una variable, decimos que la ecuación diferencial

es ordinaria y, si la incógnita es un campo escalar decimos que la ecuación diferen-

cial es en derivadas parciales. En esta lección solamente estudiaremos ecuaciones

diferenciales ordinarias.

Ejemplo 3.2.1 La igualdad

x2y′ − xy = 4y′,

es una ecuación diferencial ordinaria. Sobre la variable y, aparece el operador deri-

vada, y por lo tanto, debe ser considerada la incógnita de la ecuación. Sus soluciones

serán de la forma y = ϕ(x), es decir, x es la variable independiente. La función

y = ϕ(x) =
√
x2 − 4

es una solución de la ecuación, según comprobamos a continuación.

ϕ(x) =
√
x2 − 4

ϕ′(x) =
x√

x2 − 4

x2ϕ′(x)− xϕ(x) =
x3

√
x2 − 4

− x
√
x2 − 4 =

4x√
x2 − 4

4ϕ′(x) =
4x√
x2 − 4

x2ϕ′(x)− xϕ(x) = 4ϕ′(x) 2

Ejemplo 3.2.2 El cálculo de primitivas, que estudiamos en la lección anterior, cons-

tituye un método de resolución de las ecuaciones diferenciales ordinarias del tipo

y′ = f(x),

pues el objetivo era encontrar una función y = F (x) que verificase y′ = f(x). Por

ejemplo, para encontrar una solución de la ecuación diferencial y′ = tg x calculamos

la siguiente integral

y =

∫
tg x dx = − log(cosx) + C, C ∈ R 2

Un criterio de clasificación de las ecuaciones diferenciales es el orden de derivación

más alto que interviene en la ecuación, y que llamamos orden de la ecuación. Aśı,
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y′′′ + 4y = 2 es de orden 3,

y′′ = −32 es de orden 2,

(y′)2 − 3y = ex es de orden 1,

y − sen y′ = 0 es de orden 1.

En esta lección, estudiamos solamente las ecuaciones diferenciales ordinarias de pri-

mer orden, es decir, expresiones de la forma

F (x, y, y′) = 0,

en donde F es un campo escalar de tres variables.

Definición 3.2.3 Decimos que una función ϕ(x) es una solución de la ecuación

F (x, y, y′) = 0 en D si: ϕ(x) es derivable en D y F (x, ϕ(x), ϕ′(x)) = 0 para todo

x ∈ D.

Si consideramos la EDO de primer orden y′ + 2y = 0, es fácil comprobar que

todas las funciones de la forma

ϕC(x) = Ce−2x, C ∈ R,

son soluciones de dicha ecuación; esta expresión se denomina solución general de la

ecuación. En algunas ocasiones, y debido a las manipulaciones que se realizan para

resolver las ecuaciones, podrán existir otras soluciones que no entren en el esquema

de las soluciones generales, estas soluciones se denominan soluciones singulares. Por

ejemplo, la ecuación y = xy′ − (y′)2 admite como solución general:

ϕC(x) = Cx− C2, C ∈ R,

pero la función ϕ(x) = x2/4 también es una solución y no entra en el esquema de

solución general anterior (ver figura 3.2).

Por los ejemplos que hemos visto hasta ahora, es evidente que, por lo general, una

ecuación diferencial admite infinitas soluciones. Sin embargo, en los problemas reales,

es habitual que se incluyan determinadas condiciones adicionales que restrinjan las

posibles soluciones. Por ejemplo, un problema del tipo

y′′ + 4y = 2, y(0) = 2, y′(0) = 1,

en el que fijamos el valor de la función y de su derivada en un punto, se denomina

problema de Cauchy o de condiciones iniciales. La solución de un problema con

condiciones iniciales se denominan solución particular.

Aunque siempre es posible plantearse la existencia de soluciones de una ecuación

diferencial, sólo cabe la posibilidad de plantearse la unicidad de las mismas en los

problemas de condiciones iniciales. Por ejemplo, la solución general de y′ + 2y = 0

es ϕC(x) = Ce−2x; pero si le imponemos la condición inicial y(0) = 2, entonces la

única solución del problema es ϕ2(x) = 2e−2x.

Por lo tanto, en el estudio de ecuaciones diferenciales podemos distinguir dos

problemas fundamentales:
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3.2. Ecuaciones diferenciales. 143

-2 2

2

y = x2

4

y = Cx -C2

Figura 3.2: Soluciones de la ecuación y = xy′ − (y′)2.

Dada una ecuación diferencial con condiciones iniciales: ¿podemos afirmar que

dicho problema tiene solución?; si dicho problema tiene solución, ¿es única?

Dada una ecuación diferencial para la cual podemos afirmar que tiene solución,

¿cómo hallamos dicha solución?

El primer punto entra dentro del estudio teórico de la EDO. Aunque en el re-

sultado siguiente solo vamos a analizar las cuestiones de existencia y unicidad, se

pueden formular otro tipo de preguntas más especificas, pero que quedan fuera de los

objetivos de este curso: ¿cuál es el mayor dominio que se puede considerar para la so-

lución?, ¿existe alguna relación de dependencia entre las soluciones?, la dependencia

de la solución general respecto de los parámetros ¿es continua?, ¿es diferenciable?,. . .

Teorema 3.2.4 Consideremos el problema:

y′ = f(x, y), y(x0) = y0

1. Si f es continua en un conjunto de la forma [x0 − ε, x0 + ε]× [y0 − δ, y0 + δ],

entonces el problema tiene solución definida en algún intervalo contenido en

[x0 − ε, x0 + ε].

2. Si f es diferenciable y su parcial respecto de y es continua en un entorno de

(x0, y0), entonces el problema tiene solución única en algún entorno de x0.

Es decir, si somos capaces de despejar la derivada de la incógnita y′, en función

de x e y, las propiedades de continuidad y diferenciabilidad se traducen en existencia

y unicidad de las soluciones de la ecuación. Una ecuación transformada en la forma

y′ = f(x, y) se dice que está resuelta respecto de la derivada.
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X

Y

ϕC(x) = 1
27(x + C)3

ϕ(x) = 0

Figura 3.3: Soluciones de la ecuación y′ = y2/3

Ejemplo 3.2.5 Consideremos la ecuación

y′ = y2

La función nula es solución de esta ecuación (solución singular). Por otra parte, las

funciones

ϕc(x) =
−1

x+ c
x ∈ (−∞,−c) ∪ (−c,∞)

también son soluciones (solución general). Es fácil comprobar que cualquier proble-

ma de condiciones iniciales tiene solución entre alguna de las anteriores; finalmente,

dado que la función f(x, y) = y2 es diferenciable y sus parciales son continuas, la

ecuación anterior tiene la propiedad de unicidad y por lo tanto podemos concluir

que las soluciones anteriores son las únicas soluciones de la ecuación. 2

Ejemplo 3.2.6 Consideremos la ecuación

y′ = y2/3

La función nula es solución de esta ecuación. Por otra parte, las funciones

ϕc(x) =
1

27
(x+ c)3 x ∈ R

son también soluciones (ver figura 3.3). Por tanto, esta ecuación no tiene la pro-

piedad de unicidad en R2 pero śı tiene la propiedad de unicidad en los conjuntos

R× (−∞, 0) y R× (0,∞) ya que la función f(x, y) = y2/3 es diferenciable en estos

conjuntos y las parciales son continuas. 2

En la secciones siguientes vamos a abordar la resolución de algunos tipos de ecua-

ciones. En general, el problema de encontrar las soluciones es bastante complicado;
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como ocurre con el cálculo integral, sólo para algunos tipos de ecuaciones es posible

obtener sus soluciones mediante métodos sencillos. Cuando no es posible determi-

nar las soluciones anaĺıticas se pueden aplicar técnicas de aproximación, pero estos

métodos quedan fuera de los objetivos de este tema.

Los métodos se presentan como algoritmos de manipulación formal de las ex-

presiones; algunos pasos de estos métodos pueden requerir condiciones adicionales

sobre los dominios o sobre las funciones, aśı que debemos asegurarnos de que tales

condiciones se verifican, o bien de que tales manipulaciones pueden realizarse.

Aśı mismo, algunas manipulaciones pueden alterar parcialmente los resultados

finales: añadir soluciones, perder soluciones, restringir o ampliar el dominio,. . . : de-

bemos tener esto en cuenta en los problemas concretos, y hacer un estudio posterior

en el que se aborden estas cuestiones.

Por otra parte, debemos tener en cuenta que los métodos de resolución solo

permitirán obtener una definición impĺıcita de las soluciones. Es decir, transformarán

la ecuación F (x, y, y′) = 0 en otra ecuación equivalente (no diferencial) de la forma

U(x, y) = 0; en este caso decimos que U(x, y) = 0 es la solución impĺıcita de la

ecuación.

3.2.1. Ecuaciones de variables separables

Una ecuación de variables separadas es una ecuación de la forma

F (x) +G(y)y′ = 0

Si, mediante operaciones algebraicas elementales, es posible transformar una

ecuación en otra con la forma anterior, decimos que es una ecuación de variables

separables.

Estas ecuaciones se resuelven de la siguiente forma:

F (x) +G(ϕ(x))ϕ′(x) = 0 (integración)∫
(F (x) +G(ϕ(x))ϕ′(x)) dx = C (linealidad)∫

F (x) dx+

∫
G(ϕ(x))ϕ′(x) dx = C (sustitución)∫

F (x) dx+

∫
G(y) dy = C (primitiva)

En el tercer paso hemos aplicado el método de sustitución utilizado el cambio

de variable: y = ϕ(x), dy = ϕ′(x)dx. Por lo tanto, si encontramos dos primitivas

p y q de F y G respectivamente, las soluciones de la ecuación inicial verificarán la

expresión impĺıcita:

p(x) + q(y) = C
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Y

X

ϕC(x) = C
√

x2 + 4

Figura 3.4: Soluciones de (x2 + 4)y′ = xy

Ejemplo 3.2.7 (x2 + 4)y′ = xy es una ecuación de variables separables:

x

x2 + 4
=
y′

y∫
x

x2 + 4
dx−

∫
dy

y
= 0

1

2
log(x2 + 4)− log |y| = C1

|y| = e−C1
√
x2 + 4

y = ±e−C1
√
x2 + 4

y = C2

√
x2 + 4 , C2 ∈ R− {0}

Al separar las variables en el primer paso de la resolución hemos efectuado una

división por y, lo que excluye del proceso posterior las soluciones que se anulan en

algún punto. Sin embargo, la función nula y = 0 es solución de la ecuación inicial y,

por la propiedad de unicidad, la única que pasa por los puntos del eje de abcisas.

Por tanto, las soluciones de la ecuación son:

ϕC(x) = C
√
x2 + 4, C ∈ R 2

3.2.2. Ecuaciones exactas

Una ecuación P (x, y) + y′Q(x, y) = 0 se dice exacta si existe un campo escalar

U tal que ∇U(x, y) = (P (x, y), Q(x, y)), es decir,

D1U(x, y) =
∂U

∂x
(x, y) = P (x, y), D2U(x, y) =

∂U

∂y
(x, y) = Q(x, y)
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En tal caso, el campo U se denomina potencial de (P,Q) y la expresión

U(x, y) = C

define impĺıcitamente las soluciones de la ecuación:

U(x, f(x)) = C

d

dx
(U(x, f(x))) = 0

∂U

∂x
(x, f(x)) +

∂U

∂y
(x, f(x))f ′(x) = 0

P (x, f(x)) +Q(x, f(x))f ′(x) = 0

P (x, y) +Q(x, y)y′ = 0

Pero, ¿cómo sabemos si una ecuación es exacta y cómo determinamos en tal

caso su potencial? El lema de Poincaré responde a la primera pregunta y veremos

en los ejemplos siguientes que el cálculo de primitivas es suficiente para determinar

el potencial.

Teorema 3.2.8 (Lema de Poincaré) Consideremos dos campos escalares P y Q,

en R2 cuyo dominio es un conjunto en “forma de estrella”. La ecuación P (x, y) +

y′Q(x, y) = 0 es exacta si y solo si
∂P

∂y
(x, y) =

∂Q

∂x
(x, y).

En este enunciado se exige que el dominio común de P y Q, D , tenga forma de

estrella, es decir, que exista un punto (a, b) ∈ D de tal forma que los segmentos que

unen este punto con cualquier otro del conjunto, está contenido en D . En realidad,

esta restricción no condiciona la aplicación del lema de Poincaré, solamente reduciŕıa

el conjunto en el cual podemos afirmar que existe solución. En la práctica, este

análisis siempre lo haremos a posteriori, es decir, una vez resuelta una ecuación,

debemos verificar siempre la validez de la misma y el dominio en el cual tal solución

es válida.

Ejemplo 3.2.9 La ecuación

(xy2 + x) + (yx2)y′ = 0

es exacta ya que:
∂

∂y
(xy2 + x) = 2xy =

∂

∂x
(yx2)

Para hallar el potencial, razonamos de la siguiente forma. Si U(x, y) es el potencial

de la ecuación, entonces
∂

∂y
U(x, y) = yx2,

y por lo tanto,

U(x, y) =

∫
yx2 dy + C.
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Y

X

x2(y2 + 1) = C

Figura 3.5: Soluciones de (xy2 + x) + (yx2)y′ = 0

Ahora bien, dado que estamos trabajando con expresiones con dos variables y solo

integramos respecto de y, debemos entender que la constante de integración puede

incluir a la variable x; es decir, debemos considerar C = ϕ(x).

U(x, y) =

∫
yx2 dy =

1

2
y2x2 + ϕ(x)

Para determinar una función ϕ(x) (que no incluye a la variable y), utilizamos la otra

parcial de U :

xy2 + x =
∂

∂x
U(x, y) = xy2 + ϕ′(x)

De la igualdad obtenida deducimos que ϕ′(x) = x, por lo que

ϕ(x) =

∫
x dx =

x2

2

En consecuencia, podemos tomar U(x, y) = 1
2(y2x2 + x2). Por lo tanto,

y2x2 + x2 = C

es la solución general de la ecuación (ver figura 3.5). Podemos observar que C ≤ 0

no define ninguna función y para C > 0 las funciones solución son:

fC(x) =

…
C

x2
− 1 gC(x) = −

…
C

x2
− 1

También podemos observar que ninguna de las soluciones anteriores corta el eje de

ordenadas; cualquier solución que pase por este eje debeŕıa ser una extensión de

alguna solución fC o gC , lo cual es imposible, ya que estas funciones no pueden ser

extendidas con continuidad al punto x = 0. 2
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3.2.3. Ecuaciones lineales

Las ecuaciones de la forma

y′ + p(x)y + q(x) = 0

se denominan ecuaciones lineales de primer orden. Si las funciones p y q son continuas

y derivables, la ecuación tiene solución definida en la intersección de los dominios

de las dos funciones y además, cada problema de Cauchy asociado a una ecuación

lineal tiene solución única.

Si la función q es nula, decimos que la ecuación es lineal homogénea y estas

ecuaciones son también ecuaciones en variables separables:

p(x)y + y′ = 0 ⇐⇒ y′

y
= −p(x)

El método de resolución de las ecuaciones lineales se basa en los dos resultados que

vemos a continuación.

Teorema 3.2.10 (Principio de superposición) Si yp es una solución (particu-

lar) de la ecuación lineal

y′ + p(x)y + q(x) = 0 (3.2)

e yh es una solución de la ecuación homogénea asociada, y′h + p(x)yh = 0, entonces

y = yp + Cyh, C ∈ R

es la solución general de la ecuación inicial.

Ya hemos visto que las ecuaciones lineales homogéneas son ecuaciones en varia-

bles separables, que ya sabemos resolver. Por lo tanto, solo nos falta saber determinar

una solución particular de cualquier ecuación lineal.

Teorema 3.2.11 (Conjetura de Lagrange) Si yh es una solución de la ecua-

ción y′h+p(x)yh = 0, entonces existe una función c(x) tal que yp = c(x)yh es solución

(particular) de

y′ + p(x)y + q(x) = 0 (3.3)

Vemos a continuación un ejemplo de cómo usamos estos resultados para resolver las

ecuaciones lineales.

Ejemplo 3.2.12 Vamos a resolver la ecuación

y′ − y senx+ senx = 0 (3.4)
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1. En primer lugar, encontramos una solución de la ecuación lineal homogénea

asociada:

y′h − yh senx = 0

y′h
yh

= senx

log |yh| = − cosx

yh = e− cosx

2. La conjetura de Lagrange establece que hay una solución particular de la

ecuación inicial de la forma

yp = c(x)e− cosx

Sustituyendo yp en la ecuación podemos determinar c(x):

d

dx

(
c(x)e− cosx

)
−
(
c(x)e− cosx

)
senx = − senx

c′(x)e− cosx + c(x) senxe− cosx − c(x) senxe− cosx = − senx

c′(x)e− cosx = − senx

c′(x) = − senxecosx

c(x) = ecosx

yp = ecosxe− cosx = 1

En este paso, siempre deberá simplificarse c(x) y será posible despejar c′(x).

3. Terminamos utilizando el principio de superposición para concluir que la so-

lución general es

y = yp + Cyh = 1 + Ce− cosx 2

3.2.4. Cambios de variables

Las ecuaciones estudiadas hasta ahora, son ecuaciones básicas. Para resolver otro

tipo de ecuaciones, se utilizarán diversas técnicas que las transformen en uno de estos

tipos básicos. En los ejemplos que vemos a continuación haremos uso de cambios de

variables para conseguir este objetivo.

Ejemplo 3.2.13 Una ecuación y′ = f(x, y) se dice que es homogénea si verifica

f(tx, ty) = f(x, y) para todo t. El cambio de variable y = xu convierte estas ecua-

ciones en ecuaciones en variables separables, en donde, u será la nueva incógnita.

Por ejemplo,

y′ =
y

x
+
x

y
(3.5)

es una ecuación homogénea. En este caso, f(x, y) =
y

x
+
x

y
, por lo que

f(tx, ty) =
ty

tx
+
tx

ty
=
y

x
+
x

y
= f(x, y)
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Para completar la sustitución, nos hace falta determinar y′, para lo que debemos

recordar que la nueva variable u representa a una función:

y = xu =⇒ y′ = u+ xu′

Realizamos el cambio de variable y completamos la resolución de la ecuación resul-

tante.

y′ =
y

x
+
x

y

u+ xu′ = u+
1

u

xu′ =
1

u

uu′ =
1

x∫
udu =

∫
dx

x

u2

2
= log |x|+ C1

u2 = log x2 + C

y2

x2
= log x2 + C

y2 = x2(log x2 + C) 2

Ejemplo 3.2.14 Vamos a resolver la ecuación y′ +
y

x
= xy2 utilizando el cambio

de variable y = 1/u.

y′ +
y

x
= xy2

y =
1

u
, y′ =

−u′
u2

−u′
u2

+
1

xu
=

x

u2

u′ − u

x
= −x

En este ejemplo, hemos llegado a una ecuación lineal en u que pasamos a resolver,

empezando por la ecuación homogénea asociada.

u′h −
uh
x

= 0

u′h
uh

=
1

x

log |uh| = log |x|
uh = x
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Hallamos ahora la solución particular de la forma up = c(x)x

u′p −
up
x

= −x

c′(x)x+ c(x)− c(x)x

x
= −x

c′(x)x = −x
c′(x) = −1

c(x) = −x
up = c(x)x = −x2

Ya podemos completar el cálculo de la ecuación propuesta

u = up + Cuh = −x2 + Cx

y =
1

u
=

1

Cx− x2
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LECCIÓN 3.3

Integración de funciones de una variable

El contenido de esta lección está dedicado a la integral de Riemann o integral

definida de funciones de una variable. La aplicación de la integral al cálculo de áreas

planas es el ejemplo más simple para entender este concepto, aunque como veremos

más adelante, las aplicaciones de la integral definida son múltiples, tanto en las

matemáticas como en las distintas áreas de ingenieŕıa.

Seguramente el alumno recuerde toda una colección

b

h

de fórmulas para calcular el área de poĺıgonos. Todas

esas fórmulas tienen como punto de partida la definición

del área de un rectángulo: el área de un rectángulo es

el producto de sus dimensiones. A partir de esta defi-

nición, podemos calcular el área de cualquier poĺıgono.

Por ejemplo, en la figura de la izquierda, podemos ver

que el área de un triángulo de base b y altura h es A = 1
2bh (ya que el área de

los dos triángulos sombreados, es igual al área de los dos triángulos sin sombrear).

Además, el área de cualquier otra región poligonal se puede calcular dividiéndola en

triángulos.

A1A2

A3 A4

A = A1 +A2 +A3 +A4

Pero, ¿cómo calculamos el área encerrada por una curva? No podemos obtener

de forma directa una expresión para esa área, por lo que, en estos casos, buscamos

un procedimiento para aproximar su valor. Por ejemplo, en la antigüedad, utilizaban

poĺıgonos regulares inscritos en un ćırculo para aproximar el valor de su área; cuantos

más lados tomemos, mejor será esta aproximación.

En una región arbitraria, también podemos utilizar este procedimiento, por ejem-

plo, inscribiendo franjas rectangulares para obtener aproximaciones que podemos

mejorar tomandolas cada vez más estrechas.
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De hecho, este es el punto de partida para definir las sumas de Riemann, que intro-

ducimos a continuación, y que son el fundamento de la Integral de Riemann.

3.3.1. Sumas de Riemann: integración numérica

Si f es una función positiva en el intervalo [a, b], queremos calcular el área de la

región comprendida entre el grafo de f , el eje OX y las rectas X = a y X = b. Este

área será la integral definida de f en el intervalo [a, b].

a b

Área=

∫ b

a
f(x)dx

X

Y

Con este modelo, podemos plantear fácilmente los cálculos necesarios para aproximar

el valor de la integral como la suma de las áreas de varios rectángulos. Para describir

estos rectángulos, elegimos un conjunto de puntos xk, tales que

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xm−1 < xm = b,

y puntos intermedios sk tales que xk−1 ≤ sk ≤ xk, de tal forma que cada subintervalo

[xk−1, xk] será la base de un rectángulo y f(sk) su altura. El área de cada rectángulo

será f(sk)(xk − xk−1) y por lo tanto, la aproximación del área de la región será la

suma de las áreas de todos estos rectángulos, es decir

m∑
k=1

f(sk)(xk − xk−1).

Esta aproximación corresponde a la región sombreada que podemos ver en la figu-

ra 3.6 y la expresión se denomina Suma de Riemann.

Ejemplo 3.3.1 Consideremos la función f(x) = 2x − x2 en el intervalo [0, 2] y

consideremos los puntos xk =
k

4
, sk =

k

4
para cada k = 0, 1, . . . , 8; con ellos, vamos

a calcular una aproximación del área que queda debajo de la gráfica de f , según

aparece en la figura 3.7. En primer lugar, observamos que, para cada k = 1, . . . , 8

xk − xk−1 =
k

4
− k − 1

4
=

1

4
,
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X

Y

x0 = a x1 x2 x3
. . . . . .

xm−2
xm−1 xm = b

Figura 3.6: Aproximación del área bajo el grafo usando sumas de Riemann.

X

Y

Figura 3.7: Aproximación del área del ejemplo 3.3.1.

y por lo tanto

m∑
k=1

f(sk)(xk − xk−1) =
8∑

k=1

f
(k

4

)1

4
=

1

4

8∑
k=1

(
2
k

4
− k2

16

)
=

=
1

4

((1

2
− 12

16

)
+
(2

2
− 22

16

)
+
(3

2
− 32

16

)
+
(4

2
− 42

16

)
+

+
(5

2
− 52

16

)
+
(6

2
− 62

16

)
+
(7

2
− 72

16

)
+
(8

2
− 82

16

))
=

21

16
2

Las aproximaciones dadas por las sumas de Riemann pueden ser mejoradas au-

mentando el número de puntos, de forma que la amplitud de todos los subintervalos

disminuya tendiendo a 0. Decimos que una función es integrable si, en estas condi-

ciones, las sumas de Riemann convergen a un mismo valor y este valor se denomina

integral (definida) de la función en el intervalo.

Ejemplo 3.3.2 Vamos a considerar nuevamente la función f(x) = 2x − x2 del

ejemplo anterior. Pero ahora, vamos a calcular las sumas de Riemann para una

partición en n subintervalos iguales, es decir, de amplitud
2

n
, y tomando igualmente

el extremo superior como punto intermedio de cada subintervalo; es decir, sn,k =
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xn,k =
2k

n
para k = 1, . . . , n y entonces,

n∑
k=1

f(sn,k)(xn,k − xn,k−1) =
2

n

n∑
k=1

f(sn,k) =
2

n

n∑
k=1

f(
2k

n
) =

=
2

n

n∑
k=1

(
2

2k

n
− 4k2

n2

)
=

=

((
8

n2

n∑
k=1

k

)
−
(

8

n3

n∑
k=1

k2

))
=

=

ÅÅ
8

n2

n(n+ 1)

2

ã
−
Å

8

n3

n(n+ 1)(2n+ 1)

6

ãã
=

=
4n2 − 4

3n2

Entonces, ∫ 2

0
(2x− x2)dx = ĺım

4n2 − 4

3n2
=

4

3
2

En particular, las funciones continuas son integrables en cada intervalo cerrado

contenido en su dominio y estas funciones serán con las que trabajaremos en el curso.

Para calcular integrales definidas usamos el cálculo de primitivas (si es posible) y

usamos las sumas de Riemann como método de aproximación. No obstante, debemos

entender que la teoŕıa asociada a las sumas de Riemann no es solo importante como

método de aproximación, sino que además es la forma de probar que una magnitud

puede definirse o calcularse mediante integrales: cualquier magnitud que se puede

aproximar por sumas de Riemann de una función continua, tiene a la integral como

valor exacto; más adelante, veremos algunos ejemplos intuitivos de estas ideas.

3.3.2. Regla de Barrow y propiedades

Ya hemos recordado en la primera lección de este tema el teorema fundamental

de cálculo, que establece que si f es continua, la función

F (x) =

∫ x

a
f(t)dt,

es una primitiva de f , es decir, F ′(x) = f(x). A partir de este teorema se deduce

fácilmente la Regla de Barrow, que es la herramienta para cálculo de integrales

basada en primitivas. Supongamos que G es cualquier primitiva de f , que habremos

hallado usando los métodos vistos en la primera lección de este tema. Entonces F y

G se diferencian en una constante,

G(x)−
∫ x

a
f(t)dt = C, para todo x ∈ [a, b] (3.6)

En particular, tomando x = a determinamos el valor de C:

C = G(a)−
∫ a

a
f(t)dt = G(a)
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y con él, ya podemos expresar el valor de la integral definida en terminos de G:∫ x

a
f(t)dt = G(x)−G(a).

De esta forma, hemos demostrado la regla de Barrow.

Teorema 3.3.3 (Regla de Barrow) Si f es continua en [a, b] y G′(x) = f(x)

para todo x ∈ [a, b], entonces∫ b

a
f(t) dt = G(b)−G(a)

(Notación)
=

ï
G(x)

òb
a

Ejemplo 3.3.4 Vamos a calcular de nuevo el área de la región del ejemplo 3.3.2

usando la regla de Barrow:∫ 2

0
(2x− x2)dx =

ï
x2 − x3

3

ò2
0

= 4− 8

3
=

4

3
2

Ejemplo 3.3.5 El área de un ćırculo se puede calcular a partir de la gráfica de la

función f(x) =
√
r2 − x2. Si consideremos el intervalo [0, r], la región entre el grafo

de f y el eje OX es un cuarto de ćırculo y por lo tanto:

A = 4

∫ r

0

√
r2 − x2dx

Hallamos en primer lugar la primitiva:

A =4

∫ √
r2 − x2dx =[

x = r sen θdx = r cos θdθ

=4

∫ √
r2 − r2 sen2 θ r cos θ dθ =

=4

∫
r2 cos2 θdθ = 4r2

∫ Å
1

2
+

1

2
cos 2θ

ã
dθ =

=4r2

Å
θ

2
+

1

4
sen 2θ

ã
= r2 (2θ + sen 2θ) =

=r2
(

2 arcsen
x

r
+ sen 2(arcsen

x

r
)
)

Por lo tanto

A = 4

∫ r

0

√
r2 − x2dx =

[
r2
(

2 arcsen
x

r
+ sen 2(arcsen

x

r
)
)]r

0
=

= r2
(

2 arcsen 1 + sen 2(arcsen 1)
)
− r2

(
2 arcsen 0 + sen 2(arcsen 0)

)
=

= r2
(

2
π

2
+ sen 2(

π

2
)
)

= πr2 2

Debemos insistir en que el hecho de tener un resultado tan potente como la Regla

de Barrow para calcular integrales definidas, no debe llevarnos a la conclusión errónea

de que podemos olvidar la definición de integral. De hecho, la regla de Barrow solo

es útil para aquellas funciones que admiten una primitiva expresable en términos de

funciones elementales, y ya sabemos que no todas las funciones continuas admiten

este tipo de primitivas.
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Teorema 3.3.6 (Linealidad de la integral) Si f y g son continuas en [a, b] y

α, β ∈ R, entonces:∫ b

a
(αf(x) + βg(x)) dx = α

∫ b

a
f(x) dx+ β

∫ b

a
g(x) dx

Teorema 3.3.7 (Propiedad de aditividad) Sea f una función continua en [a, b]

y c ∈ [a, b], entonces∫ b

a
f(x) dx =

Å∫ c

a
f(x) dx

ã
+

Ç∫ b

c
f(x) dx

å
Tal y como hemos definido la integral, en el operador

∫ b

a
es necesario que a ≤ b.

Para flexibilizar los cálculos, es conveniente admitir la situación inversa.

Definición 3.3.8 Si f es continua en [a, b], definimos la integral

∫ a

b
f(x) dx como:

∫ a

b
f(x) dx = −

∫ b

a
f(x) dx

Esta definición se hace aśı para que la extensión del operador siga verificando la

propiedad de aditividad∫ b

a
f(x) dx+

∫ a

b
f(x) dx =

∫ a

a
f(x) dx = 0∫ b

a
f(x) dx+

∫ a

b
f(x) dx =

∫ b

a
f(x) dx−

∫ b

a
f(x) dx = 0

A continuación, vamos a dar los enunciados de los teoremas de cambio de variable

e integración por partes, pero para integrales definidas. Si utilizamos estos métodos

para calcular integrales definidas, es preferible usarlos tal y como los enunciamos

a continuación ya que, como veremos en los ejemplos, su aplicación simplifica los

cálculos necesarios.

Teorema 3.3.9 (Cambio de variable directo) Supongamos que g′ es continua

y en [a, b] y que f es continua y biyectiva entre g(a) y g(b), entonces:∫ b

a
f(g(x))g′(x)dx =

∫ g(b)

g(a)
f(u)du

Corolario 3.3.10 (Cambio de variable inverso) Sea f una función continua

en [α, β]. Consideremos una función g : I → [α, β] biyectiva, continua y con primera

derivada continua. Entonces,∫ β

α
f(x)dx =

∫ g−1(β)

g−1(α)
f(g(u))g′(u)du

Obsérvese que, en este teorema, hemos incluido, como condición necesaria, que

el cambio de variable esté dado por una función biyectiva, es decir, monótona en el

intervalo de integración.
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3.3. Integración de funciones de una variable. 159

Ejemplo 3.3.11 Vamos a repetir el cálculo del área de un ćırculo de radio r, que

hicimos anteriormente, pero de forma más simple por la ayuda del resultado anterior:

A =4

∫ r

0

√
r2 − x2dx =

x = r sen θ (esta función es creciente en [0, π/2])

dx = r cos θdθ

x0 = 0⇒ θ0 = arcsen 0 = 0

x1 = r ⇒ θ1 = arcsen r
r = arcsen 1 = π/2

=4

∫ π/2

0
r2 cos2 θdθ = 4r2

∫ π/2

0

Å
1

2
+

1

2
cos 2θ

ã
dθ =

=4r2

ï
θ

2
+

1

4
sen 2θ

òπ/2
0

= 4r2π

4
= πr2 2

Teorema 3.3.12 (Integración por partes) Sean f y g dos funciones tales que

f ′ y g′ son continuas, entonces:∫ b

a
f(x)g′(x)dx =

ï
f(x)g(x)

òb
a

−
∫ b

a
g(x)f ′(x)dx

Ejemplo 3.3.13 Utilizamos el resultado anterior para calcular la siguiente integral

definida ∫ π/2

π/6
cosx log senx dx

Para ello, utilizamos el cambio de variable

t = senx, dt = cosx dx

Los ĺımites de integración se modifican de la siguiente forma: para x = π/6, el valor

de t es 1/2, mientras que para x = π/2 el valor de t es 1.∫ π/2

π/6
cosx log senx dx =

∫ 1

1/2
log tdt u = log t =⇒ du =

dt

t
dv = dt =⇒ v = t

=

ï
t log t

ò1
1/2

−
∫ 1

1/2
dt =

− log(1/2)

2
−
ï
t

ò1
1/2

=
log 2

2
− 1

2

3.3.3. Aplicaciones geométricas

Aunque hemos utilizado el cálculo de áreas de regiones planas para motivar el

concepto de integral, debemos tener en cuenta que una integral se identifica con un

área solo si el integrando es una función positiva.

Teorema 3.3.14 Si f es una función continua y positiva en el intervalo [a, b],

entonces la integral definida

∫ b

a
f es el valor del área de la región comprendida

entre el grafo de f y el eje OX en dicho intervalo.
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A continuación, repasamos otras aplicaciones de la integral para determinar otras

magnitudes, como volúmenes, longitudes de curvas o áreas de superficies alabeadas.

Otras aplicaciones posibles se encuentran en el campo de la f́ısica, para calcular el

trabajo o los centros de masas.

Cálculo de volúmenes por secciones. Supongamos que tenemos el sólido aco-

tado por dos planos perpendiculares a una recta y que para cada t ∈ [a, b] cono-

cemos el área A(t), de las secciones del sólido perpendiculares a dicha recta, de

tal forma que la función A es continua. Si tomamos una partición del intervalo,

a = t0 < t1 < . . . < tn = b, el volumen del sólido se puede aproximar por la suma

de los volúmenes de los cilindros de base A(ti) y altura (ti − ti−1):

V ≈
n∑
i=1

A(ti)(ti − ti−1)

Obviamente, estas expresiones son sumas de Riemann asociadas a la función A(t),

y por lo tanto, podemos afirmar que el volumen exacto es:

V =

∫ b

a
A(t)dt

En algunos casos, el enunciado del problema dará la posición del sólido respecto de

los ejes coordenados, pero más frecuentemente, tendremos que elegir nosotros esta

posición, de tal forma que sea fácil calcular las áreas A(t).

Ejemplo 3.3.15 Se corta una cuña de un tronco (ciĺındrico) de radio 2 dm dando

dos cortes con una sierra mecánica que llegan hasta el centro del tronco. Si uno de

los cortes se hace perpendicular y el otro formando un ángulo de 30◦ con el primero,

¿qué volumen tendrá la cuña?

Para hacer el cálculo utilizando el método de las secciones, situamos el sólido como

se muestra en la figura. La base de la cuña, perpendicular al eje del tronco, es el

interior del semićırculo y =
√

4− x2. Al hacer los cortes perpendiculares al eje OX,

las secciones son triángulos rectángulos cuya base es
√

4− x2 y forma un ángulo de

30◦ con la hipotenusa. Por lo tanto, su altura es
√

4−x2√
3

y el área de la sección es

A(x) = 1
2
√

3
(4− x2). El volumen que queŕıamos calcular es:

V =

∫ 2

−2
A =

∫ 2

−2

4− x2

2
√

3
dx =

√
3

6

ï
4x− x3

3

ò2
−2

=
16

9

√
3 2
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Como caso particular, podemos calcular el volumen de sólidos de revolución

usando el método de los discos. Si consideremos una región plana determinada por

el grafo de una función continua f entre a y b que gira alrededor del eje OX, el

sólido generado verifica que las secciones perpendiculares al eje OX, son circulos de

radio f(x). Por tanto, el volumen del sólido es:

V =

∫ b

a
πf(x)2 dx

Cálculo de volúmenes de revolución por capas. Otra forma de generar un

sólido de revolución es girando la región determinada por una función continua en

un intervalo [a, b] con a ≥ 0, alrededor del eje OY . Para aproximar el valor de este

volumen, consideremos una partición a = x0 < x1 < . . . < xn = b, y los puntos

intermedios si = xi+xi−1

2 ; el volumen del sólido se puede aproximar por la suma de

los volúmenes de los cilindros cuya base es la corona circular de radios xi−1 y xi y

cuya altura es f(xi):

V ≈
n∑
i=1

f(si)(πx
2
i − πx2

i−1) =
n∑
i=1

πf(si)(xi + xi−i)(xi − xi−i) =

=
n∑
i=1

2πf(si)si(xi − xi−i)

Obviamente, estas expresiones son sumas de Riemann asociadas a la función 2πxf(x),

que es continua por serlo f . Por lo tanto, podemos afirmar que el volumen exacto es

V =

∫ b

a
2πxf(x) dx

Longitud de una curva parametrizada. Si γ(t) = (x(t), y(t)) es una curva

parametrizada diferenciable tal que x′ e y′ son continuas en [a, b], su longitud viene

dada por la siguiente integral:

` =

∫ b

a

»
(x′(t))2 + (y′(t))2 dt

En particular, la longitud del grafo de una función f , en un intervalo [a, b] es:

L =

∫ b

a

»
1 + [f ′(x)]2 dx
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LECCIÓN 3.4

Integración doble

Consideremos un campo escalar f : R ⊂ R2 → R y supongamos que f es positiva

y acotada en el rectángulo R = [a, b]× [c, d]. De la misma forma que para las funcio-

nes de una variable utilizábamos rectángulos, ahora podemos intentar aproximar el

volumen de la región que queda entre el grafo de f y el plano XY tomando prismas.

La manera más simple de hacerlo es tomando particiones de los intervalos [a, b] y

[c, d] y considerando, como base de los prismas, los rectángulos que forman:

Podemos tomar aproximaciones por defecto o por exceso considerando los valores

máximo y mı́nimo en el rectángulo como altura del prisma, o tomar una suma de

Riemann usando como altura el valor de la función evaluando en cualquier punto

interior.
n∑
i=1

m∑
j=1

f(ti, sj)(xi − xi−1)(yj − yj−1),

Como para las funciones de una variable, para mejorar estas aproximaciones basta

con tomar más puntos en las particiones, de forma que las áreas de los rectángulos
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Rij = [xi−1, xi] × [yj−1, yj ] disminuyan tendiendo a 0. Diremos que el campo es

integrable si, en estas condiciones, las sumas de Riemann convergen a un mismo

valor, que denominamos integral de f en la región R = [a, b]× [c, d]:

∫∫
R
f(x, y)dxdy = ĺım

Área(Rij)→0

n∑
i=1

m∑
j=1

f(ti, sj)(xi − xi−1)(yj − yj−1)

Si el campo es positivo en la región, esta integral es el volumen de la región que queda

entre el grafo y el plano XY . En este curso, solo vamos a trabajar con campos

continuos, que en particular son integrables, en cualquier región contenida en su

dominio.

No vamos a abordar en este curso las integrales de campos de tres o más variables,

aunque teóricamente su definición no supone ninguna dificultad. Como veremos a

lo largo del tema, el calculo de las integrales múltiples se sustenta en el cálculo

de primitivas y en el estudio y transformación de las regiones de integración y por

lo tanto, el nivel de dificultad que aporta el aumento de las variables no está en

el propio concepto de integral sino en la manipulación de regiones y objetos en el

espacio.

3.4.1. Teorema de Fubini. Consecuencias

La definición de integral que hemos dado más arriba establece la forma de saber

qué magnitudes pueden se calculadas con la integral de una función, pero no igual que

ocurre en funciones de una variable, no constituye un método efectivo de cálculo.

El teorema de Fubini, que enunciamos a continuación, establece la relación entre

integrales dobles e integrales de una variable, por lo que, usando conjuntamente con

la regla de Barrow, nos da un método de cálculo de integrales basado en el cálculo

de primitivas.

Teorema 3.4.1 (de Fubini) Sea f : R ⊂ R2 → R un campo escalar integrable en

el rectángulo R = [a, b]× [c, d]. Entonces:∫∫
R

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

Ç∫ d

c
f(x, y)dy

å
dx =

∫ d

c

Ç∫ b

a
f(x, y)dx

å
dy

Ejemplo 3.4.2 Vamos a calcular la integral

∫
R

(2x+ y)dxdy con R = [0, 1]× [0, 1]

∫∫
R

(2x+ y)dxdy =

∫ 1

0

Ç∫ 1

0
(2x+ y)dx

å
dy

=

∫ 1

0

ï
x2 + yx

ò1
x=0

dy

=

∫ 1

0
(1 + y)dy =

ï
y +

y2

2

ò1
y=0

=
3

2
2
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∫∫
R

f(x, y) = V =

∫ b

a
A(x)dx =

∫ b

a

Ç∫ d

c
f(x, y)dy

å
dx

∫∫
R

f(x, y) = V =

∫ d

c
A(y)dy =

∫ d

c

Ç∫ b

a
f(x, y)dx

å
dy

Figura 3.8: Justificación del teorema de Fubini usando el cálculo de volúmenes por

el método de las secciones.
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Figura 3.9: Región limitada por dos grafos.

Como podemos ver en las figuras de la página 165, las igualdades dadas por el

Teorema de Fubini se pueden obtener como consecuencia del método de las secciones

para el cálculo de un volumen por el método de las secciones.

Naturalmente, trabajar con dominios rectangulares es una restricción demasiado

fuerte; el siguiente resultado introduce la herramienta para trabajar con campos en

cualquier dominio.

Teorema 3.4.3 Sea D un subconjunto acotado de R2 y sea f un campo escalar

continuo y acotado en D. Sea R un rectángulo tal que D ⊂ R y consideremos el

campo

f̄(x, y) =

f(x, y) si (x, y) ∈ D
0 si (x, y) ∈ RrD

Entonces, el campo f̄ es integrable en R y su integral se toma como definición de la

integral de f en D: ∫∫
D

f(x, y) dx dy
(def.)

=

∫∫
R

f̄(x, y) dx dy

Ejemplo 3.4.4 Supongamos que D ⊂ R2 está limitado por los grafos de las funcio-

nes ϕ1 : [a, b]→ R y ϕ2 : [a, b]→ R tal y como se muestra en la figura 3.9, entonces,

considerando la función f̄ definida en el teorema anterior:∫∫
D

f(x, y)dx dy =

∫ b

a

Ç∫ d

c
f̄(x, y)dy

å
dx

=

∫ b

a

Ç∫ ϕ1(x)

c
0 · dy +

∫ ϕ2(x)

ϕ1(x)
f(x, y)dy +

∫ d

ϕ2(x)
0 · dy

å
dx

=

∫ b

a

Ç∫ ϕ2(x)

ϕ1(x)
f(x, y)dy

å
dx

Por ejemplo, podemos calcular el volumen de la cuña que vimos en un ejemplo
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anterior, que se obteńıa cortando un tronco (ciĺındrico) de radio 2 dm dando dos

cortes con una sierra mecánica que llegan hasta el centro del tronco; uno de los

cortes se hace perpendicular y el otro formando un ángulo de 30◦ con el primero:

Ahora, utilizando una integral doble, la cuña es la región que queda entre el grafo

del campo f(x, y) =
y√
3

y el plano OX en el dominio D definido por −2 ≤ x ≤ 2,

0 ≤ y ≤
√

4− x2.

V =

∫∫
D

y√
3

dx dy =

∫ 2

−2

(∫ √4−x2

0

y√
3

dy

)
dx

=

∫ 2

−2

ï
y2

2
√

3

ò√4−x2

0

dx =
1

2
√

3

∫ 2

−2
(4− x2)dx

=
1

2
√

3

ï
4x− x3

3

ò2
−2

=
16

9

√
3 2

Los siguientes resultados establecen varias propiedades de la integral doble.

Teorema 3.4.5 Consideremos un campo escalar f : D ⊂ R2 → R y supongamos

que f es positivo y acotado en D. Entonces, la integral
∫

D f(x, y) es el valor del

volumen del sólido comprendido entre el grafo de f en D y el plano XY .

Si en este teorema consideramos la función constante f(x, y) = 1, obtenemos la

siguiente consecuencia.

Corolario 3.4.6

∫∫
D

dx dy es el valor del área de la región D.

La integral doble, también verifica las propiedades de linealidad y de aditividad.

Teorema 3.4.7 Sean f y g campos escalares integrables sobre D ⊂ R2 y c, k ∈ R.

1. Linealidad:∫∫
D

(c·f(x, y)+k·g(x, y)) dx dy = c·
(∫∫

D

f(x, y) dx dy

)
+k·

(∫∫
D

g(x, y) dx dy

)
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Θ

R
a

2π

X

Y

0 ≤ r ≤ a
0 ≤ θ ≤ 2π

T

−a ≤ x ≤ a
−
√
a2 − x2 ≤ y ≤

√
a2 − x2

Figura 3.10: Cambio de variable a coordenadas polares.

2. Aditividad: Si D = D1 ∪D2 y Área(D1 ∩D2) = 0,∫∫
D

f dx dy =

(∫∫
D1

f(x, y) dx dy

)
+

(∫∫
D2

f(x, y) dx dy

)

3.4.2. Teorema de cambio de variable

El teorema de Fubini es la herramienta fundamental para el cálculo de integrales

múltiples, sin embargo, hemos podido observar que su aplicación no es sencilla si

la región de integración no es rectangular. Los cambios de variable nos van a per-

mitir utilizar descripciones más simples de una región. Por ejemplo, mientras que

un ćırculo de radio a centrado en (0, 0) en coordenadas cartesianas se describe por

−
√
a2 − x2 ≤ y ≤

√
a2 − x2, −a ≤ x ≤ a, en coordenadas polares se describe sim-

plemente por 0 ≤ r ≤ a, 0 ≤ θ ≤ 2π. Para hacer esta descripción alternativa,

hemos usado la aplicación

T (r, θ) = (r cos θ, r sen θ)

que convierte las coordenadas polares en coordenadas cartesianas, según se muestra

en la figura 3.10. Esta aplicación tiene su origen e imagen en R2, es decir, es un

campo vectorial. Para poder enunciar el teorema de cambio de variable necesitamos

introducir algunos conceptos previos.

Definición 3.4.8 Un campo vectorial es una aplicación cuyo dominio está conte-

nido en un espacio Rn y su imagen lo está en otro espacio Rm; es decir, responde

al esquema f : D ⊂ Rn → Rm. Un campo vectorial está determinado por m campos

escalares: f = (f1, . . . , fm).
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En el teorema de cambio de variable, utilizaremos campos vectoriales continuos

y diferenciables, es decir, sus componentes son campos escalares continuos y dife-

renciables. La diferencial de estos campos se puede estudiar formalmente siguiendo

un esquema similar al utilizado para los campos escalares, llegando a la conclusión

de que la matriz de esta aplicación lineal se puede expresar a partir de los gradien-

tes de sus componentes según establece la siguiente definición. Los detalles de estas

comprobaciones quedan fuera de los objetivos del curso y de las necesidades de este

tema.

Definición 3.4.9 Si f = (f1, . . . , fm) es diferenciable en a ∈ Dom(f), llamamos

matriz jacobiana de f en a a la matriz:

Jf(a) =



∂f1

∂x1
(a)

∂f1

∂x2
(a) . . .

∂f1

∂xn
(a)

∂f2

∂x1
(a)

∂f2

∂x2
(a) . . .

∂f2

∂xn
(a)

...
...

. . .
...

∂fm
∂x1

(a)
∂fm
∂x2

(a) . . .
∂fm
∂xn

(a)


m×n

=

â
∇f1(a)

∇f2(a)
...

∇fm(a)

ì
Ejemplo 3.4.10 Vamos a calcular la matriz jacobiana del campo vectorial

f(x, y, z) = (3x2 − y, 2xz − 3y, x− yz2)

Jf(x, y, z) =

Ü
6x −1 0

2z −3 2x

1 −z2 −2yz

ê
2

Ya tenemos los elementos necesarios para enunciar el teorema de cambio de variable.

Teorema 3.4.11 Sea F : T (D) ⊂ R2 → R un campo escalar continuo, siendo D

cerrado y acotado. Sea T : D ⊂ R2 → R2 un campo vectorial biyectivo, salvo en

un subconjunto de área nula, diferenciable y con las derivadas parciales continuas.

Entonces: ∫∫
T (D)

F =

∫∫
D

(F ◦ T )|det(JT )|

Mientras que para las integrales de una variable, este teorema se utiliza fundamen-

talmente para el cálculo de primitivas para simplificar la función a integrar, en la

integración múltiple lo utilizaremos fundamentalmente para describir de forma más

sencilla la región de integración.

Ejemplo 3.4.12 Hemos mostrado más arriba el cambio a coordenadas polares:

T (r, θ) = (r cos θ, r sen θ)

Veamos como se transforma una integral al aplicar este cambio de variables. En

primer lugar, calculamos el jacobiano de T :

JT (r, θ) =

Ñ
cos θ −r sen θ

sen θ r cos θ

é
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Figura 3.11: Región de integración en el ejemplo 3.4.13.

Por lo tanto, el valor absoluto del determinante es: | det(JT (r, θ))| = |r|; y la fórmula

de cambio de variable queda:∫∫
T (D)

F (x, y)dx dy =

∫∫
D

F (r cos θ, r sen θ)|r|dr dθ

En la integral de la izquierda, T (D) representa a la región de integración descrita

en coordenadas cartesianas, mientras que D , en la integral de la derecha, representa

a la misma región pero descrita en coordenadas polares. 2

Ejemplo 3.4.13 Calculemos la integral

∫∫
D
xy dxdy en donde D es la región de-

limitada por las parábolas, y = x2 + 4, y = x2, y = 6 − x2, y = 12 − x2, según se

muestra en la figura 3.11 En este caso, cada par (u, v) tal que u ∈ [6, 12], v ∈ [0, 4],

determina un único punto de la región, determinado por las siguientes ecuaciones

y = x2 + v, y = u− x2

Esto permite obtener un cambio de variable de [6, 12]× [0, 4] en D:

x =

…
1

2
(u− v), y =

1

2
(u+ v)

Utilizamos entonces el cambio T (u, v) = (
»

1
2(u− v), 1

2(u + v)), para calcular la

integral propuesta

Det(JT (u, v)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
√

2

4
√
u− v

−
√

2

4
√
u− v

1

2

1

2

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

√
2

4
√
u− v

∫∫
D

xy dxdy =

∫∫
T−1(D)

√
u− v(u+ v)

2
√

2

√
2

4
√
u− vdudv

=
1

8

∫ 4

0

∫ 12

6
(u+ v)du dv =

1

8

∫ 4

0

ï
u2

2
+ vu

ò12

u=6

dv

=
1

8

∫ 4

0
(54 + 6v)dv =

1

8

ï
54v + 3v2

ò4
v=0

dv = 33 2
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3.4.3. Áreas de regiones planas

Según hemos visto anteriormente, la integral doble nos da una forma sencilla de

expresar el área de una región plana arbitraria:

Área(D) =

∫∫
D

dxdy,

El uso de las técnicas presentadas en las secciones anteriores nos permitirá abordar

el cálculo del área de regiones cuyas representaciones como integrales de una variable

seŕıa más compleja.

Ejemplo 3.4.14 Calculemos el área de la región interior a la elipse
x2

a2
+
y2

b2
= 1.

Podemos plantear la integral en la región eĺıptica aplicando directamente el teorema

de Fubini, pero las primitivas resultantes no serán sencillas. Es mejor utilizar un

cambio de variable, que podemos intuir fácilmente si recordamos la parametrización

de la elipse que estudiamos en el tema 2:

x

a
= r cos t,

y

b
= r sen t, r ∈ [0, 1], t ∈ [0, 2π].

Obsérvese que este cambio no es el cambio a coordenadas polares; de hecho, el uso

de coordenadas polares sobre regiones eĺıpticas conduce, por lo general, a primitivas

más complejas.

Por lo tanto:

T (r, t) = (ar cos t, br sen t)

JT (r, t) =

Ñ
a cos t −ar sen t

b sen t br cos t

é
|Det(JT (r, t))| = rab

Área(D) =

∫∫
D

dxdy =

∫ 2π

0

∫ 1

0
abr dr dt = πab 2

3.4.4. Integrales de ĺınea

Una de las aplicaciones fundamentales de la integral en la f́ısica es el cálculo del

trabajo que realiza un campo (vectorial) de fuerzas al desplazarse por una curva.

Esta magnitud se modeliza con lo que se conoce como integral de ĺınea, que definimos

a continuación.

Definición 3.4.15 Sea F = (F1, F2) un campo vectorial y γ(t), t ∈ [a, b], una curva

en R2 tal que γ′ es continua en [a, b]. Llamamos integral de ĺınea de F sobre la curva

C o circulación de F a través de C a:∫
C
F =

∫ b

a
F (γ(t)) · γ′(t) dt =

∫ b

a
(F1(x(t), y(t))x′(t) + F2(x(t), y(t))y′(t)) dt

Si la curva C es cerrada, es decir γ(a) = γ(b), esta integral se denota:

∮
C
F
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X

Y

Figura 3.12: Curva de los ejemplos 3.4.16 y 3.4.20.

De forma más abreviada, la integral de ĺınea se suele expresar igualmente como

sigue: ∫
C
F =

∫
C
F1(x, y)dx+ F2(x, y)dy

Ejemplo 3.4.16 Consideremos el campo F (x, y) =
(x
y
,
y

x

)
y la curva cerrada C

determinada por la parametrización γ(t) = (2t3 − 3t2 + t, t − t2), t ∈ [0, 1] (ver

figura 3.12).∮
C
F =

∫ 1

0
F (γ(t)) · γ′(t) dt =

∫ 1

0
(F1(x(t), y(t))x′(t) + F2(x(t), y(t))y′(t)) dt =

=

∫ 1

0

Å
x(t)

y(t)
x′(t) +

y(t)

x(t)
y′(t)

ã
dt =

=

∫ 1

0

Å
t(t− 1)(2t− 1)

−t(t− 1)
(6t2 − 6t+ 1) +

−t(t− 1)

t(t− 1)(2t− 1)
(1− 2t)

ã
dt =

=

∫ 1

0

(
− (2t− 1)(6t2 − 6t+ 1) + 1

)
dt =

=

∫ 1

0
(−12t3 + 18t2 − 8t+ 2) dt =

=
[
−3t4 + 6t3 − 4t2 + 2t

]1
0

= −3 + 6− 4 + 2 = 1 2

Las integrales de ĺınea y las integrales dobles están relacionadas por el teorema

de Green, que enunciamos a continuación.

Teorema 3.4.17 (de Green) Sea C es una curva regular a trozos, cerrada y sim-

ple de R2 recorrida de tal forma que el interior de la curva queda a la izquierda, D

la región interior de esta curva y F : D ⊂ R2 → R2 un campo vectorial continuo y

con parciales continuas en D. Entonces∮
C
F =

∫
D

(∂F2

∂x
(x, y)− ∂F1

∂y
(x, y)

)
dx dy

Ejemplo 3.4.18 Vamos a calcular la integral del campo F (x, y) = (y2, x2) sobre

la curva cerrada C que aparece en la figura 3.13; esta curva está formada por el
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y = 1− x2

−1 1
X

Y

Figura 3.13: Curva del ejemplo 3.4.18.

segmento que une los puntos (−1, 0) y (1, 0) y el segmento de la parábola y = 1−x2

que va de (1, 0) a (−1, 0). Dado que vamos a utilizar el teorema de Green, no es

necesario obtener una parametrización. Si D es la región encerrada por la curva:

∮
C
F =

∮
C
y2 dx+ x2 dy =

∫∫
D

(2x− 2y) dx dy =

=

∫ 1

−1

∫ 1−x2

0
(2x− 2y) dy dx =

∫ 1

−1

[
2xy − y2

]y=1−x2
0

dx =

=

∫ 1

−1
2x(1− x2)− (1− x2)2 dx =

∫ 1

−1
(−x4 − 2x3 + 2x2 + 2x− 1) dx =

=

ï
−1

5
x5 − 1

2
x4 +

2

3
x3 + x2 − x

ò1
−1

=

= (−1

5
− 1

2
+

2

3
+ 1− 1)− (

1

5
− 1

2
− 2

3
+ 1 + 1) =

−16

15
2

Si C es una curva cerrada y D es la región del plano que encierra, entonces, por

el teorema de Green∮
C
−y dx+ x dy =

∫∫
D

(1− (−1)) dx dy) = 2

∫∫
D

dx dy = 2Área(D)

Hemos considerado que la curva se está recorriendo en sentido positivo, es decir,

de tal forma que el interior queda a la izquierda. Si la curva se recorre en sentido

contrario, el valor de la integral será negativo, aunque su valor absoluto coincidirá

igualmente con el área. Este razonamiento demuestra el siguiente corolario.

Corolario 3.4.19 Si C es una curva regular, cerrada y simple, entonces el área

de la región encerrada por C es

A =
1

2

∣∣∣∣∮
C
−y dx+ x dy

∣∣∣∣
Ejemplo 3.4.20 Vamos a calcular el área de la región encerrada por la curva C

determinada por la parametrización γ(t) = (2t3 − 3t2 + t, t − t2), t ∈ [0, 1] (ver
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figura 3.12).

Área =
1

2

∮
C
−y dx+ x dy =

=

∫ 1

0

1

2

(
− (t− t2)(6t2 − 6t+ 1) + (2t3 − 3t2 + t)(1− 2t)

)
dt =

=

∫ 1

0
(t4 − 2t3 + t2) dt =

ï
1

5
t5 − 1

2
t4 +

1

3
t3
ò1

0

=
1

5
− 1

2
+

1

3
=

1

30
2
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Relación de ejercicios 3.1

1. Las expresiones
1

x
y

2

2x
son iguales, sin embargo, si calculamos la integral

(inmediata) de cada una de ellas, obtenemos los siguientes resultados:∫
1

x
dx = log |x|+ C y

∫
2

2x
dx = log |2x|+ C

¿Son esos dos resultados realmente distintos?

2. Calcule las siguientes integrales observando que son inmediatas:

a)

∫
(4x3 − 3x2 +

1

2
x− π) dx b)

∫
3
√
x2 dx

c)

∫
cosx sen3 x dx d)

∫
x senx2 dx

3. a) Transforme el polinomio 9x2 − 6x + 2 usando la técnica de completar

cuadrados.

b) Utilice la expresión anterior para calcular la integral

∫
3

9x2 − 6x+ 2
dx

4. Utilice la descomposición en fracciones simples para calcular la integral∫
x2 + 6x+ 5

x3 − x2 − x− 2
dx

5. Calcule las siguientes integrales racionales, analizando en primer lugar si son

inmediatas:

a)

∫
x

4 + x4
dx b)

∫
x3

4 + x4
dx c)

∫
x2

4 + x4
dx

6. Calcule las integrales

a)

∫
tg x dx, b)

∫
(log x)2 dx

y deduzca a partir de ellas las integrales siguientes:

c)

∫
ex tg ex dx, d)

∫
(log(arctg x))2

1 + x2
dx

7. Calcule las integrales siguientes utilizando el método de integración por partes.

a)

∫
e2x cosx dx b)

∫
x5 senx3 dx

8. Utilice el cambio de variable t = ex y las fórmulas de derivación vistas en el

tema para calcular la integral ∫
ex dx

1− e2x

9. Calcule las siguientes integrales teniendo en cuenta que son funciones racionales

en seno y coseno y utilizando el cambio más adecuado según lo explicado en

la sección 3.1.3.1.

a)

∫
sen3 x cos2 x dx b)

∫
dx

1 + cosx
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10. Calcule la integral

∫ √
1− x

1−√x dx utilizando en primer lugar el cambio de va-

riable x = sen2 t y posteriormente el cambio más adecuado según lo explicado

en la sección 3.1.3.1.

11. Consideramos la integral

∫
cos5 x dx:

a) Calcúlela utilizando la forma compleja de las funciones trigonométricas.

b) Calcúlela utilizando el cambio de variable senx = t.

12. Resuelva las siguientes integrales irracionales.

a)

∫
x dx√

5− 4x− x2
b)

∫
(x− 3)

√
x2 − 6x dx

13. Calcule las siguientes integrales prestando especial atención al indicador de la

variable (dx o dy) de integración.

a)

∫
x dx b)

∫
2xy2 dx c)

∫
x

y2 + x4
dx

d)

∫
x dy e)

∫
2xy2 dy f )

∫
x

y2 + x4
dy
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Relación de ejercicios 3.2

1. Distinga si las siguientes expresiones son ecuaciones diferenciales y determine

el tipo (ordinarias o en derivadas parciales) y el orden.

a) x2 + 3y2 = 5xy b) x2 + 3y′′ − 5(y′)3 = 0

c) 1 + y + y′′ + y′′′ = 0 d) xy − y′ senx = 0

e) x
dy

dx
− senx = ex f ) 5

Å
∂z

∂x

ã2

+ xy
∂z

∂y
= 3xyz

2. Consideremos la ecuación y′ + 2y = 0. Se pide:

a) Estudie la existencia y unicidad de soluciones.

b) Compruebe que la función y = Ce−2x es una solución general.

c) Determine la solución particular que pasa por el punto (0, 3).

3. Consideremos la ecuación diferencial y′ = y2 − 4. Se pide

a) Estudie la existencia y unicidad de soluciones

b) Resuelva la ecuación (variables separables) y obtener la solución general.

c) Calcule la solución particular, si existe, que pasa por (0, 0).

d) Calcule la solución particular, si existe, que pasa por (0, 2).

e) Calcule la solución particular, si existe, que pasa por (0,−2).

4. Compruebe que la ecuación xyy′ − log x = 0 es de variables separables y

resuélvala. ¿Alguna solución pasa por el punto (1,−2)?

5. Compruebe que la ecuación (2x− 3y) + (2y− 3x)y′ = 0 es exacta y resuélvala.

¿Alguna solución pasa por el punto (1,−2)?

6. Resuelva la ecuación diferencial lineal y′+
y

x
= 3x+4 y compruebe la solución.

¿Alguna solución pasa por el punto (2, 6)?

7. Resuelva la ecuación y′ =
xy

x2 − y2
utilizando el cambio de variable y = x · u y

compruebe la solución.

8. Resuelva la ecuación yy′ − 2y2 = ex utilizando el cambio de variable u = y2.

9. Entre los modelos estudiados en el tema, determine qué tipo de ecuación dife-

rencial es cada una de las siguientes:

a) (2 + x)y′ = 3y b) y′ =
3x+ 2y

x
c) 2 cos(2x− y)− y′ cos(2x− y) = 0 d) y′ = −2− y + y2

e) (x− 1)y′ + y = x2 − 1 f ) y′ =
y + x− 3

y − x− 1

g) y′ + 2xy = 2x h) exyy′ = e−y + e−2x−y

i) y′ + 2y = senx j ) y2exy
2

+ 2xyy′exy
2

= 0
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Relación de ejercicios 3.3

1. Calcule la siguiente integral utilizando el cambio de variable x = t2.∫ π2/4

0
sen
√
x dx

2. Calcule el área de las regiones acotadas delimitadas por las gráficas de las

funciones f(x) = x4 − 9x2 + 10 y g(x) = x2 + 1.

3. Consideremos la región comprendida entre la curva y = x2 y la recta y = x+2.

Dibuje la región y utilice los modelos de la sección 3.3.3 para calcular los

siguientes volúmenes.

a) Volumen de revolución que se genera al girar la región alrededor del eje

X = 2.

b) Volumen de revolución que se genera al girar la región alrededor del eje

Y = −1.

4. Halle la distancia recorrida por un móvil entre los instantes t = 0 y t = 4 si su

posición viene determinada por las ecuaciones:

x(t) =
t2

2
, y(t) =

1

3
(2t+ 1)3/2

5. Halle la integral

∫∫
R

y3 cos2 x dx dy, en donde R = [−1, 2]× [0, 2]

6. Halle la integral

∫∫
R

yx3ex
2y2 dx dy, en donde R = [1, 3]× [1, 2]

7. Dibuje la región sobre la que se integra, intercambie el orden de integración y

evalúe la integral ∫ 1

0

∫ 1

x
(x− y)3 dy dx.

8. Dibuje la región sobre la que se integra, intercambie el orden de integración y

evalúe la integral ∫ 4

1

∫ √x
1

(x2 + y2) dy dx.
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Relación de ejercicios 3.4

1. Consideramos la región R delimitada por las rectas y = x + 1, y = x − 3,

y = 4− x, y = 3− x. Utilizar el teorema de cambio de variable para expresar

la integral respecto de las variables u y v tales que y = x + u, y = v − x y

calcularla ∫∫
R

(y − 2x) dx dy.

2. Utilice el cambio de variable a coordenadas polares para hallar la integral∫∫
D

xy dx dy,

en donde D es el interior de la curva (x2 + y2)2 = 4(x2 − y2) en x ≥ 0.

3. Utilice el cambio de variable a coordenadas polares para hallar el área ence-

rrada por la cardioide de ecuación ρ = 3(1 + cos θ).

4. Si f es un campo escalar continuo con parciales continuas en un dominio D ,

entonces el área de la superficie de su grafo sobre el dominio D es∫∫
D

 
1 +

(∂f
∂x

(x, y)
)2

+
(∂f
∂y

(x, y)
)2

dx dy

Halle el área de la superficie del grafo del campo f(x, y) = xy sobre el ćırculo

de centro (0, 0) y radio 1.

5. Consideramos la siguiente integral de ĺınea:∮
C
y3dx+ (x3 + 3xy2)dy

en donde C es la curva que va del punto (1, 1) al punto (0, 0) siguiendo la recta

Y = X y vuelve al punto (1, 1) siguiendo la curva Y = X3.

a) Calcúlela utilizando la definición.

b) Calcúlela utilizando el teorema de Green (página 172).

6. Consideramos la parábola de la figura cuya parametrización es x(t) = t2+t−2,

y(t) = −t2 + t + 6, t ∈ [−2, 3]. Calcule el área de la región sombreada de la

figura.

4 10
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Relación de ejercicios 3.5

1. Calcule las siguientes integrales utilizando los métodos de integración inme-

diata o por cambio de variable directo:

a)

∫
1

3
√
x2

dx b)

∫
dx

(3x+ 4)4
c)

∫
x(3x2 − 5)7 dx

d)

∫
5
√

5x+ 6 dx e)

∫
6x2

x3 − 2
dx f )

∫
x2 cos(x3 − 7) dx

2. Calcule las siguientes integrales con el cambio de variable indicado:

a)

∫
sen
√
x√

x
dx, x = t2.

b)

∫
dx

coshx
, ex = t.

c)

∫
ex√

ex + 1
dx, ex + 1 = t.

3. Calcular la integral

∫
log x

x
dx aplicando los siguientes métodos:

a) Integración inmediata o cambio de variable directo.

b) Integración por partes.

4. Calcule las siguientes integrales utilizando el método de integración por partes:

a)

∫
x2 log x dx b)

∫
ex sen2 x dx c)

∫
arctg x dx

5. Calcule las siguientes integrales racionales:

a)

∫
x2 + 3x− 4

x2 − 2x− 8
dx b)

∫
3x+ 5

x3 − x2 − x+ 1
dx

6. Calcule las siguientes integrales trigonométricas utilizando la forma compleja

de las funciones trigonométricas:

a)

∫
sen4 x dx b)

∫
cos6 x dx

7. Resuelva las siguientes integrales utilizando el cambio de variable adecuado

según lo explicado en la sección 3.1.3.1.

a)

∫
senx

cos3 x
dx b)

∫
tg2 x dx c)

∫
dx

cosx− senx

8. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales de variables separables:

a) (2 + x)y′ = 3y b) yy′ = senx c) y′ = exp(3x+ 2y)

9. Compruebe que las siguientes ecuaciones son exactas y resuélvalas:

a) (3y2 + 10xy2) + (6xy − 2 + 10x2y)y′ = 0

b) (senxy + xy cosxy) + (x2 cosxy)y′ = 0
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10. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales lineales de primer orden:

a) y′ + 2y = senx b) y′ + 5y = e5x

11. Resuelva la ecuación y′ = 2 +
√
y − 2x+ 3 utilizando el cambio de variable

u = y − 2x+ 3.

12. Resuelva la ecuación y′ =
x− y
x+ y

utilizando el cambio de variable y = x · u.

13. Resuelva la ecuación y′ + y2 +
y

x
=

1

x2
utilizando el cambio de variable

1

u
=

y +
1

x
.

14. Halle el área determinada por las curvas y = x4 − 2x2, y = 2x2.

15. Utilice el método de secciones para calcular el volumen de una pirámide cua-

drangular cuya altura es h y el lado de la base vale `.

16. Calcule el volumen de revolución obtenido al hacer girar alrededor del eje OY

la región comprendida entre curva y2 = x y la recta x = 1.

17. Consideremos la región A encerrada por las gráficas de f(x) = 2x − 1
2x

2 y

g(x) = 1
2x. Se pide:

a) Calcule el volumen de revolución obtenido al hacer girar la región A

alrededor del eje OX.

b) Calcule el volumen de revolución obtenido al hacer girar la región A

alrededor del eje OY .

c) Calcule el volumen de revolución obtenido al hacer girar la región A

alrededor del eje x = −1

d) Calcule el volumen de revolución obtenido al hacer girar la región A

alrededor del eje x = 3

e) Calcule el volumen de revolución obtenido al hacer girar la región A

alrededor del eje y = 2

f ) Calcule el volumen de revolución obtenido al hacer girar la región A

alrededor del eje y = −1

18. Un cable eléctrico soportado por dos postes distantes 200 metros adopta la

forma de una catenaria (coseno hiperbólico) de ecuación y = 150 cosh
x

150
.

Calcule la longitud del cable entre esos dos postes.

19. Calcule el volumen de un cono de altura h y radio r:

a) Utilizando el método de discos.

b) Utilizando el método de capas.
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20. Halle la distancia recorrida por un móvil entre t = 0 y t = 2, sabiendo que su

posición en cada instante está dada por: x(t) = cos t+ t sen t

y(t) = sen t− t cos t

21. Las coordenadas de un punto móvil vienen dadas en el instante t por las

ecuaciones x = t2, y = t3. Encuentre la longitud del espacio recorrido entre

t = 0 y t = 2.

22. Halle las siguientes integrales dobles:

a)

∫∫
R
y3 cos2 x dx dy, en donde R = [−π/2, π]× [1, 2].

b)

∫∫
R

Å
xy +

x

y + 1

ã
dx dy, en donde R = [1, 4]× [1, 2].

23. Esboce la región sobre la que se integra, intercambie el orden de integración y

evalúe las siguientes integrales:

a)

∫ 1

0

∫ 1

1−y
(x+ y2) dx dy, b)

∫ 4

1

∫ √x
1

(x2 + y2) dy dx

24. Halle el área de la región encerrada por la curva ρ = 4 + cos θ.

25. Exprese la siguiente integral en coordenadas polares y calcúlela:∫ 2

0

(∫ √4−x2

0

√
4− x2 − y2 dy

)
dx

26. Consideremos la región R delimitada por el eje OX y la curva

x(t) = t− sen t, y(t) = 1− cos t, 0 ≤ t ≤ 2π.

Utilice el cambio de variable T (s, t) = (x(t), s ·y(t)), s ∈ [0, 1], t ∈ [0, 2π], para

calcular la integral

∫∫
R

y dx dy.

27. Calcule mediante la definición la integral de ĺınea,

∮
C
x2y2dx+ dy en donde C

es la circunferencia centrada en el origen y de radio r.
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TEMA 4

Sucesiones y series numéricas

Contenido:

Lección 4.1: Sucesiones. Estudio de las propiedades de una sucesión. Suce-

siones recursivas. Ĺımites de sucesiones. Infinitésimos e infinitos equivalentes.

Lección 4.2: Series numéricas. Suma de series. Criterios de convergencia.

Series de potencias. Series de Taylor. Evaluación aproximada de funciones

elementales.

Prerrequisitos: Manipulación de expresiones y propiedades de las funciones ele-

mentales. Concepto de ĺımite de una función y cálculo de ĺımites (regla de L’Hôpital).

Objetivos: Los objetivos son: estudiar las propiedades de una sucesión numéri-

ca, saber aplicar criterios para estudiar la convergencia de series numéricas, saber

estudiar la convergencia de series de potencias, saber sumar de forma exacta y apro-

ximada algunas series numéricas y de potencias.

Resultados de aprendizaje:

Saber estudiar las caracteŕısticas de monotońıa y acotación de una sucesión

escrita en forma expĺıcita o en forma recursiva.

Saber calcular ĺımites de sucesiones que se puedan resolver mediante opera-

ciones algebraicas, utilizando el número e y equivalencia de infinitésimos e

infinitos.

Saber estudiar la convergencia de sucesiones recursivas.

Reconocer y sumar algunos tipos de series numéricas, como geométricas (me-

diante fórmula), aritmético-geométricas, hipergeométricas,. . . También se su-

marán aquellas que se puedan sumar calculando el ĺımite de la sucesión de

sumas parciales utilizando las técnicas aprendidas en este tema.

Saber estudiar el carácter de una serie usando los siguientes criterios: del co-

ciente, comparación por paso al ĺımite, convergencia absoluta y Leibniz.
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Saber interpretar y aplicar criterios de convergencia que se indiquen expĺıcita-

mente.

Saber hallar el campo de convergencia de series de potencias utilizando los

criterios de convergencia de series numéricas.

Saber el polinomio y la serie de Taylor de las funciones exponencial, logaritmo

neperiano, seno y arco tangente y usarlas para sumar otras series.

Saber utilizar el resto de Lagrange para aproximar las funciones exponencial,

logaritmo neperiano y seno.

Saber utilizar las propiedades algebraicas, de derivación e integración para

sumar series de potencias a partir de la serie geométrica.
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4.1. Sucesiones. 189

LECCIÓN 4.1

Sucesiones

Una sucesión de números reales es una enumeración de los elementos de un

conjunto de números reales, es decir, una regla que asocia un número real a cada

número natural; por ejemplo:

0 1 2 3 . . . n . . .

↓ ↓ ↓ ↓ . . . ↓ . . .

1
1

2

1

3

1

4
. . .

1

n+ 1
. . .

(4.1)

Formalmente, una sucesión no es más que una aplicación a : N → R. Sin embargo,

para las sucesiones es habitual escribir la variable como sub́ındice, es decir, an en

lugar de a(n). Por ejemplo, la sucesión representada en (4.1) se definiŕıa

an =
1

n+ 1

Para representar la sucesión completa se utiliza la notación {an}n∈N, aunque también

es habitual escribir simplemente an si esta simplificación no conduce a error. Los

números reales a0, a1, a2, a3, . . . , an, . . . son los términos de la sucesión {an}n∈N y

decimos que an es el término n-ésimo, el término de ı́ndice n o el término que ocupa

la posición n.

Para simplificar, cuando hablamos de sucesiones de forma general, suponemos

que n ≥ 0, sin embargo, en ejemplos concretos, puede ser necesario considerar que

los valores de la variable n empiezan en un valor mayor. Por ejemplo, la sucesión

an =
1√
n− 1

tiene sentido para n ≥ 2.

Ejemplo 4.1.1

Los términos de la sucesión bn = (−1)n con n ≥ 0 son

1,−1, 1,−1, 1, . . .

Como vemos, los números que ocupan una determinada posición pueden re-

petirse en otra. El conjunto de los términos de esta sucesión es {−1, 1}, sin

embargo, en una sucesión no solo importa el conjunto de términos, sino la

posición que ocupan en la enumeración.

Los términos de la sucesión cn =
2n − 1

n2
con n ≥ 1 son

21 − 1

12
,

22 − 1

22
,

23 − 1

32
,

24 − 1

42
, . . .

‖ ‖ ‖ ‖
1,

3

4
,

7

9
,

15

16
, . . .
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Los términos de la sucesión dn =
1 + 2 + 3 + · · ·+ n

nn
=

1

nn

n∑
k=1

k con n ≥ 1

son
1

11
,

1 + 2

22
,

1 + 2 + 3

33
,

1 + 2 + 3 + 4

44
, . . .

‖ ‖ ‖ ‖
1,

3

4
,

2

9
,

5

128
, . . .

2

Hemos definido las sucesiones del ejemplo anterior dando una fórmula para el

término n-ésimo en función de n, es decir, a partir del término general. Otra forma

de definir sucesiones, de gran importancia en computación, es mediante recurrencias,

es decir, utilizando definiciones recursivas.

Ejemplo 4.1.2

Consideremos la sucesióna1 = 1

an = n+ an−1 si n > 1

Como vemos, para determinar un término de la sucesión, debemos conocer los

anteriores. Los términos de esta sucesión son

1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, . . .

En este ejemplo, es fácil deducir una expresión para el término general.

an = 1 + 2 + · · ·+ n =
1

2
(1 + 2 + · · ·+ n+ n+ (n− 1) + · · ·+ 2 + 1) =

=
1

2
((1 + n) + (2 + n− 1) + (2 + n− 2) + · · ·+ (n− 1 + 2) + (n+ 1)) =

=
1

2
((n+ 1) + (n+ 1) + (n+ 1) + · · ·+ (n+ 1) + (n+ 1)) =

=
1

2
n(n+ 1) (4.2)

Sin embargo, en la mayoŕıa de los casos, esta conversión suele ser bastante

complicada y deberemos estudiar las caracteŕısticas de la sucesión a partir de

su definición recursiva.

En las definiciones recursivas, podemos utilizar más de un elemento previo de

la sucesión. La siguiente sucesión, conocida como sucesión de Fibonacci, define

cada término a partir de los dos inmediatamente anteriores.a1 = a2 = 1

an = an−1 + an−2 si n > 2

Los términos de esta sucesión son {1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, . . . } y su término ge-

neral es

an =
1√
5

Ç
1 +
√

5

2

ån
− 1√

5

Ç
1−
√

5

2

ån
;
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la demostración de esta igualdad queda fuera de los contenidos de este curso,

aunque śı será abordada en la asignatura de Matemática Discreta.

Definición 4.1.3 Sea an una sucesión de números reales:

1. Decimos que an es creciente si an ≤ an+1 para todo n.

2. Decimos que an es decreciente si an ≥ an+1 para todo n.

También hablaremos de sucesiones estrictamente crecientes o decrecientes si las

desigualdades de las definiciones anteriores son estrictas, es decir, < y > respecti-

vamente. En general, decimos que una sucesión es monótona si es creciente o decre-

ciente. Para estudiar la monotońıa de una sucesión, podemos utilizar los siguientes

métodos

Utilizar las propiedades de la relación de orden para “transformar” la desigual-

dad n < n+ 1 en otra que relacione an con an+1.

Comparar 0 con la diferencia an+1 − an

Comparar 1 con el cociente
an+1

an

Inducción, en caso de funciones definidas recursivamente.

Utilizar la caracterización de la monotońıa de una función usando su derivada

(teorema 1.1.17, página 17) y la siguiente propiedad

Si f es una función creciente en [N,∞), entonces an = f(n) es una

sucesión creciente para n ≥ N .

Usaremos uno u otro método dependiendo de la definición concreta de la sucesión.

Ejemplo 4.1.4 Vamos a analizar la monotońıa de algunas sucesiones.

1. La sucesión an =
1

n+ 1
es estrictamente decreciente:

n < n+ 1

n+ 1 < n+ 2 (Orden cerrado para la suma)

n+ 1

n+ 2
< 1 (Dividimos por n+ 2 > 0)

1

n+ 2
<

1

n+ 1
(Dividimos por n+ 1 > 0)

an+1 < an

2. La sucesión bn = (−1)n no es monótona: mientras que b1 = −1 < b2 = 1, se

verifica que b2 = 1 > b3 = −1.
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3. La sucesión dn =
1 + 2 + 3 + · · ·+ n

nn
es estrictamente decreciente:

dn+1

dn
=

(1 + 2 + 3 + · · ·+ n+ (n+ 1))nn

(1 + 2 + 3 + · · ·+ n)(n+ 1)n+1
=

=
2(n+ 1)(n+ 2)nn

2n(n+ 1)(n+ 1)n+1
=

=
n+ 2

n(n+ 1)

Å
n

n+ 1

ãn
< 1 · 1n = 1

Para la segunda igualdad hemos usado la fórmula de la suma de los n primeros

números naturales que demostramos en (4.2.4) (página 209). Además, para el

último paso, hemos utilizado que
n+ 2

n(n+ 1)
< 1, lo cual es cierto para todo

n ≥ 2:

n ≥ 2

n2 ≥ 22 > 2

n+ n2 > n+ 2

n(n+ 1) > n+ 2

1 >
n+ 2

n(n+ 1)

Dado que
dn+1

dn
< 1, entonces dn+1 < dn y, por lo tanto, dn es estrictamente

decreciente si n ≥ 2.

4. La sucesión cn =
2n − 1

n2
es creciente si n ≥ 2. Para demostrarlo, considaremos

la función f(x) =
2x − 1

x2
para x ≥ 2:

f(x) =
2x − 1

x2

f ′(x) =
2xx2 log 2− 2x(2x − 1)

x4

f ′(x) =
2x

x3
(x log 2− 2) +

2

x3

“Ordenar” los factores y términos de f ′(x) ha sido la parte complicada del

proceso. Si x >
2

log 2
≈ 2.88, entonces x log 2 − 2 > 0, y además 2x > 0 y

x3 > 0, y en consecuencia f ′(x) > 0. Por lo tanto, f es estrictamente creciente

en [3,+∞) y cn lo es si n ≥ 3. 2

Definición 4.1.5 Decimos que una sucesión an está acotada si existe un número

real M tal que |an| ≤M .

Siguiendo esta definición, M es una cota superior de la sucesión y −M es una

cota inferior. Normalmente, determinaremos estas cotas por separado y hablaremos

de sucesiones acotadas superiormente o inferiormente.
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N

R

`
`− ε

`+ ε

1 2 3 4 5 . . . N . . .

Figura 4.1: Si ĺım an = ` entonces para n ≥ N los términos de la sucesión distan

de ` menos de ε.

Ejemplo 4.1.6

1. La sucesión an =
1

n+ 1
está acotada, ya que trivialmente an > 0 y an ≤ 1.

2. La sucesión bn = (−1)n está acotada, ya que |(−1)n| = 1.

3. La sucesión cn =
1 + 2 + 3 + · · ·+ n

nn
está acotada. Trivialmente, cn > 0 y

además,
1 + 2 + 3 + · · ·+ n

nn
<
n · n
nn

=
1

nn−2
≤ 1

4.1.1. Ĺımites de sucesiones.

Las sucesiones se utilizan para describir la forma en la que nos acercamos o

aproximamos a un número real que sea solución de un determinado problema. La

noción de acercamiento o aproximación se formaliza con los conceptos de ĺımite y

convergencia.

Definición 4.1.7 Decimos que ` ∈ R es el ĺımite de la sucesión an si para todo

ε > 0, existe un número natural N tal que |an − `| < ε para todo n ≥ N (véase la

figura 4.1). En tal caso escribimos ĺım an = ` y decimos que an es convergente y

converge a `.

Igual que para funciones, también podemos obtener ĺımites cuyo valor sea +∞
o −∞; no incluimos las definiciones detalladas ya que suponemos que son cono-

cidas por el alumno y porque no necesitaremos trabajar con ellas. Hablaremos de

divergencia a infinito o a menos infinito si el ĺımite es +∞ o −∞ respectivamente.

La definición de ĺımite no establece un método para calcularlos, solo enuncia la

propiedad que debemos verificar para comprobar si un número es o no ĺımite. En este

caso, las propiedades algebraicas y los ĺımites de funciones serán las herramientas

básicas para el estudio de ĺımites de sucesiones. No detallamos aqúı las propiedades

algebraicas, ya que deben ser conocidas por el alumno y coinciden con las enunciadas

para funciones en la proposición 1.1.8 (página 12), pero śı introducimos el siguiente
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resultado que relaciona ĺımites de sucesiones y ĺımites de funciones; en el enunciado,

utilizamos el conjunto R = R ∪ {−∞,+∞}, que se denomina R ampliado.

Teorema 4.1.8 Sean an, bn son dos sucesiones convergentes tales que an < bn.

Entonces ĺım an ≤ ĺım bn.

Corolario 4.1.9 (Teorema de Compresión)
1. Sean an, bn y cn tres sucesiones tales que an ≤ cn ≤ bn, ĺım an = ĺım bn = `,

en donde ` ∈ R; entonces, ĺım cn = `.

2. Sea an una sucesión convergente a 0 y bn una sucesión acotada; entonces,

ĺım anbn = 0.

Ejemplo 4.1.10 Aplicando el segundo apartado del teorema 4.1.9, podemos dedu-

cir que

ĺım
senn

n
= 0,

pues la sucesión xn =
senn

n
se puede expresar como producto de una sucesión aco-

tada bn = senn, por otra sucesión an = 1
n convergente a 0. 2

Teorema 4.1.11 (Caracterización secuencial) Sean a, ` ∈ R.

ĺım
x→a

f(x) = ` ∈ R si y solo si: para toda sucesión {xn} ⊂ D, con xn 6= a para todo n,

y ĺımxn = a, se verifica que ĺım f(xn) = `.

Si trabajamos con funciones continuas, entonces podemos sustituir ` por f(a)

en el teorema. Este resultado tiene importantes consecuencias prácticas respecto

del cálculo de ĺımites, usado conjuntamente con la propiedad de continuidad de las

funciones definidas en términos de funciones elementales.

Ejemplo 4.1.12

ĺım sen
πn− 1

2 + 3n
= sen

π

3
=

√
3

2
,

ya que ĺım
πn− 1

2 + 3n
=

π

3
, y ĺım

x→π/3
senx = sen

π

3
, por ser continua la función seno.

2

Ejemplo 4.1.13 También podemos usar la caracterización secuencial para demos-

trar que una función no tiene ĺımite en algún punto. Por ejemplo, la función senx

no tiene ĺımite en +∞, es decir, “ ĺım
x→+∞

senx no existe”. Para probar esto, tomamos

dos sucesiones divergentes a +∞,

xn = 2πn, yn =
π

2
+ 2πn,

y dado que

ĺım senxn = ĺım 0 = 0 6= 1 = ĺım 1 = ĺım sen yn,

podemos concluir que la función senx no tiene ĺımite en +∞. 2
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Otra importante consecuencia de la caracterización secuencial es que podemos

deducir ĺımites de sucesiones a partir de ĺımites de funciones calculados con técnicas

espećıficas, como la regla de L’Hôpital.

Ejemplo 4.1.14 Para calcular el ĺımite de sucesiones ĺım
log n

n
, consideramos el

ĺımite de la función
log x

x
cuando x tiende a +∞, es decir ĺım

x→+∞

log x

x
. Esté ĺımite

se puede calcular usando la regla de L’Hôpital:

ĺım
x→+∞

log x

x
= ĺım

x→+∞

1/x

1
= ĺım

x→+∞

1

x
= 0

Si tomamos xn = n, se verifica que ĺımxn = ĺımn = +∞ y por la caracterización

secuencial, sustituyendo x por xn = n, obtenemos que ĺım
log n

n
= 0.

De la misma forma, se demuestra que

ĺım
log n

p(n)
= 0

para cualquier polinomio p(n). 2

Ejemplo 4.1.15 Para calcular el ĺımite de ĺım
n

2n
, consideramos la función

x

2x
y

calculamos su ĺımite en +∞, que calculamos usando la regla de L’Hôpital:

ĺım
x→+∞

x

2x
= ĺım

x→+∞

1

2x · (log 2)
= 0

Si tomamos xn = n, se verifica que ĺımxn = ĺımn = +∞ y por la caracterización

secuencial obtenemos que ĺım
n

2n
= 0.

En general, podemos utilizar el mismo procedimiento, aplicando la regla de

L’Hôpital tantas veces como sea necesario para demostrar que

ĺım
p(n)

an
= 0

para cualquier polinomio p(n) y cualquier número real a > 1. 2

Obsérvese que en los ejemplos anteriores, no se ha aplicado la regla de L’Hôpital

en el ĺımite de sucesiones sino en un ĺımite de funciones. Es decir, cambiar la n por

x no es un simple cambio de letra, sino que pasamos a considerar la expresión como

función en lugar de como sucesión.

Para trabajar con las expresiones del tipo abnn es conveniente utilizar la igualdad

abnn = exp(bn log an)

De esta forma, la caracterización secuencial del ĺımite de funciones permitirá calcular

el ĺımite de abnn a partir del ĺımite de bn log an.
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Ejemplo 4.1.16 Si reescribimos la sucesión an = n
√
n utilizando la función logarit-

mo como acabamos de indicar, observamos que una primera evaluación de su ĺımite

nos conduce a una indeterminación

ĺım n
√
n = ĺım exp

Å
1

n
log n

ã
= exp(0 · ∞)

Sin embargo, podemos calcular el ĺımite de la sucesión que ha quedado dentro de la

función exponencial como hemos visto en el ejemplo 4.1.14 y completar el cálculo:

ĺım n
√
n = ĺım exp

Å
1

n
log n

ã
= exp(ĺım

log n

n
) = e0 = 1 2

Recordamos a continuación la relación entre las propiedades de convergencia,

monotońıa y acotación. En primer lugar, no es dif́ıcil deducir que toda sucesión

convergente está acotada, pero no es cierto que, en general, las sucesiones acotadas

sean convergentes. En el primer tema, enunciamos el teorema 1.4.1 (página 33)

que establećıa la propiedad que distingue al conjunto de los números reales del

de los números racionales: toda sucesión monónota y acotada de números reales

es convergente. A lo largo del tema, iremos viendo distintas consecuencias de esta

propiedad que extendemos y detallamos en el siguiente resultado.

Proposición 4.1.17

Toda sucesión creciente y acotada superiormente es convergente.

Toda sucesión decreciente y acotada inferiormente es convergente.

Toda sucesión creciente y no acotada superiormente diverge a +∞.

Toda sucesión decreciente y no acotada inferiormente diverge a −∞.

Ejemplo 4.1.18 La sucesión

an =

Å
1 +

1

n

ãn
es una sucesión creciente y acotada y en consecuencia es convergente. El ĺımite de

esta sucesión es un número irracional y transcendente (es decir, no es ráız de ningún

polinomio de coeficientes racionales). Aśı se define el número denotado por e y que

es base del logaritmo neperiano y de la función exponencial. Podemos aproximar

el valor de este número tomando valores suficientemente altos de n, aunque más

adelante aprenderemos otras formas más eficientes para hacerlo. En concreto, las

cinco primeras cifras significativas del número e son: e ≈ 2.7182 . . . . 2

Ejemplo 4.1.19 Consideramos la sucesión an definida recursivamente pora0 = 2

an+1 =
an
2

+
1

an
si n ≥ 0

Vamos a demostrar que an es decreciente, acotada inferiormente y que su ĺımite

es
√

2. En primer lugar, demostramos por inducción que la sucesión está acotada

inferiormente por 1 y superiormente por 2:
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(i) 2 ≥ a0 = 2 > 1.

(ii) Supongamos que 1 ≤ ak ≤ 2 y demostremos la desigualdad para ak+1:

Aplicando el inverso a la desigualdad de la hipótesis de inducción:
1

2
≤ 1

ak
≤ 1;

dividiendo por 2 la desigualdad de la hipótesis de inducción:
1

2
≤ ak

2
≤ 1;

sumando término a término las dos desigualdades anteriores: 1 ≤ ak
2

+
1

ak
≤ 2,

o lo que es lo mismo: 1 ≤ ak+1 ≤ 2, que es lo que queŕıamos demostrar.

Por lo tanto, por el principio de inducción, 1 ≤ an ≤ 2 para todo n.

Para demostrar el decrecimento de la sucesión, observamos en primer lugar que

an − an+1 = an −
an
2
− 1

an
=
an
2
− 1

an
=
a2
n − 2

2an

Por lo tanto, solo tenemos que demostrar que a2
n ≥ 2 para todo n. Esta desigualdad

la vamos a demostrar también por inducción.

Trivialmente, a2
0 = 4 > 2; si a2

k ≥ 2, entonces

a2
k+1 =

Å
ak
2

+
1

ak

ã2

=
a2
k

4
+

1

a2
k

+ 1
(∗)
≥ 2

ak
2

1

ak
+ 1 = 2

La desigualdad (∗) es consecuencia de que x2 + y2 ≥ 2xy para todo x, y ∈ R, ya que

(x− y)2 ≥ 0

x2 − 2xy + y2 ≥ 0

x2 + y2 ≥ 2xy

Por lo tanto, la sucesión an es decreciente y acotada y en consecuencia es convergente.

Supongamos que ` = ĺım an; entonces an+1 también converge a ` y por lo tanto:

` = ĺım an+1 = ĺım
an
2

+
1

an
=
`

2
+

1

`
=
`2 + 2

2`

y por lo tanto el número ` verifica que `2 = 2, es decir, ` =
√

2. 2

4.1.2. Introducción al cálculo numérico

Hemos presentado el conjunto de los números reales como un cuerpo ordenado

con la propiedad de que toda sucesión monótona y acotada es convergente. Esta

propiedad se conoce como completitud, y el cuerpo de los reales es el único cuerpo

que la tiene. Por lo tanto, esta es la propiedad que permite construir o describir a los

números reales; concretamente, podemos establecer un propiedad un poco más fuerte

y que es la que realmente usamos: todo número real puede ser construido como ĺımite

de una sucesión (monótona) de números racionales. Por ejemplo, hemos definido el

número e como ĺımite de la sucesión (1 + 1
n)n.

Grados en Ingenieŕıa Informática, del Software y de Computadores



198 Cálculo para la computación

La representación decimal de los números, no es más que una forma de definir

una sucesión de números racionales cuyo ĺımite es el número deseado. Por ejemplo,

si dividimos 1 entre 3, vamos generando una sucesión que sabemos convergente a 1
3 :

0.3, 0.33, 0.333, 0.3333, · · · → 1

3

Algoritmos como el de la ráız cuadrada, tienen el mismo objetivo, generando d́ıgito

a d́ıgito obtenemos la sucesión que converge a la ráız. Sin embargo, en general, no

es posible describir fácilmente la sucesión de d́ıgitos.

En général, un método numérico es un método para resolver un problema cuya

solución consiste en dar uno o varios números. Por ejemplo, un método numérico

para calcular una aproximación de la derivada f ′(x) seŕıa calcular f(x+h), f(x−h),

para un número h “pequeño” y tomar

f ′(x) ≈ f(x+ h)− f(x− h)

2h

Normalmente, querremos aproximar una solución a un problema dentro de un

grado de precisión o tolerancia. El primer paso será encontrar un método numérico

para determinar esa solución y después describir un algoritmo basado en este método,

es decir, una secuencia finita de pasos necesarios para obtener la solución deseada

con el grado de precisión deseado.

Habitualmente, los métodos numéricos describen sucesiones numéricas conver-

gentes a la solución deseada y el algoritmo consistirá en obtener términos de esta

sucesión hasta lograr la precisión deseada.

Si α ∈ R es la solución exacta de un determinado problema y r es un número

racional que aproxima esta solución, la precisión o exactitud se expresa por un

número ε tal que

|α− r| < ε.

Se introduce el valor absoluto porque la aproximación puede ser por exceso o por

defecto. La forma más habitual para expresar este error será mediante números del

tipo 10−d para algún d ∈ N, o incluso 1
210−d , ya que en este caso, por lo general,

la expresión decimal del número α esté redondeada correctamente en el d -ésimo

decimal, es decir, los primeros d decimales son significativos.

Como ejemplo, vamos a ver dos métodos para resolver de forma aproximada

ecuaciones numéricas. Es decir, nos planteamos la resolución de ecuaciones

f(x) = 0

en donde f es una función continua; dicho de otra forma, buscamos métodos para

calcular de forma aproximada los ceros o ráıces de f .

Método de las bisecciones. El método más simple se deduce de un importante

resultado sobre funciones continuas:
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Teorema 4.1.20 (de Bolzano) Si f es una función continua en el intervalo [a, b]

y f(a)f(b) < 0, entonces existe c ∈ (a, b) tal que f(c) = 0.

Este resultado se traduce en la caracteŕıstica gráfica más importante de las fun-

ciones continuas: su grafo, en un intervalo, se puede trazar “sin levantar el boĺıgrafo”.

El método de las bisecciones comienza localizando dos puntos sobre los cuales la fun-

ción tome signos distintos y que por lo tanto nos dan una cota superior e inferior de

la ráız; si tomamos después el punto medio, la función tomará en él un signo positivo

o negativo y lo podremos utilizar para mejorar la cota superior o inferior de la ráız.

X

Y

a br0

r1 r2

Si dividimos sucesivamente por el punto medio del intervalo que contiene la ráız,

determinamos una sucesión cuyo ĺımite es esta ráız. Esta sucesión se define formal-

mente como sigue:

r0 = a, r1 = b,

rn+1 =
rn + rm

2
, en donde m < n es el mayor ı́ndice tal que f(rn)f(rm) < 0

Por lo tanto, si α = ĺım rn,

|rn − α| ≤
b− a
2n−1

.

Ejemplo 4.1.21 Vamos a construir los términos de la sucesión rn definida ante-

riormente hasta conseguir aproximar una solución de

x2 − 2 = 0

con un error menor 1
210−2. Consideramos la función f(x) = x2 − 2; elegimos a = 1,

b = 2, ya que f(1) = −1 < 0 y f(2) = 2 > 0. De esta forma, necesitaremos

determinar el término r9 para conseguir el error deseado, ya que

b− a
2n−1

=
1

2n−1
<

1

200
⇐⇒ 2n−1 > 200 ⇐⇒ n ≥ 9
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X

Y

α
a0a1a2

Figura 4.2: Representación gráfica del método de Newton.

Los 10 primeros términos de la sucesión son:

r0 = 1, f(1) < 0

r1 = 2, f(2) > 0

r2 =
3

2
, f(3/2) > 0

r3 =
r2 + r0

2
=

5

4
, f(5/4) < 0

r4 =
r3 + r2

2
=

11

8
, f(11/8) < 0

r5 =
r4 + r2

2
=

23

16
, f(23/16) > 0

r6 =
r5 + r4

2
=

45

32
, f(45/32) < 0

r7 =
r6 + r5

2
=

91

64
, f(91/64) > 0

r8 =
r7 + r6

2
=

181

128
, f(181/128) < 0

r9 =
r8 + r7

2
=

363

256

Por lo tanto,
363

256
nos da una aproximación hasta la segunda cifra decimal de la

solución positiva de la ecuación, es decir, de
√

2,

√
2 ≈ 363

256
≈ 1.41 2

Método de Newton. El método de las bisecciones no es computacionalmente

eficiente, es decir, son necesarios muchos términos de la sucesión para conseguir

una buena precisión. El método de Newton que presentamos ahora construye una

sucesión que, si es convergente, converge más rápidamente a la ráız de la función

dada.

La figura 4.2 muestra gráficamente como se construye una sucesión que puede

converger a un cero de f , es decir, ĺım an = α, siendo f(α) = 0. Dado un término
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an de la sucesión, para construir el siguiente término, trazamos la recta tangente en

el punto (an, f(an)),

y − f(an) = f ′(an)(x− an); (4.3)

el siguiente elemento de la sucesión es la abscisa del punto de corte de esta recta con

el eje OX; por lo tanto, si hacemos y = 0 en (4.3), entonces x = an+1, y podemos

despejar an+1 para obtener la definición recursiva de an:

an+1 = an −
f(an)

f ′(an)
(4.4)

Ejemplo 4.1.22 Para determinar una solución de la ecuación x2− 2 = 0, tomamos

la función f(x) = x2 − 2.

f(x) = x2 − 2

f ′(x) = 2x

a0 = 2

an+1 = an −
f(an)

f ′(an)
= an −

a2
n − 2

2an
=
an
2

+
1

an
, n ≥ 0

Esta es la sucesión que estudiamos en el ejemplo 4.1.19 (página 196) y en él vimos que

efectivamente es convergente a
√

2. Sin embargo, en general la sucesión (4.4) puede

no ser convergente para algunas elecciones de a0; además, determinados valores

podŕıan conducir a una sucesión mal definida si, tras N iteraciones, f ′(aN ) = 0.

En la práctica, mediante el método de las bisecciones, buscaremos un intervalo [a, b]

que contenga la ráız y lo suficientemente pequeño para que tanto f ′ como f ′′ sean

monótonas; en tal caso, la sucesión śı es convergente y el error dado por un termino

de la sucesión está acotado como sigue

|an − α| <
∣∣∣∣f(an)

m

∣∣∣∣
en donde m = mı́n{|f ′(a)|, |f ′(b)|}. La función del ejemplo 4.1.22 verifica estas con-

diciones en el intervalo [1, 2],

a0 = 2

an+1 =
an
2

+
1

an
, n ≥ 0

Vamos a calcular los primeros términos y la estimación del error teniendo en cuenta

que m = mı́n{|f ′(1)|, |f ′(2)|} = mı́n{2, 4} = 2.

a1 = 3/2

a2 =
17

12
, ε2 <

1

2
(a2

2 − 2) =
1

238
<

1

2
10−2

a3 =
577

408
, ε3 <

1

2
(a2

3 − 2) =
1

332928
<

1

2
10−5
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Por lo tanto, a2 =
17

12
nos da dos decimales significativos, mientras que con el método

de las bisecciones necesitamos 9 términos para conseguir la misma precisión. Con

solo un término más, a3 =
577

408
, conseguimos cinco decimales significativos:

√
2 ≈ 577

408
≈ 1.41421 2

4.1.3. Infinitésimos e infinitos equivalentes

Una de las aplicaciones del cálculo de ĺımites es el estudio de la equivalencia de

funciones y sucesiones convergentes a 0 o a infinito.

Definición 4.1.23 Dos funciones f y g son equivalentes en a si

ĺım
x→a

f(x)

g(x)
= 1;

y lo escribimos más brevemente como “f(x) ∼ g(x) en x = a”.

La equivalencia de funciones es realmente importante en los casos en que las dos

funciones converge a 0 o divergen a ±∞, ya que en ellos la definición de equivalencia

da indeterminaciones del tipo 0
0 y ∞∞ respectivamente.

Definición 4.1.24

1. Decimos que la función f(x) es un infinitésimo en a si ĺımx→a f(x) = 0 y

f(x) 6= 0 en un entorno de a.

2. Decimos que la función f(x) es un infinito en a si ĺım
x→a

f(x) =∞.

Ejemplo 4.1.25 Para ver que senx y x son dos infinitésimos equivalentes necesi-

tamos comprobar que

1. efectivamente son infinitésimos:

ĺım
x→0

senx = 0 y ĺım
x→0

x = 0;

2. y que son equivalentes:

ĺım
x→0

senx

x

(L′H)
= ĺım

x→0

cosx

1
= 1. 2

Ejemplo 4.1.26 Las funciones polinómicas son infinitos en +∞ y −∞ y son equi-

valentes al monomio de mayor grado:

ĺım
x→+∞

anx
n + · · ·+ a1x+ a0

anxn
= ĺım

x→+∞

(
1 +

an−1

x
+ · · ·+ a1

xn−1
+
a0

xn

)
= 1 2

En el teorema siguiente vemos cómo se puede utilizar la equivalencia de funciones

en el cálculo de ĺımites de funciones.
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Teorema 4.1.27 Sean f y g dos infinitésimos (resp. infinitos) equivalentes en a y

h(x) otra función definida en un entorno de a. Entonces: ĺım
x→a

f(x)h(x) existe si y

solo si ĺım
x→a

g(x)h(x) existe, y en tal caso coinciden.

Este teorema justifica la técnica que se conoce como sustitución de infinitésimos o

infinitos equivalentes ya que, en la práctica, las equivalencias dadas en el enunciado,

se convierten en igualdades, de forma que, en las condiciones del teorema, escribimos:

ĺım
x→a

h(x)f(x) = ĺım
x→a

h(x)g(x)

Los infinitésimos e infinitos también pueden sustituirse si aparecen dividiendo al

resto de la función y en general tendŕıamos que, en las condiciones del teorema

anterior, y para cualquier α ∈ R:

ĺım
x→a

h(x)

(f(x))α
= ĺım

x→a

h(x)

(g(x))α

No podemos sustituir infinitésimos o infinitos en cualquier situación y, en particular,

no se pueden sustituir si aparecen como sumando.

Ejemplo 4.1.28 Demostramos a continuación las equivalencias más importantes;

en el primero, usamos una equivalencia de infinitésimos y en el resto, usamos el

teorema de L’Hôpital.

1. tg x ∼ x en 0:

ĺım
x→0

tg x

x
= ĺım

x→0

senx

x cosx
= ĺım

x→0

x

x cosx
= ĺım

x→0

1

cosx
= 1

En la primera igualdad, hemos usado la equivalencia demostrada en el ejem-

plo 4.1.25.

2. 1− cosx ∼ x2

2
en 0:

ĺım
x→0

1− cosx

x2/2
= ĺım

x→0

senx

x
= 1

3. arcsenx ∼ x en 0:

ĺım
x→0

arcsenx

x
= v

1√
1− x2

= 1

4. arctg x ∼ x en 0:

ĺım
x→0

arctg x

x
= ĺım

x→0

1

1 + x2
= 1

5. ex − 1 ∼ x en 0:

ĺım
x→0

ex − 1

x
= ĺım

x→0
ex = 1

6. log(1 + x) ∼ x en 0:

ĺım
x→0

log(1 + x)

x
= ĺım

x→0

1

1 + x
= 1
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El siguiente resultado nos permite construir otras equivalencias a partir de las

demostradas en el ejemplo anterior.

Teorema 4.1.29 Sean f y g dos infinitésimos (resp. infinitos) equivalentes en a y

sea h(x) continua en b y tal que h(b) = a. Entonces, f ◦ h y g ◦ h son infinitésimos

(resp. infinitos) equivalentes en b.

En este enunciado, queda impĺıcito que las composiciones se pueden realizar en un

entorno de b.

Ejemplo 4.1.30 Las siguientes equivalencias son deducibles a partir de las equiva-

lencias básicas y el resultado anterior Con estos resultados se pueden deducir otras

equivalencias:

tg(x2 − 1) ∼ x2 − 1 en 1

ax − 1 ∼ x log a en 0

log x ∼ x− 1 en 1 2

Ejemplo 4.1.31 La continuidad de la función exponencial y la propiedad de susti-

tución de infinitésimos, nos permite deducir la siguiente regla para la resolución de

indeterminaciones del tipo (1∞). Si ĺım
x→a

f(x) = 1 y ĺım
x→a

g(x) = ±∞, entonces

ĺım
x→a

f(x)g(x) = ĺım
x→a

exp(g(x) log f(x)) = ĺım
x→a

exp(g(x)(f(x)− 1)) =

= exp
(

ĺım
x→a

g(x)(f(x)− 1)
)

2

Igual que para funciones, también podemos introducir la noción de equivalencia

de infinitésimos e infinitos en sucesiones. Estas equivalencias son una herramienta

muy útil para el cálculo de ĺımites y para el estudio de series numéricas que veremos

en la lección siguiente.

Definición 4.1.32

1. Dos sucesiones an y bn, son equivalentes si ĺım
an
bn

= 1.

2. La sucesión an es un infinitésimo si ĺım an = 0 y an 6= 0 para todo n ≥ N .

3. La sucesión an es un infinito si ĺım an = +∞.

La caracterización secuencial de ĺımite de función, permite convertir las equiva-

lencias básicas entre funciones en equivalencias entre sucesiones.

senxn ∼ xn si ĺımxn = 0.

tg xn ∼ xn si ĺımxn = 0.

1− cosxn ∼
x2
n

2
si ĺımxn = 0.

arcsenxn ∼ xn si ĺımxn = 0.
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arctg xn ∼ xn si ĺımxn = 0.

exn − 1 ∼ xn si ĺımxn = 0.

log xn ∼ xn − 1 si ĺımxn = 1.

Por ejemplo, la equivalencia

sen
1

n
∼ 1

n

es válida, ya que ĺım 1/n = 0.

Ejemplo 4.1.33

ĺım

Å
3n

3n− 1

ã2n

= ĺım exp

Å
2n log

3n

3n− 1

ã
=

= ĺım exp

Å
2n

Å
3n

3n− 1
− 1

ãã
= ĺım exp

2n

3n− 1
= e2/3 2

Aunque habitualmente utilizamos las equivalencias para “sustituir” funciones ar-

bitrarias por polinomios, en algunos ocasiones puede que necesitemos introducir otro

tipo de funciones cuyas propiedades faciliten mejor las simplificaciones posteriores.

Este es el caso de la función logaritmo, que puede ayudar a eliminar exponentes.

Vamos a utilizar esta idea en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1.34 Una primera evaluación del ĺımite que calculamos a continuación

conduce a una indeterminación (∞−∞), pero sacando factor común, la convertimos

en una indeterminación ∞ · 0 y ya podemos utilizar equivalencia de infinitésimos.

ĺım( 3
√
n+ 1− 3

√
n) = ĺım 3

√
n

Ç
3

…
n+ 1

n
− 1

å
=

= ĺım 3
√
n log

3

…
n+ 1

n
=

= ĺım
1

3
3
√
n log

n+ 1

n
=

= ĺım
1

3
3
√
n

Å
n+ 1

n
− 1

ã
=

= ĺım
1

3
3
√
n

1

n
= ĺım

1

3n2/3
=

Å
1

∞

ã
= 0

Tanto en la segunda como en la cuarta igualdad hemos utilizado la equivalencia

log x ∼ x− 1, en 1;

primero para poder “eliminar” el exponente 1/3 y después para “eliminar” la fun-

ción logaritmo. 2
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LECCIÓN 4.2

Series numéricas

Estamos acostumbrados a sumar una cantidad finita de números (dos números,

tres, cuatro,. . . ) pero ¿es posible sumar un conjunto infinito de números? La intuición

nos puede jugar una mala pasada, haciéndonos pensar que al sumar “infinitos”

números se obtendrá “infinito”. Y, aunque en algunas ocasiones sea aśı, también es

posible que el resultado de sumar “infinitos” números sea un número real.

Por ejemplo, supongamos que nos colocamos a un metro de distancia a un deter-

minado punto y que nos acercamos a él dando pasos de la siguiente forma: cada paso

tiene como longitud exactamente la mitad de la distancia que nos separa del destino.

Si fuéramos capaces de dar pasos “tan pequeños”, está claro que nunca llegaŕıamos a

nuestro objetivo, es decir, por muchos pasos que demos, como mucho recorreŕıamos

1 metro. Si pudiésemos dar pasos indefinidamente, la distancia recorrida seŕıa

1

2
+

1

4
+

1

8
+ · · ·+ 1

2n
+ · · ·

y esta “suma infinita” valdŕıa exactamente 1.

Además de formalizar la noción de suma infinita, en esta lección nos vamos a

plantear dos cuestiones. Por un lado, vamos a estudiar condiciones que debe cumplir

una sucesión de números para poder afirmar que puede ser sumada; por otra parte,

en aquellos casos en los que podamos obtener la suma, estudiaremos si es posible

hallar el valor exacto o, en caso contrario, cómo aproximarla.

Empezamos con una sección en la que repasamos algunas propiedades del ope-

rador sumatorio, que utilizaremos en el resto del tema.

4.2.1. Operador sumatorio

El operador
∑

o sumatorio se utiliza para expresar sumas con un cantidad

variable de sumandos:

n∑
k=m

f(k) = f(m) + f(m+ 1) + · · ·+ f(n)

Los sumandos se expresan en función de una variable k que tomará valores consecu-

tivos entre dos números naturales m y n tales que m ≤ n. Este operador también es

frecuente en los lenguajes de programación, en los que toma una sintaxis similar a

sum(f(k), k,m, n)

Este operador será usado en distintas asignaturas, por lo que es muy conveniente

aprender a manejarlo correctamente. Vemos a continuación algunos ejemplos senci-

llos pero que ayudarán a entender algunas propiedades de este operador.
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Ejemplo 4.2.1

1. La variable utilizada como ı́ndice de cada sumando no influye en el resultado

y podremos cambiarla por la letra que deseemos siempre que no interfiera en

el resto del problema. Por ejemplo, en los sumatorios siguientes utilizamos

ı́ndices distintos pero obtenemos el mismo resultado:

10∑
k=1

k = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10

10∑
i=1

i = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 9 + 10

2. Obtenemos un ejemplo curioso, pero bastante frecuente, cuando el ı́ndice no

aparece en la expresión del sumatorio, por ejemplo,
10∑
k=1

2: esta expresión tiene

10 sumandos, pero ninguno depende de k, todos valen 2, y por lo tanto:

10∑
k=1

2 = 2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2 + 2 = 10 · 2

3. Un sumatorio no es más que una suma, y por lo tanto le podemos aplicar las

propiedades de esta operación. Por ejemplo, la siguiente igualdad no es más

que la aplicación de la propiedad asociativa:

8∑
k=1

k =

(
4∑

k=1

k

)
+

(
8∑

k=5

k

)
1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 = (1 + 2 + 3 + 4) + (5 + 6 + 7 + 8)

4. De la misma forma, si la expresión que hay dentro del sumatorio es también

una suma, las propiedades de asociatividad y conmutatividad nos permitirán

manipulaciones como la mostrada en el siguiente ejemplo:

4∑
k=1

(k + 1) =

(
4∑

k=1

k

)
+

(
4∑

k=1

1

)
(1 + 1) + (2 + 1) + (3 + 1) + (4 + 1) = (1 + 2 + 3 + 4) + (1 + 1 + 1 + 1)

Usaremos la igualdad anterior de derecha a izquierda para unificar la suma de

dos sumatorios. En tal caso, tendremos que asegurarnos de que el rango del

ı́ndice es el mismo en los dos; una forma de conseguir esto, es ‘apartando’ los

sumandos que sea necesario:(
5∑

k=1

k

)
+

(
6∑

k=2

k2

)
= 1 +

(
5∑

k=2

k

)
+

(
5∑

k=2

k2

)
+ 36 =

= 1 +

(
5∑

k=2

(k + k2)

)
+ 36 = 37 +

5∑
k=2

(k + k2)
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5. Otra propiedad asociada a la suma es la distributividad, que también admite

una formulación muy útil en combinación con los sumatorios.

5∑
k=1

2k = 2
5∑

k=1

k

2 · 1 + 2 · 2 + 2 · 3 + 2 · 4 + 2 · 5 = 2 · (1 + 2 + 3 + 4 + 5) 2

Debemos asegurarnos de que todas las transformaciones que realicemos estén

respaldadas por las propiedades de la suma y el producto, tal y como hemos hecho

en los apartados del ejemplo anterior. En el ejemplo siguiente recogemos algunos

errores bastante frecuentes en la manipulación de sumatorios.

Ejemplo 4.2.2

1.

5∑
k=1

k2 6=
(

5∑
k=1

k

)2

. Estas dos expresiones son distintas, ya que, en general, el

cuadrado de una suma no es igual a la suma de los cuadrados

12 + 22 + 33 + 42 + 52 6= (1 + 2 + 3 + 4 + 5)2

2. Hemos visto anteriormente que gracias a la propiedad distributiva podemos

sacar un factor común a todos los sumandos del sumatorio. Sin embargo:

5∑
k=1

k(k + 1) 6= k

(
5∑

k=1

(k + 1)

)
La variable k toma un valor distinto en cada sumando y por lo tanto no se

puede considerar común a todos ellos. Debemos pensar siempre que la variable

que funciona como ı́ndice solo tiene sentido dentro del sumatorio. 2

Para poder simplificar correctamente expresiones que involucran sumatorios, es

conveniente saber modificar su ı́ndice. Recordemos que el ı́ndice sirve para gene-

rar una secuencia de números naturales consecutivos; por ejemplo, en el sumatorio
10∑
k=1

f(k), el ı́ndice k genera la lista 1, 2, 3, . . . , 10. Sin embargo, esta misma lista de

números la podemos generar de otras formas, tal y como ilustramos en el ejemplo

siguiente.

Ejemplo 4.2.3 Consideremos la siguiente suma, en la cual f puede ser cualquier

función.

S = f(1) + f(2) + f(3) + f(4) + f(5) + f(6) + f(7) + f(8) + f(9) + f(10)

Las siguientes expresiones describen esa misma suma:

S =

10∑
k=1

f(k) =

9∑
k=0

f(k + 1) =

11∑
k=2

f(k − 1) =

9∑
k=0

f(10− k)
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Partiendo de la primera, obtenemos las siguientes sustituyendo la variable k por otra

expresión que también genere la misma secuencia de números naturales consecuti-

vos (creciente o decreciente), modificando adecuadamente el valor inicial y final del

ı́ndice. 2

Veamos un último ejemplo en el que utilizamos las propiedades anteriores para

evaluar un sumatorio.

Ejemplo 4.2.4 Vamos a calcular la suma de los n primeros números naturales, es

decir, vamos a evaluar la suma

S =
n∑
k=1

k = 1 + 2 + · · ·+ (n− 1) + n

Vamos a hacer la suma para n = 5 para entender la idea que queremos utilizar. Si

en lugar de sumar una vez la lista de números la sumamos dos veces, tendŕıamos lo

siguiente:

S =
1

2

(
(1 + 2 + 3 + 4 + 5) + (1 + 2 + 3 + 4 + 5)

)
En lugar de sumarlos tal y como aparecen en esta expresión, vamos a reordenarlos

y agruparlos como se muestra a continuación.

S =
1

2

(
(1 +2 +3 +4 +5)

+(5 +4 +3 +2 +1)
)

=

=
1

2

(
(1 + 5) +(2 + 4) +(3 + 3) +(4 + 2) +(5 + 1)

)
=

=
1

2
(6 +6 +6 +6 +6) =

1

2
· 5 · 6

Ahora, vamos a repetir el mismo proceso utilizando sumatorios y sus propiedades.

S =
1

2

(
n∑
k=1

k +
n∑
k=1

k

)

En primer lugar, cambiamos el orden de los sumandos del segundo sumatorio y lo

hacemos con el siguiente cambio de ı́ndices: k → (n+ 1− k).

S =
1

2

(
n∑
k=1

k +

n∑
k=1

k

)
=

1

2

(
n∑
k=1

k +

n∑
k=1

(n+ 1− k)

)

A continuación, unimos los dos sumatorios usando la propiedad asociativa:

S =
1

2

(
n∑
k=1

k +

n∑
k=1

(n+ 1− k)

)
=

1

2

(
n∑
k=1

(k + (n+ 1− k))

)

Tras simplificar la expresión del sumatorio, obtenemos otra independiente del ı́ndice

cuya suma es igual a la expresión por el número de sumandos.

S =
1

2

(
n∑
k=1

(k + (n+ 1− k))

)
=

1

2

(
n∑
k=1

(n+ 1)

)
=

1

2
n(n+ 1) 2
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4.2.2. Series numéricas

Definición 4.2.5 Sea an una sucesión de números reales.

1. La sucesión Sn = a1 + · · ·+ an =

n∑
k=1

ak se denomina serie numérica asociada

a an y se denota
∞∑
n=1

an.

2. El número an se denomina término n-ésimo de la serie y el número Sn es la

n-ésima suma parcial de la serie.

3. Denominaremos suma de la serie al ĺımite, si existe, de la sucesión de sumas

parciales y escribiremos
∞∑
n=1

an = ĺımSn

Si este ĺımite es un número real, diremos que la serie es convergente o que la

sucesión an es sumable, en caso contrario diremos que la serie es divergente.

4. La convergencia o divergencia de una serie se denomina carácter de la serie.

En la definición anterior hemos considerado que el primer elemento de la suma

es a1; esto lo hacemos por simplicidad, pero en la práctica podremos iniciar la

suma en cualquier término de la sucesión. En estos casos, debemos entender que

suma parcial Sn es la suma hasta el término an. Por otra parte, el sumando inicial

repercute en el valor de la suma, pero como veremos más adelante, no influye en el

carácter de la serie.

Ejemplo 4.2.6 La serie
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
es convergente. Vamos a calcular su suma

utilizando la descomposición en funciones racionales simples que aprendimos en el

tema anterior:

∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
=

∞∑
n=1

( 1

n
− 1

n+ 1

)
= ĺımSn =

= ĺım
(

1−
�
��
1

2

)
+
(
�
��
1

2
−
�
��
1

3

)
+
(
�
��
1

3
−
�
��
1

4

)
+ · · ·+

(
�
��
1

n
− 1

n+ 1

)
=

= ĺım
(

1− 1

n+ 1

)
= 1 2

Ejemplo 4.2.7 Como hemos visto en el ejemplo anterior, en algunos ocasiones será

suficiente con simplificar la expresión de Sn reescribiéndola de forma adecuada. En

este tipo de procedimientos, un error muy común es ignorar que Sn es una suma

finita y olvidarse de los últimos sumandos:

∞∑
n=2

log
n+ 1

n
=
∞∑
n=2

(log(n+ 1)− log n) =

= (��
�log 3− log 2) + (��

�log 4−���log 3) + (��
�log 5−���log 4) + . . .
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Aparentemente, se simplifican “todos” los sumandos excepto − log 2, por lo que

podŕıamos concluir que esta es la suma de la serie. Ese resultado no es correcto, tal

y como podemos comprobar si escribimos correctamente la suma parcial:

∞∑
n=2

log
n+ 1

n
=

∞∑
n=2

(log(n+ 1)− log n) = ĺımSn =

= ĺım(��
�log 3− log 2) + (��

�log 4−���log 3) + (��
�log 5−���log 4)+

+ · · ·+ (����log(n)−����
��

log(n− 1)) + (log(n+ 1)−���log n) =

= ĺım
(
− log 2 + log(n+ 1)

)
= +∞ 2

Ejemplo 4.2.8 Consideremos la sucesión an =
1

2n
, n ≥ 0. La sucesión de sumas

parciales de la serie

∞∑
n=0

1

2n
es

Sn = 1 +
1

2
+ · · ·+ 1

2n
(4.5)

Para simplificar esta expresión, vamos a seguir el siguiente proceso. En primer lugar,

multiplicamos la sucesión de sumas parciales por
1

2
:

1

2
Sn =

1

2
+ · · ·+ 1

2n
+

1

2n+1
(4.6)

Vemos que la expresión de la derecha contiene “casi” los mismos sumandos que la

expresión de Sn. A continuación, restamos las igualdades (4.5) y (4.6) miembro a

miembro:

Sn −
1

2
Sn = 1 +

�
��
1

2
+ · · ·+

�
��
1

2n
−
(
�
��
1

2
+ · · ·+

�
��
1

2n
+

1

2n+1

)
1

2
Sn = 1− 1

2n+1

Sn = 2− 1

2n
∞∑
n=0

1

2n
= ĺımSn = ĺım

(
2− 1

2n

)
= 2 2

Generalizamos a continuación la serie del ejemplo anterior.

Teorema 4.2.9 (Serie Geométrica) La serie
∞∑
n=N

an se dice que es geométrica

de razón r, si
an+1

an
= r ∈ R para todo n (es decir, el cociente se puede simplificar

hasta obtener una constante). Esta serie converge si y solo si |r| < 1 y en tal caso

∞∑
n=N

an =
aN

1− r

No es dif́ıcil observar que todas las series geométricas se pueden escribir de la

siguiente forma:
∞∑
n=0

arn = a+ ar + ar2 + · · ·+ arn + . . . ,
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en donde a 6= 0 coincide con el primer sumando.

Para obtener la suma que aparece en el resultado anterior, basta seguir el método

que hemos visto en el último ejemplo; si r 6= 1

Sn = a + ar + ar2 + . . . + arn

−rSn = − ar − ar2 − . . . − arn − arn+1

(1− r)Sn = a − arn+1

La igualdad que aparece debajo de la ĺınea se obtiene sumando miembro a miembro

las dos anteriores. La misma igualdad se puede obtener trabajando con el operador

sumatorio y sus propiedades, tal y como hemos visto en la sección anterior.

Sn − r · Sn =

n∑
k=0

ark − r
n∑
k=0

ark =

n∑
k=0

ark −
n∑
k=0

ark+1 =

=
n∑
k=0

ark −
n+1∑
k=1

ark = a+

�
�
�
�n∑

k=1

ark −
�
�
�
�n∑

k=1

ark − arn+1 = a− arn+1

Por lo tanto

Sn =
a− arn+1

1− r ,

y esta sucesión solo converge si |r| < 1 y, en tal caso:

∞∑
n=0

arn = ĺımSn = ĺım
a− arn+1

1− r =
a

1− r

Ejemplo 4.2.10 Estudiamos las siguientes series geométricas

∞∑
n=1

1

3n+2
: Como

an+1

an
=

3n+2

3n+3
=

1

3
, entonces la serie es geométrica de

razón 1
3 y primer término 1

27 ; por tanto, la serie es convergente y su suma es
1
18 .

∞∑
n=1

23n

7n
: Como

an+1

an
=

23n+37n

7n+123n
=

8

7
, entonces la serie es geométrica de

razón 8
7 y en consecuencia divergente a +∞.

∞∑
n=1

(−1)n+1

5n−1
: Como

an+1

an
=
−1

5
, entonces la serie es geométrica de razón

−1
5 y primer término 1; por tanto, la serie es convergente y su suma es 5

6 .

2

Proposición 4.2.11 Si la sucesión bn se obtiene a partir de la sucesión an añadien-

do, eliminando o modificando un conjunto finito de términos, entonces las series

asociadas tienen el mismo carácter.
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Esta propiedad es de gran utilidad, pues nos dice que, al igual que ocurre con las

sucesiones, cuando estudiamos la convergencia de una serie, podemos prescindir de

los primeros términos (cualquier conjunto finito de términos); por ejemplo, las series
∞∑
n=1

an y

∞∑
n=5

an tienen el mismo carácter. Sin embargo, debemos tener en cuenta que,

aunque el carácter sea el mismo, la suma de serie será, por lo general, distinta.

Teorema 4.2.12 Si

∞∑
n=1

an = a y

∞∑
n=1

bn = b, entonces se verifica que

1.

∞∑
n=1

(an + bn) = a+ b, y

2.

∞∑
n=1

c · an = c · a, para todo c ∈ R.

Teorema 4.2.13 (Condición Necesaria) Si una serie

∞∑
n=1

an es convergente, en-

tonces ĺım an = 0.

La demostración de esta propiedad se basa en la siguiente relación entre el

término n-ésimo de la serie y la sucesión de sumas parciales:

Sn = Sn−1 + an

Si Sn es convergente, Sn−1 es convergente y tiene el mismo ĺımite; por lo tanto,

necesariamente ĺım an = 0.

El resultado anterior se denomina condición necesaria de convergencia por que

establece que es “necesario” que la sucesión converja a 0 para que sea sumable. Sin

embargo, esta condición no es suficiente. Por ejemplo, la sucesión an = log n+1
n no

es sumable, tal y como vimos en el ejemplo 4.2.7, y sin embargo

ĺım log
n+ 1

n
= log 1 = 0

Por esta razón, la condición necesaria se utiliza como método de refutación en el

estudio de la convergencia de una serie.

Corolario 4.2.14 Si ĺım an 6= 0, entonces

∞∑
n=1

an es divergente.

Ejemplo 4.2.15 Aplicando la condición necesaria, deducimos la divergencia de la

serie

∞∑
n=1

n

n+ 1
, pues ĺım

n

n+ 1
= 1 6= 0. 2

Una familia de series de gran importancia en el estudio de este tema son las

conocidas como series p-armónicas o p-series, es decir, las series de la forma

∞∑
n=1

1

np
,
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en donde p es cualquier número real positivo. Para p = 1, la serie es
∞∑
n=1

1

n
y se

denomina simplemente serie armónica.

Teorema 4.2.16 (Series p-armónicas) Si p > 1, la serie p-armónica converge y

si p ≤ 1, la serie p-armónica diverge.

Por lo general, no es sencillo obtener la suma de las series p-armónicas convergen-

tes, y los métodos que permiten sumar algunas de ellas quedan fuera de los objetivos

de este curso. Sin embargo, śı veremos más adelante, resultados que nos permiten

probar el resultado anterior.

Ejemplo 4.2.17 La serie

∞∑
n=1

Å
1

n
+

1

2n

ã
es divergente. Para demostrarlo, vamos a

razonar por reducción al absurdo.

Si la serie
∞∑
n=1

Å
1

n
+

1

2n

ã
fuera convergente, entonces, por el teorema 4.2.12, la

siguiente serie también lo seŕıa:

∞∑
n=1

Å
1

n
+

1

2n

ã
− 1

2n
=

∞∑
n=1

1

n
,

Sin embargo, esto no es cierto, según establece el teorema de las series p-armónicas.

2

Terminamos esta sección introduciendo otros tipos de series fácilmente sumables.

Teorema 4.2.18 (Serie Aritmético-Geométrica) Las series del tipo

∞∑
n=N

(an+ b)rn, a 6= 0,

se denominan series aritmético-geométricas y convergen si y solo si |r| < 1.

En el caso de que sean convergentes, las series aritmético-geométricas se suman

aplicando un proceso similar al utilizado en las series geométricas. Concretamente,

repitiendo dos veces el mismo proceso para llegar a una expresión simplificada de Sn.

Ejemplo 4.2.19 La serie
∞∑
n=0

n+ 3

2n
es una serie aritmético geométrica de razón 1

2 y,

por lo tanto, convergente. En este ejemplo, vamos a utilizar las propiedades del ope-

rador sumatorio en lugar de los puntos suspensivos. En primer lugar, multiplicamos

la sucesión Sn por la razón de la serie aritmético-geométrica.

Sn =

n∑
k=0

k + 3

2k

1

2
Sn =

1

2

n∑
k=0

k + 3

2k
=

n∑
k=0

k + 3

2k+1
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4.2. Series numéricas. 215

A continuación restamos los dos sumatorios, pero sin juntarlos

Sn −
1

2
Sn =

1

2
Sn =

n∑
k=0

k + 3

2k
−

n∑
k=0

k + 3

2k+1

Cambiamos el ı́ndice del segundo sumatorio para conseguir que el exponente de 2

dentro de cada sumatorio sea el mismo:

1

2
Sn =

n∑
k=0

k + 3

2k
−
n+1∑
k=1

k + 2

2k

A continuación, apartamos los sumandos necesarios para que los dos sumatorios

tengan los mismos extremos y aśı poder juntarlos:

1

2
Sn = 3− n+ 3

2n+1
+

n∑
k=1

k + 3

2k
−

n∑
k=1

k + 2

2k

1

2
Sn = 3− n+ 3

2n+1
+

n∑
k=1

Å
k + 3

2k
− k + 2

2k

ã
Tras simplificar, podemos despejar Sn, en cuya expresión quedará la suma parcial

de una serie geométrica, cuyo ĺımite ya sabemos calcular:

1

2
Sn = 3− n+ 3

2n+1
+

n∑
k=1

1

2k

Sn = 6− n+ 3

2n
+ 2

n∑
k=1

1

2k

∞∑
n=0

n+ 3

2n
= ĺımSn = 6− ĺım

n+ 3

2n
+ 2

∞∑
k=1

1

2k
= 6− 0 + 2 = 8

Obsérvese que en el cálculo del ĺımite hemos utilizado que ĺım
n

2n
= 0, tal y como

hemos demostrado en el ejemplo 4.1.15 de la página 195. 2

Definición 4.2.20 Se dice que la serie
∞∑
n=1

an es hipergeométrica si an > 0 para

todo n y
an+1

an
=
αn+ β

αn+ γ

Teorema 4.2.21 (Serie hipergeométrica) Una serie

∞∑
n=1

an hipergeométrica con

an+1

an
=
αn+ β

αn+ γ
es convergente si y sólo si γ > α+ β.

En el caso de que sean convergentes, las series hipergeométricas se suman aplican-

do el siguiente proceso: (1) Escribimos por filas la igualdad ak+1(αk+γ) = ak(αk+β)

para k = 1, k = 2,. . . ,k = n; (2) sumamos todos los miembros derechos y todos los

miembros izquierdos; (3) operamos para obtener una expresión de Sn lo más sim-

plificada posible para poder calcular su ĺımite. En el siguiente ejemplo utilizamos el

operador sumatorio para representar este proceso.
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Ejemplo 4.2.22 La serie
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
es hipergeométrica y convergente, ya que

an+1

an
=

n

n+ 2
y γ = 2 > 1 + 0 = α + β. De la primera igualdad deducimos que

(n+ 2)an+1 − nan = 0 para todo n y de ah́ı:

n∑
k=1

((k + 2)ak+1 − kak) = 0

A continuación, dividimos el sumatorio por la diferencia y cambiamos el ı́ndice para

que las sucesiones que aparecen dentro del sumatorio tengan el mismo sub́ındice.

n∑
k=1

(k + 2)ak+1 −
n∑
k=1

kak = 0

n+1∑
k=2

(k + 1)ak −
n∑
k=1

kak = 0

Ahora, separamos los sumandos necesarios para que los ĺımites de los dos sumatorios

coincidan y poder juntarlos otra vez.

(n+ 2)an+1 − a1 +
n∑
k=2

(k + 1)ak −
n∑
k=2

kak = 0

(n+ 2)an+1 − a1 +
n∑
k=2

((k + 1)ak − kak) = 0

(n+ 2)an+1 − a1 +
n∑
k=2

ak = 0

Tras simplificar nos ha quedado un sumatorio que coincide “casi” con la suma parcial

de la serie; añadimos el sumando que falta y lo restamos fuera de él para poder

despejar finalmente la suma parcial.

(n+ 2)an+1 − a1 − a1 +
n∑
k=1

ak = 0

(n+ 2)an+1 − 2a1 + Sn = 0

Sn = 2a1 − (n+ 2)an+1

Sn = 2
1

2
− n+ 2

(n+ 1)(n+ 2)
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
= ĺımSn = ĺım

Å
1− n+ 2

(n+ 1)(n+ 2)

ã
= 1 2

4.2.3. Criterios de convergencia

Estudiar la convergencia de una serie utilizando las sumas parciales no siempre

será sencillo y encontrar una expresión para las sumas parciales que permita calcular

su ĺımite es, en general, un problema bastante dif́ıcil. Por esta razón, el estudio de

las series se hará en dos etapas: en primer lugar, se estudiará solamente el carácter
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de la serie; en segundo lugar, si la serie es convergente, afrontaremos el cálculo de

su suma o bien aproximaremos su valor.

En esta sección, vamos a estudiar algunos resultados que establecen condiciones

que permiten deducir la convergencia de una serie. Estos resultados se conocen como

criterios de convergencia y en su aplicación es muy importante comprobar todas las

condiciones exigidas.

Aunque en los resultados que vemos en esta sección escribimos series con n = 1

como primer sumando, las conclusiones son válidas independientemente de cual sea el

primer sumando, tal y como hemos visto anteriormente. Por otra parte, los primeros

resultados que veremos son aplicables solamente a series cuyos términos (todos, o a

partir de uno dado) son positivos; estas series verifican la siguiente propiedad.

Proposición 4.2.23 Si an es una sucesión de términos positivos, la sucesión de

sumas parciales asociada a ella es creciente y en consecuencia, la serie

∞∑
n=1

an es o

bien convergente o bien divergente a +∞.

Teorema 4.2.24 (Criterio de comparación) Sean

∞∑
n=1

an,

∞∑
n=1

bn dos series ta-

les que 0 ≤ an ≤ bn para todo n ∈ N.

1. Si

∞∑
n=1

bn converge entonces

∞∑
n=1

an también converge.

2. Si

∞∑
n=1

an diverge entonces

∞∑
n=1

bn también diverge.

Ejemplo 4.2.25 La serie
∞∑
n=1

1

2n + n
es convergente ya que

1

2n + n
≤ 1

2n

y la serie
∞∑
n=1

1

2n
es convergente (geométrica de razón 1

2). 2

No siempre podremos probar de esta forma que dos series “parecidas” tengan

el mismo criterio; por ejemplo, la serie
∞∑
n=1

1

2n − n es “parecida” a la del ejemplo

anterior e intuimos que también será convergente, sin embargo, no podemos utilizar

el criterio de comparación. El siguiente resultado, permite hacer la comparación

mediante ĺımites.

Teorema 4.2.26 (Comp. por paso al ĺımite) Sean

∞∑
n=1

an y

∞∑
n=1

bn dos series de

términos positivos, tal que bn 6= 0 para todo n. Si ` = ĺım
an
bn

entonces se verifica:
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1. Si ` > 0 ambas series tienen el mismo carácter.

2. Si ` = 0 y

∞∑
n=1

bn converge, entonces

∞∑
n=1

an también converge. Equivalente-

mente, si ` = 0 y
∞∑
n=1

an es divergente, entonces
∞∑
n=1

bn también también es

divergente.

3. Si ` = +∞ y
∞∑
n=1

an converge, entonces
∞∑
n=1

bn también converge. Equivalente-

mente, si ` = +∞ y
∞∑
n=1

bn es divergente, entonces
∞∑
n=1

an también también es

divergente.

Ejemplo 4.2.27 Veamos varios ejemplos:

1. La serie

∞∑
n=1

1

2n − n es convergente ya que

∞∑
n=1

1

2n
es convergente y

ĺım

1

2n
1

2n − n
= ĺım

(
1− n

2n

)
= 1

2. La serie
∞∑
n=1

n sen
1

n2
es divergente pues

∞∑
n=1

1

n
diverge y

ĺım
n sen

1

n2

1/n
= ĺım

sen
1

n2

1/n2
= 1

3. La serie
∞∑
n=1

1

log n
es divergente pues

∞∑
n=1

1

n
es divergente y

ĺım

1

n
1

log n

= ĺım
log n

n
= 0

El último ĺımite está demostrado en el ejemplo 4.1.14 de la página 195. 2

El criterio de comparación por paso al ĺımite se utiliza frecuentemente para

eliminar expresiones “despreciables” en el término general de una serie, antes de

aplicar otro criterio, con el fin de que los cálculo sean más sencillos.

Ejemplo 4.2.28 En el denominador de la expresión
3n− 1

2n + 5n+ log n
el término 5n+

log n es “despreciable” frente a 2n para valores “grandes” de n. Estas afirmaciones
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las comprobamos comparando la expresión
3n− 1

2n
con la original

ĺım

3n− 1

2n
3n− 1

2n + 5n+ log n

= ĺım
2n + 5n+ log n

2n
= ĺım

Å
1 +

5n

2n
+

log n

2n

ã
= 1

Omitimos los detalles del cálculo del último ĺımite, que puede hacerse con la carac-

terización secuencial y la regla de L’Hôpital. Aplicando el criterio de comparación

por paso al ĺımite se deduce que las series

∞∑
n=1

3n− 1

2n + 5n+ log n
,

∞∑
n=1

3n− 1

2n

tienen el mismo carácter. Dado que
∞∑
n=1

3n− 1

2n
es aritmético-geométrica de razón 1

2 ,

es convergente y podemos afirmar que

∞∑
n=1

3n− 1

2n + 5n+ log n
también es convergente.

2

Para buscar series con las que comparar una serie dada, podemos ayudarnos de

las equivalencias de infinitésimos: si una sucesión es sumable, entonces es un infi-

nitésimo, y si dos sucesiones son equivalentes, por el criterio de comparación, la series

asociadas tienen el mismo carácter. Estas observaciones constituyen la demostración

del siguiente resultado.

Corolario 4.2.29 Sean an y bn dos sucesiones positivas e infinitésimos equivalen-

tes; entonces las series
∞∑
n=1

an,

∞∑
n=1

bn tienen el mismo carácter.

Es conveniente tener en cuenta que el criterio de comparación solo permite con-

cluir que dos series tienen el mismo carácter, pero no establece ninguna relación entre

las sumas. Por ejemplo, las series

∞∑
n=1

1

n2
y
∞∑
n=1

1

n2 + n
tienen el mismo carácter,

ĺım

1

n2

1

n2 + n

= ĺım
n2 + n

n2
= 1;

sin embargo
∞∑
n=1

1

n2 + n
= 1 (ver ejemplos 4.2.6 y 4.2.22) y

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
, aunque la

demostración de esta igualdad requiere métodos que quedan fuera de este curso.

La siguiente propiedad se deduce fácilmente aplicando el criterio de comparación

a las sucesiones an y 1/n, y es útil para el cálculo de algunos ĺımites y la suma de

algunas series.
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Corolario 4.2.30 Sea
∞∑
n=1

an una serie de términos positivos y convergente. En-

tonces, si existe, el ĺımite ĺımnan es igual a 0.

La demostración es inmediata usando reducción al absurdo: si el ĺımite existiera

pero fuera distinto de cero,

0 6= ĺımnan = ĺım
an
1/n

,

entonces la serie tendŕıa el mismo carácter que

∞∑
n=1

1

n
, que es divergente.

Vamos a utilizar este resultado en el siguiente ejemplo en el que sumamos una

serie hipergeométrica.

Ejemplo 4.2.31 Vamos a sumar la serie

∞∑
n=2

1 · 3 · 5 · · · (2n− 3)

2nn!

Para ello, vamos a comprobar que es hipergeométrica y aplicaremos el método apren-

dido anteriormente en el ejemplo 4.2.22 de la página 216. La series es hipergeométri-

ca, ya que

an+1

an
= ((

((((
((((1 · 3 · 5 · · · (2n− 3)(2n− 1)2nn!

2n+1(n+ 1)!((((
((((

((
1 · 3 · 5 · · · (2n− 3)

=

=
(2n− 1)��2n��n!

2 ·��2n(n+ 1)��n!
=

2n− 1

2n+ 2
=
αn+ β

αn+ γ
(4.7)

Ademas, es convergente ya que

γ = 2 > 1 = 2− 1 = α+ β

Multiplicando en cruz en la igualdad (4.7), obtenemos (2n+2)an+1− (2n−1)an = 0

para todo n y de ah́ı:

n∑
k=2

(
(2k + 2)ak+1 − (2k − 1)ak

)
= 0

Separamos el sumatorio por la diferencia y cambiamos el ı́ndice para que el termino

de la sucesión que estamos sumando, y que aparecen dentro de los sumatorios, tengan

el mismo sub́ındice.

n∑
k=2

(2k + 2)ak+1 −
n∑
k=2

(2k − 1)ak = 0

n+1∑
k=3

2kak −
n∑
k=2

(2k − 1)ak = 0
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Sacamos los sumandos necesarios para que los ĺımites de los dos sumatorios coincidan

y poder juntarlos otra vez.

2(n+ 1)an+1 +
n∑
k=3

2kak −
n∑
k=3

(2k − 1)ak − 3a2 = 0

2(n+ 1)an+1 +
n∑
k=3

(
2kak − (2k − 1)ak)− 3a2 = 0

2(n+ 1)an+1 +
n∑
k=3

ak − 3a2 = 0

2(n+ 1)an+1 + Sn − a2 − 3a2 = 0

2(n+ 1)an+1 + Sn − 4a2 = 0

Sn = 4a2 − 2(n+ 1)an+1

Dado que la serie es convergente, la sucesión Sn es convergente, y por lo tanto,

necesariamente (n + 1)an+1 = 1
2(Sn − 4a2) también es convergente; además, por el

corolario 4.2.30, ĺım(n + 1)an+1 = 0, lo que nos permite completar el cálculo de la

suma de la serie.

∞∑
n=2

1 · 3 · 5 · · · (2n− 3)

2nn!
= ĺımSn = ĺım

(
4a2 − 2(n+ 1)an+1

)
= 4a2

∞∑
n=2

1 · 3 · 5 · · · (2n− 3)

2nn!
= 4a2 = 4

1

22 · 2 =
1

2
2

Los criterios que estudiamos en el resto de la sección establecen condiciones sobre

el término general para deducir su carácter.

Corolario 4.2.32 (Criterio del cociente) Sea
∞∑
n=1

an una serie de términos

positivos y consideremos el ĺımite ` = ĺım
an+1

an
; entonces:

1. Si ` < 1 la serie converge.

2. Si ` > 1 la serie diverge.

El caso ĺım
an+1

an
= 1 queda fuera del teorema anterior, ya que a partir de él

no podemos deducir nada:
∞∑
n=1

1

n
y
∞∑
n=1

1

n2
verifican que el ĺımite de la condición

vale 1 para ambas series y, sin embargo, la primera es divergente y la segunda es

convergente.

Una de las caracteŕısticas del criterio del cociente es que también nos da infor-

mación para estimar errores, ya que es consecuencia del siguiente resultado.
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Lema 4.2.33 Supongamos que
∞∑
n=1

an = S ∈ R. Sea Sn su sucesión de sumas par-

ciales y N ∈ N. Si existe r tal que 0 ≤ an+1

an
≤ r < 1 para todo n ≥ N , entonces:

S − SN ≤
aN+1

1− r

Si an es positiva a partir de un término, y ĺım
an+1

an
es estrictamente menor que 1,

existe un término de la sucesión a partir del cual todos estarán acotados entre 0 y

un número estrictamente menor que 1, por lo que podremos aplicar el lema anterior.

Entonces, para acotar el error cometido al tomar una suma parcial en lugar de la

suma exacta, necesitamos determinar los números N y r adecuados. En la mayoŕıa

de los casos, será suficiente estudiar la monotońıa de la sucesión
an+1

an
, tal y como

vemos en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 4.2.34 Aplicamos los resultados anteriores a la serie
∞∑
n=0

1

n!
para demos-

trar que es convergente y determinar la suma parcial que estima su suma con un

error menor que 1
210−3:

ĺım
an+1

an
= ĺım

1/(n+ 1)!

1/n!
= ĺım

1

n+ 1
= 0

Entonces, por el criterio del cociente, la serie es convergente. Además, dado que
an+1

an
=

1

n+ 1
es decreciente, para todo N ≥ 1 y todo n ≥ N ,

an+1

an
=

1

n+ 1
<

1

N + 1
< 1

Entonces, para cada N podemos tomar r =
1

N + 1
en el lema 4.2.33; por lo tanto,

si S es la suma de la serie, Sn la sucesión de sumas parciales y N ≥ 1:

S − SN <
aN+1

1− r =
1/(N + 1)!

1− 1

N + 1

=
1

N ·N !

Si queremos que este error sea menor que 1
210−3, basta considerar N = 6:

∞∑
n=0

1

n!
≈

6∑
n=0

1

n!
=

1957

720
≈ 2.718

Más adelante, veremos que la suma de esta serie es el número e y el valor aproximado

que nos da cualquier calculadora es 2.718281828. 2

Ejemplo 4.2.35 Para la serie

∞∑
n=1

1

n2n
podemos utilizar los mismos resultados:

ĺım
an+1

an
= ĺım

1

(n+ 1)2n+1

1

n2n

= ĺım
n

2(n+ 1)
=

1

2
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y por el criterio del cociente, la serie es convergente.

Vamos a aproximar su suma con un error menor 1
210−3. Para aplicar el le-

ma 4.2.33, analizamos en primer lugar la monotońıa de xn =
an+1

an
=

n

2(n+ 1)
:

xn+1

xn
=

n+ 1

2(n+ 2)
· 2(n+ 1)

n
=

2(n+ 1)2

2n(n+ 2)
=

2n2 + 4n+ 2

2n2 + 4n
> 1

Deducimos entonces que xn =
an+1

an
es creciente; por lo tanto, para cada n ≥ 1

an+1

an
< ĺım

an+1

an
=

1

2
< 1

y podemos considerar r = 1
2 para cada N en el lema 4.2.33. Es decir, si S es la suma

de la serie y Sn la sucesión de sumas parciales:

S − SN <
aN+1

1− r =

1

(N + 1)2N+1

1− 1
2

=
1

(N + 1)2N

Si queremos que este error sea menor que 1
210−3, basta considerar N = 8:

∞∑
n=1

1

n2n
≈

8∑
n=1

1

n2n
=

148969

215040
≈ 0.693

Más adelante, veremos que la suma de esta serie es log 2 y la aproximación que nos

da cualquier calculadora es 0.6931471805. 2

Los teoremas vistos hasta ahora son válidos solamente para series de términos

positivos. A continuación, vamos a ver dos resultados que permiten estudiar algunas

series con términos de signo arbitrario.

Definición 4.2.36 Decimos que una serie

∞∑
n=1

an es absolutamente convergente si

la serie
∞∑
n=1

|an| es convergente.

Teorema 4.2.37 Toda serie absolutamente convergente es convergente.

Una serie convergente que no sea absolutamente convergente se dice condicio-

nalmente convergente.

Definición 4.2.38 Una serie
∞∑
n=1

an se dice alternada si para todo n se verifica

que
an
an+1

< 0; es decir, su término general es de la forma (−1)nbn o (−1)n+1bn, en

donde bn > 0 para todo n.
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Teorema 4.2.39 (Criterio de Leibniz) Si an > 0, ĺım an = 0 y an es decrecien-

te, entonces

∞∑
n=1

(−1)nan es convergente.

La condición ĺım an = 0 es necesaria para la convergencia de cualquier serie, el

criterio de Leibniz establece que es suficiente que an sea decreciente para que la serie
∞∑
n=1

(−1)nan sea convergente.

Proposición 4.2.40 Sea

∞∑
n=1

an una serie en las condiciones del criterio de Leibniz,

Sn su sucesión de sumas parciales y S su suma; entonces:

|SN − S| ≤ |aN+1|

En la acotación del error tenemos que usar el valor absoluto, ya que en este caso

el error puede ser por exceso o por defecto.

Ejemplo 4.2.41 Por el criterio de Leibniz, la serie

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
es convergente, ya

que
1

n
es decreciente y convergente a 0. Vamos a estimar su suma con un error menor

que 1
210−3.

Por la proposición anterior, si S es la suma de la serie y Sn la sucesión de sumas

parciales:

|SN − S| ≤
1

N + 1

Si queremos que este error sea menor que 1
210−3, basta considerar N = 2000. Más

adelante, calcularemos la suma exacta de esta serie y demostraremos que S = log 2.

Si utilizamos un ordenador para calcular la suma parcial, obtendremos que:

∞∑
n=1

(−1)n

n+ 1
≈

2000∑
n=1

(−1)n+1

n
≈ 0.693

mientras que el valor aproximado de log 2 que nos da cualquier calculadora es

0.6931471805. 2

4.2.4. Resumen de técnicas

En esta sección vamos a presentar algunas estrategias para abordar el estudio de

la convergencia de series numéricas. El siguiente esquema resume los criterios que

hemos introducido en el orden más adecuado para su aplicación.

1. Comprobar si es una serie conocida: geométrica, armónica, cociente de polino-

mios, . . .
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2. Condición necesaria. Si el ĺımite es fácil de calcular, esta es la primera com-

probación que debe hacerse.

3. Si la serie es de términos positivos, probaremos con el criterio del cociente.

4. Si la serie es de términos positivos y el criterio del cociente no es concluyen-

tes, intentaremos buscar una serie conocida con la que poder compararla. La

equivalencia de infinitésimos y de infinitos nos ayudará a buscar estas series.

5. Si la serie es alternada, estudiaremos en primer lugar la convergencia absoluta,

utilizando los puntos anteriores. Si la serie no es absolutamente convergente

intentaremos aplicar el criterio de Leibniz.

El cociente an+1/an. Como ya se habrá comprobado, el estudio del cociente
an+1

an
es de gran utilidad al trabajar con series.

1. Si
an+1

an
= r ∈ R (no depende de n) entonces la serie es una serie geométrica

de razón r.

2. Si
an+1

an
=
αn+ β

αn+ γ
con α, β, γ ∈ R, la serie es hipergeométrica.

3. Si an > 0 y
an+1

an
> 1 para todo n > N , la sucesión an es creciente y por tanto

su ĺımite no puede ser 0: la serie es divergente.

4. Si an > 0 y
an+1

an
< 1 para todo n > N , la sucesión an es decreciente, lo que

permitirá aplicar algunos resultados, como el criterio de Leibniz.

Sucesiones decrecientes. Algunos resultados, como el criterio de Leibniz inclu-

yen, entre sus condiciones, el decrecimiento de una sucesión. Repasamos a conti-

nuación los distintos métodos que hemos visto y utilizado para demostrar que una

sucesión es decreciente:

1. Si an − an+1 > 0, entonces an es decreciente.

2. Si
an+1

an
< 1, entonces an es decreciente.

3. Si f : [N,+∞) → R es una función decreciente tal que f(n) = an para todo

n ≥ N , entonces an es una sucesión decreciente a partir de N (para determinar

si una función es decreciente podemos utilizar su derivada).

4. Por último, podemos utilizar las propiedades algebraicas de la relación de orden

para deducir algunas propiedades sobre monotońıa de sucesiones y funciones

como por ejemplo:

a) Si f y g son funciones crecientes, entonces f + g creciente.

b) Si f y g son funciones crecientes y positivas, entonces f · g es creciente.
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c) f es creciente si y solo si −f es decreciente.

d) Si f es positiva, entonces f es creciente si y solo si 1/f es decreciente.

e) Si f y g son funciones crecientes, entonces f ◦ g es creciente.

f ) Si f es una función creciente y dn es una sucesión decreciente, entonces

f(dn) es una sucesión decreciente.

g) Si h es una función decreciente y dn es una sucesión decreciente, entonces

f(dn) es una sucesión creciente.

4.2.5. Series de potencias

Algunas de las series que hemos estudiado hasta ahora conteńıan parámetros en

su término general, incluso hemos podido sumar alguna de ellas dando su suma en

función de ese parámetro:

∞∑
n=0

xn =
1

1− x, |x| < 1

Como hemos podido comprobar, no siempre es asequible sumar una serie, pero aún

aśı podemos estar interesados en estudiar las propiedades de la serie e incluso la

relación de dependencia de la serie respecto de ese parámetro.

En esta sección y en la siguiente, vamos a estudiar funciones definidas usan-

do series cuyo término general depende de la variable de la función: las series de

potencias.

Definición 4.2.42 Una serie de potencias es una función definida por una expre-

sión de la forma:

f(x) =
∞∑

n=n0

an(x− a)n, a, an ∈ R

La constante a se denomina centro de la serie y la sucesión de coeficientes, an no

puede incluir la variable x.

Ejemplo 4.2.43

1.

∞∑
n=1

(x− 1)n

n
es una serie de potencias centrada en 1; en este caso, an =

1

n
.

2.

∞∑
n=0

senn x no es una serie de potencias.

3.
∞∑
n=1

(x− 3)2n

n3
es una serie de potencias centrada en 3. 2

Teorema 4.2.44 Dada la serie de potencias
∞∑
n=1

an(x − a)n, existe un intervalo I

tal que:
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La serie converge si y solo si x ∈ I

O bien I = R, o bien (a−R, a+R) ⊂ I ⊂ [a−R, a+R], para algún R ∈ R. En

el segundo caso, el número R se denomina radio de convergencia de la serie.

El intervalo I se denomina campo de convergencia de la serie y es el dominio

de la función determinada por la serie de potencias. Por las caracteŕısticas de la

expresión de una serie de potencias, bastará con aplicar el criterio del cociente para

hallar el radio de convergencia. Sin embargo, necesitaremos trabajar algo más para

estudiar la convergencia de la serie en los dos extremos del campo.

Ejemplo 4.2.45 Para hallar el campo de convergencia de

∞∑
n=2

(x− 1)n

log n
, aplicamos

el criterio del cociente a la sucesión de valores absolutos:

ĺım
|x− 1|n+1

log(n+ 1)
· log n

|x− 1|n = |x− 1| ĺım log n

log(n+ 1)
= |x− 1|

Por lo tanto, la serie converge si |x − 1| < 1. Por el teorema anterior, solo tenemos

que analizar la convergencia de la serie para |x−1| = 1, es decir, para x = 0 y x = 2.

Para x = 0, la serie resultante es

∞∑
n=2

(−1)n

log n
cuya convergencia podemos deducir con

el criterio de Leibniz. Para x = 2, la serie resultante es
∞∑
n=2

1

log n
, cuya divergencia

podemos deducir con el criterio de comparación (ver apartado 3 del ejemplo 4.2.27,

en la página 218). Por lo tanto, el campo de convergencia de la serie es [0, 2). 2

El siguiente resultado establece la continuidad y derivabilidad de las funciones

definidas por series de potencias y extiende la propiedades algebraicas de la deriva-

ción e integración a series.

Teorema 4.2.46 Para la serie de potencias S(x) =

∞∑
n=1

an(x− a)n se verifica que:

1. (Teorema de Abel) la función S es continua en su campo de convergencia.

2. S es una función derivable en el interior del campo de convergencia y su de-

rivada se obtiene “derivando término a término la serie”:

d

dx

( ∞∑
n=1

an(x− a)n

)
=

∞∑
n=1

nan(x− a)n−1

Además, el radio de convergencia de la derivada coincide con el radio de S.

3. Una primitiva de la función S se obtiene “integrando término a término la

serie”: ∫ ( ∞∑
n=1

an(x− a)n

)
dx =

∞∑
n=1

an
n+ 1

(x− a)n+1

Además, el radio de convergencia de la primitiva coincide con el radio de S.
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En los dos últimos puntos del teorema anterior se afirma la coincidencia de los

“radios” de convergencia, pero no de los “campos” de convergencia, es decir, la

convergencia en los extremos del campo puede variar al derivar o integrar.

Ejemplo 4.2.47 El campo de convergencia de la serie de potencias
∞∑
n=1

xn

n2
es [−1, 1],

sin embargo, la serie de las derivadas,

∞∑
n=1

xn−1

n
, converge en x = −1 pero no con-

verge en x = 1 y por lo tanto su campo de convergencia es [−1, 1). 2

Las propiedades de derivación e integración de series de potencias constituyen

una herramienta fundamental para sumar series, tal y como vemos en el ejemplo

siguiente.

Ejemplo 4.2.48 En la sección anterior hemos probado que:

∞∑
n=0

xn =
1

1− x, si |x| < 1.

Aplicando el apartado 3 del teorema 4.2.46, obtenemos:

∞∑
n=0

xn+1

n+ 1
= − log |1− x|+ C = − log(1− x) + C, si |x| < 1.

Evaluando ambas expresiones en x = 0, deducimos que C = 0. Además, para x = −1,

la serie converge (criterio de Leibniz) y por el Teorema de Abel (Teorema 4.2.46(1)),

la igualdad también se verifica en ese punto. Por lo tanto:

∞∑
n=0

xn+1

n+ 1
= − log(1− x), si − 1 ≤ x < 1. 2

4.2.6. Series de Taylor

Las funciones expresadas mediante series de potencias se comportan esencial-

mente como polinomios, por esta razón, nos planteamos en esta sección expresar

cualquier función como serie de potencias. Vamos a ver que, en particular, todas las

funciones elementales pueden representarse de esta forma.

Aunque en algunos casos, el método seguido en el ejemplo 4.2.48 permitirá expre-

sar una función como series de potencias, en la mayoŕıa de los casos necesitaremos

construirla a partir de su polinomio de Taylor.

4.2.6.1. Polinomios de Taylor

Los polinomios son las funciones elementales más simples, ya que solo hacen uso

de las operaciones suma, resta y producto. La situación ideal seŕıa que el resto de
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las funciones elementales se pudieran convertir en polinomios, pero esto no es cierto

en ningún caso. Sin embargo, śı es posible “aproximar” cualquier función elemental

con polinomios, aśı como cualquier función que se pueda construir a partir de ellas

en determinadas condiciones. Como veremos más detalladamente en el último te-

ma, para establecer un método de aproximación adecuado, debemos saber construir

una aproximación de una función dada y también debemos poder mejorar la apro-

ximación cuanto deseemos. En esta sección, solo vamos a aprender a construir los

polinomios aproximantes, y será en el último tema cuando aprendamos a controlar

los errores de este método de aproximación.

Definición 4.2.49 El polinomio de Taylor de orden n (o n-ésimo polinomio de

Taylor) de la función f en el punto x0 es un polinomio T , de grado menor o igual

que n tal que su valor en x0 y el valor de las n primeras derivadas coinciden con los

de f :

T (n)(x0) = f (n)(x0)

Usando identificación de coeficientes, es fácil deducir la siguiente expresión para

el polinomio de Taylor, como un polinomio centrado en a

Corolario 4.2.50 El polinomio de Taylor de la definición anterior, es único y

viene dado por:

T (x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2
(x− x0)2 + . . .

· · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)n =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k

El polinomio de Taylor en x0 = 0 se denomina igualmente polinomio de McLaurin.

Ejemplo 4.2.51 Para la función f(x) = ex, se verifica que f (n)(x) = ex y por tanto,

f (n)(0) = e0 = 1 para todo n. Por lo tanto, el polinomio de Taylor de orden n de la

función exponencial en el punto 0 es:

T (x) = 1 + x+
x2

2
+ · · ·+ xn

n!

En la figura 4.3, aparecen representadas la función exponencial y los polinomios de

Taylor de orden 1, 2 y 4. En primer lugar, apreciamos el parecido de la función y

sus polinomios, mayor cuanto mayor es el orden y cuanto más cerca estamos del

punto x0 = 0. Además, para el caso n = 1, observamos que la recta obtenida en su

representación coincide con la recta tangente en el punto x0 = 0. 2

Los polinomios de Taylor pueden evaluarse en cualquier punto, pero debemos

tener en cuenta las siguientes consideraciones:

Si queremos utilizarlos para aproximar magnitudes, solo tiene sentido usar los

polinomios en los puntos para los cuales los coeficientes obtenidos sean números
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X

Y

−1

1

f(x) = ex

T1(x) = 1 + x

X

Y

−1

1

f(x) = ex

T2(x) = 1 + x+
x2

2

X

Y

−1

1

f(x) = ex

T4(x) = 1 + x+
x2

2
+
x3

6
+
x4

24

Figura 4.3: Función exponencial y algunos polinomios de Taylor.
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4.2. Series numéricas. 231

racionales, ya que el objetivo es estimar magnitudes reales con magnitudes

racionales; esto será analizado con más detalle en el último tema.

Solo tendremos la posibilidad de controlar los errores cometidos para las fun-

ciones elementales y para algunas funciones construidas a partir de ellas.

Śı trabajaremos con funciones arbitrarias cuando utilicemos los polinomios

para deducir propiedades locales de la funciones, es decir, para estudiar qué

es lo que ocurre en un entorno “muy pequeño” alrededor de un punto. Por

ejemplo, todos los resultados de clasificación de puntos cŕıticos en los problemas

de optimización, se basan en los desarrollos de Taylor.

Ejemplo 4.2.52 Vamos a calcular el polinomio de Taylor de la función log x (loga-

ritmo neperiano) en x0 = 1. No podemos elegir a 0 como centro, ya que ese punto

no está en el dominio; además, el número 1 es el único punto del dominio tal que el

valor de la función en ese punto y sus derivadas sucesivas son números racionales.

Empezamos calculando las primeras derivadas sucesivas de la función f(x) = log x,

x > 0:

f ′(x) = x−1

f ′′(x) = −x−2

f ′′′(x) = 2x−3

f (4)(x) = −3 · 2x−4

f (5)(x) = 4 · 3 · 2x−5

Podemos observar que:

Aparece alternativamente el signo “−”: las derivadas pares incluyen el signo,

y las impares no. Por lo tanto, para el orden de derivación n, el signo será

(−1)n−1.

No hemos multiplicado las constantes para poder observar como se construyen:

en cada paso de derivación multiplicamos por el siguiente número natural. De

esta forma, la constante correspondiente al orden de derivación n es (n− 1)!.

Finalmente, en cada derivada, la variable x aparece con un exponente negativo,

cuyo valor absoluto coincide con el orden de derivación.

Es decir, con la observación de estas primeras derivadas podemos “intuir” que

f (n)(x) = (−1)n−1(n− 1)!x−n, n ≥ 1 (4.8)

Sin embargo, debeŕıamos hacer una demostración formal de esta afirmación usando

inducción matemática.

(i) Para n = 1: (−1)1−1(1− 1)!x−1 = 1 · 1x−1 = x−1 = f ′(x).
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X

Y f(x) = log x
T1(x) = (x− 1)

X

Y f(x) = log x

T2(x) = (x− 1)− (x− 1)2

2

X

Y

2

f(x) = log x

T5(x) = (x− 1)− (x− 1)2

2
+

(x− 1)3

3
− (x− 1)4

4
+

(x− 1)5

5

Figura 4.4: Función logaritmo y algunos polinomios de Taylor.
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(ii) Supongamos que la fórmula es válida para n y a partir de ah́ı, vamos a deducirla

para n+ 1.

f (n)(x) = (−1)n−1(n− 1)!x−n

f (n+1)(x) =
d

dx
(f (n)(x)) =

d

dx

(
(−1)n−1(n− 1)!x−n

)
f (n+1)(x) = −n(−1)n−1(n− 1)!x−n−1

f (n+1)(x) = (−1)nn!x−(n+1)

Efectivamente, la última igualdad se corresponde con la fórmula (4.8) sustitu-

yendo n por n+ 1.

Por lo tanto, podemos concluir que la fórmula es válida para todo n ∈ N.

El resto del ejemplo consiste simplemente en aplicar la fórmula del polinomio de

Taylor:

f(1) = log 1 = 0, f (n)(1) = (−1)n−1(n− 1)!

T (x) = 0 + 1 · (x− 1)− 1!

2!
(x− 1)2 +

2!

3!
(x− 1)3 + · · ·+ (−1)n−1 (n− 1)!

n!
(x− 1)n

T (x) = (x− 1)− 1

2
(x− 1)2 +

1

3
(x− 1)3 + · · ·+ (−1)n−1 1

n
(x− 1)n

T (x) =
n∑
k=1

(−1)k−1 1

k
(x− 1)k

En la figura 4.4 de la página 232 podemos ver la gráfica de la función logaritmo

junto a algunos polinomios de Taylor.

En este caso observamos que al aumentar el grado del polinomio, el parecido

entre este y la función solo aumenta en el intervalo (0, 2), mientras que por encima

de dos, polinomio y función logaritmo se van separando cada vez más. Esto se debe

a que ese intervalo es el campo de convergencia de la serie 2

En general, puede ser bastante complicado hallar los polinomios de Taylor de

funciones no elementales a partir de la definición, pero como es habitual en ma-

temáticas, podemos facilitar estos cálculos estudiando el comportamiento respecto

de las operaciones algebraicas y de la derivación.

Proposición 4.2.53 (Propiedades algebraicas del Polinomio de Taylor)

1. El n-ésimo polinomio de Taylor de f+g es la suma de los n-ésimos polinomios

de Taylor de f y g

2. El n-ésimo polinomio de Taylor de f · g es el producto de los n-ésimos polino-

mios de Taylor de f y g desechando los sumandos de grado mayor que n.

3. El n-ésimo polinomio de Taylor de f ◦ g es la composición de los n-ésimos

polinomios de Taylor de f y g desechando los sumandos de grado mayor que n.
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4. La derivada del (n + 1)–ésimo polinomio de Taylor de f , es el n–ésimo poli-

nomio de Taylor de f ′. Esta propiedad se suele aplicar en sentido inverso, a

partir del polinomio de f ′, se obtiene el polinomio de f .

A partir de estas propiedades y de los desarrollos de funciones elementales, es

posible estudiar una amplia familia de funciones. Debemos observar sin embargo,

que no siempre es práctico o útil el uso de los desarrollos de Taylor para funciones

arbitrarias, ya que su cálculo directo puede ser imposible y, aunque la aplicación

de las propiedades anteriores ayude en algunos casos, no proporciona una forma

alternativa para calcular los restos, necesarios en el control de errores, según veremos

en el último tema. No obstante, estas propiedades son útiles para otras aplicaciones

de los polinomios de Taylor.

Teorema 4.2.54 Sea Tn el polinomio de Taylor de orden n de f en x0. Entonces, Tn

es el único polinomio de grado menor o igual a n tal que y:

ĺım
x→x0

f(x)− Tn(x)

(x− x0)n
= 0

Es decir, el polinomio Tn es la “mejor aproximación”, en un entorno de x0, por

polinomios de grado menor o igual que n. Por ejemplo, en las figuras de la página 230

podemos ver que los polinomios de Taylor de la función exponencial “se parecen”

cada vez más a esta función según aumentamos el grado del polinomio, y que el

intervalo en el que más se parecen es cada vez más amplio. Lo mismo observamos

en las páginas 240 y 242 para las funciones seno y arcotangente respectivamente.

Por otra parte, la posibilidad de aproximar el valor de una expresión matemática,

solo es útil si podemos controlar el error que se comete. El teorema siguiente nos da

un método para hacerlo cuando usamos polinomios de Taylor.

Teorema 4.2.55 (de Lagrange) Sea f una función definida en un entorno abier-

to de x0 y supongamos que f es (n + 1)-veces derivable en este entorno. Sea Tn el

polinomio de Taylor de orden n de f en x0 y En(x) = f(x)− Tn(x). Entonces, para

cada x 6= x0 existe un número c (que depende de x y de n) comprendido estricta-

mente entre x y x0 y tal que:

En(x) =
f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1

La fórmula del resto dada en este teorema se conoce como fórmula de Lagrange.

Aunque no es la única posible, śı es la más utilizada por su simplicidad. La expresión

En puede ser negativa, sin embargo, al trabajar con errores, no distinguimos entre

errores por exceso y por defecto, y por eso entendemos que el error es su valor

absoluto: ε = |En|.

Ejemplo 4.2.56 Para aproximar el número ‘e’ con un tres decimales correctos,

debemos evaluar la función exponencial en el punto x = 1 con un error ε < 1
210−3.
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Si utilizamos el polinomio de Taylor de orden n en 0 de la función exponencial que

calculamos en el primer tema (ver sección 4.2.7), cometeremos el siguiente error:

ε =

∣∣∣∣ ec

(n+ 1)!
1n+1

∣∣∣∣ =
ec

(n+ 1)!
, c ∈ (0, 1)

Dado que no conocemos el valor de c (y no podemos, ni pretenderemos calcularlo),

no podemos conocer el error exacto. Por esta razón, lo que hacemos es “estimar”

dicho error en función de n, sustituyendo el valor de c, o las subexpresiones en dónde

aparece, por valores mayores pero cercanos. En este caso, ec < e1 = e < 3 y por lo

tanto:

ε =
ec

(n+ 1)!
<

3

(n+ 1)!

Si queremos que el error sea menor que 1
210−3, basta con encontrar el primer número

natural n tal que
3

(n+ 1)!
< 1

210−3, es decir, tal que (n+ 1)! > 6000. Con n = 7 lo

conseguimos y por lo tanto:

e ≈ 1 + 1 +
1

2
+

1

3!
+

1

4!
+

1

5!
+

1

6!
+

1

7!
=

685

252
≈ 2.718

Solo podemos estar seguros de los tres primeros decimales, aunque podemos com-

probar que los cuatro primeros decimales coinciden con los que nos da cualquier

calculadora. 2

4.2.6.2. Series de Taylor

No es dif́ıcil observar que los polinomios de Taylor no son más que la sucesión de

sumas parciales de la serie asociada a la sucesión
f (n)(x0)

n!
(x − x0)n; la correspon-

diente serie se denomina serie de Taylor de la función f .

Definición 4.2.57 Dada una función f infinitamente derivable en un intervalo

abierto I, denominamos serie de Taylor de f en x0 ∈ I a la serie:

∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n x ∈ I

Decimos que la serie representa a f en x si converge a f(x), es decir:

∞∑
n=0

f (n)(x0)

n!
(x− x0)n = f(x)

Evidentemente, la serie de Taylor para x0 representa a f en x0 pero puede no hacerlo

en otros puntos. La representación de la serie en otros puntos está caracterizada por

la convergencia a 0 de la expresión del resto.

Teorema 4.2.58 La serie de Taylor de f en x0 representa a f en x si y solo si:

ĺımEn(x) = ĺım
f (n+1)(c)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1 = 0
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Ejemplo 4.2.59 La serie de Taylor de la función exponencial la representa en todo

su dominio, R:

ĺımEn(x) = ĺım
ec

(n+ 1)!
xn+1

Para comprobar que este ĺımite es 0, podemos trabajar más fácilmente con su valor

absoluto. Si x < 0, entonces ec < 1 y por lo tanto

ec

(n+ 1)!
|x|n+1 <

|x|n+1

(n+ 1)!

n→∞−→ 0

Si x > 0, ec < ex y por lo tanto

ec

(n+ 1)!
xn+1 < ex

xn+1

(n+ 1)!

n→∞−→ 0

Para demostrar los dos ĺımites anteriores, basta tener en cuenta la condición necesa-

ria de convergencia de series aplicada a las series

∞∑
n=1

an+1

(n+ 1)!
, que son convergentes

para cada a > 0; esto, a su vez, lo demostramos usando el criterio del cociente. 2

Ejemplo 4.2.60 A partir de la serie
∞∑
n=0

1

n!
= e podemos sumar todas las series

del tipo

∞∑
n=n0

P (n)

(n+ q)!
, en donde P es un polinomio de grado p y q ∈ Z; el criterio

del cociente permite demostrar que todas ellas son convergentes y el método que

presentamos en el ejemplo siguiente permite calcular su suma. Por ejemplo, vamos a

sumar la serie
∞∑
n=1

n3

(n+ 1)!
, y para ello, vamos a expresar el polinomio del numerador

de la siguiente forma

n3 = A(n+ 1)n(n− 1) +B(n+ 1)n+ C(n+ 1) + D

Cada sumando, está formado por productos de expresiones consecutivas y todas em-

pezando por n+ 1, que es la expresión cuyo factorial aparece en el denominador del

término general de la serie; esto permitirá simplificar cada sumando con el denomi-

nador. Esta expresión se puede obtener para cualquier polinomio P (n) y cualquier

monomio n+ α.

Eliminando los paréntesis y agrupando los términos, podemos hallar los valores

de los parámetros A, B, C y D usando identificación de coeficientes.

n3 = A(n+ 1)n(n− 1) +B(n+ 1)n+ C(n+ 1) + D =

= An3 +Bn2 + (B −A+ C)n+ (C + D),

Por lo tanto, A = 1, B = 0, C = 1, D = −1 y de ah́ı:

n3

(n+ 1)!
=

(n+ 1)n(n− 1) + (n+ 1)− 1

(n+ 1)!
=

1

(n− 2)!
+

1

n!
− 1

(n+ 1)!
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Obsérvese que la simplificación en el primer sumando solo es válida para n ≥ 2,

aunque la serie propuesta se suma desde n = 1; para evitar este problema, solo

tenemos que separar ese primer sumando antes de aplicar la igualdad anterior.

∞∑
n=1

n3

(n+ 1)!
=

1

2
+

∞∑
n=2

n3

(n+ 1)!

=
1

2
+
∞∑
n=2

Å
1

(n− 2)!
+

1

n!
− 1

(n+ 1)!

ã
=

1

2
+
∞∑
n=2

1

(n− 2)!
+
∞∑
n=2

1

n!
−
∞∑
n=2

1

(n+ 1)!

=
1

2
+

∞∑
n=0

1

n!
+

∞∑
n=2

1

n!
−
∞∑
n=3

1

n!

=
1

2
+ e + (e− 1− 1)− (e− 1− 1− 1

2
) = e + 1

En la cuarta igualdad hemos cambiado los ı́ndices para que sea más fácil ver que

los sumatorios obtenidos se corresponden con la serie del número e salvo por los

primeros sumandos, que debemos restarle. 2

Ejemplo 4.2.61 Como un segundo ejemplo, vamos a calcular

∞∑
n=1

(−1)n
n

(n− 1)!
:

∞∑
n=1

(−1)n
n

(n− 1)!
=
∞∑
n=1

(−1)n
n− 1 + 1

(n− 1)!
=

= −1 +
∞∑
n=2

(−1)n
n− 1 + 1

(n− 1)!
=

= −1 +

∞∑
n=2

(−1)n

(n− 2)!
+

∞∑
n=2

(−1)n

(n− 1)!
=

= −1 +
∞∑
n=2

(−1)n−2

(n− 2)!
−
∞∑
n=2

(−1)n−1

(n− 1)!
=

= −1 + e−1 − (e−1 − 1) = 0

4.2.7. Funciones elementales

En esta sección, vamos a ver los desarrollos de Taylor de todas las funciones

elementales y las correspondientes expresiones del resto de Lagrange. Debemos tener

en cuenta todas estas series para estudiar la convergencia o sumar series numéricas.

Función Exponencial.

ex = 1 + x+
x2

2
+ · · ·+ xn

n!
+ ecn

xn+1

(n+ 1)!
, (cn entre 0 y x)
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En el ejemplo 4.2.51 (página 229), calculamos los polinomio de Taylor de la función

exponencial y en el ejemplo 4.2.59 hemos deducido que la serie de Taylor representa

a la función exponencial en todo su dominio:

ex =
∞∑
n=0

xn

n!
x ∈ R

Función Logaritmo Neperiano. Su dominio es el intervalo (0,∞) y hallamos

su desarrollo en x0 = 1:

log x = (x− 1)− 1

2
(x− 1)2 +

1

3
(x− 1)3 + · · ·

· · ·+ (−1)n+1

n
(x− 1)n +

(−1)n

cn+1
n (n+ 1)

(x− 1)n+1

Estando cn entre 1 y x. En el ejemplo 4.2.48 (página 228), hicimos los cálculos

necesarios para establecer la convergencia de esta serie; concretamente, obtuvimos

∞∑
n=0

xn+1

n+ 1
= − log(1− x), x ∈ [−1, 1),

y por lo tanto,

log x =
∞∑
n=1

−(1− x)n

n
=
∞∑
n=1

(−1)n+1

n
(x− 1)n x ∈ (0, 2]

Alternativamente, esta serie se puede escribir como:

log(x+ 1) =
∞∑
n=1

(−1)n+1x
n

n
x ∈ (−1, 1]

Ejemplo 4.2.62 Vamos a usar la serie anterior para aproximar log 3 con un error

menor que 1
210−3. El desarrollo de Taylor de la función logaritmo permite evaluar

log a si a ∈ (0, 2], por lo que no podemos considerar a = 3; sin embargo, teniendo

en cuenta las propiedades del logaritmo, tenemos que

log 3 = − log
1

3

y a = 1
3 śı está dentro del campo de convergencia de la serie,

log 3 = − log
1

3
= −

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
(
1

3
− 1)n =

∞∑
n=1

(−1)n

n

(−2)n

3n
=
∞∑
n=1

2n

n3n

Para decidir la suma parcial necesaria para obtener un determinado error, podemos

utilizar, en principio, dos métodos.

Utilizando la expresión del resto de Lagrange, el error seŕıa:

ε =

∣∣∣∣ (2/3)n+1

cn+1(n+ 1)

∣∣∣∣ ,
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en donde 1
3 < c < 1. Por lo tanto, 1

c < 3 y de ah́ı deducimos que:

ε =

∣∣∣∣ (2/3)n+1

cn+1(n+ 1)

∣∣∣∣ < (2/3)n+13n+1

n+ 1
=

2n+1

n+ 1

La expresión de la derecha es creciente en n, por lo que no es posible hacerla

tan pequeña como queramos. Por lo tanto, no podemos usar el resto de La-

grange para determinar la suma parcial adecuada. Esto ocurrirá siempre que

evaluemos la serie del logaritmo en un número entre 0 y 1
2 , por lo que este

método solo lo podremos utilizar para calcular log a si 1
2 < a < 2.

Podemos utilizar la proposición 4.2.33 (página 221), dado que el criterio del

cociente permite concluir la convergencia de la serie. En este caso

an+1

an
=

2n+1

(n+ 1)3n+1

n3n

2n
=

2n

3(n+ 1)

es creciente y por lo tanto
2n

3(n+ 1)
≤ ĺım

2n

3(n+ 1)
=

2

3
para todo n, por lo

que, para cada N :

Error = log 3− SN <

2N+1

(N+1)3N+1

1− 2
3

=
2N+1

(N + 1)3N

Por lo tanto, si N ≥ 14 conseguimos que este error sea menor que 1
210−3.

log 3 ≈
14∑
n=1

2n

n3n
=

26289603908

23938759845
≈ 1.098202 2

Función Seno.

senx = x− x3

3!
+
x5

5!
+ · · ·+ (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)!
+ (−1)n+1(sen c)

x2n+2

(2n+ 2)!

siendo c un número entre 0 y x. La correspondiente serie de Taylor representa a la

función en todo su dominio, R:

senx =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!

En la figura de la página 240, podemos ver las gráficas de la función seno y de

algunos de sus polinomios de Taylor. Vemos que, igual que ocurre con la función ex-

ponencial, la convergencia de la serie es “muy rápida”, es decir, con pocos sumandos

conseguimos unas aproximaciones muy buenas en entornos de 0 bastante amplios.

Función Coseno.

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
+ · · ·+ (−1)n

x2n

(2n)!
+ (−1)n+1(sen c)

x2n+1

(2n+ 1)!

siendo c un número entre 0 y x. Además, la serie de Taylor representa a la función

coseno en todo su dominio:

cosx =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
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X

Y

f(x) = sinx

T1(x) = x

X

Y

f(x) = sinx

T5(x) = x− x3

3!
+
x5

5!

X

Y

f(x) = sinx

T13(x) = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+
x9

9!
− x11

11!
+
x13

13!

Figura 4.5: Función seno y algunos polinomios de Taylor.
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Función Arco–tangente. Recordemos que el dominio de esta función es R y su

codominio es el intervalo [−π2 ,
π
2 ]. Nuevamente, obtenemos la serie de Taylor a partir

de su derivada:

d

dx
arctg x =

1

1 + x2
=

∞∑
n=0

(−1)nx2n |x| < 1

Integrando y deduciendo la convergencia en los extremos con el criterio de Leibniz,

obtenemos:

arctg x =
∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
|x| ≤ 1

Para evaluar la función arcotangente fuera del intervalo [−1, 1], podemos utilizar la

igualdad

arctg x =
π

2
− arctg

1

x

Ejemplo 4.2.63 Podemos usar la serie de Taylor de la función arcotangente para

aproximar π, ya que tg(π4 ) = 1:

π = 4 arctg 1 =
∞∑
n=0

(−1)n4

2n+ 1

La serie es alternada, por lo que el corolario del criterio de Leibniz nos ayuda a esti-

mar el error dado por las sumas parciales. Sin embargo, este método no es muy bueno,

ya que nos hacen falta muchos sumandos para conseguir errores pequeños. La razón

es que estamos evaluando la serie en el extremo del campo de convergencia. 2
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X

Y

−1 1

π/2

−π/2

f(x) = arctanx
T3(x) = x− x3

3

X

Y

−1 1

π/2

−π/2

f(x) = arctanx
T7(x) = x− x3

3
+
x5

5
− x7

7

X

Y

−1 1

π/2

−π/2

f(x) = arctanx

T13(x) = x− x3

3
+
x5

5
− x7

7
+
x9

9
− x11

11
+
x13

13

Figura 4.6: Función arcotangente y algunos polinomios de Taylor.
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Relación de ejercicios 4.1

1. Calcule los siguientes ĺımites:

a) ĺım
n+ 3

n3 + 4
b) ĺım

n+ 3n3

n3 + 4
c) ĺım

3− n5

n3 + 4

2. Demuestre que si akn
k es el término de mayor grado del polinomio p(n), en-

tonces p(n) y akn
k son infinitos equivalentes.

3. Calcule los siguientes ĺımites:

a) ĺım

Å
n+ 2

n+ 4

ã5−n
b) ĺım

(
n− 4

√
n3(n− 1)

)
4. a) Calcule el ĺımite ĺım

log(n2 + 1)

log n
.

b) Demuestre que si p(n) es un polinomio de grado k, entonces log p(n) y

k log n son infinitos equivalentes.

c) Utilice la equivalencia del apartado anterior para calcular el ĺımite

ĺım
log(n5 − 7)

5 log(3n− 2)

5. Consideremos las siguientes sucesiones:

an =
(−1)n

n
, bn =

n

n+ 1
, cn =

2n

n
, dn = sen

1

n

a) Calcule los primeros términos de las sucesiones y deduzca “intuitivamen-

te” las caracteŕısticas de las sucesiones (monotońıa, acotación y conver-

gencia).

b) Estudie formalmente las propiedades de monotońıa, acotación y conver-

gencia.

6. a) Calcule el ĺımite ĺım
x→∞

x2

ex
= 0

b) Demuestre por inducción sobre m ∈ N que ĺım
x→∞

xm

ex
= 0

c) Deduzca que, si p(x) un polinomio, entonces

ĺım
x→∞

p(x)

ex
= 0, ĺım

p(n)

en
= 0
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Relación de ejercicios 4.2

1. Utilice el śımbolo
∑

para expresar las siguientes sumas. Tenga en cuenta que

en los últimos apartados, se indica cual debe ser el primer valor del ı́ndice.

a)
6

2− 1
+

8

3− 1
+

10

4− 1
+ · · ·+ 22

10− 1

b) 110 + 29 + 38 + · · ·+ 101

c) 1 + 3 + 5 + · · ·+ (2n− 1) =
∑
k=1

d)
n

n+ 1
+

n

n+ 2
+ · · ·+ n

n+ n
=
∑
k=3

2. Sume las siguientes series simplificando la sucesión de sumas parciales.

a)
∞∑
n=2

1

2n(n2 − 1)
b)

∞∑
n=1

log

Å
(n+ 1)2

n(n+ 2)

ã
3. Utilice las propiedades elementales para estudiar la convergencia de las siguien-

tes series y obtenga la suma de las convergentes.

a)
∞∑
n=0

Å
5

Å
1

2

ãn
+

3n

5− 2n

ã
b)
∑
n=0

(−2)n
32n

92n−1
c)

10∑
n=1

1

n

4. Determine cuáles de las siguientes series son aritmético-geométricas y sume

las que sean convergentes siguiendo el método descrito en ejemplo 4.2.19 de la

página 214.

a)
∑
n=0

2n− 1

3n
b)

∞∑
n=2

(2n− 1)en

5. Sume la serie

∞∑
n=1

n2 + 1

5n
partiendo del mismo procedimiento usado para las

series aritmético-geométricas.

6. Determine cuáles de las siguientes series son hipergeométricas y sume las que

sean convergentes utilizando el método descrito en el ejemplo 4.2.22 de la

página 216.

a)

∞∑
n=2

1

4n2 − 1
b)

∞∑
n=3

1

n2

7. Estudie el carácter de las siguientes series:

a)

∞∑
n=1

3nn!

nn
b)

∞∑
n=1

nn

(2n+ 1)n
c)

∞∑
n=1

sen
1

n

d)

∞∑
n=1

(−1)n sen
1

n
e)

∞∑
n=1

(−1)n
n

log n
f )

∞∑
n=1

(−1)n

n
log

2n

n− 1
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8. Estudie el carácter de la serie
∞∑
n=1

(n!)a

(3n)!
en función del parámetro a ∈ R.

9. Estudie el carácter de la serie
∞∑
n=1

log n√
n

.

10. Demuestre que la serie
∞∑
n=1

nn

3nn!
es convergente y encuentre la suma parcial

que aproxima su suma con un error menor que 10−3.

11. Demuestre que la serie
∞∑
n=1

(−1)n log n

n
es convergente y encuentre la suma

parcial que aproxima su suma con un error menor que 10−3.

12. El Criterio de condensación establece:

Si an es una sucesión decreciente de términos positivos, entonces las

series
∞∑
n=1

an y
∞∑
n=1

2na2n tienen el mismo carácter.

Si es posible, utilice el criterio de condensación para determinar el carácter de

las series

a)

∞∑
n=1

1√
n

, b)

∞∑
n=1

log n

n
, c)

∞∑
n=1

(−1)n
log n

n
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Relación de ejercicios 4.3

1. Halle los campos de convergencia de las series de potencias siguientes:

a)
∞∑
n=1

xn

n!
b)

∞∑
n=1

nn(x− 5)n c)
∞∑
n=1

(x+ 3)n

n!

d)
∞∑
n=1

(−1)nn!

n2
(x− 1)n e)

∞∑
n=1

(−1)nn!

nn
(x− 1)n f )

∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!
xn

2. Determine la serie de Taylor de la función f(x) =
x

(1− x)2
partiendo de la

derivada de
1

1− x =
∞∑
n=0

xn. ¿Para qué valores de x la serie de Taylor representa

a f(x)?

3. Obtenga la suma de la serie

∞∑
n=3

(−1)n
n2

2n+1
usando el siguiente proceso:

a) Sume la serie de potencias
∞∑
n=1

n2xn usando las propiedades de derivación

y las propiedades algebraicas de las series para reducirla a una serie más

simple.

b) Evalúe la serie del apartado anterior en un valor de x adecuado para

poder sumar la serie propuesta.

4. Sume las siguientes series numéricas

a)

∞∑
n=3

(−1)n+1

n2n
, b)

∞∑
n=3

3n

(n+ 1)!

5. Utilice el método de Horner para evaluar el polinomio de McLaurin de orden

5 de la función exponencial en x = 1/2. Utilice una calculadora para comparar

el resultado con e1/2 =
√

e

6. Para la función f(x) = senx, determine los polinomios de Taylor de órdenes

1, 2, 3, 4 y 5 en x0 = 0. Deduzca la expresión de su polinomio de Taylor de

cualquier orden.

7. Consideremos la función f(x) = x2 senx:

a) Use la definición para determinar el polinomio de Taylor de f(x), de orden

5 en el punto x0 = 0

b) Use las propiedades algebraicas del Polinomio de Taylor como forma al-

ternativa para hallar el mismo polinomio del apartado anterior.
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8. Considere la función f(x) = x2e−x. Utilice el polinomio de Taylor de la función

exponencial, su expresión del resto de Lagrange y las propiedades algebraicas

para obtener el polinomio de Taylor de f y una expresión de su resto. Utiĺıcelo

para hallar f(1
4) con un error menor que 10−4.

9. Calcule
√

e con un error menor que 10−3.

10. Calcule log
6

5
con un error menor que 10−3.

11. Siguiendo el método del ejemplo 4.2.60 (página 236), sume la serie

∞∑
n=2

n2 − 2

n!
.
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Relación de ejercicios 4.4

1. Consideremos las siguientes sucesiones:

an =
−3n+ 5

n
, bn = (−3)n, cn =

n2 − 3n

n!
, dn =

1√
n+ 4

Para cada una de ellas, calcule los primeros términos, analice intuitivamente

sus propiedades (monotońıa, acotación y convergencia) y finalmente estúdielas

formalmente.

2. Consideramos la siguiente sucesión definida por recurrencia:a1 = 2

an = an−1 − 3 si n > 1

a) Calcule los diez primeros términos de la sucesión y analice intuitivamente

sus caracteŕısticas (monotońıa, acotación y convergencia).

b) Estudie formalmente las propiedades de monotońıa, acotación y conver-

gencia.

c) Deduzca el término general de la sucesión.

3. Consideramos la siguiente sucesión definida por recurrencia:b1 = 3

bn = bn−1 + n si n > 1

a) Calcule los diez primeros términos de la sucesión y analice intuitivamente

sus caracteŕısticas (monotońıa, acotación y convergencia).

b) Estudie formalmente las propiedades de monotońıa, acotación y conver-

gencia.

c) Deduzca el término general de la sucesión.

4. Justifique que las siguientes sucesiones son convergentes y calcule sus ĺımitesc1 =
√

2

cn = 2
√
cn−1

d1 = a, 0 ≤ a ≤ 1
4

dn = a+ (dn−1)2

5. Resuelva los siguientes ĺımites:

a) ĺım
Ä
n−

√
(n+ a)(n+ b)

ä
b) ĺımn2 ( n

√
a− n−1

√
a)

6. Utilice la caracterización secuencial para calcular los siguientes ĺımites:

a) ĺım n
√
n2 + n, b) ĺım

(log n)2

n

7. Demuestre que para todo α > 1, las sucesiones (n + 1)α − nα y αnα−1 son

infinitos equivalentes.
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8. Calcule la suma de
∞∑
n=1

(−1)n−1(2n+ 1)

n(n+ 1)
simplificando la sucesión de sumas

parciales.

9. Estudie el carácter y sume si es posible las siguientes series:

a)
∞∑
n=0

3n + 4n

5n
b)

∞∑
n=1

2n+3

3n
c)

∞∑
n=0

(−1)n

5n

10. Sume la serie
∞∑
n=3

2 + 4 + 8 + · · ·+ 2n

3n

11. Sume las siguientes series aritmético-geométricas:

a)
∞∑
n=0

n

10n
b)

∞∑
n=3

1− n
5n

c)
∞∑
n=0

(−1)n
n− 2

2n

12. Demuestre que la serie
∞∑
n=2

1 · 4 · 7 · · · (3n− 5)

2 · 5 · 8 · · · (3n− 4)
es hipergeométrica y súmela si

es posible.

13. El Criterio del logaritmo establece:

Sea

∞∑
n=0

an una serie de términos positivos y

` = ĺım
log 1

an

log n
,

entonces: Si ` < 1 la serie diverge y si ` > 1 la serie converge.

a) Utilice el criterio del logaritmo para estudiar la convergencia de las series

p-armónicas.

b) Si es posible, aplique el criterio del logaritmo para estudiar la convergencia

de las siguientes series:

a)
∞∑
n=1

(−1)n

n2
b)

∞∑
n=2

n

2n
c)

∞∑
n=3

n d)
∞∑
n=4

1

n

14. Aplique infinitos equivalentes para encontrar series p-armónicas con el mismo

carácter que las siguientes y deduzca su carácter:

a)

∞∑
n=1

n2 − 5n+ 8

n− 2
b)

∞∑
n=2

4n2 + 5n− 3

2− 3n5

15. Estudie el carácter de las siguientes series:

a)

∞∑
n=2

1
3
√
n2 − 1

b)

∞∑
n=1

n2

n!
c)

∞∑
n=1

2nn!

nn

d)
∞∑
n=1

2n−1

(3n+ 2) · n4/3
e)

∞∑
n=1

Å
1

n
− 1

n!

ã
f )

∞∑
n=1

n3

2n

g)

∞∑
n=1

(n+ 1

n

)n
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16. Estudie el carácter de las siguientes series:

a)
∞∑
n=1

sen3 n

n4
, b)

∞∑
n=1

1 + cos2 n

n3
, c)

∞∑
n=1

sen
( π

4n2

)
, d)

∞∑
n=1

n

2n
cos2 πn

3

17. a) Calcule el ĺımite ĺım
x→+∞

(log x)2

x

b) Demuestre por inducción sobre k ∈ N que ĺım
x→+∞

(log x)k

x
= 0

c) Determine el carácter de

∞∑
n=2

1

(log n)k
en función de k ∈ N

d) Determine el carácter de

∞∑
n=2

1

(log n)n

18. Estudie el carácter de las siguientes series:

a)
∞∑
n=1

(−1)n
1√
n

b)

∞∑
n=1

(−1)n+1 1

2n− 1
c)

∞∑
n=2

(−1)n
1

n log n

d)
∞∑
n=1

(−1)n√
n−
√
n+ 1

e)
∞∑
n=1

(−1)n
n

2n
f )

∞∑
n=1

(−1)n
(n!)2

(2n)!

19. Halle los campos de convergencia de las series de potencias siguientes:

a)
∞∑
n=1

nxn b)
∞∑
n=1

(x− 1)n

n
c)

∞∑
n=1

n+ 1√
1 + 2n

xn

d)

∞∑
n=1

(−1)n

n+ 1
xn e)

∞∑
n=1

(−1)n

n2 + 1
(x+ 2)n f )

∞∑
n=2

xn

n2 −√n

20. Halle los campos de convergencia de las series de potencias siguientes:

a)
∞∑
n=1

1

n2n
xn b)

∞∑
n=1

2n

n+ 1
xn c)

∞∑
n=1

(−1)nn3

3n
(x+ 3)n

d)

∞∑
n=1

nn(x− 1)n e)

∞∑
n=1

(x− 1)n

nn
f )

∞∑
n=1

(n+ 1)!

5n
(x− 2)n

g)

∞∑
n=1

5n

(n+ 1)!
(x− 2)n

21. Halle los campos de convergencia de las series de potencias siguientes:

a)

∞∑
n=1

(log n)xn, b)

∞∑
n=1

log n

n
xn, c)

∞∑
n=2

xn

(log n)n

22. a) Calcule e con un error menor que 10−8. ¿Cuántas cifras decimales de esta

aproximación son exactas?

b) Calcule sen 1 con un error menor que 10−4.

c) Calcule log 1′5 con un error menor que 10−4.

23. Para f(x) = x2 cosx, hallar f(7π
8 ) con un error menor que 10−4.
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24. Sume las siguientes series:

a)
∞∑
n=2

n

(n+ 1)!
, b)

∞∑
n=1

n2

(n+ 2)!
, c)

∞∑
n=2

n2 + 3n− 1

n!
.

25. Represente mediante serie de potencias de x las siguientes funciones:

a) f(x) = senx b) f(x) = log
1 + x

1− x
26. Sume las siguientes series de potencias

a)
∞∑
n=2

(n+ 1)xn b)
∞∑
n=2

xn

n2 − n .
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