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TEMA 1

Preliminares

Contenidos.

» LECCION 1.1: FUNCIONES REALES. Funciones elementales. Limites y continui-
dad. Derivabilidad.

= LECCION 1.2: ECUACIONES Y SISTEMAS DE ECUACIONES. Resolucién de ecua-
ciones y sistemas. Factorizacién y soluciones.

» LECCION 1.3: BINOMIO DE NEWTON. Ntimeros combinatorios y propiedades.
Tridangulo de Tartaglia. Binomio de Newton.

» LECCION 1.4: LOS NUMEROS COMPLEJOS. Definicién de ntimero complejo.
Representacién gréafica. Funciones destacadas sobre los niimeros complejos.
Exponencial compleja. Formula de De Moivre

Prerrequisitos. Gran parte del contenido de este tema debe ser conocido por el
alumno, por lo que uno de los objetivos es recordar algunos conocimientos: saber
manejar con soltura expresiones algebraicas (resolucién de ecuaciones, simplifica-
cidn,. .. ) en las que aparezcan funciones elementales de tipo polinémico, potenciales,
logaritmicas y trigonométricas. También sera necesario saber derivar funciones de

una variable y calcular primitivas inmediatas.

Objetivos. Los objetivos fundamentales del tema son recordar y reforzar la ma-
nipulacién de expresiones algebraicas, en especial los polinomios; recordar y reforzar
las técnicas de resolucion de ecuaciones y sistemas de ecuaciones; saber operar con
ntmeros complejos; y saber utilizar los nimeros complejos como herramienta en la

resolucién de problemas con nimeros reales.

Resultados de aprendizaje.

= Resolucion de ecuaciones y sistemas de ecuaciones, con o sin funciones especifi-
cas de complejos. Resolucién de ecuaciones y factorizacion de polinomios que

requieran el calculo de raices complejas.
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6 Calculo para la computacion

= Conversion de funciones tipo cosnz o sennz. Conversion de funciones tipo

cos™ z o sen” z.

s Factorizacion de polinomios.

Los contenidos de este primer tema giran alrededor de dos nociones basicas: los
polinomios y los numeros complejos. Sin embargo, el tema estd concebido para que
gran parte del trabajo necesario para su estudio sea repasar y reforzar conceptos y
técnicas que el alumno debe conocer al iniciar unos estudios universitarios. El conte-
nido y los objetivos de este tema son, por lo tanto, fundamentalmente transversales-
Aparte del trabajo de repaso, los métodos y conceptos nuevos que se aprenden se
utilizaran de forma instrumental a lo largo del resto del curso.

Los nimeros complejos no representan un tema especialmente dificil de forma
aislada, pero requiere que el alumno recuerde propiedades y técnicas de manipulacién
de potencias, logaritmos y funciones trigonométricas. Ademads, hay tener en cuen-
ta que con este primer tema el alumno empieza a enfrentarse a un texto cientifico
estructurado siguiendo unos convenios a los que debe adaptarse y cuyo aprendi-
zaje también es importante para su formacién posterior. Destacamos aqui algunos

aspectos importantes:

s Las definiciones, teoremas, ejemplos,... se numeran para poder localizarlos
facilmente cuando se haga referencia a ellos en otras partes del libro. De la

misma forma, también se numeran algunas férmulas y expresiones destacadas.

» Los enunciados etiquetados con “Observacion” se usaran para recoger acla-
raciones sobre lenguaje matematico, simbolos y notaciones. El alumno debe
aprender a utilizar con correccion el lenguaje matematico, lo que también re-

percutird en su evaluacién.

E.T.S.I.Informéatica



1.1. Funciones reales. 7

LECCION 1.1
Funciones reales

Los conceptos y resultados que recogemos en esta leccion deben ser conocidos
por el alumno y, por lo tanto, su objetivo es que sirva para repasar y como referencia
para el resto del curso.

Una funcidn real de variable real es una relacién que, a cada numero de un
conjunto D C R, que se llama dominio, le asocia un unico nimero real. Si llamamos
f ala funcién, escribimos

f:D—=>R

y usamos f(x) para representar al iinico nimero real asociado por f al nimero x.
Habitualmente, las funciones se determinan mediante formulas que describen esta
relacién. Asi por ejemplo, presentaremos una funcién diciendo:

x

“sea f: (1,2] — R tal que f(r) = — 1”.
x p—

En este caso, el intervalo (1, 2] es el dominio de f, lo que podemos indicar igualmente
escribiendo Dom(f) = (1,2].

Aunque normalmente necesitaremos especificar el dominio de la funcién en el que
vamos a trabajar, también es habitual que nos centremos solamente en la férmula que
define la funcién; en estos casos, consideramos que el dominio es el mayor conjunto
sobre el que estd definida dicha férmula. Por ejemplo, si presentamos una funcién
diciendo “sea f(x) = 7 entendemos que Dom(f) = (—1,1).

V1— 22
El recorrido o imagen de una funcién es el conjunto de los posibles valores que
toma la funcién, es decir: Im(f) = {f(x); z € Dom(f)}.

OBSERVACION 1.1.1 Antes de continuar, es conveniente hacer algunas observaciones
sobre determinados aspectos de la notacion utilizada hasta ahora.

1. En las expresiones matematicas, se utilizan letras para representar variables
y constantes, ya sea para denotar nimeros o funciones. Para distinguir en-
tre constantes y variables, es habitual utilizar letras cursivas para variables
e incégnitas (z, y,...) y letras en redonda para representar constantes (por
ejemplo, el nimero e o la unidad imaginaria i). El mismo criterio se sigue para
las funciones: f(z) representa una funcién arbitraria, mientras que cos(x) es
la funcién coseno y exp(x) es la funcién exponencial. Este tipo de convenios
tiene su contrapartida en los lenguajes de programacion, que pueden utilizar
determinas restricciones para expresar objetos constantes y objetos variables.

2. Tal y como hemos visto antes, la notacién f(z) indica que f es el nombre dado
a la funcién y (z) indica la letra usada en la expresién como variable inde-

pendiente. De esta forma, siempre que queramos sustituir esta variable por un
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8 Calculo para la computacion

nimero o expresién, lo escribiremos delimitado por los paréntesis. Por lo tanto,
deberemos escribir, por ejemplo, cos(f), exp(2x), log(z + 1),... Sin embargo,
es habitual en el lenguaje matematico prescindir de los paréntesis siempre y
cuando esto no provoque confusién o ambigiiedad. Asi, podremos escribir cos ¢
o exp2x y entenderemos que logx + 1 es igual a 1 4 log(x). Tendremos que
prestar mucha atencién a este tipo de simplificaciones y anadir los paréntesis

cuando no estemos seguros de que su ausencia provoque ambigiiedades.

1.1.1. Funciones elementales

En este curso, vamos a trabajar principalmente con funciones definidas en térmi-
nos de funciones elementales, es decir, funciones determinadas por la composicién
y por operaciones algebraicas (suma, resta, producto y divisién) entre funciones
elementales. Recordamos a continuacion la lista de funciones que conocemos como

funciones elementales:

= Funciones polindmicas.

» Funciones potenciales: py(x) = x¢, siendo « cualquier nimero real. Si a € N,
la correspondiente funcién potencial es un polinomio. El dominio de estas

funciones depende de .

» Funcion exponencial: exp(z) = €. Solo consideremos como elemental a la
de base e, ya que el resto se pueden definir a partir de ella (ver el ejemplo

siguiente).

» Funcion logaritmo neperiano: log(z) = In(x) = L(z). Estas son las tres no-
taciones habituales para el logaritmo con base e, aunque en este documento
utilizaremos principalmente log. El resto de los logaritmos no se consideran co-
mo elementales, ya que se pueden definir a partir del neperiano (ver el ejemplo
siguiente). El dominio de la funcién logaritmo es (0, +00).

» Funcion seno: sen(x)
» Funcion coseno: cos(x)
» Funcion tangente: tg(x)

» Funcion arcoseno: arcsen(z), que es la funcién inversa del seno. Su dominio
es el intervalo [—1,1] y consideramos que su recorrido es [—m/2,7/2]

» Funcion arcocoseno: arccos(x), que es la funcién inversa del coseno. Su dominio

es el intervalo [—1,1] y consideramos que su recorrido es [0, 7]

» Funcion arcotangente: arctg(z), que es la funcién inversa de la tangente. Su
dominio es el intervalo R y consideramos que su recorrido es [—7/2, /2]

EJEMPLO 1.1.2 Aunque solo llamaremos elementales a las funciones que acabamos
de definir, hay otras funciones importantes con nombre propio:

E.T.S.I.Informéatica



1.1. Funciones reales. 9

1. Las funciones exponenciales con base distinta de e se pueden definir facilmente

a partir de la funcién exponencial:

a” = exp(log(a®)) = exp(zloga)

2. De la misma forma, los logaritmos con base distinta de e, se pueden definir a

partir del logaritmo neperiano:

y = log,(z)
ay =z
log(a”) = log(x)
ylog(a) = log(x)

log
Yy=1
oga
log
1 =
084 () = - ou

3. Es conveniente conocer el resto de las funciones trigonométricas, su definicién

a partir del seno y el coseno y las propiedades fundamentales de todas ellas:

senx cos T 1 1
tgx = ——, cotgx = , secx = , cosecxr =
cosS T sen cos T sen x
4. Podremos manejar expresiones potenciales en donde la variable aparece tanto
en la base como en el exponente, como por ejemplo: f(x) = (1 + x)?*. Estas
expresiones se definen a partir de las funciones exponencial y logaritmo como
sigue:

h(z)

g9()"®) = exp (log g(x)"™)) = exp (h(z)log g()),

siempre que g(x) sea estrictamente positivo para todo z. a

1.1.2. Polinomios

Los polinomios son posiblemente las funciones elementales mas importante. Estan
determinados por las operaciones mas bésicas (suma, resta y producto) y, por sus
propiedades, son faciles de estudiar. Incluso, como iremos viendo a lo largo del curso,
son una herramienta importante para trabajar con las otras funciones elementales.

La forma expandida o normalizada de un polinomio es la siguiente:

1

P(z) = apz™ +ap—1z™ " + -+ a2x2 +a1x+ag, an,#0

Cualquier expresién algebraica dada con sumas y productos entre nimeros y una
variable, debe ser considerada polinomio, ya que las propiedades de estas operaciones
permiten transformarla hasta llegar a la forma expandida. El ntimero n debe ser
natural y se denomina grado del polinomio; los coeficientes aj pueden ser reales o

Grados en Ingenieria Informatica, del Software y de Computadores
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complejos y x es la variable. Para cada k, el monomio apz® se denomina término
k-ésimo o término de grado k y el ntimero a; se denomina coeficiente k-ésimo.

La propiedad que enunciamos en el siguiente teorema justifica la técnica deno-

minada identificacion de coeficientes.

TEOREMA 1.1.3 La funcidn polindmica
P(z) = anz" 4 apn_12" 1 + -+ agz? + a1z + ag

es nula (es decir, P(x) = 0 para todo x) si y solo si ar =0 para todo k.

EJemMPLO 1.1.4 ;Cuél es el valor de a si la siguiente igualdad es valida para todo z?
22 far+4=(z—2)?

Obsérvese que, al decir que la igualdad debe ser valida para todo x, estamos esta-
bleciendo algo maés fuerte que una ecuacion, estamos estableciendo una identidad

entre funciones.

2 tax+4=(z—2)°
2 tar+4—(2-2)72=0
P tar4+4—at+4r—-4=0
(a+4)z=0

Aplicando el teorema anterior a la ultima identidad entre funciones, podemos dedu-
cir que a = —4. El proceso seguido para el desarrollo de este ejemplo se denomina
identificacion de coeficientes, ya que podemos abreviarlo diciendo que dos polino-
mios son iguales si y solo si coinciden los coeficientes de los términos del mismo

grado. O

El teorema anterior nos puede llevar a la conclusion de que la mejor forma de
trabajar con un polinomio es a través de su forma expandida. Sin embargo, existen
otras formas normales para una expresién polinémica que pueden ser mas adecuadas
segun el ejercicio concreto que queramos abordar. Por ejemplo, como veremos en la
siguiente leccion, la forma factorizada es conveniente para la resolucion de ecuaciones

polinémicas.

Division de polinomios. Método de Ruffini. Una operacién que tendremos
que hacer frecuentemente es la division de polinomios, por ejemplo, para factorizar
polinomios o para transformar una funcién racional en suma de funciones racionales
simples. Siempre podemos utilizar el método de la “caja”, similar al que utilizamos

para la divisién de nimeros naturales, como en el ejemplo siguiente:

E.T.S.I.Informéatica



1.1. Funciones reales. 11

P
7/f6/ —zt |

En este ejemplo, el dividendo es D(x) = 2% — 2, el divisor es d(x) = 2* + 22, el
cociente resultante es c(z) = 2 — 1 y el resto resultante es r(x) = 22 —2, cuyo grado
es estrictamente menor que el grado del cociente. Una vez completada la divisién se
obtiene la siguiente igualdad:

D(z) =d(z) - ¢(x) + r(x)

Si el cociente es de la forma c¢(x) = x — a, la divisién se puede realizar de una forma
méas simple con el Método de Ruffini. El proceso es exactamente el mismo que con la
division por la caja, pero se simplifica la representacién prescindiendo de la variable.
Por ejemplo, la divisién entre D(z) = 223 4+ 322 — 42 + 1 y d(z) = x + 1 se escribe
de la siguiente forma usando el Método de Ruffini:

2 3 -4 1
-1 —92 _

1 5
2 1 5|6

Los nimeros 2, 1 y —5 son los coeficientes del cociente y 6 es el resto de la division;

es decir:
D(x)=22"+32" —dz+1=(x+1)(22° +2—-5)+6

A partir de esta igualdad, es facil observar otra importante utilidad del método de
Ruffini. Si evaluamos el polinomio D(z) en —1 obtenemos:

D(~1) = (-1+1 “1)-5)+6=6

Es decir, el resto de la divisién entre x —a coincide con el valor del polinomio en a. De
hecho, esta es la forma mas eficiente de evaluar un polinomio, ya que requiere menos
operaciones. Concretamente, tantos productos y sumas como el grado del polinomio,
mientras que si evaluamos desde la forma expandida, necesitaremos hacer muchos
mas productos, concretamente tantos como el cuadrado del grado. Cuando se utiliza
el método de Ruffini para evaluar polinomios también se le conoce como Método de
Horner.

1.1.3. Limites y continuidad

Recordemos la definicion de limite de una funcién real de variable real.

Grados en Ingenieria Informatica, del Software y de Computadores
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DEFINICION 1.1.5 Sea f: D C R — R. Decimos que el limite de f cuando x tiende
aa € R est €R sic para todo € > 0, exviste d > 0 tal que si x € D, © # a y
|z —a| < 4, entonces |f(x) — €| < e. En tal caso, escribimos:

lim f(x) =/

T—a

También podemos calcular limites cuando x tiene a +00 0 a —oo asi como concluir

que el valor de un limite sea 400 0 —oo. No incluimos la definicién detallada de todas
las situaciones posibles, ya que entendemos que deben ser conocidas por el alumno.

En cualquier caso, estas definiciones no establecen métodos para decidir si un
limite existe o no y en tal caso, determinarlo. La propiedad de continuidad de las
funciones elementales y las propiedades algebraicas del operador limite son las he-

rramientas basicas para el estudio y cdlculo de limites.

DEFINICION 1.1.6 Decimos que la funcion f es continua en a € Dom(f), si

i f(z) = f(a).

Todas las funciones elementales son continuas en su dominio, asi como todas las
que se pueden definir en términos de funciones elementales.

TEOREMA 1.1.7 Si una funcion estd definida, en un entorno de un punto a, por una
unica expresion determinada por la composicion y operaciones algebraicas (suma,
producto y cociente) entre funciones elementales, entonces la funcion es continua

en a.

Este resultado permite concluir que el interés practico del estudio de célculo de
limites esta exclusivamente en aquellos puntos que quedan fuera del dominio y en
+o00. En estos casos, las propiedades algebraicas que enunciamos a continuacién y el
teorema de L’Hopital que recordaremos més adelante seran suficientes para calcular

estos limites.

PROPOSICION 1.1.8
1. hgn(f(x) +g(z)) = (th f(2)) + (lim g(z)) si ambos limites son reales.

r—a

2. lim(f(x)-g(x)) = (lim f(x)) - (}qlil’é g(x)) si ambos limites son reales.

T—a T—a

. 0. ent i I 1

- St lim flw) 70, entonces lim =2 = 0=y
T—ra

4. 8i lim g(z) = b, entonces lim f(g(x)) = lim f(z)
T—a T—a x—b
En los tres primeros apartados de esta proposicion, solo consideramos limites
reales. Para los limites infinitos se verifican también estas propiedades con algunas

excepciones; vemos a continuacién las operaciones validas entre estos limites:

" (+00) + (+0) = 400, (—00)+ (—0) = -0 y a=+oo=too para todo
ac€R.

E.T.S.I.Informéatica



1.1. Funciones reales. 13

n (£00) - (£o0) = +00, a- (£oo) = +o00 si a # 0. En ambos casos, aplicamos

la regla de los signos para determinar el signo correcto.

1 1 1
oo 0, oF = 400, == —o00. En donde, 0" indica que el limite del

denominador es 0 pero que la funcién es positiva y 0~ indica que el limite del

denominador es 0 pero que la funcién es negativa.

Las situaciones que no estan consideradas en las igualdades anteriores son:

00 0

= 0+(0)  (+00) = (+00)

0
La indeterminacién (+o00) — (+00) se denota més brevemente por (oo — 0o) y puede

aparecer tanto en una suma, (4+00) 4+ (—00) como en una resta (+00) — (+00).

Si, en una primera evaluacion, nos encontramos con uno de estos casos, diremos
que el limite estd indeterminado (a priori); necesitaremos, por lo tanto, realizar
transformaciones algebraicas que conviertan la expresion de la funcién en otra que
si permita calcular el limite, o bien aplicar otras técnicas, como la sustitucién de
infinitésimos equivalentes o la regla de L’Hopital.

EJjEmPLO 1.1.9
1. No podemos calcular el limite 11'&1 (2% — 322 +1) como suma de los limites
T—r+00

lim 2 = 400, lim (=322 +1) = —o0,
Tr—~400 r—+400

ya que nos encontramos con una indeterminacién (co — 00). Sin embargo, si

3

sacamos el factor comin z°, convertimos la expresién en un producto, cuyo

limite si se puede calcular con las propiedades algebraicas:

1

3
1f 3322 +1)= lim 2*°(1- =+ =
im (x x ) im a2 ( 13

r——+00 T——+00

) = (+00-1) = +00

2. La idea utilizada en el apartado anterior permite calcular los limites en +o0o y

—o00 de cualquier funcién racional.

-2 i zt 1—9%4 B
LN e Pty L W e S wh
oz

= lim =z- L — =(—00-1)=—00 O

T——00 1+%—$L3

Debemos recordar que en muchas ocasiones necesitaremos calcular limites late-
rales para estudiar algunos limites.

EjEMpPLO 1.1.10 Evaluando el siguiente limite como cociente de funciones, nos en-

contramos una indeterminacion:

$3—l'2—|—l'—1_<0)
1\

lim
r—1  x2— 921 +1

Grados en Ingenieria Informatica, del Software y de Computadores
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Esto significa que los dos polinomios son divisibles por x — 1; por lo tanto, podemos
factorizar numerador y denominador y simplificar el factor x — 1:

e g | . (=122 +1) 2?41 2

lim =1 =1 =(Z
=1 x2—2¢+1 z—1 (x — 1)2 z—1 x—1 0

Para poder terminar la evaluacion del limite, debemos determinar el signo de la

funcién alrededor del punto 1 y, para ello, debemos evaluar limites laterales.

2
. oz +1 (2)
1 = _ = o0
xir{l‘*' r—1 0+ +

Loz?+1 (2)
lim =|— ) =-

z—1— x—1 0—

Por lo tanto, el limite inicial no existe. O

Tal y como hemos visto antes, para trabajar con expresiones de la forma f(x)9 (@)
debemos expresarlas como funciones exponenciales a través de la igualdad

f(2)9) = exp(g(x) log f(x)),

y teniendo en cuenta que f(z) debe ser estrictamente positivo para todo z. De
esta forma, las indeterminaciones que podemos obtener al calcular limites sobre
este tipo de funciones, se derivan de las indeterminaciones que obtengamos en el
producto que queda dentro de la funciéon exponencial. Concretamente, las posibles
indeterminaciones son

o) 0 0
1% 0, 00",

1.1.4. Derivabilidad

Recordamos ahora la nocién de derivabilidad de funciones reales, sus propiedades

mas importantes y sus aplicaciones.

DEFINICION 1.1.11 Decimos que f es derivable en a € Dom(f) si el siguiente limite
existe y es un niumero real

o J@) = 1)

r—a r— a

En tal caso, este limite se denota por f'(a), que se denomina derivada de f en a.

Otra forma equivalente de expresar el limite que define la derivada en un punto
es la siguiente:

lim
h—0

fla+h) - f(a)
h

Una notacion alternativa de la derivada es la conocida como notacién Leibniz:

df

e ().

E.T.S.I.Informéatica



1.1. Funciones reales. 15

Mientras que la notacién “comilla” solo se puede utilizar sobre el nombre dado a la
funcién (f'(x), cos'(z), exp’(x)...), la notacién de Leibniz se puede usar también
sobre expresiones; por ejemplo:

d 3

a(m —senx).

Siendo en este segundo caso en donde es especialmente ttil. Cuando queremos ex-

presar la derivada en un punto concreto, podemos utilizar las siguientes notaciones:

_df d

fla) = (@) = - (F@)

r=a

Para las derivadas n-ésimas también disponemos de los dos tipos de notacién:

_arf
~dan

f() ()

En la mayoria de los casos, es suficiente con las propiedades algebraicas de la
derivacion y las derivadas de las funciones elementales para calcular la derivada de

cualquier funcion.

EJEMPLO 1.1.12 Mostramos en este ejemplo las derivadas de las funciones elemen-

tales:
d « a—1 4 : i 4 : :
] d—x = azx® *. Obsérvese que si 0 < a < 1, la funcién potencial es continua
x
en x = 0 pero no es derivable.
d
u 7e$ = ex
dz
s —logx = —
dz & T
" —Senx = CoSX
dz
m —COST = —Sencw
dz
1
m —arcseny = ———
dz V1 — 22
-1
B —arccosr = ——
dx 1— 22
t ! a
= —arctgr =
dx & 1+ 22

PROPOSICION 1.1.13 (PROPIEDADES ALGEBRAICAS)
1. Linealidad: (af+B9g) (x) = af'(x)+ B4 (z), para todo par de nimeros reales

a, B.
2. (f-9)(z) = f'(z)g(z) + f(z)g (x)
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1Y o f @) f@)d @)
w (1)@ (9@)?

4. Regla de la cadena: (fog)(z)= f'(g9(x))- ¢ (x)

Aunque es consecuencia de la regla del cociente, también es til recordar la

% <f(1w)> - &{;(;;)2

EJEMPLO 1.1.14 Vamos a calcular las derivadas de algunas funciones introducidas

siguiente férmula

anteriormente.
dp_d (xloga) = (zloga)l =a*l
L = g &p(eloga) = exp(wloga)loga = a” loga.
ilo (z) = d (logm) 1
dz 8\ T g loga/ xloga
e L er= d (sen:c) _ (cosx)(cosx) + (senz)(senx) C 14t = sec?n
dx dx \cosz cos? x
dsecx—d( 1 >_ —(—senz) senx
dz ~dx \cosz/ = cos?2x = coslx

d d
n —(1 2w — 2z log(1 =
dx( + ) e exp(2xlog(1l + z))

2x
— exp(2z1og(1 -(21 1 ):
exp(2zlog(1 + x)) og( +x)+1+x

2z
= (1+2)*(2log(1 )
(1+2) og( +x)+1+x
» Las derivadas de la funcién arctgz (y del resto de las funciones inversas) se
determinan usando las propiedades algebraicas y el procedimiento llamado

derivacion implicita.

f(x) = arctgx
tg(f(z)) ==

Dado que estas funciones son iguales, sus derivadas también son iguales. En el
lado izquierdo, derivamos usando la regla de la cadena:

1
!
= O
TEOREMA 1.1.15 (DE L’HOPITAL) )
1. Silim f(x) = lim g(x) = 0 y existe el limite lim = i , entonces
r—a r—a T—a g (x)
fl@) . f(x)

lim ——= = lim
z—a g(ag) z—a g’(x)
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f'@)

2. Si C(ljl_r)r(lz flx) = 3%1_1}(11 g(xz) = +oo y existe el limite ili)% 7 (@)’ entonces
!
tim L&) _ i L@
z—a g x) z—a g'(:p)
EjEmpPLO 1.1.16
, T —senx , 1l—cosz ., senx ., CoST 1
lm ————— = lim ——— = lim = lim = - O
z—0 x3 z—0 3562 z—=0 6x z—0 6 6

Otra importante aplicacion de la derivada es que nos permite estudiar la mono-

tonia y la concavidad de las funciones usando los siguientes resultados.

TEOREMA 1.1.17 Si I es un intervalo y f'(x) > 0 para todo x € I, entonces f es
creciente en I. Andlogamente, si I es un intervalo y f'(x) < 0 para todo x € I,
entonces f es decreciente en 1.

TEOREMA 1.1.18 Si I es un intervalo y f”(x) > 0 para todo x € I, entonces f es
conveza en I (con forma de —). Andlogamente, si I es un intervalo y f"(x) < 0

para todo x € I, entonces f es concava en I (con forma de ~).

1.1.5. Primitivas

El calculo de primitivas es la parte del cdlculo integral que consiste en buscar una
funcién cuya derivada coincida con una expresién dada. Por esta razén, se dice que
el calculo de primitivas es el proceso inverso a la derivacién. Por ejemplo, dada la
funcién f(x) = 322, el objetivo es encontrar una funcién F(x) tal que F'(z) = f(x);
en este caso, podemos considerar la funcién F(x) = 23, pues F'(z) = 322 = f(x).

Sin embargo, a diferencia del calculo de derivadas, el cdlculo de primitivas no
es un proceso automatico. Es mas, en muchos casos no es posible calcular una pri-
mitiva de una expresion en términos de funciones elementales, por ejemplo, para

sen x
o g(z) =

posible expresarlas en términos de funciones elementales.

22

las funciones f(x) = e~ se sabe que existen primitivas pero no es

DEFINICION 1.1.19 Una funcién F es una primitiva de f en el intervalo I si verifica
que F'(x) = f(x) para todo x en I.

Obsérvese que cualquier otra funcién construida a partir de la funcién F'(z) suméndo-
le una constante también seria una primitiva, pues la derivada de cualquier funciéon
constante es 0. Asi, Fo(x) = 23 + C es también una primitiva de f(z) = 322 ya que
Fi(x) = 32° = f(2).

PROPOSICION 1.1.20 Si F' es una primitiva de f en un intervalo I entonces la
funcion G es primitiva de f si y sélo si G es de la forma:

G(z) = F(z)+ C para todo x en I

donde C' es una constante.
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Foérmulas de derivacién Foérmulas de integracién
d aFI a+1
L a2) = age-t war=2 | U@ =00
aeR a# —1 a#—1
1 1 '
%(logx) = ;dx:10g|x| /ff((j)) dz = log | f(z)|
d "y = o /@) () dy = of @)

(senz) = cosz coszdr = senz sen(f(x))f'(z)dz = — cos(f(x))

ol
"
\\’\F\ —

& /

i(cos. x) = —senx senzdr = —cosx /cos(f(x))f’(x) dz = sen(f(z))
ddaj dz f(x)

a(arctg x) = 722 22— arctg / o f($)2d:v = arctg f(z)

Figura 1.1: Derivadas e integrales inmediatas.

De esta forma, llamamos integral indefinida a la familia de todas las primitivas de

una funcién y escribimos
[ f@ds=F@) +c,

siendo F' una primitiva de f. En esta expresién, f(x) se llama integrando, dz se
lee diferencial de x e indica la variable de integracién y C se denomina constante
de integracion. La relacion que existe entre los conceptos de derivada y primitiva
permite deducir facilmente las propiedades de linealidad del operador, tal y como
establecemos en el siguiente resultado.

PROPOSICION 1.1.21 La integral indefinida verifica las siquientes propiedades:

Jtt@ + g do= [ r@yao+ [ g(e)da
/kz - f(z)dx =k - /f(ac) dz, para todo k € R.

EJEMPLO 1.1.22 La integral indefinida de la funcién 15z2 — 3senz es

/(15:132 —3senzx)dx = / (5(3x2) + 3(—senz)) dz =

:5/3x2dx+3/—senxdx:

=523 4+ 3cosz + C O

En este curso, dedicaremos un tema a la integraciéon y en él aprenderemos varias
técnicas para calcular primitivas en términos de funciones elementales. Todos ellas
requieren identificar, en algin momento, lo que se denominan integrales inmediatas,
es decir, aquellas primitivas que pueden determinarse aplicando de forma inversa

una regla de derivacion. La tabla 1.1 recoge las integrales inmediatas basicas.
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1.1.6. Funciones elementales: graficas

Cerramos esta leccion recogiendo las graficas de las funciones elementales para
que el alumno tenga un lugar de referencia cuando necesite recordarlas o resolver
alguna duda. En el caso de las funciones polinémicas y de las racionales, solo hemos
incluido algunos ejemplos. También anadimos las graficas de otras funciones que,
aunque no son elementales, si serd habitual su uso y por lo tanto también conviene

visualizar rapidamente, como las funciones hiperbdlicas.
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5
Y r $4x3 )
X
V/ // v
| | X
-1 1
Y Y
X . X
_2/ 72/ 1
pi(z) = z(z —1)(z +2) p2(z) = 2*(z +2)
Y
y=x—1
+1
1 X
1 e
log
Y Y ‘
f 1 senz i i itanx i
—27 - l 1 m 21 : : : :
N ANVARYAN
—3r == s 3
2 2 2 2
Y l l l l
DN /I

E.T.S.I.Informéatica



21

1.1. Funciones reales.

cosecx

arccos

8
=1
]
0
o
=
<

arctanx

senh z
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LECCION 1.2
Ecuaciones y sistemas de ecuaciones

La resolucién de ecuaciones y sistemas de ecuaciones es una herramienta bésica
en el desarrollo de multiples ejercicios tanto de mateméticas como de otras materias
cientificas. Las técnicas de resolucién se basan en las propiedades bésicas de las
operaciones algebraicas. Aunque el alumno debe conocer las técnicas basicas para
el estudio de ecuaciones, en los ejemplos que componen esta secciéon establecemos
algunas pautas, indicaciones y advertencias.

EJEMPLO 1.2.1 Vamos a resolver la ecuacién

r=+vVz2+zx—-1 z € R.
Vi )

Antes de empezar, recordemos que, cuando trabajamos con nimeros reales, /z
representa la raiz positiva; de esta forma, si queremos expresar la raiz negativa,

escribiremos —4/.

El primer paso en la resolucién es elevar al cuadrado ambos lados de la igualdad
para eliminar las raices, pero ademés tendremos que descartar las soluciones que

lleven a radicandos negativos, es decir, la ecuacién es equivalente a:
:U:ac2+x—1, x>0,

De la misma forma, la raiz cuadrada “cancela” un cuadrado, pero el resultado debe
ser positivo, por lo que el resultado debe escribirse con valor absoluto:

Va? = \/W: la|, para todo a € R.
Siguiendo con la ecuacién del ejemplo:
r=2*4+zxz-1,2>0 = 0=22-1,2>0 = z=1.

Obsérvese que, en el dltimo paso, hemos descartado la raiz negativa de 1. O

EJEMPLO 1.2.2 Vamos a resolver la ecuacion
-2+ =0.

Un error bastante frecuente es efectuar directamente la siguiente simplificacién:
a? —2x+1=0.

Hacemos esto porque dividimos ambos lados entre x, pero para hacer esto, debemos
suponer que x # 0. Es preferible razonar de la siguiente forma: sacando factor comun
x en la ecuacién, obtenemos

z(x? — 22 +1) =0,
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Dado que el producto de dos niimeros es cero si y solo si uno de los dos lo es, esta
ecuacién se convierte en dos ecuaciones que debemos estudiar por separado:

z =0, > —22+1=0
La primera es trivial y la segunda lleva a la solucién x = 1.

La factorizacién de expresiones es, en general, una técnica bastante tutil para la

resolucién de ecuaciones, como iremos comprobando en el curso. O

EjEMPLO 1.2.3 De los sistemas de ecuaciones, solo los denominados sistemas linea-
les son resolubles de manera mecanica; es decir, siempre es posible decidir si tienen
o no soluciones y, en tal caso, determinarlas. Entendemos que el alumno debe co-
nocer la teoria basica asociada a estos sistemas, asi que solo vamos a resolver un
ejemplo para insistir en que el método mas simple y eficiente para resolverlos es el

denominado método de Gauss o reduccion.

En el desarrollo siguiente, utilizamos etiquetas para indicar para las operaciones
realizadas: (e2) — (el) — (e2) indica que restamos la primera a la segunda ecuacién

y que el resultado pasa a ser la nueva segunda ecuacion.

z+y—z =1 r+y—z =1
(e2)—(el)—(e2)
r4+2y+2z =2 y+3z =1
—z+y+3z =-2 —rx+y+3z =-2
r+y—z =1 r+y—2z =1
3)+(el)—(e3 3)—2%(e2)—(e3
(e3)+(e1)—(e3) y+3: =1 (e3) é)—%e) 2+ 62 =2
204+2z =-1 -4z =-3

El objetivo ha sido obtener un sistema “triangular”, que se resuelve facilmente de

abajo hacia arriba.

ed)=|z= - 3 5

5 3
(e2) 4 :>x—1—121:>

a

Para los sistemas no lineales, no disponemos de algoritmos similares al de Gauss
para calcular, si existe, la solucién de cualquier sistema. En estos casos, solo podemos
utilizar “heuristicas”, es decir, reglas que, sin ser generales, son aplicables a muchos
casos y, por lo tanto, es recomendable utilizarlas en primer lugar. No obstante, solo
la experiencia y la intuicién ayudaran a abordar con éxito este tipo de problemas.

1. Sustitucion: Buscamos una ecuacién que permita despejar facilmente una va-
riable, directamente o a partir de una factorizacién que divida el sistema en
varios casos. La variable despejada se sustituye en el resto de las ecuaciones,
obteniendo uno o varios sistemas con menos variables.
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2. Igualacion: Si una de las variables se puede despejar en todas las ecuaciones
en las que aparece, podemos hacerlo y a partir de ahi, generar por igualacién

un sistema equivalente pero con menos variables.

3. Reduccion: Este método de simplificacién consiste en sumar o restar ecuacio-
nes, posiblemente multiplicadas por constantes o por expresiones; el proceso es
similar al utilizado en sistemas lineales. Aunque no consigamos eliminar una
variable, intentaremos reducir de esta forma la complejidad de las ecuaciones
antes de aplicar las otras técnicas.

En los ejemplos siguientes mostramos cémo aplicar las técnicas anteriores.

EJEMPLO 1.2.4 Para resolver el sistema
2 —y=5
3z —y=1

nos fijamos en la segunda ecuacién, que permite despejar facilmente una variable en

funcion de la otra.

e2)= y=3zx—-1
(c2) Y = 2*-32+1=5 = x=4,2=-1
(el) 22 —y =5

Debemos tener cuidado al escribir las soluciones de un sistema y asociar correcta-
mente los distintos valores que tome cada variable. En este ejemplo, x = 4 conduce
a y = 11, mientras que x = —1 conduce a y = —4; por lo tanto, debemos escribir las
soluciones dejando claras las asociaciones correctas:

{z1 =4,y =11}, {x2 = —1,y2 = —4}. U

En los sistemas de ecuaciones lineales caben tres posibilidades: que no tengan so-
lucion, que tengan solamente una soluciéon o que tengan infinitas soluciones. Como
podemos ver en el ejemplo anterior, en los sistemas no lineales tenemos més posibi-

lidades y puede haber més de una solucién aunque estas no sean infinitas.

EJEMPLO 1.2.5 En el sistema
20 —xy =0
r—yz=20
2?24y’ +22=1, z,y, 2 € R,
elegimos en primer lugar la primera ecuacién para factorizarla, sacando x como

factor comun:

0=2z—zy=2x(2-y).

De esta forma, obtenemos dos posibilidades, o bien x = 0, o bien y = 2, lo que
permite simplificar las otras ecuaciones para obtener dos sistemas mas sencillos:

z=0 y=2
(1) yz=0 (2) z-22=0
P22 =1 ?444+22=1
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La segunda ecuacién de (1), conduce a dos posibilidades, o bien y = 0, o bien z = 0,

que generan dos sistemas triviales:

x=0 z=0
(L)S y=0 (1.2)¢ 2=0
=1 y? =1

Las soluciones obtenidas a partir de estos son

{z1=0,41=0,21 = -1},  {22=0,92=0,20 =1},
{333:an3:—1723:0}, {554:0794:1724:0}-

El sistema (2) no tiene soluciones en R, ya que su tercera ecuacién es equivalente a
2+ 22 = -3. O

EJEMPLO 1.2.6 Vamos a resolver el sistema

T =yz
y=xz+1

La variable z aparece en las ecuaciones segunda y tercera, y en ambas podemos
despejarla facilmente:

x -1
z=— =Y (1.1)
Y x
Dado que hemos dividido entre x e y, posteriormente tendremos que analizar los
casos en que x = 0 o y = 0. Aplicando igualacion en las ecuaciones anteriores
obtenemos
r y—1

y: - = 22—y’ 4+y=0,

por lo que nuestro sistema inicial se ha convertido en
22+ -1=0
22—y +y=0

Ahora vemos que podemos simplificar facilmente el término x? restando las dos

ecuaciones, para llegar a una ecuacién en y:
22 —y—1=0 = y=1, y=

x
Utilizando la primera ecuacién, 2> + 4> — 1 = 0, y que z = —, completamos la
Y

resolucion:

V3 ~1
{331 =0,y1=1,21 = 0}7 {562 = 7,?/2 = 7,22 = —\/g},

-3

1
= —_— = —_— f 3 .
{ts=—"v3 =42 V3}
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Finalmente, debemos analizar qué ocurre si x = 0 o y = 0. El caso x = 0 conduce
facilmente a la primera solucién obtenida anteriormente. Por la segunda ecuacion,
si y = 0, entonces x = 0, lo cual es imposible atendiendo a la primera ecuacién del

sistema inicial. O
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LECCION 1.3
El binomio de Newton

La férmula del binomio de Newton permite expandir cualquier potencia de una
suma de expresiones, es decir, vamos a generalizar la igualdad

(a+0)* = a® + 2ab + b*

a cualquier exponente natural. Para expandir una potencia como (a + b)7, bastaria
con multiplicar siete veces la expresién (a + b), eliminando los paréntesis adecua-
damente con la propiedad distributiva; el binomio de Newton es simplemente una
férmula que nos “ahorra” parte de ese trabajo. En la férmula vamos a utilizar unos
cuantos elementos que debemos introducir previamente: factorial, nimeros combi-

natorios y sumatorios.

DEFINICION 1.3.1 (FACTORIAL) Definimos el factorial de un nidmero natural n,

denotado por n!, como sigue:
0=1

nl=m-1!"n para todon >1

Esta forma de definir una funcién se denomina recursiva: la definicién llama al mismo
operador que se define, pero aplicado a un nimero menor, hasta llegar a un caso

base, en este caso 0!. Otra forma de escribir la definicién del operador es

nl=1-2-3-...-n, paratodon >1

EJEMPLO 1.3.2
0!l =1, 11 =1, 201=1-2=2, 31'=1-2-3=6

10!=1-2-3-...-10 = 3628800 O

DEFINICION 1.3.3 (NUMEROS COMBINATORIOS) Sean n y k dos nimeros naturales

n
tales que 0 < k < n. Se define el nimero combinatorio (k:)’ que se lee “n sobre

n n!
(k) TR (n— k)

(10) 100 10-9-8-70 10-9-8 10-9-8

k”, como

EJEmpPLO 1.3.4

=10-3-4=120

7)) 7.3t A3 3l 3.2

!
R
0 o!-0o!
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n n! n
'(k)zkﬂmn—m!:<n—k) .

La forma habitual de calcular los nimeros combinatorios es la que se ha utiliza-
do en el primer apartado del ejemplo anterior, es decir, se expande parcialmente el
factorial del numerador y se simplifica con el denominador. Esto lo podemos hacer
de forma general para obtener una expresion alternativa para los nimeros combina-

torios.

ny n! ~nn—1)...(n—k+1) - (n—%k)T
k] kl-(n—k)! k! (n—%#)T B
nn—1)...(n—k+1)

k!

Obsérvese que en el numerador de la expresion obtenida hay exactamente k factores.

La siguiente propiedad es la mas importante de los ntimeros combinatorios, sien-
do el fundamento del trigngulo de Tartaglia-Pascal, que veremos a continuacién, y

permite calcular los niimeros combinatorios de forma recursiva.

TEOREMA 1.3.5 (DE PASCAL) Para todo n € N y todo k € N:

n n n _(n+1

k k+1) \k+1
EJEMPLO 1.3.6 En este ejemplo, mostramos cémo se llega a esta igualdad en un
caso particular; por esta razén, evitamos la realizacion de la mayoria de los calculos

intermedios. Este tipo de desarrollos nos ayudan a entender demostraciones genera-

les, en las que manejamos variables y parametros en lugar de niimeros concretos.

8+_8 _&7ﬁ+874y5_4876+874y5_
3 4] 3! 4! 4.3 4 -

_ 4-8-7-6+8-7-6-5 (4+5)-8-7-6 9-8-7-6 (9
- 4! - 4! - 4! - \4

Triangulo de Tartaglia-Pascal. El teorema de Pascal permite calcular los niime-
ros combinatorios usando una representacion geométrica que se donomina tridngulo
de Tartaglia o tridngulo de Tartaglia-Pascal. Construimos este tridngulo colocando

.. . , 0 . , , 1 1\.
en el vértice superior, el nimero (0) y debajo de él colocamos los nimeros (0) y (1),
formamos asi un primer tridngulo con solo tres nimeros. A partir de aqui, vamos
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anadiendo nuevas filas usando la siguiente regla: debajo de cada par de nimeros,

colocamos su suma:

() (ict1)
N ' N s

(o) + () (1)

Adicionalmente, cada fila se comienza con (8) =1y se termina con (Z) = 1. Vemos

T. Pascal

a continuacién el tridngulo resultante hasta la quinta fila, a la izquierda con los
numeros combinatorios indicados y a la derecha con los valores resultantes.

()
/R
O 6 6
M 6 6 @

) 1 5 10 10 5 1

Operador sumatorio. El operador E o sumatorio se utiliza para expresar su-

mas con un cantidad variable de sumandos:
> fk) = f(m)+ f(m+1)+--+ f(n)
k=m

Los sumandos se expresan en funcién de una variable £ que tomara valores conse-

cutivos entre dos nimeros naturales m y n tales que m < n. Por ejemplo,

5
> k-1 =3 +5"+ 749
k=2
La variable utilizada como #ndice de cada sumando no influye en el resultado y
podremos cambiarla por la letra que deseemos siempre que no interfiera en el resto
del problema. Por ejemplo, en los sumatorios siguientes utilizamos indices distintos

pero obtenemos el mismo resultado:

10
E:k:1+2+3+4+5+6+7+8+9+1m:%
k=1

10
> j=1+2+43+44+5+6+7+8+9+10=55
j=1

El operador sumatorio es frecuente en los lenguajes de programacién, en los que

toma una sintaxis similar a

sun(f(k), k,m,n)
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Binomio de Newton. Ya tenemos todos los elementos necesarios para expresar

la féormula del binomio de Newton.

TEOREMA 1.3.7 (FORMULA DEL BINOMIO DE NEWTON) Para todo par de nime-

ros a y b y todo numero natural n, se verifica que
" (n
a+b)" = a™Fok
=3 (})
k=0
También podemos escribir la formula del binomio usando “puntos suspensivos”:

(a+0)" = Zn: <Z> a"rpk =

k=0

_ (™Y nzo ny n—1 Ny n-2;2 | n n—1 Y on
—<O>ab+(1>a b+<2)a b” + —|—<n_1)ab —i—(n)ab.

EJjEmMpPLO 1.3.8
s (—y)? = (0)a2(—y)° + (al—y) + (3)2°(—y)? = 27 — 22y + 4

w (5412 = (D)0 + (B)s*t+ (3)st® + (3)s%° = s° + 352t + 3st? + ¢
= (z—2)% =20 —122° + 602* — 1602* + 2402 — 192z + 64
(

= 2= =)+ ()G e+ G) G .

n—1 n
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LECCION 1.4
Los nimeros complejos

En principio, los numeros complejos que introducimos en esta leccion fueron
definidos para cubrir una carencia de los nimeros reales: hay ecuaciones polinémicas
que no tienen soluciéon en R. Por ejemplo, no hay ningin ntmero real x, tal que
22 +1 = 0. Aunque esta propiedad los determina, también los utilizaremos para
resolver o analizar otros problemas geométricos y trigonométricos. En el campo de
la ingenieria electrénica, los nimeros complejos se usan en la descripcién de senales

periddicas y en el estudio de redes eléctricas.

1.4.1. Conjuntos numéricos

Antes de introducir los nimeros complejos, es conveniente recordar algunos con-
ceptos. En concreto, vamos a repasar los conjuntos numéricos y las propiedades que
rigen las operaciones dentro de ellos. En la asignatura de Estructuras algebraicas
para la computacion estudiaremos con detalle la estructura y propiedades de los

siguientes conjuntos, aqui nos limitamos a recordar su denominacion y notacién.

» Ndmeros naturales: N =1{0,1,2,3,...}.

» Ndmeros enteros: 7 ={0,1,2,3,...} U{-1,-2,-3,...}.

s Numeros racionales: Q = {2; P, q enteros primos entre si, g # 0}.
q

Finalmente, el conjunto de los nimeros reales se denota por R, pero no es posible
hacer una descripcion constructiva de ellos tal y como hemos hecho con los otros.
Tanto el conjunto de los niimeros racionales como el de los reales con las operaciones
de suma y producto, tienen estructura de cuerpo ordenado, es decir, en ellos se

verifican las propiedades que enunciamos a continuacion.

v Asociatividad: Todos los nimeros reales a, b y ¢ verifican
(a+b)+c=a+(b+c), (a-b)-c=a-(b-c)

» Fxistencia de elemento neutro y de unidad: el nimero 0 es el elemento neutro
para la suma y el nimero 1 es la unidad para el producto, es decir, para todo
nimero real a

a+0=0+4+a=a, a-1=1-a=a

s Existencia de elementos opuestos e inversos: el nimero —a es el opuesto de

a respecto de la suma, es decir, a + (—a) = (—a) + a = 0 para todo niimero

real a. El nimero o= = é es el inverso de a respecto del producto, es decir,
a- é = % -a = 1, para todo ntmero real a # 0.
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= Conmutatividad: Todos los nimeros reales a y b verifican

a+b=>b+a, a-b=b-a

= Distributividad: Todos los nimeros reales a, b y ¢ verifican
a-(b+c)=a-b+a-¢, (b+c)-a=b-a+c-a

Si aplicamos estas igualdades de derecha a izquierda, decimos que sacamos un

factor coman.

= Ley de tricotomia: Cada par de ntimeros reales a y b verifica una y solo una
de las siguientes relaciones:

a="b, a > b, b>a

Esta propiedad también se enuncia diciendo que el orden entre ntimeros reales
es total.

= La suma es cerrada para el orden: Si a > b, entonces a +c¢ > b+ ¢

= El producto es cerrado para el orden: Sia > b, ¢ > 0, entoncesa-c>b-c

La ultima propiedad no se verifica si ¢ < 0, pero es ficil deducir lo que ocurre en ese
caso. Sia > b, ¢ <0, entonces 0 =c—c<0—c=—cya-(—c)>b-(—c); sumando

a-cyb-cen ambos lados, obtenemos que b-c>a-c

El alumno debe conocer estas propiedades, ya que las habré usado para resolver
ecuaciones e inecuaciones y para simplificar expresiones algebraicas en la resolucion
de multiples ejercicios. Es conveniente que, a partir de ahora, se vaya acostumbrando

a sus denominaciones y a entender su significado.

Como ya hemos dicho, no es posible describir ficilmente a los nimeros reales para
distinguirlos de los nimeros racionales. Ambos conjuntos numéricos comparten las
propiedades que acabamos de recordar, pero el conjunto de los niimeros reales posee
una propiedad adicional que no tiene el de los racionales y que recogemos en el
resultado siguiente.

TEOREMA 1.4.1 Toda sucesion de numeros reales monotona y acotada es conver-

gente.

En el tema dedicado a las sucesiones y series de niimeros reales estudiaremos el

significado y las consecuencias de esta propiedad.

OBSERVACION 1.4.2

1. La operacién producto se expresa indistintamente con los simbolos ‘" o ‘x’,
aunque en este curso, solo usaremos ‘-’. Incluso omitiremos este simbolo si ello
no conduce a error. Esta omisién es habitual porque, normalmente, utilizamos

un unico caracter para representar variables; de esta forma si, por ejemplo,
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nos encontramos la expresién ab, necesariamente tiene que corresponder al
producto de a por b. Sin embargo, en los programas y lenguajes informaticos,
es habitual utilizar variables con varios caracteres, por lo que se hace impres-
cindible hacer explicito el operador producto. También serd imprescindible
usar explicitamente el operador para expresar el producto de dos ntmeros,
por ejemplo, 2 -3 = 6. Y en general lo escribiremos siempre que sea necesario

para evitar confusiones.

2. A lo largo del curso vamos a usar muchas veces la palabra algebraico: hablamos
de expresiones algebraicas para referirnos a expresiones en las que solo inter-
vienen las operaciones de suma, diferencia, producto y cociente entre niimeros
y variables. Por otra parte, hablamos de propiedades algebraicas de un con-
cepto, de una funcién o de un operador, para referirnos a las propiedades en

relacion con esas mismas operaciones.

1.4.2. Los ntiimeros complejos

En el conjunto de los nimeros reales, podemos formular ecuaciones polinémicas

2

sin soluciéon. Por ejemplo, dado que z* > 0 para todo x € R, no existe ningin

nimero real tal que 22 = —1, es decir, tal que z2 + 1 = 0. Los niimeros complejos
se introducen para cubrir esta limitacién, y la ecuacién 22 4+ 1 = 0 es la base de su

definicion.

DEFINICION 1.4.3 El conjunto de los niimeros complejos es el menor cuerpo que
contiene a R y al mimero i que verifica i = —1.

Esta definicién debe considerarse intuitiva e informal; la introduccién formal

queda fuera de los objetivos de este curso.

El nimero i € R se denomina unidad imaginaria. La definicién anterior establece
que los nimeros complejos son expresiones algebraicas que involucran a la unidad
imaginaria i y a cualquier nimero real. Sin embargo, las propiedades de cuerpo y
la identidad i = —1 permitirdn simplificar estas expresiones hasta llegar a una del
tipo a + b -1, en donde, a y b son nimeros reales; esta forma de escribir los ntimeros

complejos se denomina bindmica o rectangular.

EJEMPLO 1.4.4 Vemos a continuacién dos ejemplos de como simplificar cualquier

expresion algebraica con complejos hasta reducirla a su forma binémica.
(2+1)(1—2i) =2 —4i+i—2i* (distributividad)

=2—4i+i+2-(—1) (definicién de i)
=4-3i

Siz=x+4+1iy € C, con z,y € R, el nimero x se denomina parte real de z,

Re(z) = x, mientras que y se denomina parte imaginaria, Im(z) = y. La figura 1.2
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Figura 1.2: Representacion grafica de los ntimeros complejos

muestra la representaciéon habitual de los ntmeros complejos como puntos en el
plano, de forma que la abscisa se corresponde con la parte real y la ordenada se

corresponde con la parte imaginaria.

DEFINICION 1.4.5 En los apartados siquientes, v,y € R, z € C:

= Conjugado de un nimero complejo:
- C—C, T+iy=x—iy
= Parte real de un numero complejo:
Re: C = R, Re(z +1iy) =z, Re(z) = %(2 + z2)

» Parte imaginaria de un numero complejo:

1 .
Im: C = R, Im(x +iy) =y, Im(z)z;(z—i):%(i—z)
i
EJEMPLO 1.4.6 Para simplificar divisiones entre nimeros complejos, utilizaremos

un simple “truco”: multiplicar y dividir por el conjugado del denominador.

24i (2411 +2i) 5
1—2i (1—-20)(1+2) 5

En general, la resolucion de ecuaciones algebraicas y sistemas de ecuaciones puede
hacerse utilizando los mismos métodos que empleamos para ecuaciones y sistemas
en el cuerpo de los reales. Esto se debe a que las transformaciones y simplificaciones
necesarias son consecuencia de las propiedades de cuerpo. En particular, podemos

utilizar la formula que nos ayuda a resolver las ecuaciones de segundo grado.

EJEMPLO 1.4.7 Resolvemos en C la ecuacién 2 — 6x + 13 = 0 utilizando la férmula

para la resolucién de ecuaciones de segundo grado

6++v36—4-13 6+£+/—-16 6++16v/—-1 6+x4-i 5 1 9
T = frd = = == 1
2 2 2 2
Por lo tanto, las dos soluciones de la ecuacién son 1 =3+ 2i, x5 =3 — 2i. O
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EJEMPLO 1.4.8 En este ejemplo, vamos a resolver en C un sistema de ecuaciones

lineales utilizando el método de reduccidn.

ir—y=2
2r+y =i
ir—y =2 % 2ixr —2y =4 -
Y 2 (eg(el) Y (62):>(el) 2+i)y=—5
20 +y =i ix(e2)=(e2)  2r +iy = -1
Terminamos de despejar y:
-5 —10 + 51 —10 +5i 91
= p— = = — 1
YTOri T 2rne—1)  4+1
Y utilizando la segunda ecuacién inicial, determinamos x:
. L9
- 1—y _ 1+ 1 1 0

2 2

Las técnicas que hemos repasado en la leccion dedicada a las ecuaciones y sis-
temas de ecuaciones también son aplicables a sistemas de ecuaciones en los que sea

posible obtener soluciones complejas.

EJEMPLO 1.4.9 Vamos a resolver en C el sistema

ry —y+1=0
?y—x+2=0

usando el método de reduccion. Si multiplicamos la primera ecuaciéon por z y la

segunda por y, obtenemos

x2y2—xy+x:0
22y —ay+2y=0

(Esta operacién puede anadir soluciones tales que x = 0 o y = 0, que deberemos
comprobar sobre el sistema inicial). Ahora podemos eliminar los términos z2y? y zy
restando las dos ecuaciones para llegar a que 2y —x = 0. Esta ecuacién es més simple
que cualquiera de las iniciales y, en particular, permite expresar x en funcién de y:
x = 2y; llevando esta igualdad a la primera ecuacién del sistema inicial, obtenemos

20 —y+1=0

Recordando que en un polinomio con coeficientes enteros, los divisores del término
independiente son candidatos a raiz del polinomio, buscamos soluciones enteras de
esta ecuacién con el método de Ruffini, y deducimos que y = —1 es una solucion:

2 0 -1 1
-1 -2 2 -1
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Por lo tanto,
0=2 —y+1=(y+1)(2%> -2y +1)

Para resolver la ecuacién 2y? — 2y + 1 = 0 utilizamos la férmula que ya conocemos
para ecuaciones de segundo grado:
2+ V4-8 244 2421 1 1

= -+ =i
1 1 1 2 = 2!

Y

Por lo tanto, las soluciones del sistema son:

1 1. . 1 1 :
{yl__]~7 .'1:1—_2}, {y2_§+§17 $2—1+1}, {y3_§_§17 x3_1_1}":|

EJEMPLO 1.4.10 Vamos a expresar en forma binémica el nimero (1 — i)°.

5
5
(1-1)° =) <k) (=i)F-177F = (=1)04-5(=i) +10(—1)2+10(—1)>+5(—1) +(—i)® =
k=0
—=1-5i+10i2 10 +51*—i"=1-5—-10+10i+5—i= —4+4i 0

1.4.3. Teorema fundamental del algebra

Este resultado recoge la propiedad que anuncidbamos al principio de la leccién
vy que caracteriza al cuerpo de los nimeros complejos.

TEOREMA,L4.I[(TEOREMAkFUNDAMENTALIHHJALGEBRA) Toda ecuacion poli-
nomica de grado mayor o igual que 1 y con coeficientes en C tiene solucion en C.
Equivalentemente, todo polinomio de grado mayor o igual que 1 con coeficientes en

C puede factorizarse en factores de grado menor o igual a 1:
P(z)=z0(z —21)™ ... (2 — z»)"™,

en donde, zy,z1,...,2n € C.

Los ntimeros complejos 21, ..., 2, en el teorema anterior son las raices o ceros del
polinomio P y son igualmente las soluciones de la ecuacién polinémica P(z) = 0.
Para cada z;, el nimero natural m; se denomina multiplicidad de la raiz o cero.

Una de las lecciones de este tema estd dedicada al estudio de los polinomios,
pero entendemos que el alumno debe conocer la teoria basica y en particular la
relacion entre factorizacién de polinomios y ecuaciones polinémicas que se utiliza en

el teorema fundamental del dlgebra.

DEFINICION 1.4.12 Decimos que un polinomio estd factorizado en R si estd escrito
como producto de polinomios irreducibles, de grado menor o igual que 2 y con coefi-
cientes en R. Decimos que estd factorizado en C si estd escrito como producto de

polinomios de grado menor o igual a 1 con coeficientes en C.
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EJEMPLO 1.4.13 El polinomio z2? + 1 es irreducible en R, pero admite la siguiente

factorizacion en C:

2?4 1=2%—i%=(z+i)(z —1) O

EJEMPLO 1.4.14 La identidad a® — b? = (a + b)(a — b), que también hemos usado

en el ejemplo anterior, es suficiente para factorizar el siguiente polinomio:

1= @+ 1)@ - 1) = @~ ()@ + (@ —1) =
— @+ )@ D)@+ )@ —1)
Y a partir de ella, resolvemos la ecuacién polinémica z* — 1 = 0:

r1=1, xo=-1, z3=1, x4=-i a

EJEMPLO 1.4.15 Para factorizar z3 + 222 4 22 + 1 intentamos buscar alguna raiz
entre los divisores del término independiente usando el método de Ruffini; en este

caso, encontramos que x = —1 es una de sus raices:

Por lo tanto, el polinomio es divisible por = + 1:
P42t 42+ 1=(z+ D@ +2+1)

Resolviendo la ecuacién 22 4+ 2 + 1 = 0, vemos que sus soluciones son complejas, por

lo que podemos afirmar que la anterior es la factorizacién en R.

—1+v/1-4 -1 V3
TE Ty T iy

Por lo tanto, la factorizacién en C es:

1 3 1 3
Portaie (o i) e o)

|

EJEMPLO 1.4.16 En la primera leccién hemos recordado el método de Ruffini que
nos sirve para dividir polinomios entre un divisor de la forma = — a y para eva-
luar de forma eficiente los polinomios. El método también se puede utilizar cuan-
do trabajamos con polinomios con coeficientes en C. Por ejemplo, si dividimos
P(x) = 23 + 22% + 22 + 1 entre x — i, obtenemos

1 2 2 1
i i 21 -1 —-2+1i

1 241 2i4+1| -141

De donde deducimos que P(i) = —1 +1. O
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EJEMPLO 1.4.17 Vamos a factorizar el polinomio 2* — 322 — 6z —2 en Ry en C
utilizando el método de identificacién de coeficientes. En un primer paso, vamos a
escribirlo como producto de dos polinomios de grado 2 en R.

' =322 — 62 — 2= (22 + Az + B) (2> + Cz + D), A B,C,DeR

Para determinar los numeros A, B, C'y D, utilizamos identificacién de coeficientes

y, para ello, expandimos el producto del lado derecho.
gt — 322 —6r —2=2a'+ (A+C)2® + (B + AC + D)2* + (AD + BC)x + BD

Dado que dos polinomios son iguales si y solo si los coeficientes correspondientes a

los términos del mismo grado son iguales, podemos construir el siguiente sistema de

ecuaciones:
A+C=0
B+AC+ D =-3
AD + BC = —6
BD = -2

Este sistema se puede resolver porque proviene de un polinomio sin término de tercer
grado, pero para ello, conviene seguir el camino que indicamos a continuacion.

1. De la primera ecuacién deducimos que C' = —A; sustituimos C por —A en las

dos ecuaciones centrales y obtenemos

D+ B = -3+ A?
—6
D—-—B=—
A

Sumando las dos ecuaciones, podemos expresar D en funcién de A, y restando-
las, podemos expresar B en funcion de A:

1 6 1 6
2 3+ 1) 5 3+ + A
2. A continuacion, utilizamos la 1ltima ecuacién del sistema inicial, BD = —2;

sustituyendo B y D por las expresiones obtenidas en el punto anterior, obte-

nemos una ecuacién en A:

e (- ) (e ) -
(Coear ) oo )

Multiplicando por 4A? en los dos extremos de la igualdad anterior
—8A% =94 — 6A* + A° - 36

Y reagrupando los términos en las potencias de A, obtenemos la siguiente
ecuacién polinémica

A5 —6A* +174A%2-36=0

Grados en Ingenieria Informatica, del Software y de Computadores



40 Calculo para la computacién

Aparentemente, el problema se ha complicado, ya que pasamos de una ecuacién
de grado 4 a una ecuacion de grado 6. Sin embargo, observamos que en esta
ultima ecuacion, todas las potencias de A son pares, por lo que podemos hacer

un cambio de variable, A2 = z, obteniendo una ecuacién de grado 3.
22— 622+ 172 - 36 =0

Utilizando el algoritmo de Ruffini, buscamos una solucién entre los divisores

de 36, y la encontramos en z = 4

1 -6 17 =36
4 4 =8 36
1 -2 9 0

Dado que la factorizacién de un polinomio es unica, basta tomar una de las
soluciones en A, ya que cualquier otra solucién nos conducirda a la misma
factorizacién. En este caso, una posible solucién verifica A2 = 4, y podemos
considerar A = 2.

3. A partir del valor de A, ya podemos calcular el valor del resto de los parametros:

C=-A=—2

1 s 6y 1

3_2( 3+ A +A)_2( 314-3)=2
1 , 6y 1 o
D_i(—3+A _Z)_Q( 34+4+3)=-1

Por lo tanto: z* — 322 — 62 — 2 = (22 + 22 + 2)(2? — 20 — 1)

Todavia no podemos concluir que esta sea la factorizacién en R, antes debemos
comprobar si los dos polinomio son irreducibles.

—24 /4 -8
2
24 +/4+4

g 2EVAtd \/2+:1i\/§

2242 4+2=0 — z= =—14i

22 -2r—-1=0 =—

Por lo tanto, el primer polinomio de grado 2 es irreducible en R, pero el segundo no
lo es. En cualquier caso, ya podemos escribir las dos factorizaciones:

Factorizacién en R:
gt =32 — 6 —2= (22 + 20+ 2)(x — 1 - V2)(z — 1 +V?2)
Factorizacién en C:
2t =32 —6r—2=(z+1-i)(z+1+i)(z—1-V2)(z —1+V2) m

EJEMPLO 1.4.18 En este ejemplo, vamos a factorizar el polinomio z* + 4 en R

siguiendo el método del ejemplo anterior.

' +4= (2> +Ar+ B)(2*+Cz+ D), ABCDER
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Expandiendo el lado derecho de la igualdad y agrupando los términos obtenemos
et +4 =14+ (A+0)a® + (B+ AC + D)z + (AD + BC)x + BD.
Identificamos coeficientes y obtenemos el siguiente sistema:
A+C=0
B+AC+D=0
AD+BC =0
BD =14

De la primera ecuacién deducimos que C' = —A, y sustituyendo C' por —A en las

dos ecuaciones centrales obtenemos:
D+ B=A?
AD-B)=0

Necesariamente, A # 0, ya que en caso contrario, el sistema se reduciria a B+D = 0,
BD = 4,y de ahi: —B? = 4, lo que es imposible. Por lo tanto, las ecuaciones quedan:

D+ B = A?
D—B=0;

y sumandolas y restandolas, podemos escribir B y D en funcién de A:

A? A?
D=—, B=—.
2 2
Sustituyendo en la 1iltima ecuacién del sistema inicial, BD = 4:
A? A2
200y
2 2
At =16

Nos quedamos con la solucién A = 2 y terminamos de calcular el resto de coeficientes

2 2
C—-A=-2, B="_9 p-"%_,
2 2

y escribimos la factorizaciéon obtenida:
ot 4= (2% 420 +2)(2® — 22+ 2)

En este caso, los dos polinomios de grado 2 son irreducibles, por lo que esa es la
factorizacién en R. O

Dado que todas las magnitudes fisicas se pueden medir con nimeros reales, se
podria pensar que los nimeros complejos solo son un objeto matematico abstracto
sin interés préactico. Sin embargo, la utilidad de estos ntimeros no esta en la des-
cripcion de magnitudes fisicas, sino que constituyen una herramienta para resolver
problemas algebraicos y geométricos. En el ejemplo anterior, hemos factorizado un
polinomio en R usando solamente nimeros reales; en el siguiente ejemplo, vamos a

resolver el mismo ejercicio pero ayudandonos de los niimeros complejos.

Grados en Ingenieria Informatica, del Software y de Computadores



42 Calculo para la computacién

EJEMPLO 1.4.19 Vamos a factorizar el polinomio P(z) = 2*+4 en C y en R. Intro-

duciendo nimeros complejos, podemos realizar facilmente la siguiente factorizacion:
ot 44 =2t — (20)% = (2% - 20)(2? + 2i).

Para seguir factorizando, resolvemos las ecuaciones 22 — 2i = 0 y 22 4 2i = 0. Para
la primera, buscamos = = a + bi, con a,b € R, tal que (a + bi)? = 2i, es decir,

a®? — b + 2abi = 2i

A partir de esta igualdad, comparando las partes reales e imaginarias, construimos
el siguiente sistemas de ecuaciones en R:

a2 —bv? =0, ab=1,

cuyas soluciones son {a; = 1,b; = 1}, {aa = —1,by = —1}; es decir, las soluciones
de 2 — 2i = 0 son
1+i,  —1-1i

Siguiendo el mismo método, obtenemos las soluciones de x2 + 2i = 0:
1—1, —1+i
En consecuencia, la factorizacién en C del polinomio z* + 1 es
rtd=(r—1-i)(z+1+i)(z—1+i)(z+1-1)

Para obtener la factorizaciéon en R basta multiplicar los factores correspondientes a
las rafces conjugadas. De esa forma, la identidad (A+ B)(A — B) = A% — B? elimina

la unidad imaginaria.

=@+ i) ((@+D)+i)((z-1) —i)((z—1)+i) =
=((z+12+1)((z—1)?+1) =
= (2% 422 +2)(2® — 22+ 2) O

El esquema seguido en este ejemplo es muy habitual en matematicas: para resol-
ver un problema en R, lo estudiamos antes en C para aprovecharnos de las propie-
dades adicionales; posteriormente volvemos a R para dar las soluciones deseadas. A

lo largo del tema veremos més ejemplos de esta metodologia.

También nos hemos encontrado en estos dos ultimos ejemplos con algo que sera
muy recurrente en matematicas: los problemas admiten distintos caminos para llegar
a su solucién. Debemos aprender las distintas herramientas y métodos alternativos
y saber elegir en cada momento el mas adecuado y simple.

Si consideramos la representacién grafica de un niimero complejo z = x+iy € C,
tal y como aparece en la figura 1.3, la longitud del segmento que une el origen de
coordenadas y el nimero complejo se denomina mddulo y el angulo que forma este

segmento con la parte positiva del eje OX, se denomina argumento principal.
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Figura 1.3: Representacion grafica de los ntimeros complejos

DEFINICION 1.4.20 En los siguientes apartados, x,y € R, z € C:

s Mddulo de un numero complejo:

ECoRY, eyl =V gE el = VEE

» Argumento principal de un nimero complejo: Arg: C* — [0, 27).

Si x =0, entonces

3
Arg(iy) = g, siy>0, Arg(y) = ?Tr, sty < 0;

sty =0, entonces

Arg(z) =0, siz >0, Arg(z)=m, siz <O0;

en cualquier otro caso, Arg(x + iy) =0, en donde tgf = Q,
x

0 el0,7] siy>0,
0 € (m2m) siy <O0.

Hemos hecho uso de la siguiente notacién: C* = C~{0}. En general, el superindice x*

sobre cualquier conjunto numérico, indica que excluimos al nimero 0.

Obsérvese que, por su definicién, el médulo de un nimero complejo es siempre

positivo y su argumento principal es un angulo entre 0 y 2.

EJEMPLO 1.4.21
» Re(3—2i)=3

s Im(—1+i) =1

- =VI+TI=V2

3
» Arg(—1+41) = °T Los dos angulos entre 0 y 27 cuyas tangentes son —1 son

3T

4
es el primero de ellos.

T o . -
y —, pero dado que la parte imaginaria es positiva, el argumento principal

O
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PROPOSICION 1.4.22 El operador conjugado verifica las siguientes propiedades:

z4+w=724+w, Z-w =7 w.

La demostracién de esta proposicién es una simple comprobacién que deberia
ser facilmente desarrollada por el estudiante. La principal consecuencia de esta pro-
piedad es la siguiente.

PROPOSICION 1.4.23 Si P(x) es un polinomio con coeficientes en R y z € C es una

raiz de P, entonces Z también es raiz de P.

En el ejemplo 1.4.19 de la péagina 42 hemos visto que las raices del polinomio
P(z) = 2* + 4 son:
1+i, —1+41i, 1-—i, —1-—i,
y efectivamente observamos que se verifica la propiedad de la proposicion anterior.
La demostracién del resultado es bastante simple; supongamos que

P(x) = apz™ + -+ + a1z + ay,

y que z € C es raiz de P; en el desarrollo siguiente, solo utilizamos la proposicién

anterior y que el conjugado de un nimero real es él mismo:

apZt + - +a1z+ag=0
apz™ + - +a1z+ap =0
Gp-Z'+--+a-Z+a =0

apZ"+ - +a1Z+ag =0

Por lo tanto, efectivamente z también es raiz del polinomio.

1.4.4. Exponencial compleja y féormula de De Moivre

Una representacion alternativa para los nimeros complejos se obtiene al usar
la funcién exponencial. Para introducirla, necesitamos en primer lugar, extender la

definicién de esta funcién a todos los niimeros complejos.

DEFINICION 1.4.24 Definimos la funcidn exponencial en el cuerpo de los nimeros

complejos como: e*TW = e*(cosy + iseny).
Es evidente que esta definicion es coherente con la exponencial sobre niimeros reales,
ya que si y = 0:

"t = ¢®(cosy + iseny) = e”(cos 0 +isen0) = ¢

La otra razén por la que esta funcién se denomina exponencial es que comparte las

propiedades algebraicas de su versién real.
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PROPOSICION 1.4.25

1. € e¥ = e*™™, para todo z,w € C

2. ()" =e", para todo z € C y todon € N

La segunda propiedad es una consecuencia de la primera y la demostracion de la
primera hace uso, solamente, de las férmulas del seno y coseno de la suma de angulos.

Consideramos z = x1 + iy1, w = x2 + iy2,

o? o — %172 (COS y1 +isen yl)(cos Yo + isen y2)

= e®1172(cos 1 oSy — sen g sen ya

+ i(sen y1 cos y2 + cos y; senys))

_ eml—i-:m (COS(yl + y2) —+ isen(yl + 3/2))
_ ex1+x2ei(y1+y2) — ¥ TW

Forma exponencial. Sir = |z|y 0 = Arg(z), entonces
rel = r(cos +isenf) = rcosf +irsend = z

Por esta razén, la expresién re'? se denomina forma exponencial del nimero z. Una
representacion alternativa a partir del médulo y argumento de un ntimero complejo
es la forma polar, que se suele escribir como ry; las dos representaciones son equi-
valentes en cuanto a sus consecuencias practicas, pero preferimos utilizar la forma
exponencial, ya que la manipulacién de la misma se basa en las propiedades conoci-
das de la funcién exponencial.

EJEMPLO 1.4.26
s —l=e" yaque|—1|=1yArg(—1) =7

i3m/2

= —i=e""% yaque | —i[ =1y Arg(—i) = 37/2

1l —f= \/561771'/4 0

La igualdad €' = cos# + isen#, se conoce como igualdad de Euler y en el caso
particular 6 = w conduce a una identidad que relaciona las constantes matematicas

mas importantes:
" +1=0

Por las propiedades de las potencias, obtenemos que (ew)" = e y a partir de

aqui, deducimos la férmula de De Moivre.

COROLARIO 1.4.27 (FORMULA DE DE MOIVRE) Para todo nimero natural n y to-
do real 0:
(cos@ +isenf)” = cosnb + isennd.

Una importante aplicacion de esta férmula es obtener expresiones para simplificar
funciones trigonométricas, segin mostramos en los siguientes ejemplos.
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EJEMPLO 1.4.28 Si expandimos la igualdad de De Moivre para n = 2 obtenemos:
cos 20 + isen 20 = (cos + isenf)? = cos? § + 2isen  cos § — sen? §

Igualando las partes reales y las partes imaginarias de ambos miembros, obtenemos

la siguientes igualdades:

cos 20 = cos® f — sen? 6

sen 20 = 2sen 0 cos 0

Es decir, hemos obtenido expresiones para escribir el seno y el coseno del doble de

un angulo en terminos del seno y el coseno del mismo dngulo. O

En combinacién con el binomio de Newton, podemos obtener férmulas simila-
res para cualquier multiplo, que nos ayudaran a simplificar expresiones en las que

aparezcan distintos multiplos de un mismo dngulo.

EJEMPLO 1.4.29 Si expandimos la igualdad de De Moivre para n = 3 obtenemos:

cos 30 + isen 30 = (cos + isenf)® =

= (g) cos® 0 + <i)) icosZ0send + (Z) i2 cos @ sen® 6 + <§) iBsen® 0 =

= cos® 0 + 3icos? fsenf — 3cosOsen’ § — isen> §

Igualando las partes reales y las partes imaginarias de ambos miembros, obtenemos
la siguientes igualdades:

cos 360 = cos® 0 — 3 cos f sen’ 0

sen 30 = 3cos’ fsen f — sen> O

En otras ocasiones, nos interesara un proceso opuesto al del ejemplo anterior, es
decir, reducir potencias de funciones trigonométricas a expresiones en términos del
seno y coseno de multiplos del dangulo. Para deducir estas expresiones partimos de
las igualdades

eix +e—i:p
CoSx = ————
2
elT _ oIz
Senz = ——— (1.2)
i

que se deducen facilmente sumando y restando respectivamente, las siguientes:

e =cosx +isenx

e W =cosz —isenx

Vemos a continuacién un ejemplo de como usar la definicién compleja de las funciones

trigonométricas para el objetivo buscado.

E.T.S.I.Informéatica



1.4. Los nimeros complejos. 47

EJEMPLO 1.4.30 Vamos a transformar sen®§ en una expresién sin potencias:

. . 2
) 0 e19 o 6719
sen“f = — | =
2i

_ %1(6219 9ot 4 o 20) _

_ —Tl(ezio _ 94 e ) =

_ _T((em +o20) _9) =

= %1(2 cos(20) —2) = 1_+OS29 O

En combinacién con el binomio de Newton, podemos obtener férmulas similares para

cualquier potencia.

EJEMPLO 1.4.31 Vamos a transformar sen®f en una expresién sin potencias:

. . 3
5 e10 _ e—19
sen° ) = | ——— =
2i

—1 . . . . . .
— g(e&ﬁ _ 362166—10 + 36106—219 _ e—319) —_
1 .. ) ) )
_ g(e&O _ 3619 + 36—19 _ e—310) —
1 .. . . .
— ?(6319 _ 67319 _ 3(619 _ 6719)) —
1

-1
= ?(2isen30 —3-2isenf) =
i

= _Tl(sen 30 — 3senf) O

EJEMPLO 1.4.32 Otra de las aplicaciones de la formula de De Moivre es el cdlculo de
las raices de los nimeros complejos, que nos aparecen en la resolucién de ecuaciones

polinémicas. Por ejemplo, supongamos que queremos calcular los niimeros complejos

w, tales que w* = —4; es decir, las raices cuartas de —4 y raices del polinomio

P(z) = z* + 4. Para calcularlas, partimos de la forma exponencial de —4,
—4=4-e", ke

Sin embargo, el &ngulo 7 no es el Gnico que permite obtener una igualdad similar a

la anterior; en general tenemos que:

—4=14. ei(7’l’+2k7T)
Las raices w = re?! que buscamos verifican entonces que:
wh = pAehi0 — g 4. ei(m2km)
De donde deducimos que

r=?2 4i0 = i(m + 2km)
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(A Qe S wo
| |
! l
z=—4 1 L\ ve
| |
| |
| |
l l
WINE - = = - - L - oo - W3
Figura 1.4: Raices cuartas de z = —4

De la segunda igualdad, deducimos que solo cuatro valores de 6 son argumentos
principales de niimeros complejos, los correspondientes a k£ = 0,1, 2, 3:

Oy =
En consecuencia, —4 tiene cuatro raices cuartas:
wo = V2% — /3 — /3 (1 . 11)
V2 V2
wy = V260 = V2634 — \/5(
i6 5ir /4 L1 :
wy = V2el%2 = 25/ = V2 = —i= ) = -1-1

=1+i

ws = V2% = /2774 = /3

En la figura 1.4, se puede ver la representacién de estas raices en el plano complejo.
Por otra parte, en el ejemplo 1.4.19 (pagina 42), resolvimos el mismo problema a
partir de la ecuacién polinémica; como ya hemos mencionado antes, debemos acos-
tumbrarnos a que un mismo problema puede resolverse de varias formas y debemos

aprender a elegir la forma mas adecuada segun los datos concretos. O

TEOREMA 1.4.33 Para cada nimero complejo z = re'? existen n numeros complejos
distintos wo, . .., wp—1 que verifican w;! = z. Estos nimeros complejos son:
0+ 2km
wk:{l/?“exp<+7i>, k=0,1,2,...,n—1

Hemos utilizado en este enunciado una notacién alternativa para la funcién expo-

nencial
T

exp(x) = e,

que es de gran ayuda cuando escribimos expresiones grandes en el exponente.
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Relacion de ejercicios 1.1

1. Determine la forma bindémica de los siguientes nimeros complejos.

1 18 +1i
Q) B4+3)2—1)-B+1) b = o i g 2F!
i 3—4i
2. Desarrolle y simplifique las siguientes expresiones
1\ 4
a) (4x - 5) b) (1 2i)3
3. Ayudéndose de la férmula del binomio de Newton calcule:
(n+1)°
n—+oo (n+1)6 —nb
4. Desarrolle y simplifique las expresiones:
a) (z+y)*—(z—y)° b) (x+y)* —(z—y)°
5. Determine las soluciones de las siguientes ecuaciones:
a) (x—2)(z+2)=5 b) (z3 —2)e” "1 =0
¢) (222 +3z—5)In(z2-3)=0 d) 3—2x=+2x+3

6. Resuelva en C la siguiente ecuacién y exprese la solucién en forma bindémica:

1+i 1 2+4i

2z 2z 5

7. Determine las soluciones de los siguientes sistemas de ecuaciones:

322 -3y = 0
a)
302 -3z = 0
[ 62—2\z = 0
b) S 32 —-2\y = 0
L ?2+y? = 9
—%ye_%—%\m =0
c) —%xe_%—w\y =0
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Relacion de ejercicios 1.2

1. Resuelva en C el siguiente sistema y exprese las soluciones en su forma binémi-
ca:
4z + 3w = 23

z+iw =6+ 8i
2. Resuelva en C la siguiente ecuacién y exprese la soluciéon en forma bindmica:
2 = —
z224+2z2—-1=0
3. Factorice en R y en C el polinomio z? — 522 + 11z — 15. ;Cuales son las
soluciones de la ecuacién z3 — 522 + 11z — 15 = 07?
4. Exprese en forma exponencial los siguientes ntimeros
a) 1—i b) —V3+i ¢) —1—iV3
5. Escriba sen 46 en términos de sen @ y cos6

6. a) Exprese sen®# en funcién del seno y coseno de miiltiplos de
b) Utilice la expresién obtenida en el apartado anterior y las propiedades de

linealidad de la integral para calcular la integral [ sen®0dd

7. Encuentre y represente graficamente los siguientes niimeros: las raices quintas
de —1, las raices sextas de —i, las raices cuartas de 32(1 —iv/3).
Describa la representacion grafica de las raices n-ésimas de un nimero com-

plejo.
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Relacion de ejercicios 1.3

1. Simplifique y exprese el resultado en forma binémica:

S v _ 5 1 )2 :2014 8
a)1+i R 1+43i ¢) 3(1+10)° d) i e) (1—1)

2. Exprese en forma bindémica las soluciones de la siguiente ecuacién:

1 2 i

z*2+3i+3—2i

3. Determine las soluciones de los siguientes sistemas de ecuaciones:

823 +8x+8 = 0
20+8z+4 = 0

20e” Y 4+ (22 +y?)e” Y = 0

2ye” Y — (2% + y*)e" Y = 0

322 -28x = 0

) 3y*—28y = 0
$2+y2 — 1

z—w+u=2-1
4. Resuelva el siguiente sistema de ecuaciones: z+iw=6+8i
w ~+ 2iu = —2i
5. Resuelva la siguiente ecuacién y exprese la solucién en forma binémica:

3— 2z
21

z+zi—5=

(14 2i)3(4 — 3i)*
(3+4i)4(2 —1)3

6. Calcule el modulo de z =

7. Exprese en forma exponencial los siguientes nimeros
A) VZ-iv2 b) (V2-iv2)® ¢) —242 d) —V3—i € 1-iV3
8. Use la férmula del binomio de Newton para desarrollar las siguientes potencias:
9 \2
O @rh 0 @0t o (20 )
d) (z—2)° e) (1—2x)3 ) (z+1/2)3

9. Calcule las siguientes exponenciales complejas

_ b T 137

a) exp(l— i) b) exp ( sy c) ezle 4

i

10. Exprese sen 36, cos 66 y sen 50 como polinomios en sen 6.
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11. Exprese cos* 6, sen? 0 y cos® 6 en términos de senos y cosenos de miltiplos de 6.
12. Consideramos los nimeros complejos z = 1 +1, w = —/3 +1i

a) Calcule y simplifique el producto zw

b) Utilizando la forma exponencial de z y w, calcule el producto zw y exprese

el resultado en forma exponencial y forma binémica.

¢) A partir de los resultados obtenidos en los dos apartados anteriores, de-

s s s
duzca el valor de cos {5, sen {5 y tg {5

13.  a) Calcule las raices ctibicas de 4v/2 +4+/2i y expréselas en forma binémica.
(Indicacién: use los valores de sen {5 y cos {5 calculados en el ejercicio

anterior.)

b) Represente gréficamente las raices calculadas en el apartado anterior.

14. Factorice en R y en C los siguientes polinomios.

a) 2348 b) y*+81 c) 22 +522+4

d) 6 —2t* 442 e) 3x3 -2 —Tr+5  f) 23— 120+ 16
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TEMA 2

Calculo diferencial

Contenidos

s LECCION 2.1: CURVAS PARAMETRIZADAS. Estudio de curvas parametrizadas.
Representacién grafica. Asintotas. Curvas polares. Cénicas.

= LECCION 2.2: CAMPOS ESCALARES. Campos escalares lineales. Derivadas di-
reccionales, derivadas parciales y diferenciabilidad. Vector gradiente. Plano
tangente a una superficie. Derivadas de orden superior.

= LECCION 2.3: OPTIMIZACION DE CAMPOS ESCALARES. Extremos locales. Cla-
sificacién de puntos criticos con la matriz hessiana. Extremos condicionados y
multiplicadores de Lagrange. Extremos absolutos.

Prerrequisitos: Conocimientos bésicos de algebra lineal y geometria (ecuaciones
de una recta, vectores, etc.). Trigonometria. Cédlculo de limites y derivacién. Re-
presentacién grafica de funciones de una variable (determinar dominio, puntos de
corte con los ejes, intervalos de crecimiento y decrecimiento, extremos, intervalos de

concavidad y convexidad, puntos de inflexién, etc.)

Objetivos: Los objetivos del tema son: reconocer una curva a partir de una para-
metrizacién y estudiar sus caracteristicas, incluidas las curvas polares; reconocer y
saber identificar las caracteristicas de las curvas conicas; saber calcular y aplicar las
propiedades del vector gradiente de un campo escalar; plantear y resolver problemas
de optimizacién de campos escalares.
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Resultados de aprendizaje

» Curvas parametrizadas y polares: Representar curvas parametrizadas y

polares. Hallar la recta tangente y la recta normal a una curva en un pun-
to. Saber determinar puntos de tangencia horizontal y puntos de tangencia
vertical. Saber determinar las asintotas de una curva parametrizada.

Coénicas en su posicién tipica: Identificar y deducir las caracteristicas de
una cénica (degenerada o no) a partir de su expresion P(x,y) = 0 (ejes, vérti-
ces, centro, asintotas,... ), siendo P un polinomio de grado 2 sin término xy.
Obtener una parametrizacién de una cénica a partir de su ecuacién normali-
zada. Obtener la ecuacién y parametrizacion de una conica a partir de deter-

minadas caracteristicas.

Campos escalares: Hallar el vector gradiente. Utilizar el vector gradiente
para obtener propiedades geométricas (plano tangente, rectas normales, orto-
gonalidad de superficies o curvas,...). Calcular derivadas direccionales. Utili-
zar el vector gradiente como la direccién en donde la derivada direccional es

maxima.

Optimizacién: Hallar y clasificar puntos criticos de campos de dos variables
usando la matriz hessiana o el comportamiento del campo en rectas o curvas
que pasan por el punto critico. Hallar y clasificar puntos criticos de campos
de dos variables con una restriccién, usando multiplicadores de Lagrange o
reducciéon de variables. Hallar los maximos y minimos absolutos de campos de
dos variables sobre regiones acotadas.
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LECCION 2.1
Curvas planas

El objetivo dltimo de las matemadticas es modelizar el mundo real. Es decir,
representar y describir diversos aspectos del mundo real mediante conceptos ma-
tematicos que ayuden a estudiarlo. En particular, en esta leccién nos centramos
en la representaciéon de objetos y figuras que genéricamente denominamos lugares
geométricos. Podemos entender facilmente cual es nuestro objetivo con el siguiente
problema: traza en un papel tres rectas que se corten formando un tridngulo y luego
dale indicaciones a un companero para que haga exactamente el mismo dibujo. Se-
guramente, las indicaciones dadas estaran basadas en objetos matematicos: sistemas
de referencias, distancias, angulos,. ..

Para lograr resolver el problema anterior no se necesitan demasiados elementos,
pero ;cémo hariamos lo mismo si en lugar de rectas quisiéramos describir una curva?
Este es el problema general que abordamos en esta leccién. Aprenderemos a describir
curvas, a dibujarlas a partir de una descripcién y, en particular, conoceremos un
conjunto de curvas ampliamente usadas en matematicas y fisica y que se denominan

conicas.

Aunque toda la teoria que vamos a mostrar se puede aplicar facilmente a curvas
en el espacio o incluso en dimensiones mayores a 3, nos vamos a centrar solamente

en curvas en el plano.

2.1.1. Curvas parametrizadas

Es facil imaginar una curva como una recta a la que se aplica un determinada
deformacién. Es decir, una curva es una figura de una tnica dimensién pero que no
sigue una direcciéon constante. Esta imagen intuitiva nos lleva a la representacién
mas sencilla de una curva: la descripcién de cada punto de la misma en funcién de
un pardmetro. Por ejemplo, si queremos describir la trayectoria que seguimos en un
paseo, bastaria con dar nuestra posicién en cada instante de tiempo; en este caso, el
tiempo seria el parametro que describe la curva trazada por nuestra trayectoria.

DEFINICION 2.1.1 Un conjunto C C R? se dice que es una curva parametrizada si
existe un intervalo I C R y dos funciones x: I — R, y: I — R tales que

C={(z(t),y(t)) | t € I}

Habitualmente, presentamos las curvas parametrizadas escribiendo:

(1)
y(t)

X =
Yy =
tel
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o de forma més compacta (X,Y) = (x(t),y(t)), t € I. Estas ecuaciones se denominan
ecuaciones paramétricas de la curva y la variable t se denomina pardmetro.

EjEmMPLO 2.1.2 Ecuaciones paramétricas de una recta. La recta que pasa por un
punto (a,b) en la direccién del vector v = (v1, v2) es:

X =a+ vt
Y:b+v2t
teR

En este caso, el pardmetro t representa la distancia al punto (a, b), siendo la unidad

de medida el médulo del vector v, es decir, |Jv|| = /v? + v3.

En la figura siguiente, representamos la recta que pasa por (—3,3) y toma la
direccién (2,1), es decir, (X,Y) = (—3,3) +t(2,1) = (-3 + 2¢,3 + t). En la figura,
destacamos el punto correspondiente a t = 5.

Y

(X,Y) =(-3,3)+5(2,1)

En este ejemplo hemos utilizado la notacién ||v| para representar el mdédulo
del vector ||v|; esta funcién se denomina igualmente norma y otras notaciones que

podemos encontrar en la bibliografia son |v| 6 ||v||2.

El uso de letras en matematicas es imprescindible para representar variables,
constantes, parametros,. .. Ya hemos advertido que habitualmente usamos letras cur-
sivas (maytsculas o mintsculas) para representar variables que a su vez pueden
corresponder a cualquier objeto matematico: nimeros naturales, racionales, reales,
complejos, puntos en un plano, vectores,. .. También hemos podido observar que so-
lemos usar determinadas letras para objetos especificos: x para incognitas de ecua-
ciones o para la abscisa de puntos; n, k para nimeros naturales; z para nimeros
complejos; t para representar el tiempo,...Debe de quedar claro que estas identifi-
caciones se hacen por tradicion y para ayudar a la lectura de férmulas y expresiones,

pero no es obligatorio y en muchos casos no respetaremos estas asociaciones.

Por otra parte, en el ejemplo anterior, hemos usado letras en negrita para repre-
sentar vectores. Siguiendo con la idea del parrafo anterior, es habitual usar algin
elemento distintivo para estos objetos, como la letra negrita que usaremos en el curso

o flechas sobre las letras que podemos encontrar en algunos textos. También debe
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quedar claro que estos elementos no son imprescindibles y solo se usan para facilitar
la lectura.

EJEmMPLO 2.1.3 Parametrizacion de un segmento. En el ejemplo anterior, las ecua-
ciones se corresponden con una recta infinita. Sin embargo, es frecuente que solo

estemos interesados en el segmento que une dos puntos P;, Ps.

Y

P \\L(XLY) — (1 )P, +tP
Py

X

—
Para parametrizar este segmento, tomamos el vector director v = PP, = P,— P}
—
y aplicamos las ecuaciones del ejemplo anterior: (X,Y) = P; + tP, P,. Sustituyendo

el vector por su definicién obtenemos
(X, Y)=01Q—-t)PL+tP,, tel0,1] (2.1)

En este caso, el parametro ¢ es la proporcién de la distancia a P; respecto de la

longitud del segmento, es decir, si Q@ = (x(t),y(t)) es el punto correspondiente al

|P1Q)|
|P1Po|*

valor ¢t del parametro, entonces t = Por ejemplo, el segmento que une los

puntos (—1,—1) con (0,2) es:
(X,Y)=(1—t)(=1,-1)+#0,2) = (t— 1,3t — 1), t€[0,1]

Es interesante observar que esta parametrizacién no da tunicamente informacién
de los puntos que forman el segmento, también describe cémo lo recorremos. En
concreto, en la ecuacion (2.1), el valor ¢ = 0 nos devuelve el punto P;, mientras que
el valor t = 1 nos devuelve P», es decir, recorremos el segmento desde el punto P;
al P,. La siguiente parametrizacion también corresponde al mismo segmento, pero

recorriéndolo en sentido contrario:
(X, Y)=Q1Q—-t)P,+tP, te]0,1] O

EJEMPLO 2.1.4 Ya sabemos que todas las funciones reales de variable real pueden
representarse mediante su grafica. Esta grafica es un ejemplo de curva parametrizada
que se denomina grafo:

gr(f) = {(t f(#)) | t € Dom(f)}

Es decir, las siguientes ecuaciones parametrizan el grafo:

X=t
Y =f(t)
t € Dom(f)
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En este caso, el pardmetro coincide con la abscisa del punto. Se podria pensar que
todas las curvas pueden ser representadas como grafos de una funcién, sin embargo,
esto no es cierto. Por ejemplo, ninguna funcién tiene como gréafica a toda una cir-

cunferencia, aunque si trozos de la misma. O

El problema de dar la parametrizacion de una curva descrita mediante propieda-
des geométricas suele ser bastante sencillo, ya que, en la mayoria de los casos, solo

necesitamos aplicar elementos béasicos de geometria.

EJEMPLO 2.1.5 En este ejemplo, parametrizamos la curva que se denomina cicloide
y que se define como sigue: curva que describe un punto fijo de una circunferencia
que rueda sobre una recta.

Y —

Si elegimos como parametro el dngulo de giro de la circunferencia, podemos
deducir las ecuaciones de la cicloide:

rcosf

y(0) rsen @

y(0) =r(1 — cos) ro

El concepto matematico que nos ayuda a manejar formalmente las ecuaciones

paramétricas es el de funcidn vectorial de variable real.

DEFINICION 2.1.6 Una funcién vectorial de variable real con dominio D C R es una

aplicacion f: D — R™. Esta funcion f viene determinada por n funciones reales de
variable real, fi: D C R — R, de modo que f(t) = (fi(t),..., fn(t)).

Habitualmente, trabajaremos con curvas con un aspecto suave y sin rupturas;
para conseguir esto, necesitaremos que las parametrizaciones tengan ciertas carac-

teristicas.
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DEFINICION 2.1.7 Sea f = (f1,...,fn): D CR — R":

1. Decimos que f es continua en a € D si todas la funciones f; son continuas en
a. Decimos que f es continua en D si lo es en cada punto.

2. Decimos que f es derivable o diferenciable en a € D, si todas la funciones f;
son derivables en a y el vector f'(a) = (f{(a),..., f,(a)) se denomina derivada
de f en a.

[43

Si una curva (z(t),y(t)) es continua, se puede dibujar “un solo trazo” o “sin
levantar el lapiz del papel”. Sabemos que la grafica de una funcién derivable tiene
un aspecto “suave”, “sin picos”’, sin embargo, para que una curva parametrizada
tenga este aspecto, no es suficiente con que la parametrizacion sea diferenciable,
necesitaremos que sea regular.

DEFINICION 2.1.8 Una curva (x(t),y(t)), t € I, es regular en ty si es diferenciable
en to y ('(to),y'(to)) # (0,0).

2.1.1.1. Representacién de curvas

En general, no es facil identificar una curva a partir de una parametrizacion,
sin embargo, no resulta dificil deducir determinadas caracteristicas que ayudan a

esbozar su forma. A continuacién mostramos algunas:

» Si x(t) es creciente en un intervalo, la curva se recorre de izquierda a derecha;
si es decreciente, se recorre de derecha a izquierda.

= Si y(¢) es creciente en un intervalo, la curva se recorre de abajo hacia arriba;
si es decreciente, se recorre de arriba hacia abajo.

» La ecuacién z(t) = 0 determina los puntos de corte con el eje OY y la ecuacién
y(t) = 0 determina los puntos de corte con el eje OX.

EJEMPLO 2.1.9 Vamos a esbozar la curva con la siguiente parametrizacion:

r(t) =t -2t +1
y(t) =2 — 22
teR

En primer lugar, vamos a representar graficamente las funciones z(t) e y(t); para ello,
son suficientes los conocimientos de calculo en una variable y por ello no mostramos

los detalles
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N
I~~~
_—

La funcién x pasa de decrecer a crecer en t = 1 y la funcién y pasa de crecer a
decrecer en t = 0; los puntos correspondientes a estos valores del parametro son:

(x(0),5(0)) = (1,2),  (2(1),y(1)) = (0,0)

Por lo tanto: hasta (1,2) la curva se recorre de derecha a izquierda y de abajo a
arriba; desde (1,2) hasta (0,0) la curva se recorre de derecha a izquierda y de arriba
a abajo; desde el punto (0,0) se recorre de izquierda a derecha y de arriba a abajo.
Con la informacién anterior y situando los puntos de corte con los ejes, es facil

dibujar la curva:

(1,2)

Como hemos mencionado antes, si una curva es regular en un punto, entonces
en ese punto la curva no tiene un pico. Geométricamente, esto se traduce en que es
posible trazar una recta tangente a la curva en ese punto. Esta recta tangente se

define a partir de la derivada de la parametrizacién.

DEFINICION 2.1.10 Sea X = z(t), Y = y(t), t € I una parametrizacion de la
curva C. Si (2'(to),y (to)) # (0,0), las siguientes ecuaciones determinan la recta
tangente a C en el punto (x(t), y(to)):

z = z(to) + A2’ (to)
y = y(to) + Ay (to)

En donde \ es el pardmetro de la recta.
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En la definicién anterior, la recta tangente se define usando una parametrizacion;

podemos eliminar el parametro para obtener su ecuacion cartesiana:
2/ (to)(y — y(to)) = y'(to) (z — 2(to))

EJEMPLO 2.1.11 Sila curva es el grafo de una funcién real de variable real, es decir,

(X,Y) = (¢, f(t)), entonces, z(ty) = zo, y(to) = f(z0), 2'(to) = 1 e ¥'(to) = f'(to)-
Sustituyendo en la ecuacién anterior, obtenemos la conocida expresion de la recta
tangente a la grafica de una funcion.

y — flzo) = f'(x0)(x — o) =
EJEMPLO 2.1.12 En la curva del ejemplo 2.1.9,
()=t -2t 41

y(t) =2 — 22
teR

el vector tangente en (z(t),y(t)) es:
(@'(t),y/ (1)) = (2t — 2, —4t)

Por lo tanto, el vector tangente en t = 0 es (2/(0),4(0)) = (—2,0) y la recta tangente
en (2(0),y(0)) = (1,2) es paralela al eje OX; el vector tangente en t = 1 es (0, —4)
y la recta tangente en (z(1),y(1)) = (0,0) es paralela al eje OY'. O

Otra interpretacion del vector derivada proviene del campo de la fisica. Si la para-
metrizacién corresponde a la trayectoria de un movimiento en funcién del tiempo,

la derivada se corresponde con el vector velocidad.

2.1.1.2. Asintotas

Intuitivamente, una recta es asintota de una curva si la distancia entre ambas va
decreciendo a 0. El estudio de la existencia de una asintota es diferente dependiendo
de si la recta es vertical, horizontal u oblicua. El siguiente resultado muestra las

condiciones que debemos comprobar para determinar la existencia de asintotas.

PROPOSICION 2.1.13 Consideremos una curva (x(t),y(t)), t € I.

1. Si para un valor del parametro ty, lim z(t) = a y lim y(t) = oo, entonces la
t—to t—to

recta x = a es una asintota vertical de la curva.

2. Si para un valor del parametro to, lim z(t) = oo y lim y(t) = a, entonces la
t—to t—to

recta y = a es una asintota horizontal de la curva.
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X
Figura 2.1: Curva del ejemplo 2.1.14.
3. Si para un valor del parametro tg,
tli}n% l‘(t)) = +o0, tlgg) y(t) = £oo0,
O " _ _
tli}n% o0 m € R, tli}r%(y(t) mz(t)) =n eR

entonces y = mx + n es una asintota de la curva.
Los tres apartados se verifican igualmente si consideremos tg igual a +oo.

Obsérvese que las asintotas se localizan en valores del parametro que no pertenecen
al dominio de, al menos, una de las dos coordenadas.

EJEMPLO 2.1.14 Vamos a estudiar si la siguiente curva tiene asintotas.

7t —3

el y(t) T S

z(t)
El dominio de las funciones x(t) e y(t) es R, y por lo tanto, si la curva tiene asintotas,
estas deben estar en +00 0 en —oo. Las dos funciones verifican la tercera condicion

en los dos casos:

7—t3 —3
If = lim —— =— i - lim —— = —
t—gl-noox(t) t—g—noo 1412 oo t—}inooy(t) t—g-noo 1+ t2
lim z(t) = I Tt lim y(t) = I - _
b P = A T T e T S T e T

Intentamos calcular las pendientes de las asintotas:

() T O O O o
Iim =% = lim . = lim =
t—+o0 a:(t) t—too 1 +12 7 —13 t—too 7 — 13
y(t) A —3

t——oo z(t) t—lgglool—i—ﬂ 713 tlgljnoo7—zt3:1
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Figura 2.2: Sistema de representacién polar.

Por lo tanto, si la curva tiene asintotas, sus pendientes son igual a 1. Terminamos

de calcular los dltimos limites que demuestran que efectivamente la curva tiene

asintotas.
) , -t T- t3) , ~7
Jm () =) = Tim (1+t2 “1re) T A0
) , -t T t3> , ~7
Jm () —2(t) = Tim <1+t? 1) T AT

Por lo tanto, la recta y = z es asintota de la curva tanto en +o0o como en —oo (ver
figura 2.1). O

2.1.2. Curvas polares

Hemos visto en el tema anterior que una forma alternativa de representar los
puntos de un plano es mediante coordenadas polares. En general, un sistema de coor-
denadas polares queda determinado por un punto O, llamado polo, y una semirrecta
con extremo en O, llamada eje polar. Dado un punto ) en el plano, consideramos
la semirrecta R con extremo en el polo y que pasa por @ (recta radial del punto);
la posicion de ) en coordenadas polares se fija por distancia del punto al polo, r,y
el dngulo 0 entre el eje polar y la recta radial medido en el sentido contrario a las
agujas del reloj; el par (r,0)p es la descripcién por coordenadas polares del punto Q.

El sistema cartesiano y el sistema polar se superponen identificando el polo con
el origen de coordenadas y el eje polar con el semieje positivo de OX, tal y como se
muestra en la figura 2.2.

DEFINICION 2.1.15 Dada una funcién f: D C R — R, llamamos curva polar aso-
ciada a f al conjunto de puntos (f(6),0)p del plano polar.

Es decir, la curva polar asociada a f queda determinada por las siguientes ecuaciones
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paramétricas:
x = f(0)cosb
y = f(0)send
0eD

Aunque la parametrizacién anterior permite estudiar las curvas polares como cual-
quier curva paramétrica, es conveniente utilizar las propiedades especificas de este
tipo de curvas.

PROPOSICION 2.1.16 Si f es derivable, f(6y) # 0 y f'(6p) = 0, entonces la curva
polar correspondiente y la circunferencia de centro en el origen y radio |f(0y)| son
tangentes en el punto (f(6y),00)p-

PROPOSICION 2.1.17 Si f es derivable y f(6p) = 0, entonces la recta radial con

dngulo 8y es tangente a la curva polar correspondiente en el origen de coordenadas.

La demostracién de este resultado es inmediata considerando la parametrizacion
correspondiente a la curva polar:

2'(0) = f'(0) cos§ — f(6) senb
f'(0)senf + £(0)cos@

@\

—~
D

~
Il

Si f(6y) = 0, el segundo sumando de las dos derivadas anteriores se anula al eva-
luarlas en 6y:

a'(60) = f'(6o) cos b
y'(60) = f/(60) sen by

Por lo que, efectivamente, el vector (z'(6p), 4’ (0y)) es paralelo a (cos 6y, sen )

EJEMPLO 2.1.18 Vamos a dibujar la curva polar » = 1 4+ 2cosf, 6 € [0,27]. La

parametrizacion de esta curva es:

X =(1+2cosf)cosb
Y =(1+2cosf)send

Pero en lugar de usarla para dibujar la curva, vamos a representar primero la funcién
en el plano cartesiano y a trasladar la grafica al plano polar usando las propiedades
establecidas en los resultados anteriores, seglin se muestra en la pagina 67.

En primer lugar, dibujamos sobre los ejes de coordenadas un “mallado polar”
sobre el que dibujaremos la curva. Esta malla es similar a la cuadricula que dibu-
jamos en el plano cartesiano y que nos sirve de referencia; pero en este caso, la
malla estd formada por rectas radiales correspondientes a angulos significativos y
circunferencias centradas en el origen con diferentes radios.

Podemos observar que para 6 € (%’r, %’T), f(0) <0, por lo que los puntos corres-

pondiente quedan entre el primer y cuarto cuadrante. Adema4s, f(%“) = 0, por lo
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67

2r/3 |m 2r
47 /3

Figura 2.3: Representacién de la curva polar r = 1 + 2 cosf (Ejemplo 2.1.18)

Grados en Ingenieria Informatica, del Software y de Computadores



68 Calculo para la computacion

que la recta tangente en el correspondiente punto de la curva es la recta radial de

angulo %” Lo mismo ocurre en 0 = %’r O

2.1.3. Complecion de cuadrados

En la siguiente seccién y méas adelante a lo largo del curso, vamos a necesitar
realizar una transformacién sobre polinomios de segundo grado que se denomina
complecion de cuadrados. Aunque es una transformacién bastante simple, permi-
te resolver muchos problemas: resolucién de ecuaciones e inecuaciones de segundo
grado, estudio y representacién de cénicas, simplificacion de expresiones, calculo de

primitivas,. . .

El objetivo de la transformacion es que, en la expresion resultante, la variable

aparezca solo una vez. Por ejemplo,
P42 —1=(x+1)°-2;

en la expresién de la derecha, la variable x aparece solamente en (x + 1)2. Natural-
mente, dado que estamos trabajando con polinomios, en la expresion transformada

solo podran aparecer sumas, restas y productos.

EJEMPLO 2.1.19 El primer método para conseguir esta transformacién es utilizar
identificacién de coeficientes. Por ejemplo, para completar cuadrados en el polinomio
222 — 3z + 1 podemos buscar pardmetros A y B tales que:

202 —3x4+1=2(x+A)?*+B

A partir de aqui, expandiendo la expresion de la derecha e identificando coeficientes,

obtenemos un sistema de ecuaciones que permite determinar la expresién buscada.

202 =3z +1=2(x+ A’ +B
2202 —3x 4+ 1=2(x*+ 24z + A>) + B
222 — 3z 4+ 1 =22 + 4A2 + 24> + B

Por lo tanto,

4A=-3 = A:_TB
9 —1
242+ B=1 = B=1-2—=
+ 16 8’
3\ 1
ydeahi:2x2—3x+1:2(:r—1> — 3 O

Debemos acostumbrarnos, no obstante, a realizar esta transformaciéon de una

forma més rapida. Sinos fijamos en el caso particular 2+bz y recordamos la férmula
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del cuadrado de un binomio, es facil concluir que la complecion de cuadrados tendra

la siguiente forma:

b\ 2
x2+bx:(m+§> +...

Si elevamos al cuadrado “mentalmente”, nos aparece el niimero b%/4, que no esta en

el lado izquierdo, y por lo tanto debemos “eliminarlo”, es decir:

b>2 b?
2 _ e _

Si aprendemos a desarrollar mentalmente la igualdad anterior, el proceso de com-
plecién de cuadrados podré hacerse sin necesidad de recurrir a ecuaciones.

EJEMPLO 2.1.20 Vamos a transformar el polinomio 2x? — 42 4 1 usando el proceso

explicado anteriormente:

EJEMPLO 2.1.21 En el ejemplo anterior, hemos sacado factor comtn al coeficiente
de 22 para que los calculos siguientes sean més simples. En algunos casos serd mas
sencillo proceder directamente sin hacer este paso.

También podemos obtener otras expresiones en las condiciones indicadas:

3\2 7 8z —3)2 7 1

2 2

-3z +1= . —=—t — = —3)%+ |
4o” —3x +1 (237 ) 16 16 6= 16 ((83: 3) 7)

EJEMPLO 2.1.22 Ya hemos resuelto varias ecuaciones de segundo grado aplicando la
férmula que todo estudiante sabe desde sus anos de educacion primaria. En realidad,
no es mas que una consecuencia de la complecién de cuadrados que hemos aprendido
en esta secciéon. Resolvemos en este ejemplo una ecuacién sin utilizar la férmula y

dejamos al alumno el ejercicio de deducir la férmula para una ecuacién general
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ax® + bx + ¢ = 0 siguiendo los mismos pasos.

2 —z—-2=0

N2 9
— ) —Z =0
(w 2) 1
(+-3) =1
r——) =-
2 1
13 13
TT9 Ty TTHT Ty
T =2, r=-1

De forma equivalente, también podriamos utilizar complecién de cuadrados y la
identidad A% — B2 = (A + B)(A — B) para factorizar directamente los polinomios.
Por ejemplo, sobre el mismo ejemplo anterior, podemos hacer lo siguiente:

1\N2 9 1,2 32
2 _ _ _
* *9”*2_(9“5) *Z_(xfi) 2 T

=(s-3+3)e-5-3)=G+ne-2 O

2.1.4. Cénicas

Una forma alternativa de describir lugares geométricos del plano es mediante
ecuaciones cartesianas. Si P(x,y) es cualquier expresién en la que aparecen involu-
cradas las variables = e y, la igualdad P(z,y) = 0 se denomina ecuacién cartesiana
del siguiente conjunto de puntos:

{(z,y) € R? | P(z,y) = 0}

Dependiendo de la expresién, este conjunto puede ser vacio, contener un tinico punto
o un conjunto finito de puntos, describir una o varias rectas, una o varias curvas e
incluso una regién del plano. Para abreviar, en muchas ocasiones nos referiremos al

conjunto anterior como “la curva P(z,y) = 0.

EJEMPLO 2.1.23 Si P(z,y) es un polinomio de grado uno, entonces P(z,y) = 0 es
una recta. Por ejemplo, x — 2y — 3 = 0 describe una recta, de la cual sabemos que el
vector (1,—2) es un vector perpendicular a ella, es decir, (2,1) es un vector director;
sustituyendo x por un valor cualquiera, obtenemos un punto de la recta: para x = 0,
—2y—3 =0, es decir, (0, —3/2) es un punto de la recta. A partir de aqui, deducimos
facilmente una parametrizacion:

(X.Y) = (o, _23) FH2,1) = (2t,t _ ;’) -

En esta seccion, nos vamos a centrar en las ecuaciones cartesianas definidas por
un polinomio de grado dos en las variables = e y:

P(z,y) =az® +bry +cy’ +dx+ey+ f =0 (2.2)
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Para que el polinomio en (2.2) tenga grado 2, necesariamente al menos uno de los
coeficientes a, b o ¢ tiene que ser distinto de cero; en tal caso, el lugar geométrico se
denomina cdnica. También estdn incluidos algunos lugares geométricos que visual-
mente no son curvas propiamente dichas y que se denominan conicas degeneradas;

en el siguiente ejemplo mostramos ejemplos sencillos de este tipo de cénicas.

EJEMPLO 2.1.24
1. {(z,y) | x2+y2+1:0}:®

2. {(z,9) | 2%+ = 0} = (0,0)

3. {(z,y) | 22 — y* = 0} estd formado por las rectas x +y =0, x —y = 0 O

En este curso, vamos a trabajar con los polinomios de grado 2 sin término en xy.
Aparte de los tres casos del ejemplo anterior, si b = 0 la ecuacién (2.2) puede definir

una de las cuatro curvas que presentamos en los apartados siguientes.

Circunferencia. El lugar geométrico de los puntos cuya distancia a un punto fijo
C = (x0,y0) es constantemente r > 0, se denomina circunferencia de centro C' y

radio r y su ecuacién cartesiana es:

(z—20)* 4+ (y—wo)? =7

La circunferencia es un caso particular de elipse, que definimos en el item si-

guiente, aunque por su importancia, la destacamos como un tipo distinto.

EJEMPLO 2.1.25 La ecuacién 22 +y? = 4 determina una circunferencia centrada en
el origen y de radio 2. Si con el mismo radio, queremos que esté centrada en (—1,2),

la ecuacion sera:

(z+1)2+@y—22=4 <= 22+’ +20-4y+1=0 O

Observamos en este ejemplo que, al desarrollar los cuadrados, el polinomio no tiene
término en zy y los coeficientes en 22 e y? son iguales; de hecho, podemos caracterizar
a las circunferencias como sigue: si b = 0 y a = ¢, entonces la ecuacion 2.2 representa
una circunferencia o una conica degenerada. Para deducir si es degenerada u obtener
el centro y el radio de la circunferencia, basta con aplicar la técnica de completar
cuadrados a los sumandos en x y a los sumandos en y.
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EJEMPLO 2.1.26 La ecuacién 922 + 9y? — 36z + 54y + 116 = 0 corresponde a una
circunferencia:
0=922+9y> — 36z + 54y + 116 =9(z — 2> +9(y + 3)? — 1 —=

<:>(a:—2)2+(y+3)2:$

Es decir, su centro es (2, —3) y su radio es 1/3. O

Elipse. El lugar geométrico de los puntos cuya suma de distancias a dos puntos
F1 y F5 es constante se denomina elipse. El centro de la elipse es el punto medio del
segmento que une los dos focos, es decir, %(Fl + F3). Si los focos estén en los puntos
(=¢,0) y (¢,0), con ¢ > 0, y la suma de las distancias a los focos es 2a, la ecuacién

queda como sigue:

Y

b
a
2 2
7+y7:1 /’\ .
b2

2

verificdindose que a? = ¢? + b%, por lo que, necesariamente, a > b.

Si los focos estdn en los puntos (0,—c) y (0,¢), con ¢ > 0, y la suma de las
distancias a los focos es 2b, la ecuacién que se obtiene es la misma,

verificindose la igualdad b* = ¢? + a2, por lo que necesariamente b > a.

E.T.S.I.Informéatica



2.1. Curvas planas. 73

Si desplazamos la elipse para que tenga su centro en (zg,yo), la ecuacién que

obtenemos es ) )
(z — o) N (¥ — o)
a? b2

Si desarrollamos los cuadrados, obtendremos un polinomio sin término en xy, aunque

=1
en este caso los coeficientes de x2 e y? son distintos pero con el mismo signo.

Hipérbola. El lugar geométrico de los puntos cuya diferencia de distancias a dos
puntos F} y Fy es constante se denomina hipérbola. El centro de la hipérbola es el
punto medio del segmento que une los dos focos, es decir, %(Fl + Fy). Si los focos
estan en los puntos (—c¢,0) y (¢,0), con ¢ > 0, y 2a es la diferencia de las distancias
a los focos, la ecuacion de la hipérbola es

~

.732

2 P \
a? b2 / a\ Fy

en donde a? + b% = 2. Si los focos estdn en los puntos (0, —c) y (0,¢), con ¢ > 0, y
2b es la diferencia de las distancias a los focos, la ecuacion de la hipérbola es

Y

.

a2 b2

=1

N
/

en donde igualmente a? + b?> = ¢?. Como se observa en las figuras, en ambos
casos las rectas bx — ay = 0, bz + ay = 0 estdn muy proximas a la curva pero no la
cortan; estas rectas son las asintotas de la hipérbolas.
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Si desplazamos las hipérbolas para que tengan su centro en (xg, yo), las ecuaciones
que obtenemos son

(=20 (=) _,
a? b2 a

—(z - 900)2 (y — yo)2

2 + b2 =1

Si desarrollamos los cuadrados, obtendremos polinomios sin término en xy y los
coeficientes de z? e y? tienen distinto signo.

Parabola. El lugar geométrico de los puntos que equidistan de una recta r y un
punto F', se denomina pardbola con foco F y directriz r. En la figura que aparece
abajo, mostramos dos ejemplos de parabolas; si el foco es el punto (0, d) y la directriz

es y = —d, obtenemos la pardbola de la izquierda; si el foco es el punto (d,0) y la
directriz es * = —d, obtenemos la parabola de la derecha:
2 = 4dy y? = 4ddx
y Y
W X
R —d N\d
d g | X
JE— _d 4 :

Si desplazamos estas parabolas para que tengan su vértice en (xg,yop), las ecua-

ciones que obtenemos son:

(z — 20)* = 4d(y — yo), (y — o) = 4d(x — o)

Al desarrollar estas ecuaciones obtenemos polinomios en los que no hay término en

xy v falta, o bien el término en 22, o bien el término en y2.

Otra forma de obtener estas curvas es mediante la siguiente descripcién. Si con-
sideramos un cono circular hueco y lo cortamos con un plano, la curva resultante en

la seccién es una conica y dependiendo del angulo de corte, se obtiene una u otra.
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Parédbola Hipérbola Elipse

Si el corte es perpendicular al eje de cono, obtenemos una circunferencia; si el corte
es paralelo a la generatriz se obtiene una parébola; si el corte es paralelo al eje se
obtiene una hipérbola; cualquier otro corte, produce una elipse.

Naturalmente, también es posible describir una cénica mediante ecuaciones pa-
ramétricas. A continuacién vemos la parametrizaciones de las conicas en sus posi-
ciones tipicas y en la seccién siguiente aprenderemos cémo parametrizar una cénica

arbitraria.

Circunferencia con centro (xg,yo) y radio r:

x(t) = xo +rcost

2 y(t) = yo + rsent

t € [0,2n]

(z—x0)*+ (y—yo)> =r

Elipse centrada en (xg,yo) y semiejes a >0y b > 0:

x(t) = x9 + acost

(z —azﬂﬁo)2 + (y — yo)2

=1 y(t) = yo + bsent
t € [0, 2]

Hipérbola centrada (zo,yp), con asintotas paralelas a las rectas bx + ay = 0,
br —ay =0,a>0,b>0,y cortando al eje OX:

) ) z(t) = 9 + acosht x(t) = zo — acosht
r—x —
( a2 of W beo) =1, y(t) = yo + bsenht y(t) = yo + bsenht
teR teR

Centrada (xo,yo), con asintotas paralelas a las rectas bx +ay = 0, bx —ay = 0,
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a>0,b>0,y cortando al eje OY:

x(t) = xog + asenht x(t) = o + asenht
—(z —20)®  (y—w)?
a2 + b2 =1, y(t) = yo + bcosht y(t) = yo — beosht
teR teR

En estos casos, necesitamos una parametrizacién distinta para cada rama de

la hipérbola.

Parébola con vértice en (x9,yo), eje paralelo a OY, § > 0 distancia del foco al

vértice:
z(t)=x0+a-t

(x — 20)* = aly — vo) y(t) =yo +a- 12
teR

Con vértice en (xo,%0), eje paralelo a OX, ¢ > 0 distancia del foco al vértice:

z(t) =z0 +a-t?
(y — 0)* = az — xo) y(t)=yo+a-t
teR
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LECCION 2.2
Campos escalares

En la leccién anterior hemos trabajado con polinomios de dos variables, es decir,
un ejemplo de funcién definida en el espacio R?. En esta leccién, vamos a trabajar
con funciones generales con dos o mas variables, es decir, vamos a trabajar con
funciones definidas en espacios R™. Posiblemente, se haya trabajado en estos espacios
utilizando su estructura de espacio vectorial pero ahora, estamos interesados en
establecer las nociones de continuidad y diferenciabilidad de funciones definidas en

ellos.

Para denotar los elementos de R™ se suele utilizar una variable con un flecha
encima, Z, o bien variables en “negrita”, x; a lo largo del curso utilizaremos esta
segunda notacion, ya que los elementos de R pueden identificarse tanto con vectores
como con puntos. Ademds, escribiremos las coordenadas de los vectores utilizando

subindices: © = (z1,...,x,) € R™.

En general, cualquier funcién definida en un subconjunto de un espacio R™ se
denomina funcion de varias variables. Si la imagen estd contenida en R se denomina

campo escalar,
f:DCR™ >R

Si la imagen esté contenida en R¥ se denomina campo vectorial,
f:DCR™—RF

En este tema, nos centramos en los campos escalares, en la leccién anterior hemos
trabajado con funciones vectoriales y, méas adelante en el curso, trabajaremos con
campos vectoriales. En cualquiera de los dos casos, el conjunto D se denomina do-
minio del campo y se denota Dom(f). Algunos problemas exigirdan trabajar en un
dominio determinado y en tal caso tendrd que ser especificado; en caso contrario,
entenderemos que el dominio es el mayor posible.

1
EJEMPLO 2.2.1 La expresién f(x,y) = ———— define un campo de R? en R. El
=y

mayor dominio con el que podemos trabajar es el formado por los puntos tales

que = > y, es decir:

Dom(f) = {(z,y) € R? | = > y}
Graficamente, los puntos del dominio son los que estan estrictamente por debajo de
la bisectriz del primer y tercer cuadrante del plano R2. O

Sabemos que la representacién grafica de las funciones reales de una variable es
una herramienta muy util para describir sus caracteristicas; sin embargo, en campos
escalares solo podremos utilizar esta herramienta en unos pocos casos. Por una parte,

podemos definir el grafo de un campo escalar f como

gr(f) ={(z1,...,2m, f(z1,...,20)) € R™TL (21, ... 2,,) € Dom(f)}
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aunque solamente podremos visualizar este conjunto para m =1 o m = 2, ya que
en tal caso, este conjunto es una superficie de RR3.

EJEMPLO 2.2.2 El campo escalar definido por f(z,y) = 22 + y? tiene por dominio
a todo el espacio R2. Su grafo es el conjunto:

gr(f) = {(z,y,2 + y*); (z,y) € R?}

No es dificil imaginar cudl es la forma de esta superficie si observamos que, haciendo
constante la coordenada z de cada punto, 22+ y? = ¢, las curvas que obtenemos son
circunferencias y si cortamos por cualquier plano que contenga al eje OZ, es decir,
y = mx, las curvas que obtenemos son parabolas. Es decir, la superficie es la figura
de revolucién que se obtiene al girar una parabola sobre su eje. Esta superficie es la
que nos encontramos, por ejemplo, en las antenas parabdlicas. O

Otra forma de representar los campos escalares es a través de las superficies y
curvas de nivel: si ¢ € Im(f), llamamos superficie de nivel de f asociada a ¢, al
conjunto

N(f,e)={z e D] f(z) = c}

Si m = 2 estos conjuntos se denominan curvas de nivel. Aunque, como hemos visto
en la leccién anterior, los conjuntos descritos como f(x,y) = 0 no tienen que ser
necesariamente curvas, puede ser un conjunto vacio, contener uno o varios puntos,

una o varias rectas o curvas,. . .
EJEMPLO 2.2.3 En el campo f(z,y) = 2% + 32, las curvas de nivel serfan:
2 +yi=c, ¢>0
Sabemos de la leccién anterior que estas curvas son circunferencias centradas en el
origen y radio /c.

El campo g(z,y) = log(z% + y?) tiene las mismas curvas de nivel, circunferencias
centradas en el origen:

log(z® +9%) = ¢

x2+y2:ec

Sin embargo, para cada valor ¢, su radio es v/e°. O

Para poder visualizar los campos usando sus curvas nivel se hace la representacién de
la siguiente forma: elegimos varios valores equidistantes, ¢y, co,..., ¢,, y dibujamos
las curvas correspondientes a estos valores, f(x) = ¢;. Por ejemplo, aunque los dos
campos del ejemplo 2.2.3, f(z,y) = 22 +v?, g(z,y) = log(x?+%?), tienen las mismas
curvas de nivel, su representacion seria distinta, ya que para los mismos valores c;,

las circunferencias correspondientes a dichos valores, son distintas.
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Figura 2.4: Representacion de campos escalares
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f(z,y) = senh(z® + y?)

1 Y

10
-10 0
5
25
0
25
5
_2 _1 0 Z
1
flzy) == Y X

Figura 2.5: Representacion de campos escalares
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Podemos encontrar representaciones de campos mediante curvas de nivel en los
mapas de temperaturas y de presiones; en estos casos, las curvas de nivel se deno-
minan isotermas e isobaras respectivamente. En las figuras 2.4 y 2.5 vemos algunos
ejemplos de campos escalares y sus representaciones haciendo uso del grafo y de

curvas de nivel.

2.2.1. Campos escalares lineales

Dedicamos esta seccién a un ejemplo de campo escalar: los campos escalares
lineales. Estas aplicaciones seran la base para las definiciones y desarrollos asociados
al concepto de diferenciabilidad.

Los campos escalares lineales en R™ responden a la expresion:
flx1,...,xp) =a1x1 + -+ + apxy

en donde aq,...,a, son nimeros reales. La expresion a1x1 + - - - + a,x, se denomina

igualmente forma lineal y es un polinomio de grado 1 sin término independiente.

Estos campos se pueden escribir de varias formas. Por ejemplo, en forma matricial
se definen a partir de la matriz A = (a1 -+ - ayn) € Mixn(R):

Z1
flxr, ... xp) = (a1 ay) : = Az
Tn
Aunque anteriormente hemos representado los vectores como (x1,...,%,), cuando

trabajamos matricialmente, los vectores deben tratarse como matrices columnas:
T
T = : € Mpx1(R)
Tn

Para los objetivos de este tema y para los cdlculos que realizaremos en €él, es mas ade-
cuado, sin embargo, definir los campos escalares lineales usando el producto escalar;

en este caso, el campo escalar lineal se define con el vector a = (ay,...,a,) € R™

f@)=a-a

No obstante, no debemos olvidar que las tres expresiones definen la misma funcién

y que por lo tanto, solo son tres formas distintas de escribir lo mismo.

EJEMPLO 2.2.4 El campo f(x,y,2) = 62 —y + 2z es un campo lineal y se puede
escribir como:
f(x,y,z):6m—y+2z:(6,—1,2)-(x,y,z) U

Recordemos ahora las propiedades mas importantes de los campos lineales. Si f es
un campo escalar lineal, entonces:
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TEOREMA 2.2.5 Si f es un campo escalar lineal, entonces:

1. f(x+vy)=f(x)+ f(y) para todo x,y € R".
2. f(kx) =kf(x) para todo x € R™ y para todo k € R.

3. Si para cada 1 '
a; :f(el-) :f(O,...,i,...,O)

ya=(ay,...,ay), entonces f(x) =a - x.

Las dos primeras propiedades caracterizan a las aplicaciones lineales y son usadas
para definir este tipo de aplicaciones en espacios vectoriales generales. La tercera
propiedad se usa fundamentalmente para hacer desarrollos sobre aplicaciones lineales
desconocidas o arbitrarias, ya que nos da una forma de expresar los coeficientes a
partir de la propia aplicacion.

Los campos lineales no deben confundirse con los campos afines, que se definen
a partir de ellos como sigue.

DEFINICION 2.2.6 Un campo afin en R™ responde a la expresion
fley,. .. xn) =a1x1+ -+ apxy + b
que puede ser escrita haciendo uso del producto escalar como

fle)=a-xz+b

En el caso particular de R?, haremos uso de los grafos de los campos lineales y afines.
Concretamente, el grafo del campo f(z,y) = a1z + agy es el plano

a1x +ay —z=0

que es normal (perpendicular) al vector (ai,as,—1) y pasa por el origen de coor-
denadas. De la misma forma, el grafo del campo afin f(z,y) = a1z + a2y + b es el
plano
az+ay—(z—0)=0

que pasa por el punto (0,0,b) y es normal al vector (ai,as, —1).

A lo largo del tema, trabajaremos con planos en R3, por lo que es conveniente
repasar las distintas formas de expresar analiticamente este tipo de conjuntos. En
particular, para determinar un plano en R? es suficiente con dar un punto del plano,

Py = (x0,Y0, 20), y un vector normal, v = (v1, v2, v3); la ecuacién del plano dado por
estos dos elementos es

vi(x — xo) +v2(y — yo) +v3(z —20) =0

Esto es consecuencia de la definicién del producto escalar, por la cual, el producto
de dos vectores perpendiculares es 0. En este caso, si P = (z,y, z) es cualquier punto
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del plano, entonces el vector PO?’ = P — Py es perpendicular al vector v y por lo
tanto:

v (P—PR) =0
(vi,v2,v3) - (x — %0,y — Yo,2 — 20) = 0

vi(x — z0) +v2(y — o) +v3(2 — 20) =0

EJempLO 2.2.7 El plano perpendicular al vector (=2, 1, —1) y que pasa por el origen
de coordenadas es:
—2r+y—2=0

Si queremos que el plano pase por el punto (—1,0, 1), la ecuacién es:

x4+ 1) +y—(z2-1)=0
—2r4+y—2—-1=0 O

2.2.2. Continuidad

De manera intuitiva, el limite de una funcién de una variable en un punto a es el
valor que deberia tomar la funcion en ese punto deducido a partir de lo que ocurre
a su alrededor; de esta forma, una funcién es continua en el punto si el valor en él
coincide con el valor previsto segin lo que ocurre a su alrededor.

2

x
Por ejemplo, si consideramos el campo f(z,y) = % y el punto a = (1,2)

€x Y
de su dominio, podemos estudiar la existencia del limite en este punto considerando

sucesiones x,, e y, tales que limz, = 1 y limy, = 2; entonces:
Tny2 1-2? 4

1f syn) =l = 5
m f(2n, yn) m 37721 + y% 12 4 22 5

Dado que este limite no depende de las sucesiones x, € y,, podemos afirmar que

2
x 4
(zy)=(1,2) 22 +y= D
También podemos calcular de esta forma limites en puntos fuera del dominio. Por
ejemplo, para el mismo campo, podemos calcular el limite en el punto (0,0) con-
siderando sucesiones x,, e y, tales que limz, = 0 y limy, = 0; en este caso, la

evaluacién del limite

2
. , InyY,
i f (2, yn) = lim ———
’ xp + s
y2
nos lleva a una indeterminacién, pero teniendo en cuenta que ﬁ < 1, deduci-
x
mos que n T In
2
x
2”7%2 < |zn]
Tyt Yn
y dado que el limite de x,, es 0O,
xn@/i _

lim f(zn, = lim =
f(@n; yn) 22 + 2
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En este caso, el limite tampoco depende de las sucesiones z,, € y, y podemos afirmar
que
2
P Ly
T Sy
(z,9)—(0,0) T2 + Yy

Sin embargo, por lo general no es sencillo eliminar las indeterminaciones como hemos
hecho en este ejemplo o decidir que un limite no existe; el simple estudio de limites
laterales que hacemos para funciones de una variable, se complica cuando tratamos
con campos escalares. Por esta razon, vamos a dejar este tipo de problemas fuera de
los objetivos de este curso y solo trabajaremos con funciones a las que se les puede

aplicar el siguiente resultado.

COROLARIO 2.2.8 §iun campo escalar estd determinado por operaciones algebraicas
entre funciones elementales (polinomios, exponenciales, trigonométricas,. .. ) en un
dominio D, entonces el campo es continuo en dicho dominio; es decir, el limite del

campo coincide con el valor en el correspondiente punto.

Graficamente, la propiedad de continuidad de un campo se traduce en la conti-
nuidad de su grafo, es decir, este no presentara ni agujeros ni rupturas.

2.2.3. Diferenciabilidad

La definiciéon de derivabilidad de funciones reales de variable real se introduce
con dos objetivos:

s En términos geométricos, para formalizar la nocién de suavidad de una curva

y proveer una definiciéon analitica de recta tangente.

= Desde el punto de vista de la fisica, para introducir la nociéon de tasa de
cambio de una magnitud escalar; por ejemplo, la velocidad en el estudio del
movimiento o la tasa de variacién de la temperatura en un recinto sometido a
una fuente de calor.

Si las magnitudes estudiadas dependen de varias variables (la medicién de la tempe-
ratura en una sala sera diferente segin la posicién del termémetro), también tiene
sentido plantearnos las cuestiones anteriores y, por lo tanto, necesitaremos extender
los conceptos planteados a estas nuevas situaciones. Usaremos ejemplos en R? para

motivar los conceptos, pero generalizaremos las definiciones a cualquier campo.

En primer lugar, antes de considerar el movimiento libre en cualquier direcciéon
desde un punto, imaginemos que desde ese punto a, nos movemos sobre una recta
en una direccién v. Entonces, el valor del campo sobre esta recta puede expresarse
usando una funcién de una variable, f(a + tv). La tasa de cambio puntual en el
punto @ y en la direccién v viene entonces dada por la derivada de esta funcién
ent=0,

d
—f(a+tu)
dt =0
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ya que f(a+0-u) = f(a). Este limite también se denomina diferencial de f en a

en la direccion v y, si el vector es unitario, se denomina derivada direccional.

DEFINICION 2.2.9 Sea f: D C R® — R un campo escalar, a € D, v € R". Llama-
mos diferencial de f en a al campo dfg: R™ — R definido como sigue

dfg(v) = %f(a + tv) .

Si el vector w es unitario, al nimero dfg(u) lo llamamos derivada direccional de f
en el punto a y en la direccién u y la denotamos por D, f(a).

Si el vector v es el vector e; (de la base candnica), la derivada direcciénal se

denomina derivada parcial i-ésima, que admite las siguientes notaciones:

dfafer) = Dif(a) = (@) (23

Estas derivadas se pueden calcular ficilmente sin recurrir al cdlculo de limites utili-
zando el siguiente resultado.

PROPOSICION 2.2.10 La parcial i-ésima de un campo f en R™ se calcula derivando
la expresion del campo considerando la variable x; como variable y el resto como
constantes, es decir:

0 d
= axif(xl,...,xn) =

Dif(x1,...,xp) fz1,...,2n)

Veamos la justificacion de la proposicién anterior para la primera variable de un

campo de dos variables. Por la definicién de derivada parcial:

0 d d
EACY) = —f((a,b) +t(1,0))| = —f(a+1,b)
Oz @w=(a) = dt t=0
y aplicando la regla de la cadena en la iltima expresién
d d d d
dtf(a + Y ) =0 dxf(m7 ) v—a dt (a + ) =0 dIf(x’ ) r—a

Por lo tanto, efectivamente

Ejempro 2.2.11
Vamos a calcular las derivadas parciales del campo f(z,y) = 222y — 2y? en el punto
a = (2,—1). En primer lugar, derivamos la expresién de f usando la regla anterior:

0
Dif(z,y) = ——(22°y — 2y®) = day — y°

Ox
Daf(y) = o-(2a% — ay?) = 22 — 22y
Y
Por lo tanto, D1 f(2,—1) = -9y D2f(2,-1) = 12. O
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Plano tangente. Las derivadas direccionales también tienen su interpretacion
geométrica. Los vectores (v1, v, dfg(v)) son tangentes al grafo de f en el punto a. Si
el campo es diferenciable, todos estos vectores forman un plano, el plano tangente
al grafo f en el punto a (ver figura 2.6). En este caso, df, debe ser un campo escalar

lineal y segiin hemos visto en la seccion 2.2.1:

al®) = (@aler)... dlalen) 0 = (5 (@)oo (@) v

DEFINICION 2.2.12 Sea f: D C R™ — R un campo escalar, a € D y supongamos

of of

que dfa es un campo lineal. Entonces, el vector (8—(61), e 8—(a)) se denomina
T X1

vector gradiente de f en a, y se denota V f(a):

Vf(a)= (%ﬁ(a), ey gi(a)>

Por lo tanto, si la aplicacién dfg(v) es lineal (lo cual ocurrird si f es diferenciable),

se verifica que:
dfag(v) =V f(a)- v

Y, en particular, si w es un vector unitario: D, f(a) = Vf(a) - u.

EjemMpPLO 2.2.13 Hemos calculado anteriormente las derivadas parciales del campo
fz,y) = 20y — xy*:
9 2 2 2
Dif(z,y) = 5227y —ay”) = day —y
0
Daf(,y) = 5-(22%y — wy?) = 22° - 2zy
Y
Por lo tanto el vector gradiente y la diferencial en el punto a = (2, —1) son:
Vf(2,-1)=(-9,12)
df(2,—1)(v1,v2) = Vf(2,-1) - (v1,v2) = (=9,12) - (v1,v2) = —9v1 + 1209 o

Ya podemos definir formalmente, espacio vectorial tangente y espacio afin tan-

gente.

DEFINICION 2.2.14 Sea f: D C R™ — R un campo escalar, a € D.

1. El conjunto de los vectores (vy,. .., U, vnr1) € R tales que:
Dif(a) - vi+ -+ Dpf(a) vy —vp41=0
se denomina espacio vectorial tangente al grafo de f en el punto a.
2. El conjunto de los puntos (z1,...,2n,2) € R"! tales que:
Dif(a)- (z1 —a1)+ -+ Dnf(a) - (zn —an) — (2 — f(a)) =0

se denomina espacio (afin) tangente al grafo de f en el punto a. Sin =2 lo

denominamos plano tangente y si n = 1 lo denominamos recta tangente.
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vec.tang. = (V1,02, dfa(v))

Figura 2.6: Representacion de la derivada direccional y vectores tangentes
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Hemos definido formalemente las nociones de derivada direccional, vector tan-
gente y espacio tangente, y hemos utilizado varias veces la palabra diferenciabilidad
sin definirla formalmente. La existencia de derivadas parciales y de derivadas direc-
cionales, o el hecho de que todos los vectores tangentes formen un plano, no son
caracteristicas necesarias para hablar de diferenciabilidad. Necesitamos ademas que
la diferencial del campo sea el campo escalar lineal que mejor lo aproxime en las cer-
canias del punto a. Esta propiedad coincide con la que conocemos para funciones de
una variable: la recta tangente es la que mejor aproxima la funcion con polinomios
de grado 1.

DEFINICION 2.2.15 Sea f: D C R®™ — R un campo escalar y a € D para el cual
existe el vector gradiente V f(a). Decimos que f es diferenciable en a si

1 _
,{lglom(f(aﬂ%) — fla) =V f(a)-h)=0

Por lo tanto, el estudio de la propiedad de diferenciabilidad se basa en el calculo
de limites en varias variables que, como ya hemos dicho, no vamos a abordar en
este curso. En la mayoria de los casos, sera suficiente con aplicar los resultados
que recogemos a continuacion y que aseguran la diferenciabilidad de los campos
expresados a partir de funciones elementales. A lo largo del curso, solo vamos a
trabajar con este tipo de funciones, y por lo tanto, no serd necesario estudiar la
condicién de diferenciabilidad a partir de la definicién.

TEOREMA 2.2.16 Si existen todas las derivadas parciales del campo escalar f y son
continuas en un entorno del punto a, entonces f es diferenciable en a.

La condicién dada en este teorema es suficiente para garantizar la diferenciabili-
dad, pero no es una condicién necesaria y, de hecho, se pueden establecer ejemplos
bastantes simples de campos diferenciables cuyas derivadas parciales no son con-
tinuas. Si un campo es diferenciable y su parciales son continuas, decimos que el
campo es de clase C!.

COROLARIO 2.2.17 Si un campo escalar estd determinado por operaciones algebrai-
cas entre funciones elementales (polinomios, exponenciales, trigonométricas, ... ),
entonces el campo es continuo y diferenciable en el dominio comiun a todas sus de-
rivadas parciales.

2.2.3.1. Notaciones posibles de derivadas y derivadas parciales

Hemos utilizado en las paginas anteriores varias notaciones para las derivadas
de funciones reales y para las derivadas parciales de campos escalares. Una de estas
notaciones es D; f(a), que se debe a Louis Frangois Antoine Arbogast y extiende la
notacién D f(a) para la derivada de funciones reales, aunque para funciones de una
variable, la notacién mas utilizada es f’(a), que se debe a Joseph-Louis Lagrange.
Estas notaciones son adecuadas para aplicarlas sobre el nombre de la funcién. Sin
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embargo, en muchas ocasiones trabajamos sobre campos sin utilizar un nombre
especifico, en estos casos, debemos utilizar la notacion de Leibniz, que toma su
nombre de Gottfried Wilhelm Leibniz,

0
ox;

< f) Flar.....z)

2.2.3.2. Propiedades del vector gradiente

La siguiente proposicién establece que la relacion entre continuidad y derivabili-

dad de las funciones reales se mantiene en la generalizacién a campos.

PROPOSICION 2.2.18 Si f es un campo escalar diferenciable en a, entonces f es
continuo en a.

Aunque en el estudio de campos concretos, no necesitaremos normalmente la apli-
cacién de las propiedades algebraicas que vemos a continuacién, estas pueden ser
utiles en algunas situaciones para simplificar calculos y realizar desarrollos tedricos

simples.

PROPOSICION 2.2.19 Consideremos los campos f: R" — R, g: R® — R, la funcidén
real ¢: R — R y la funcion vectorial v: R — R™.

1. Si f y g son diferenciables en a, entonces f + g es diferenciable en a y
V(f+9)(a) =Vf(a)+ Vy(a)
2. Si f y g son diferenciables en a, entonces fg también es diferenciable en a y

V(f9)(a) = g(a)Vf(a)+ f(a)Vy(a)

3. Si f es diferenciable en a y f(a) # 0, entonces 1/ f es diferenciable en a y

—1

V(1/f)(a)= W

Vi(a)

4. Regla de la cadena: Si f es diferenciable en a y ¢ es derivable en f(a), entonces
¢o f es diferenciable en a y

V(go f)la)=¢(f(a)Vf(a)

5. Regla de la cadena: Si ~ es derivable en ty y f es diferenciable en ~(ty),
entonces f o~y es derivable en ty y

(f o) (to) = Vf(7(to)) - ¥'(to)
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Vf(a1,az)

(a1,a2

Figura 2.7: El gradiente da la direccién de derivada direccional maxima.

Deducimos a continuaciéon una importante propiedad del vector gradiente. Si u es
un vector unitario, segin hemos definido anteriormente, la derivada direccional de

un campo f en un punto a y en la direccién u es:
Duf(a) =Vf(a) -u=|[Vf(a)lcosa

en donde « es el dngulo formado por los vectores u y V f(a). Por lo tanto, dado que el
modulo del vector gradiente es constante, el valor de la derivada direccional depende

solamente del angulo que el vector gradiente forma con la direcciéon considerada.

TEOREMA 2.2.20 Sea « es dngulo formado por V f(a) y un vector unitario w.

1. Si a = 0 (los vectores u y Vf(a) tienen la misma direccion), el valor del

coseno es mdzximo y por lo tanto, el valor de la derivada direccional es mdzrimo

e igual a Dy f(a) = |V f(a)].

2. Sia=m7/2 (los vectores u y V f(a) son perpendiculares) el valor del coseno es
0, es decir, derivada direccional es nula en la direccion perpendicular al vector
gradiente.

En la figura 2.7 representamos dos curvas de nivel de un campo f. Si nos movemos
desde el punto (a1, az) y queremos sufrir el cambio mas rapido en el valor del campo,
tendremos que ir en la direccién que nos da mayor proximidad a la siguiente curva
de nivel. El item 1 del teorema 2.2.20 indica que esta direccién es la dada por el
vector gradiente de f en ese punto.

Pero si nos movemos sobre la curva de nivel, no sufrimos ninguna variacion en el
valor del campo, es decir, la derivada direccional es 0; el item 2 del teorema 2.2.20
dice que esta direccién es normal al vector gradiente. Esta propiedad es véalida para

cualquier campo, como probamos a continuacion.

Sea «v: I C R — R" la parametrizacién de una curva contenida en una superficie
de nivel de un campo f, es decir, f(7y(t)) = ¢ para todo t, y supongamos que esta
curva pasa por el punto a, es decir, y(¢y) = a. Una simple aplicacién de la regla de
la cadena justifica el siguiente desarrollo:

0= (fo)(to) = VF(v(to)) - (to)
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Z Vg (0«1, az, (13)

Figura 2.8: El gradiente es normal a la superficie de nivel.

El vector derivada +/(tg) es tangente a la curva y por lo tanto a la superficie de
nivel; en consecuencia, la igualdad anterior permite afirmar que estos vectores son

perpendiculares al vector gradiente (ver figura 2.8).

TEOREMA 2.2.21 Sea f: D C R™ — R un campo diferenciable y consideremos una
superficie de nivel f(x) = ¢ y un punto a en dicha superficie. Entonces, V f(a) es
un vector normal al plano tangente a la superficie de nivel en punto a. Por lo tanto,
el espacio vectorial tangente a la superficie es:

Vf(a) - v=0
y el espacio afin tangente es:

Vfi(a) (x—a)=0

Como casos particulares, vamos a mostrar las expresiones de las rectas y planos

tangentes a curvas de nivel en R? y superficies de nivel en R3:

1. La recta tangente a la curva dada por f(x,y) = ¢ en un punto (zg,yo) es:
Dy f(wo,y0)(x — x0) + D2 f (20, y0)(y — yo) =0

2. Anélogamente, el plano tangente a la superficie dada por g(z,y,z) = ¢ (ver
figura 2.8) en un punto (zo, yo, 20) es:

D1 g(xo0, Y0, 20)(x — z0) + Dag(xo, Yo, 20)(y — yo) + D3g(z0, Yo, 20)(z — z0) =0

EJEMPLO 2.2.22 En la leccién anterior, hemos aprendido a calcular las rectas tan-
gentes a curvas parametrizadas. En particular, podriamos obtener la recta tangente
a una cénica utilizando las parametrizaciones que hemos introducido para las céni-
cas. Ahora, haciendo uso del vector gradiente, podemos calcular mas facilmente estas
rectas. Por ejemplo, la elipse
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es una curva de nivel del campo

2?2
y por lo tanto, un vector normal a dicha curva en un punto (zg,yo) es

2xg 2

En consecuencia, la recta tangente es:

21,‘0 2
?(fc—xo)Jr 2 Oy —y0) =0

zo
?(UC —960) + ﬁ(y—yo) =0

2
Zo Yo Yo
2” —*ﬂTz ‘z?z—o
Zo yo
—x—i—b—Qy 7+b72
xo Yo
+b2y—1 O

EJEMPLO 2.2.23 Dado un campo escalar en R?, su grafo puede considerarse como
la superficie de nivel de un campo en R3:
g(xaya Z) = f(x7y) -

Efectivamente, si g(x,y, z) = 0, entonces z = f(x,y). Por lo tanto, el plano tangente
a g(z,y,%) =0 es normal al vector

Vg(xo,%0,20) = (D1f(x0,%0), D2 f (0, v0), —1),

que permite construir el plano tangente introducido en la definicién 2.2.14:

D1 f(z0,90)(x — x0) + D2f (%0, %0)(y — y0) — (2 — f(z0,%0)) =0 o

2.2.4. Derivadas de orden superior

Para un campo f: D C R®™ — R diferenciable hemos definido las derivadas
parciales para cada punto del dominio y por lo tanto, estas definen un campo escalar
para cada ¢ con 1 <17 < n:

D;f: DCcR" =R
Tiene entonces sentido estudiar la diferenciabilidad de estos campos y calcular sus
derivadas parciales. Las derivadas parciales de los campos D;f se denominan deri-
vadas de sequndo orden de f y las notaciones posibles para ellas son

(52,) = 3
al'j _8.%'1'393]‘,

oz, Di(D;f) = Dy f.

Por el corolario 2.2.17, la continuidad de las derivadas parciales de segundo orden
asegura la diferenciabilidad de las derivadas parciales de f; en tal caso, decimos que
f es de clase C%. Una importante propiedad de estos campos queda establecida por el
siguiente teorema, que asegura que el orden de derivacién no influye en el resultado.
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TEOREMA 2.2.24 (DE SCHWARZ) Sea f un campo escalar tal que sus derivadas par-

ctales de sequndo orden son continuas; entonces, para cada i, j:
Dijf = Djif

Para los campos de clase C? y para cada punto de su dominio, definimos la siguiente

matriz n X n, que se denomina matriz Hessiana de f en a:

Dy f(a) Diaf(a) --- Dinf(a)
v f(a) = Do1f(a) Daaf(a) --- Da,f(a)
Dnlf(a’) Dn2f<a) e Dnnf(a‘)

Obsérvese que, por el teorema de Schwarz, esta matriz es simétrica. A partir de ella,
definimos el campo
A fo(u) = u'V:f(a)u,

que se denomina sequnda diferencial de f en a. Como ya dijimos anteriormente,
cuando trabajamos con expresiones matriciales, los vectores deben tratarse como
matrices columna y por esta razén escribimos la matriz transpuesta u' a la izquierda

de la matriz hessiana.
EJEMPLO 2.2.25 Vamos a calcular d?f, para f(z,y) = 22%y — 2y? y a = (2, —1):

flz,y) = 22%y — ay°
Vf(JI, y) = (4{Ey - y27 2%2 - 2$y)

4y 4x — 2y
V3 f(z,y) =
dr — 2y —2x
—4 10
V2f(2,-1) =
10 —4
—4 10 uUq
d2f(2,—1)(U1,u2) = (u1 u2)
—4 u2
d2f(2’_1) (uy,ug) = —4u% + 20ujug — 4u% O

Como vemos en este ejemplo, la expresién obtenida para d? f(2,—1) es un polinomio
de grado 2 sin términos de grado 1 o grado 0; estas expresiones se denominan formas

cuadraticas.

Todo el desarrollo mostrado en esta seccién puede continuarse para definir las
derivadas parciales de érdenes superiores (orden tres, cuatro,...). Sin embargo, en
este curso solo trabajaremos con las derivadas de segundo orden. Por ejemplo, con
estas derivadas, podemos mejorar la aproximacion dada por el vector gradiente en
la definicién de diferenciabilidad.
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TEOREMA 2.2.26 (FORMULA DE TAYLOR) Sea f: D C R™ — R un campo escalar
dos veces diferenciable y con parciales de seqgundo orden continuas. Entonces:

fla+u)=fla)+Vfa) u+ %utwf(a)u +lul*E(a,w),

en donde lim E(a,u)=0.

flul—0

Es decir, el campo f(a + u), en un entorno lo suficientemente pequeno de a, tiene

un comportamiento “parecido” al polinomio de segundo orden
fla)+Vf(a) u+ éutVZf(a)u.
Este polinomio también lo podemos escribir como:
T(@) = f(a) + V(a)  (x —a) + (=~ a)'V*f(a)(z - a).

EJEMPLO 2.2.27 Vamos a calcular el polinomio de Taylor de f(z,y) = sen(2? + y)
de orden 2 en el punto (0,0):

Vf(z,y) = (2xcos(x? +y), cos(z® + y))
V£(0,0) = (0,1)

2cos(2? +y) — 4a?sen(x? +y) —2xsen(x? +y)

V2 f(z,y) =
f@9) —2zsen(x? + y) —sen(z? 4 y)
V2£(0,0) =
0 0
20
Flesy) T y) =0+ (0,1) - (2.9) + 5(z v) "oyt o
00 Y
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LECCION 2.3
Optimizacién de campos escalares

Una de las aplicaciones del concepto de diferenciabilidad es resolver problemas
de optimizacion, es decir, encontrar los valores maximos y minimos de una magnitud
definida a partir de uno o varios parametros. Estos problemas se resuelven ficilmente
si la magnitud solo depende de un pardmetro, utilizando las derivadas de orden
superior de la funcién de una variable determinada por el problema. El objetivo
de esta leccién es generalizar esta técnica a campos escalares, es decir, optimizar

magnitudes escalares que dependen de varios pardmetros.

Empezamos introduccién algunos conceptos y resultados basicos.

DEFINICION 2.3.1 Un conjunto D C R™ se dice que estd acotado si existe r > 0 tal
que ||x — y|| < r para todo x,y € D.

Es decir, un conjunto estd acotado si la distancia entre cualquier par de puntos

es siempre menor que una cota fija.

DEFINICION 2.3.2 Un conjunto D C R"™ se dice que es cerrado si para todo © & D
existe r > 0 tal que: si ||z — yl|| < r, entonces y & D.

Es decir, un conjunto es cerrado si cualquier punto que no pertenezca a él esta
“separado” del conjunto, es decir, la distancia a cualquier punto del conjunto es

estrictamente positiva.

Sabemos que una funcién de una variable, continua en un dominio cerrado y
acotado siempre alcanza un valor maximo y un valor minimo en tal dominio. Esta

propiedad también se verifica para campos escalares.

TEOREMA 2.3.3 Sea f un campo escalar continuo en un conjunto D cerrado y aco-
tado. Entonces existen xg,x1 € D tales que f(xg) < f(x) < f(a1) para todo x € D.

Es decir, f(xg) es el valor minimo que toma el campo en el conjunto D y f(x1) es
el valor maximo. En tal caso, decimos que xg es un punto minimo y &1 es un punto

maximo.

2.3.1. Extremos locales

Igual que en el caso real, para determinar los maximos y minimos de un campo
debemos empezar por determinar los maximos y minimos locales o relativos, es decir,

los méaximos y minimos respecto de los puntos cercanos a él.

DEFINICION 2.3.4
1. f: D C R™ — R tiene un méximo local (o relativo) en a € D si existe r > 0,
tal que f(a) > f(x) para todo x € D tal que ||x — al| <.
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2. f: D C R" — R tiene un minimo local (o relativo) en a € D si existe r > 0,
tal que f(a) < f(x) para todo © € D tal que || — al <.

Utilizaremos la denominacién genérica de extremo local para referirnos a un punto
que sea maximo local o minimo local. El siguiente teorema justifica la definicién de

puntos criticos, entre los cuales encontramos los extremos locales de un campo.

TEOREMA 2.3.5 Si f: D C R" = R es un campo escalar diferenciable y a € D es
un extremo local de f, entonces V f(a) =0 = (0,...,0); es decir, todas las derivadas

parciales de f en a son nulas.

Graficamente, para funciones de una variable sabemos que la recta tangente al grafo
de la funcién en un extremo son paralelas al eje OX. Si n = 2 también obtenemos
una propiedad parecida, ya que si V f(a1,a2) = (0,0), entonces el plano tangente al
grafo en el punto (a1, az) es perpendicular al vector (0,0, —1), es decir, es paralelo
al plano XY

EJEMPLO 2.3.6
1. Para el campo f(x,y) = 2% + y? se verifica que Vf(z,y) = (2x,2y) y por
lo tanto, su unico punto critico es (zg,y0) = (0,0). Es fécil razonar que este
punto es minimo del campo:

x2+y220:f(0,0)

2. Para el campo f(z,y) = 22 — y? se verifica que Vf(z,y) = (2x,—2y) y por
lo tanto, su dnico punto critico es (zg,y0) = (0,0). En este caso, el punto
no es un extremo ya que f(0,0) = 0, f(z,0) = 22 > 0 para todo = # 0,
f(0,y) = —y? < 0 para todo y # 0. O

Los puntos en los cuales el vector gradiente es nulo se denominan puntos criticos.
En el ejemplo anterior, hemos visto que no todos los puntos criticos son méximos o

minimos; los puntos criticos que no son extremos locales se denominan puntos silla.

Por lo tanto, para determinar los extremos locales de un campo escalar diferen-
ciable, debemos localizar los puntos criticos y estudiar cudles son maximos, cuéles
minimos y cuales no son extremos. Esta clasificacion puede hacerse comparando di-
rectamente el valor del campo en esos puntos con el valor en los puntos “cercanos” a
él, como hemos hecho en el ejemplo anterior, aunque en muchos casos sera preferible

utilizar los métodos que vemos a continuacion.
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EJEMPLO 2.3.7 Los puntos criticos del campo f(x,y) = zy?e®™ son los puntos de
la forma (a,0) para todo a € R, como vemos a continuacion.

Dif(z,y) = y*(1 +ay)e™ =0
Do f(z,y) = zy(2 + zy)e™ =0

Por lo tanto, efectivamente si y = 0 se verifican las dos ecuaciones. Si y no es igual a
0, por la segunda ecuacién x seria igual a 0 y en tal caso no se verificaria la primera

ecuacion.

Vamos a clasificar estos puntos criticos.

» Si a > 0, entonces el punto (a,0) es minimo: dado que a es estrictamente

positivo, los valores de = cercanos a a son también positivos y entonces

T
Fa,y) = 22 "2 02 pa,0)

» Si a < 0, entonces el punto (a,0) es maximo: dado que a es estrictamente
negativo, los valores de x cercanos a a son también negativos y entonces

—++
fay) = 2P 7 0= fa,0)

» Finalmente, el punto (0,0) es un punto silla: si tomamos valores de x cercanos
a 0 pero positivos, entonces f(z,y) = zy%e® > 0 = £(0,0); si tomamos valores
de z cercanos a 0 pero negativos, entonces f(z,y) = zy%e®™ < 0 = £(0,0). O

Criterio de la hessiana. En los ejemplos que hemos visto hasta ahora, hemos
podido clasificar facilmente los puntos criticos comparando el valor de la funcién en
ese punto con el valor en los puntos cercanos a él. Sin embargo, esto no sera siempre
posible o facil de hacer. En general, la forma mas sencilla de hacer la clasificacion
de los puntos criticos es utilizando, si es posible, el polinomio de Taylor que vimos
en la leccién anterior. Recordemos que el teorema de Taylor dice que, en un entorno

suficientemente pequeno de a
f@) % f(a) + V(@) (@~ a) + (@~ a)'V*f(a)(x — a)

Si, ademads, a es un punto critico, entonces

f(@)~ f(a) + 5(@ — a)'V*f(a)(x - a)

f(@) - fa) = 5(@ — a)'V*f(a)(x — a)

Y en consecuencia, la comparacién de f(a) y f(x) se reduce a analizar el signo de
la expresién

1 t
S(@—a)' V3 f(a)( - a).
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Si esta expresion es positiva, entonces f(a) < f(x) y a serd un punto minimo; si la
expresion es negativa, entonces f(a) > f(x) y a serd un punto méaximo.

La funcién d?fq(u) = u'V?f(a)u se corresponde con la segunda derivada de la
funcién en la direccién u, de la misma forma que dfy(u) = Vf(a) - u es la primera
derivada en la direccién u. De esta forma, el desarrollo anterior nos da un criterio
analogo al criterio de la derivada segunda para funciones de una variable.

TEOREMA 2.3.8 Sea a € D un punto critico del campo f: D C R™ — R de clase C?

y consideremos la segunda diferencial de f en a: d?fq(u) = u'V:f(a)u.

1. Sid?fa(u) > 0 para todo u # 0 (es decir, d* f, es definida positiva), entonces

a es un minimo local de f.

2. Sid%fa(u) < 0 para todo w # 0 (es decir, d f, es definida negativa), entonces

a es un mdximo local de f.

3. Si d®fo(ur) > 0 y d?fa(us) < 0 para algin ui,us # 0 (es decir, d>fq es

indefinida), entonces a es un punto silla de f.

En cualquier otro caso, no considerado en el teorema, no podemos deducir na-
da; es decir, si la forma cuadratica es 0 en algunos vectores y positiva en el resto
(semidefinida positiva), o bien si es 0 en algunos vectores y negativa en el resto
(semidefinida negativa).

Para analizar el signo de la forma cuadratica, es suficiente con dar una expresion
para la misma en terminos de sumas y diferencias de cuadrados, lo cual conse-
guiremos utilizando la técnica de complecién de cuadrados que hemos aprendido

anteriormente.
EJEMPLO 2.3.9 Vamos a hallar y clasificar los puntos criticos del campo
f(z,y) =222 —xy — 3y* — 32+ Ty
Empezamos calculado el gradiente del campo:
Vi(r,y) =4r—y—3,—z—6y+7)

El punto critico es la solucion del sistema lineal

dr—y—3=0
—xr—6y+7=0,
que resolvemos facilmente:
4 -1 3 4 -1 3 4 -1 3 4 0 4
[ %4 [ %4 >
-1 -6 -7 0 —25 —-25 0 1 1 01 1
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Por lo tanto, (xg,yo) = (1,1) es el tinico punto critico. La matriz hessiana del campo
es:

4 -1

1 -6

Vi f(z,y) =
Y la segunda diferencial en todos los puntos y en particular en el (1,1) es:

&2 - R T (R I R
an(u,u) = (w1 uz) L e = 4duy U U2 u3
1 s

Vamos a transformar esta expresion utilizando la complecién de cuadrados. Podemos
elegir cualquiera de las dos variables, y en este caso elegiremos u:

1 1 1
4u? — 2ujug — 6u3 = (2up — 51@)2 - Zu% — 6ul = (2u; — 51@)2 -

25
Tu

Siug = 0, entonces d2f(171)(u1, 0) = 4u? > 0ysi2u; = %2, entonces d2f(171)(u1, ug) =

—25

1 ug < 05 en consecuencia, el punto (1,1) es un punto silla. O

Utilizando el método de complecién de cuadrados como en el ejemplo anterior,
siempre es posible expresar la forma cuadratica como:

d2fa(u) = al)\l (U)2 + -+ am)\m(u)27

en donde m < n, a; # 0 para cada i, y A\j(u) = 0,..., A\, (u) = 0 es un sistema de m
ecuaciones linealmente independientes. A partir de ahi, deducimos que:

1. Sim =mny a; > 0 para cada i, la forma cuadrética es definida positiva y estara

asociada a un minimo local.

2. Sim =mny a < 0 para cada i, la forma cuadratica es definida negativa y

estara asociada a un méximo local.

3. Si algin coeficiente es positivo y otro es negativo, la forma cuadratica es inde-
finida y estard asociada a un punto silla.

Cualquier otro caso no nos da informacién. Es decir, si m < n y todos los coeficientes
son o bien positivos o bien negativos, entonces la forma cuadrética se anula sobre
las direcciones dadas por la solucién del sistema A\j(u) = 0,...,Ap(u) = 0, y en
consecuencia no podemos decidir nada sobre el punto al que esta asociada.

EJEMPLO 2.3.10 La forma cuadratica q(ui,u2) = ujug es indefinida. Aunque no
podemos utilizar el método de complecién de cuadrados en esta expresién, es facil
ver que esta forma cuadratica es indefinida. Si tomamos u; > 0y ug > 0, entonces
q(u1,ug) = ujug > 0; Si tomamos u; < 0 y ug > 0, entonces q(ui,uz) = ujug <
0. O
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Otra herramienta que nos ayuda a la clasificacién de los puntos criticos, son las
funciones f(a + tv) que introdujimos para definir las derivadas direccionales, ya
que nos dan informacién de lo que ocurre alrededor del punto, aunque de forma

independiente en cada direccién.

EJEMPLO 2.3.11 Vamos a clasificar los puntos criticos de f(z,y) = 23 + 3>.

Dy f(z,y) = 327 Dsf(z,y) = 3y°

Por tanto, el unico punto critico es (0, 0).

D11 f(z,y) = 62 Doy f(z,y) =0 Do f(z,y) = 6y

0 0
Por tanto, la matriz hessiana de f en (0,0) es V2£(0,0) = y la forma
0

0
cuadratica asociada es nula, por lo que no obtenemos informacion sobre la condicién

del punto critico.

Para deducir que el punto (0,0) es de hecho un punto silla, consideremos la

funcién:
g(t) = f(0,t) = t°

La tercera derivada de g en t = 0 es 6, y por lo tanto, g tiene un punto de inflexiéon
en 0, es decir, (0,0) no es ni méximo ni minimo sobre la recta z = 0 y por lo tanto

tampoco puede serlo sobre todo el dominio. O

En el ejemplo anterior, hemos tenido que recurrir a un orden derivacién mayor
que 2 de la funcién f(a+t-v) para clasificar el punto critico ¢t = 0. Esto ocurriré en
aquellas direcciones en las que la forma cuadratica asociada al punto critico se anula,
ya que, en general, la regla de la cadena permite deducir las siguientes igualdades:

% (a+tu)=o = dfa(u) = Vf(a) u
2

i at tu) g = & fafu) = u'V (@)

Es decir, la funcién d? f, (u) = u! V2 f(a)u se corresponde con la segunda derivada de
la funcién en la direccién u, de la misma forma que dfq(u) = V f(a)-u es la primera
derivada en la direccién u. Por esta razon, puede ser conveniente seguir estudiando
el punto critico con la ayuda de las funciones f(a +t-v), en las direcciones v en las
que se anula la diferencial segunda.

EJEMPLO 2.3.12 Vamos a calcular y clasificar los puntos criticos del campo

flz,y) = 2® = 3zy® + °.
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Hallamos el gradiente de f y planteamos el sistema:

Vi(z,y) = (32 — 3y*, —6zy + 2y)

322 -3y> =0 2 =y
—6xy +2y =0 —2y(Bz—1) =0

De la segunda ecuacién deducimos que y = 0, o bien 2z = 1/3. Llevando estos valores

a la primera ecuacién, obtenemos tres puntos criticos:

(0,0) ( 11 > ( 1 1 )
) ) 3 ) 3 ) 3 ) 3
Para clasificar los puntos criticos, determinamos la matriz hessiana, las diferenciales

de segundo orden en cada punto y transformamos las correspondiente expresiones
para intentar clasificar los puntos:

6x —6y
V2 f(x,y) =
—6y —6x+2
2 =2
V3 (5.3) =
e 2 0

d2f(é’%)(u1,u2) = 2u? — dujuy = 2(uy — up)* — 2u3
Por lo tanto, (%, %) es un punto silla.

2 2

V) =
37 3 2 0

d2f(%7_?1)(u1,u2) = 2u? + dujuy = 2(ug + ug)? — 2u3
Por lo tanto, (4, 5!) también es un punto silla.

0 0
V2£(0,0) =
0 2

d” f 0.0y (U1, u2) = 2uj

En este caso, la matriz hessiana no permite clasificar el punto (0,0), ya que la
diferencial segunda es mayor o igual a 0 en todas las direcciones y es o en la direccién

(1,0). Vamos a intentar clasificar el punto estudiando la funcién en esta direccién:

g(t) = f((0,0) +£(1,0)) = f(t,0) = t*

Dado que g(t) tiene un punto de inflexién en t = 0 (valor del pardmetro correspon-
diente al punto (0,0)), podemos concluir que (0,0) es un punto silla de f. O
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Figura 2.9: El campo del ejemplo 2.3.13 tiene un punto silla en (0,0).

En cualquier caso, debemos insistir en que el estudio del campo escalar sobre las
rectas que pasan por el punto critico, como hemos hecho en el ejemplo anterior, solo
sirve para demostrar que un punto es punto de silla, pero no para demostrar que es

extremo, tal y como muestra el siguiente ejemplo.
EJEMPLO 2.3.13 Vamos a intentar clasificar el punto critico del campo
fla,y) =2 = 2zy° +y* =y
Hallamos el gradiente de f y planteamos el sistema:
Vi(z,y) = 2z — 292, —dzy + 4y° — 5yb)
2z —2y2 =0 r =y x =y
—dxy +4y3 — 5yt =0 —4y3 + 43 -5yt =0 —5yt =0

La tnica solucién de la segunda ecuacién es y = 0 y por lo tanto (0,0) es el tnico
punto critico. Para clasificarlo, determinamos la matriz hessiana y la diferencial de
segundo orden:

2 —4y
V2 f(x,y) = s o
—4y  —4zr + 12y* — 20y
0
V2£(0,0) =
0

d” f(0,0) (u1, ug) = 2u3
Por lo tanto, no podemos deducir que (0,0) sea un minimo, ya que d2f(0,0) (0,1) = 0.

Si consideramos la funcién g(t) = f((0,0) +¢(0,1)) = £(0,t) = t* — t°, entonces
gW(t) =24 —120t y g™ (0) = 24 > 0; es decir, 0 es un minimo de g(t). Por lo tanto,
el estudio de la matriz hessiana y el estudio de la funcién g nos dice que el (0,0) es
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X

4

3

2

0
—4 -3 —2 —1

Figura 2.10: Representaciones de f(z,y) = 22 — y? sobre 22 + ¢ = 9.

un minimo local de f restringida a cada recta que pasa por ese punto. Sin embargo,
eso no garantiza que el punto sea minimo local de f. Por ejemplo, consideremos la
curva y(t) = (t2,1); esta curva pasa por el punto (0,0), ya que v(0) = (0,0) en la
direccién (0, 1), ya que ~'(t) = (2¢,1) y 4/(0) = (0,1). Si analizamos la funcién f

restringida a esta curva
FOy() = FE ) =t* — 2628 41 — 7 = 17

deducimos f(v(t)) < 0sit >0y f(y(t)) > 0sit <0, por lo que la (0,0) no es
extremo local de f. En la figura 2.9 aparece la representacién del campo y la curva
sobre la que la funcién toma valores negativos. O

2.3.2. Extremos condicionados. Multiplicadores de Lagrange

En la seccién anterior hemos afrontado el problema de hallar los extremos locales
de un campo escalar, es decir, los extremos sobre subconjuntos abiertos dentro del
dominio del campo. Sin embargo, en muchas ocasiones nos interesara estudiar los
extremos sobre conjuntos cuyo interior es vacio; por ejemplo, estudiar los extremos
de un campo sobre R? restringiéndonos a una circunferencia. Esta es la situacién que
abordamos en esta seccién; concretamente, nos planteamos el siguiente problema:
encontrar los extremos del campo f(zx1, ..., x,) sobre un conjunto S definido a partir

de k campos escalares g;(z1,...,Ty), 1 <k < n:
S={(z1,...,2n) € R" | gi(z1,...,25) =0, 1 <i <k}

Ma3s brevemente, enunciamos el problema diciendo: encontrar los extremos del campo
escalar f con las condiciones o restricciones gi(x1,...,x,) = 0, para cada i tal que
1<i<k<n.

En el ejemplo 2.3.6 de la pagina 96 hemos visto que el campo f(z,y) = 2% — y?
no tiene extremos locales, es decir, el campo no alcanza ni maximo ni minimo sobre

Grados en Ingenieria Informatica, del Software y de Computadores



104 Calculo para la computacién

ningin conjunto abierto. Sin embargo, en la figura 2.10, podemos apreciar que si
restringimos el campo a la circunferencia 22 + y? = 9, entonces si aparecen varios

extremos.

En el lado derecho de la misma figura 2.10, vemos la representacién del mismo
campo, pero mediante las curvas de nivel para —4, —3, =2, —1, 0, 1, 2, 3 y 4; también
representamos la circunferencia x? 4+ y> = 9 sobre la que queremos optimizar el
campo. Si nos fijamos por ejemplo en el punto (3,0) de la circunferencia, observamos
que la circunferencia y la curva de nivel que pasa por este punto son tangentes. Si
analizamos los valores del campo segin nos desplazamos sobre la circunferencia desde
algin punto por debajo de (3,0) hasta algtin punto por encima de él, observamos que
hasta llegar al (3,0) cortamos curvas de nivel correspondientes a valores crecientes
del campo, y a partir de (3,0) cortamos curvas de nivel correspondientes a valores
decrecientes del campo. Por lo tanto, podemos afirmar que (3,0) es un méaximo

(local) de f sobre la circunferencia.

Este ejemplo, que més adelante completaremos analiticamente, motiva el siguien-
te resultado que afirma que los candidatos a extremos estan entre los puntos tales

que el conjunto de la restriccién y la curva o superficie de nivel son tangentes.

TEOREMA 2.3.14 Sean f,q1,...,9x: D C R™ — R campos escalares diferenciables
y con derivadas parciales continuas. Sea S el subconjunto de R™ formado por los

puntos que verifican las condiciones
gi(x1,...,2n) =0 para todo i =1,...,k

Si xo es un extremo local de f restringida a S, y {Vgi(xo) | 1 < i < k} es un
sistema de vectores mo nulos linealmente independientes, entonces existen numeros

reales p; tales que
Vf(zo) = mVagi(xo) + - -+ + 1 Vgr(wo)

A las constantes ji1,...,ur se las denomina multiplicadores de Lagrange asocia-

dos a xg.

La condicién “{Vyg;(xo) | 1 <1i <k} es un sistema de vectores no nulos linealmente
independientes”, exigida en el teorema, se reduce en la practica a observar que el
problema estd bien planteado, es decir, que no hay condiciones superfluas, y que
estdan dadas de la mejor forma posible. Los ejemplos y ejercicios que planteemos a
lo largo del tema estaran formulados de esta forma y, por lo tanto, no sera necesario

verificar esta condicion.
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vf

Vg

Figura 2.11: Relacién entre gradientes en el método de los multiplicadores de La-

grange.

Este teorema nos da el primer paso a seguir para la determinacién de los extremos

condicionados:
= Los extremos locales del campo f con las restricciones g1 = 0,..., gr = 0, se
encuentran entre los puntos (x1,...,x,) cuyas coordenadas son solucién del
sistema:
gl(.’L'l, Ce ,.I‘n) =0
gk(x1,...,x) =0
Dif(x) = p1Digi(x) + - - - + pxD1gi ()
an(m) = :uangl(m) +oet ,Uangk(w)
Sixy,...,&n, (1, .., 1k s una solucién del sistema, (z1,...,x,) se denomina
punto critico de f con las restricciones gi,..., gr Y p1,- .-, g Son sus multi-

plicadores de Lagrange asociados.

En particular, sin = 2y k = 1, tanto las curvas de nivel como la restricciéon son
curvas. Ademads una curva de nivel es tangente a la restriccién en xq si los vectores
normales en xg son iguales o proporcionales, tal y como vemos en la figura 2.11, es

decir:
V(o) = p- Vg(zo)

EJEMPLO 2.3.15 Vamos a encontrar los puntos criticos del problema de extremos
condicionados de la figura 2.10:

fla,y) =2® —y? g(z,y) =2 +y* ~9=0
Vi(z,y) =2z, —2y) Vy(x,y) = (22,2y)
El sistema de ecuaciones que tenemos que resolver es:
0=a>4+y*-9
2x =2z
-2y =2yp
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Figura 2.12: Puntos criticos del ejemplo 2.3.15.

De la segunda ecuacion obtenemos que o bien = 0 o bien g = 1. En el primer
caso obtenemos, por la primera ecuacién, las posibilidades y = 3 o y = —3, y por la
tercera, u = —1. Del caso u = 1, obtenemos de la tercera ecuacién que y = 0, y por
la primera llegamos a las posibilidades * = 3 0 x = —3. De esta forma, los puntos
criticos y sus correspondientes multiplicadores son:

(3,0) > pn=
(=3,0) = p=
(0,-3) > p=-1

(0,3) > p=-1

En la figura 2.12 aparecen representadas las dos curvas de nivel tangentes a la res-
triccion, 2 — 3?2 = 9, 22 — y? = —9, aunque cada una de ellas tiene dos ramas.
O

Igual que para los extremos no condicionados, después de calcular los puntos
criticos, el problema serd decidir cudles son méximos, cuales minimos y cuales no
son extremos. Para ello, recurrimos igualmente a la segunda derivada, es decir, a la
matriz hessiana tal y como recoge el siguiente resultado. El teorema establece que,
para determinar la naturaleza de un punto critico a, tenemos que estudiar el signo
de la forma cuadrética d?F, restringiéndonos al subespacio T

TEOREMA 2.3.16 Sea a un punto critico de f sujeto a las restricciones g; = 0,
1 <4 <k, ysean aq,..., ap sus multiplicadores de Lagrange. Consideremos el
campo Fg: D CR™ — R definido por

Fa(x) = f(z) — a1g1(®) — -+ — apgr(®)

y sea T el espacio vectorial tangente a S en a (la dimension del subespacio T es
n—=Fk).

1. Si d*F,(u) > 0 para todo uw € T, u # 0, entonces a es punto minimo local.
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2. Si d’F4(u) < 0 para todo w € T, u # 0, entonces a es punto mdzimo local.

3. Si d*Fa(uy) > 0 para algin uy € T, uy # 0, y d?Fa(uz) < 0 para algin

ug € T, us # 0, entonces a no es extremo.

En cualquier otro caso, no considerado en el teorema anterior, no podemos deducir

nada.

Vemos a continuaciéon como queda este resultado si lo aplicamos a campos esca-
lares de dos variables y una restriccién.

COROLARIO 2.3.17 Sea (a1, az2) un punto critico de f(x,y) sobre g(z,y) =0, y «
su multiplicador de Lagrange; consideremos el campo
F(I‘,y) = f(xay) - ozg(x,y)

y sea (u1,uz) un vector perpendicular a Vg(ai,as)

1. Si dQF(al,GQ)(ul,ug) > 0, entonces (a1, az) es punto minimo local.

2. Si dQF(a17a2)(U1,U2) < 0, entonces (a1, az2) es punto mdzimo local.

Como en el teorema general, si d?F, (a1,a2)(@) = 0, no podemos deducir nada.

Para trabajar con las funciones Fy,, es conveniente utilizar su definiciéon en térmi-

nos de f y g v las propiedades de linealidad del vector gradiente y la matriz hessiana:
VE,=Vf—-aVyg
V2F, = V2f —aVig
EJEMPLO 2.3.18 Anteriormente, hemos calculado los puntos criticos del campo

f(z,y) = 22 — y? sujeto a la restriccién g(z,y) = 22+ 3> — 9 = 0 y hemos vis-
to que estos puntos son

(3,0) > p=1
(=3,0) = p=
(0,-3) =
(0,3) = p
Vamos a clasificar los puntos criticos (3,0) y (0,3) (los otros dos se clasifican de

forma similar).

Para estudiar el punto (3,0) con multiplicador 1, utilizamos el campo

F(z,y) = f(z,y) = g(z,y) =2® =y = (2 + 4> = 9) = —2y° + 1
VF(CE,y) = Vf(x,y) - Vg(m,y)t = (2377 _2y) - (21’,23/) = (07 _4y)
2 0 2 0 0 0

V2F(z,y) = V2 f(z,y) — Vg(z,y) = - =
0 —2 0 2 0 —4

0
V2F(3,0) =

Grados en Ingenieria Informatica, del Software y de Computadores



108 Calculo para la computacién

Dado que Vg(z,y) = (2x,2y), tenemos que Vg(3,0) = (6,0) y un vector perpendi-
cular a él es u = (0,1).

0 0 0
d*F3,0)(0,1) = (0 1) - X =-4<0

En consecuencia, (0,3) es un maximo local.
Para estudiar el punto (0, 3), con multiplicador —1, utilizamos el campo
G(z,y) = f(z,y) + 9(z,y) = > —y* + (2" + 4> = 9) = 22° - 9
VF(z,y) = Vf(z,y)+ Vy(z,y) = (2z, -2y) + (22, 2y) = (4z,0)
2 0 20 4 0

V2G(z,y) = Vf(z,y) + Vig(z,y) = + =
0 —2 0 2 00

V2G(0,3) =

Dado que Vg(z,y) = (2x,2y), tenemos que Vg(0,3) = (0,6) y un vector perpendi-
cular a él es u = (1,0).

, 10\ (1
0 0 0

En consecuencia, (0,3) es un minimo local. O

Realmente, el método de los multiplicadores de Lagrange solo es estrictamente
necesario si no es posible reducir unas variables a otras a partir de las restricciones
que determinan el enunciado. Incluso aunque tal reduccién sea posible, el proce-
so resultante puede ser mas complejo; por ejemplo, en la restriccién z? + y? = 1

necesitariamos cuatro igualdades para hacer esta reduccién,

y=vV1—x22 y=—V1-22 a=+1—9y%2 x=-—1-—192

y analizar posteriormente todos los puntos obtenidos. Sin embargo, cuando esta
reduccién sea asequible y el resultado sea sencillo, serd el método mas adecuado.

EJEMPLO 2.3.19 Vamos a calcular los extremos de f(z,vy,2) = 22 + 6y — 22, sujeto

a las restricciones 2x — y = 0, y + z = 0, podemos reducir las variables y y z,

de forma que el problema es equivalente a obtener los extremos de la funcién de una
variable
g(x) = f(z,20,-22) = 2% + 6 - 22 — (—22)° = —32” + 12z
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Para esta funciéon podemos aplicar las técnicas de optimizacion de funciones de una

variable:
g(x) = =322 + 12z
g (x) = —6x +12
Jd2)=0c2=2
g"(x) = -6
gd"(2) = —6 < 0= x =2 es maximo de g
Por lo tanto, (2,2-2,—2-2) = (2,4, —4) es un maximo local del campo f. O

2.3.3. Extremos absolutos

Para concluir la leccién, vamos a analizar como tendriamos que resolver un pro-
blema en el que necesitemos obtener los extremos absolutos de un campo sobre un

conjunto cerrado y acotado C.

En primer lugar, dividimos C en dos conjuntos, C' = U U B, en donde U es el
interior de C' y B su frontera. Los candidatos a ser extremos absolutos de f sobre
C son:

1. Los puntos criticos de f en U.

2. Los puntos criticos de f sobre B, que pueden ser obtenidos por el método de
los multiplicadores de Lagrange, reduciendo variables, considerando distintas
secciones en la frontera,. ..

3. Sihemos dividido la frontera en varias secciones, también deberemos considerar

como candidatos los puntos en donde se unen estas secciones.

Para determinar los maximos y minimos absolutos, basta con evaluar f sobre todos

los puntos anteriores y determinar cudl es el valor maximo y cuél es el valor minimo.

EJjEMPLO 2.3.20 Vamos a determinar los extremos absolutos del campo

fla,y) =2y(1 — 2* — o)

en el cuadrado 0 < x < 1,0 <y <1 (ver figura 2.13).

Dif(z,y,2) =y =32y —y> =0, Daf(z,y,2) =x—3y’z—a2° =0
y(1 —32% —y?) =0, (1 -3y —2%) =0
Dado que buscamos puntos criticos en el interior del cuadrado, entonces x # 0,

y # 0. A partir de las ecuaciones 1 —32%2 —y? =0y 1 —3y? — 22 = 0, es facil deducir
quezr=1/2ey=1/2.
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Figura 2.13: Representacién del ejemplo 2.3.20.

Ahora hallamos los puntos criticos en los bordes del cuadrado usando la reduccién
de variables:

» Siz=0, g1(y) = f(0,y) =0, y debemos de considerar todos los puntos.
» Siy =0, g2(x) = f(2,0) =0, y debemos de considerar todos los puntos.

Siz=1,g3(y) = f(1,5) = —y>; el tinico punto critico es y = 0 que queda en

el extremo del intervalo.

Siy =1, gs(x) = f(x,1) = —23; el tinico punto critico es z = 0 que queda en

el extremo del intervalo.

Ahora solo tenemos que evaluar el campo en todos los puntos obtenidos y en los

cuatro vértices del cuadrado para decidir cudl es el maximo y cudl el minimo.

£(1/2, 1/2)_1/8
f(z,0) =
f(0,y) =
f(1,1) =

Por lo tanto, (1/2,1/2) es méximo absoluto y (1,1) es minimo absoluto. O

2.3.4. Calculo de distancias

Una aplicacién de los métodos de optimizacion es el cdlculo de distancias entre
lugares geométricos. Si A y B son dos subconjuntos de R?, la distancia entre A y
B es la menor de las distancias entre puntos de A y puntos de B. Por esta razon,
el calculo de estas distancias suponen la resolucién de un problema de optimizacién
en donde la funcion a optimizar es la distancia entre dos puntos.

Recordemos que la distancia ente dos puntos (a,b) y (c,d) es

Via—e)?+ (b—d)? (2.4)
E.T.S.I.Informéatica




2.3. Optimizacién de campos escalares. 111

por lo que esta sera la expresién que tendremos que optimizar en los problemas
sobre distancias. Sin embargo, teniendo en cuenta que la funcién raiz cuadrada
es creciente, la expresion 2.4 serd maxima (respectivamente, minima) si y solo la
siguiente expresion lo es:

(a—c)+ (b— d)?

También podemos usar otras férmulas ya conocidas para abordar problemas parti-
culares. Por ejemplo, si uno de los conjuntos es una recta, podemos usar la siguiente

férmula que determina la distancia entre un punto (a, b) y una recta Az+By+C = 0:

|Aa + Bb+ C|
VA? + B2
También podemos simplificar esta expresion si la usamos en problemas de optimi-

zacion: para optimizar la distancia de una recta Ax + By + C' = 0, a un lugar

geométrico D, consideramos la funcién

f(z,y) = (Ax + By + 0)2, (x,y) € D
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Relacion de ejercicios 2.1

1. Represente graficamente las funciones:
322 z3

o) f@) =242 b g@) = s ) ) = @y

2. Las funciones seno hiperbdlico senh(x), y coseno hiperbdlico cosh(x), se definen

como:
T —x T _ ™%
cosh(z) = ﬁ, senh(x) = i,
2 2
a) Demuestre que - cosh(z) = senh(z), y - senh(z) = cosh(z)

b) Demuestre la igualdad: cosh?(z) — senh?(z) = 1 para todo z € R.

¢) Represente graficamente las funciones senh(z) y cosh(z).
3. Consideramos los puntos P = (—=2,-1) y Q = (3,0):
a) Defina una parametrizacién del segmento que va de P a @ usando el

intervalo [0, 1] como recorrido del parametro.

b) Defina una parametrizacién del segmento que va de P a @ usando el

intervalo [—1, 1] como recorrido del pardmetro.
¢) Defina una parametrizaciéon del segmento que va de @ a P.

d) Determine la ecuacién general de la recta que pasa por Py Q.
4. Consideramos la curva C definida por la siguiente parametrizacién:
xt)y=t*—t ylt)=t>-3t tecR.

a) Dibuje la curva C.

b) Determine las rectas tangente y normal a C' en el punto (2, 2),describiéndo-

las con sus ecuaciones paramétricas y cartesianas.

¢) Determine todos los puntos de tangencia horizontal y vertical de C.

5. Dibuje la curva

3t (1) = 32
1y YT Tyw

x(t)

t e (—oo,—1)U(—1,+00)

Determine los puntos de tangencia horizontal y vertical y compruebe que y =
—x — 1 es una asintota de la curva.

6. La gréfica de la funcién f(0) = 2cosf + sen 26 es la que se muestra abajo. A
partir de esa gréfica, dibuje la curva polar r = f(0).
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7. Dibuje la curva polar = 2 +sen(46), 6 € [0, 2x]. Halle la ecuacién de la recta
tangente a esta curva para 6 = g

-7 m
8. Dibuje la curva polar r = 2 —secf, 0 € (7, 5) y compruebe que x = —1 es
una asintota de la curva.

9. Identifique los siguientes lugares geométricos, determine sus caracteristicas
principales, obtenga una parametrizacién y dibujelas.

a) 22+ y? —62+5=0 b) 22+ y? —62+10=0

¢) B> +y*—6x+9=0 d) 2? —4r —4y* =0

e) > +2x+4y> -3=0 f) y¥*—4r+2y+5=0

10. Determine una parametrizacién de la elipse con centro en el punto (1,0), ejes
paralelos a los ejes de coordenadas y semiejes v/2 y 1.
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Relacion de ejercicios 2.2

1. Determine y represente el dominio de los siguientes campos:

a) fz,y)=/T— 22—, b) g(z,y) = log ——2

2 +y2 -1
2. Determine las curvas de nivel de los siguientes campos escalares, representando-
las para algunos valores.

9 2 2
0 fey)=y+eos2e, B) glay) =, ) hley) =L
T —2y
3. Halle el vector gradiente de los siguientes campos.
a) f(z,y) =log(senzy) b) g(z,y,2) = a?y*2*

4. Calcule la derivada direccional del campo f(z,y) = 2> +3zy en el punto (1, 1)
a lo largo de la recta y = = y en la direccién de decrecimiento de x.

5. Encuentre las ecuaciones del plano tangente y de la recta normal al grafo del
2

€T
campo f(z,y) = -

en el punto (2,2,1).
Yy

6. Encuentre las ecuaciones del plano tangente y la recta normal a la superficie
rseny + r?e” =4 en el punto (2,7,0).

7. Pruebe que las superficies
z+y? 4223 =14, 3zlog(y) + 132 — 12z =1

son ortogonales en todos los puntos de interseccién. Es decir, las rectas nor-

males a las superficies en estos puntos son ortogonales.

8. Consideramos la curva

922 + dzy + 6y° — 142+ 8y + 10 =0

4 —3).

a) Halla la recta tangente a la curva en el punto (5, =

b) Halla los puntos de la curva cuya tangente es horizontal.
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Relacion de ejercicios 2.3

1. Identifique y clasifique (si existen) los puntos criticos de los siguientes campos:

a) f(z,y) =2®+y> - 3uy b) gla,y) = (a? +y?)e ¥
¢) h(z,y) =2x* + 422 +y? + 8wy + 4y + 3

2. Determine y clasifique los puntos criticos de f(x,y) = x3+y3 sobre la restricién
2+ =1

3. Consideramos el campo f(x,y) = 3z? + y>:

a) Determine, sin clasificar, todos los puntos criticos del campo f sobre la
curva 22 + > =9

b) Uno de los puntos obtenidos en el apartado anterior debe ser (v/5,2):
clasifique este punto.

4. Consideremos la funcién f(z,y) = —3xy? +4y? — 102y + 12y + 422 — 152 + 14.

a) Compruebe que (1, —1) es un punto critico de f(z,y) sujeto a la condicién
x — 2y — 3e™TY = 0.

b) Clasifique el punto critico del apartado anterior.

5. Sabemos que (2,1) es un punto critico de un campo f(z,y) sujeto a la res-
triccién 3 + y? — 4oy —y = 0, siendo o = % el multiplicador de Lagrange y

V2f(2,1) = . Determine si el punto critico es maximo o minimo.

0 -3

6. Calcule la distancia entre las pardbolas 422 = 8y + 7, y? = 4z — 8. Indicacién:
es mejor reducir variables en lugar de usar multiplicadores de Lagrange.

7. Aplique el método de los multiplicadores de Lagrange para hallar las distancias
maximas y minimas de un punto de la elipse 22 +4y? = 5 a la recta = +vy = 4.

8. Halle los valores méximo y minimo del campo escalar f(z,y) = exp (_Tw) en
la regién 22 + 4% < 2.

9. Halle los valores méximo y minimo del campo escalar f(x,y) = > —2zy+3%+1
en la regién triangular cerrada del primer cuadrante acotada por las rectas
z=0,y=4y==z.
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Relacion de ejercicios 2.4

1. Halle la ecuacién de la recta tangente a la curva z = 2cotg(t), y = 2sen?(t),

o
en to = Z
2. Consideramos la curva: (z(t),y(t)) = <2t2 2753) teR.
’ L+t2714¢2)7
) ) y' (1)
a) Halle: limy_ 4o (z(t), y(t)) v limy_ 7(0)

b) Dibuje la curva.

3. Halle los puntos de la curva = 2(t + tsent), y = 2(1 — cost) en los que la
tangente sea horizontal.

4. Halle los puntos de la curva x = cost + tsent, y = sent — tcost en los que

la tangente sea vertical.

5. Demuestre que las ecuaciones:

a(l —t?)
t) = ——=
2bt
t) =
y(®) 1+ t2
2 2

son una parametrizacion de la elipse — + -5 = 1. {C6mo se desplaza un punto
por la curva cuando crece el parametro t7

6. Localice los puntos de tangencia horizontal y vertical, si los hay, de las curvas
polares siguientes

a) r=1+sen, b) r = asenfcos®f

7. Dibuje las siguientes curvas dadas en coordenadas polares.

1 1
a) r=2+ ) b) r=1+ 3 cos ) (Caracol de Pascal)
¢) r=+cos20 d) r =4cosf (Circunferencia)

16 . 2 ,
6) T = m (Ehpse) f) r= m (Parabola)

8. Determine la ecuacién de las asintotas de la curva r = 2 cos 260 sec 0

6
9. Halle la ecuacién de la recta tangente a la curva r = enf=m
2senf — 3cosf
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10. Encuentre la ecuacion de las circunferencias descritas a continuacién:
a) Centro (3,—4), radio v/30
b) Con centro en el segundo cuadrante, tangente a los ejes de coordenadas
y radio 4.
¢) Con centro en (2, —3) y pasando por el punto (5,4).
d) Que tiene el segmento que une (—1,2) y (5, —6) como diametro.
e) Que pasa por los puntos (1,0), (3,4) y (5,0).
11. Halle el centro y radio de las siguientes circunferencias.
a) (z—2)%+ (y+3)* =36
b) 22 +y? —4dx +6y=3
¢) B2 +y* +8x =9
12. Dibuje las pardbolas y = 22 — 42 —5 e y? — 3z + 1 = 0, determinando el
vértice y el eje.
22 2
13. Dibuje la elipse ry + 1= 1 y determine sus ejes, vértices y focos.
22 2
14. Dibuje la hipérbola 6 6= 1y determine su ejes, focos, vértices y asintotas.
15. Determine el dominio de los siguientes campos:
1 I‘Z _ y2
a) f(z,y) = - cosz? b) f(z,y) =
) flew) = ) fa) =S
¢) flz,y)=log(l—=y)  d) f(z,y)=log(z’ +y?)
x sen(z? + y?)
16. Describa las curvas de nivel de los siguientes campos y dibuje algunas. Esboce
sus graficas:
a) f(z,y)=2z+y b)) flz,y)=cos(2x+y)
o) flay) =y -z d) flz,y) =2 +y? -1
17. Halle el vector gradiente de los siguientes campos:
a) f(z,y) = e”cosy, b) flz,y) = tg(z® +y°)
18. Calcule la derivada direccional del campo f(z,y) = 22 +ysenh(xy) en el punto
(2,0), a lo largo de la recta tangente a la curva y = v/z + 7 — 3 en la direccién
de decrecimiento de x.
19. Encuentre la ecuacién del plano o recta tangente a la superficie o curva en el

punto indicado, asi como la de la recta normal:
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20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

2

a) zseny+ z%e* =4 en (2,7,0), b) x3y—m—:4en (2,1)

)
s (22 —2)? 3

c) xz —}—T:lQen (2,1,3), d) 3zey+zy>=2+zen (1,0)
2

e) z=senxyen (1,7/2,1), z= en (2,2,1

) yen (1,7/2,1) pe= ez

g) z=log(z? +y) en (1,0,0), h) z=z%" en (3,0,9)

Encuentre el punto de la superficie z = zy en donde la recta normal es paralela
alarectax=3—-2t,y=4+45t, 2 =3+ 3t

Encuentre el punto de la superficie z = 2% + y? en donde el plano tangente es

paralelo al plano 6z — 4y + 2z = 5.

Encuentre todos los puntos de la superficie z = 2%y en donde el plano tangente
es ortogonal a la recta x =2 — 6t, y =3 — 12¢, 2 = 2 + 3¢.

Pruebe que las siguientes superficies son ortogonales en todos los puntos de
interseccion:

22— 22 + 22 =0, ryz =1,

Consideramos la siguiente superficie: —z e 4y eAWt2) 4 o eBle—2) —

Determine los valores de A y B para que el plano tangente a la superficie en
el punto (1, —1,1) sea paralelo al plano —2x + 2y + z = 3 y proporcione dicho
plano tangente.

Identifique y clasifique los puntos criticos de las siguientes funciones:
a) z=a?—2xy+y3 b) z=ax?y — 2wy
c) z=22% a2y —3y> -3+ Ty d) z=2?—ay+y*—-2r+y
€) z=(bx + Ty — 25)e (@ +ayty?) f) z=xe" — (1+€")cosy
Determine y clasifique los puntos criticos de z = ?*+3Y(82% — 62y + 3y2).
Determine y clasifique los puntos criticos de f(z,y) = yz2 ™.
Determine y clasifique los puntos criticos de f(z,y, z) = 22 + y? + 722 — xy

Determine y clasifique los puntos criticos de f(z,y) = 2%z + y?z + %z?’ — 4z —
4y — 10z + 1.

Encuentre el méximo y el minimo absoluto del campo
-1
f(,y) = —=—=
V2 +y?

en el conjunto de puntos tales que (z — 5)% + y? < 1.
Determine y clasifique los puntos criticos del campo escalar
flz,y) =4y — 22 — 2°y

sujeto a la condicion zy = —1.

Grados en Ingenieria Informatica, del Software y de Computadores



122

Calculo para la computacion

32.

33.

34.

35.

En los siguientes apartados, halle los maximos y minimos absolutos de las

funciones en los dominios dados:

a) f(z,y) = 2>+ zy+y?—6x en la placa rectangular 0 < x < 5, =3 < y < 3.
b) g(z,y) = 48xy— 3223 —24y? en la placa rectangular 0 < z < 1,0 < y < 1.

Halle los valores méximo y minimo del campo f(z,y) = 2%y(4 — z — y) en el
tridngulo limitado por las rectas x =0, y =0, z +y = 6.

Consideremos el campo escalar:
f(z,y) = —2y® + 11y* + doy + 10y + 2* + x + 5

a) Comprueba que (2, —1) es un punto critico de f.
b) Halla V?f(2,—1) y d*fo _1)(u,v).
¢) Clasifica el punto critico (2, —1).

Consideremos la funcién f(z,y) = 322 + 3y? — 102y + 4x + 4y. Demuestre que
(—1,—1) es un punto critico de f sobre la restriccién x2 +1? = 2 y clasifiquelo.
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TEMA 3

Calculo integral

Contenido:

» LECCION 3.1: CALCULO DE PRIMITIVAS. Integracién por partes. Cambios de
variable.

» LECCION 3.2: ECUACIONES DIFERENCIALES. Ecuaciones de variables separa-
bles. Ecuaciones exactas. Ecuaciones lineales. Cambios de variables. Trayecto-
rias ortogonales.

= LECCION 3.3: INTEGRACION DE FUNCIONES DE UNA VARIABLE. Teorema fun-
damental del célculo y regla de Barrow. Aplicaciones geométricas.

» LECCION 3.4: INTEGRACION DOBLE. Teorema de Fubini y consecuencias. Teo-

rema de cambio de variable. Aplicaciones.

Prerrequisitos: Aunque el tema es autocontenido, es conveniente haber trabajado
previamente con primitivas e integrales definidas, en particular, las primitivas se han

estudiado en el primer tema.

Objetivos: Conocer y saber aplicar las técnicas fundamentales del calculo de pri-
mitivas y de la resolucion de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden,
identificando modelos béasicos en ambos problemas. Saber calcular integrales defini-
das en un variable y en dos variables, y en este caso utilizando tanto el teorema de
Fubini como cambios de variable. Saber calcular algunas magnitudes geométricas

usando integracién.
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Resultados de aprendizaje:

= Identificar y resolver algunos tipos concretos de primitivas: integrales inmedia-
tas, potencias de funciones trigonométricas, funciones racionales, casos béasicos
resolubles con integracién por partes, funciones racionales en seno y coseno.

= Saber aplicar cambios de variables para resolver primitivas.

= Identificar y resolver los tipos bésicos de ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden: separables, exactas y lineales. Ya sea para encontrar soluciones

generales o particulares.

= Saber aplicar cambios de variable para resolver ecuaciones diferenciales ordina-

rias de primer orden. Ya sea para encontrar soluciones generales o particulares.

= Calcular areas de regiones planas delimitadas por grafos de funciones reales
0 por curvas paramétricas, voliimenes por secciones, volimenes de revolucién
usando secciones circulares o capas, longitud de curvas parametrizadas, inte-
grales de linea mediante la definicién o usando el teorema de Green.

= Calcular integrales dobles usando el teorema de Fubini, tanto en regiones rec-
tangulares como en regiones delimitadas por grafos.

= Saber aplicar el teorema de cambio de variable para calcular integrales do-
bles. Reconocer si es adecuado utilizar coordenadas polares para calcular una
integral doble.
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LECCION 3.1
Calculo de primitivas

El calculo de primitivas es la parte del cdlculo integral que consiste en buscar una
funcién cuya derivada coincida con una expresién dada. Por esta razén, se dice que
el calculo de primitivas es el proceso inverso a la derivacién. Por ejemplo, dada la
funcién f(x) = 322, el objetivo es encontrar una funcién F(x) tal que F'(z) = f(x);
en este caso, podemos considerar la funcién F(x) = 23, pues F'(x) = 322 = f(x).

Sin embargo, a diferencia del calculo de derivadas, el calculo de primitivas no es
un proceso automatico. Es mas, en muchos casos no es posible calcular la primitiva de

una expresion en términos de funciones elementales, por ejemplo, para las funciones

sen x
flx) = e o g(z) = se sabe que existen primitivas pero no es posible
x

expresarlas en términos de funciones elementales.

En esta leccién, repasamos los tres métodos bésicos de integracion (identificacién
de integrales inmediatas, integracién por partes y sustitucién o cambio de variable)
y proporcionaremos las estrategias necesarias para abordar el calculo de la primitiva
de algunos tipos de funciones (racionales, irracionales y trigonométricas).

DEFINICION 3.1.1 F es una primitiva de f en el intervalo I si F'(z) = f(x) para

todo x en I.

Obsérvese que cualquier otra funcién construida a partir de la funcién F'(z) suméndo-
le una constante también valdria, pues la derivada de cualquier funcién constan-
te es 0. Asi, Fo(r) = 2® + C es también una primitiva de f(z) = 322 ya que
Fl(z) = 32% = f(x).

PROPOSICION 3.1.2 Si F es una primitiva de f en un intervalo I entonces la fun-
cion G es primitiva de f si y sélo si G es de la forma:

G(z) = F(z)+C para todo x en I

donde C' es una constante.

De esta forma, llamamos integral indefinida a la familia de todas las primitivas

de una funcién y escribimos
[ f@as=F@ +c,

siendo F' una primitiva de f. En esta expresion, f(z) se llama integrando, dz indica

la variable de integraciéon y C' se denomina constante de integracion.

El teorema fundamental del cdlculo relaciona la integral definida y el calculo de

primitivas, estableciendo la existencia de primitivas para cualquier funcién continua.
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TEOREMA 3.1.3 (FUNDAMENTAL DEL CALCULO) Sea f una funcién continua en

[a,b] y consideremos la funcion

F(z) = / f(t)dt.
La funcidn F asi definida es derivable en (a,b) y verifica que F'(x) = f(x).

Sin embargo, tal y como comentabamos en la introduccién, en esta leccién nos plan-

teamos determinar primitivas que se expresen en términos de funciones elementales.

La relacion que existe entre los conceptos de derivada y primitiva permite deducir
facilmente las propiedades de linealidad del operador, tal y como establecemos en el
siguiente resultado.

PROPOSICION 3.1.4 La integral indefinida verifica las siguientes propiedades:

Jt@ +g@ndo= [ f@raz+ [ g
/k~f(x)da;—k-/f(x)da:, para todo k € R

EJEMPLO 3.1.5 La integral indefinida de la funcién 1522 — 3senx es

/(15@«2 — 3senz)dr = / (5(32%) + 3(—senz)) dz =

:5/3x2d$—|—3/—senxdaj:

=523 4+ 3cosz + C O

En el resto del tema se proporcionan algunos métodos y estrategias para el calculo
de primitivas. En primer lugar, se presentan los tres métodos basicos de calculo de
primitivas: integraciéon inmediata, integracién por partes y cambio de variable o
sustitucion. El objetivo en cada uno de ellos es conocer y saber aplicar el método en
cada caso y asi aprender a identificar qué método es mas adecuado para calcular la

primitiva de una funciéon dada.

Integrales inmediatas. Las férmulas de derivacion, leidas en sentido inverso,
proporcionan el método bésico para calcular primitivas; estas férmulas se conocen
como integrales inmediatas. Es mas, el objetivo de los distintos métodos y férmulas
que veremos en el resto de la leccién es transformar una funcién en una o varias

funciones que se puedan integrar usando integrales inmediatas.

En la figura 3.1, aparece una tabla con las derivadas, y las correspondientes
integrales inmediatas, que se usan més frecuentemente en el cdlculo de primitivas;
en el ejemplo 3.1.5, hemos usado la propiedad de linealidad y la primitiva de las
funciones polinémicas y trigonométricas que aparecen en esta tabla.
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Férmulas de derivacién Foérmulas de integracién
d ) a—1 « _ xa—H a pl _ (f(x))a—H
@) = aa Jarar=20 | [u@rr@a = S0
aeR a#—1 a#—1
d
d—(ex) =e” /e"” dx = €* ef(x)f’(a:) dz = /@)
x
d 1 1 f(x)
< (logz) = = S dr =1 —1
= (log.2) [y =togial | [ dr = tog ()
di(sen x) = cosx /cosmdx =senx /sen(f(:v))f’(x) dz = —cos(f(x))
x
d
ﬁ(cos x) = —senx /senxdx = —cosx cos(f(z))f (z) dz = sen(f(z))
d 1 dz f(x)
a(arctg x) = 722 / 22— arctg Wd:v = arctg f(z)

Figura 3.1: Derivadas e integrales inmediatas.

3.1.1. Integracién por partes

La féormula de integracion por partes es una consecuencia de la regla de derivacion
del producto de funciones:

d

- (ul@)v(@)) = (2)o(z) + u(@) (2)

u(z)v(z) = /v(w)u’(w) d:c+/u(9c)v’(:c) dzx
/u(x)v’(a:) dz = u(z)v(z) — /v(m)u’(m) dz

Escribimos a continuacién el enunciado con las condiciones necesarias para su

aplicacion.

TEOREMA 3.1.6 Dadas dos funciones, u y v, derivables y con derivadas continuas,

se verifica:

/ w@ ) (z)dz = u(z)v(z) — / (@) (z)dz

Si u es una funcién, es frecuente utilizar la siguiente notacién cuando trabajamos

con integrales:
/
du = ' (x)dx
Esta notacién, permitird escribir facilmente pasos intermedios y abreviar algunas

férmulas. Por ejemplo, usando esta notacién, podemos escribir la féormula de inte-

gracién por partes como sigue:

/udv:uv/vdu

Es recomendable usar integracion por partes cuando el integrando estd dado
como producto de dos funciones de distinto “tipo”. Por ejemplo, una expresién

polinémica por una exponencial o por una trigonométrica.

Grados en Ingenieria Informatica, del Software y de Computadores



128 Calculo para la computacién

EJEmMPLO 3.1.7 Para calcular la integral / xe” dx identificamos las siguientes fun-

ciones:

u=x — du=dx

dv=¢e"dz = v=2¢"

y aplicamos el método de integracion por partes:

/xexdx:xez—/e’”dm

La integral que queda por resolver es inmediata:

/mexdx:mex—/exdx:mex—ex—i—C:(x—l)ez—i—C O

En algunos casos, como en el ejemplo siguiente, sera necesario aplicar el método

reiteradamente.

EJemMPLO 3.1.8 Para calcular la integral / z2e” dz identificamos las siguientes fun-

ciones:

u=1> — du=2zdx

dv=e"dze = v=¢€"
y aplicamos el método de integracién por partes:

/$26$ dz = z%e® — /Qxez dz = z%e® — Q/xegc dz

La integral que hemos obtenido se resuelve también por partes, como hemos visto
en el ejemplo anterior. Al final, agrupando las expresiones se obtiene:

/a:Ze’” dz = z%e” — 2/xez dz = 2%e® — 2(x — 1)e” = (2% — 22 +2)e” + C O

En ocasiones, cuando se aplica reiteradamente este método volvemos a obtener
la integral de partida. Este tipo de integrales se denominan ciclicas y la solucién se

obtiene “despejando” la integral de partida de la ecuacion resultante.

EJemMpPLO 3.1.9 Para calcular la integral / e” sen x dz identificamos las siguientes

funciones:

u=¢* = du=¢e"dzx

dv=senzdr — v = —cosz

y aplicamos el método de integracién por partes:

/exsenxdx——excosx—/—excosxdx——excosx—i—/excosxd:r
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Para calcular la integral / e” cosx dx que aparece en la expresién obtenida, identi-

ficamos las funciones como sigue:

u=¢* = du=¢edzx

dv =cosxdr = wv=senx,

y volvemos a aplicar el método de integracién por partes,
/e”" cosrdr =e®senx — /ex sen x dx,
para obtener la misma integral de partida. Si agrupamos las expresiones:

/ezsena:dx: —excosx—i-ezsenx—/e”senxdx,

podemos despejar la expresién / e’ senz dz y obtener el resultado final:

—e®cosx +e¥senx
/exsenxd:c: 5 +C O

Como vemos en el siguiente ejemplo, otra de las aplicaciones de este método es

integrar funciones simples no inmediatas.

EJjempPLO 3.1.10 Para calcular la integral / log x do identificamos las siguientes

funciones:

1
u=logr = du=—-dzx
T

dv=dex — wv=u=x

y aplicamos el método de integraciéon por partes:

1
/logajdx:$logm—/a@-dx:xlog:p—x—kc O
x

3.1.2. Cambio de variable o sustitucion

A partir de la regla de la cadena se deduce la férmula general del cambio de
variable que permite aplicar el método de sustitucion.

TEOREMA 3.1.11 (DE CAMBIO DE VARIABLE) Dadas dos funciones f, g con f y ¢’

continuas, se verifica que:

/ F(g())d (@)dz = Fg(x)),

en donde F' es una primitiva de la funcion f.
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La forma mas simple de aplicar este resultado es con el siguiente proceso, deno-
minado sustitucion directa.

1 2) 3
[ Ho@ng@as @ [ aya po @ pig) + o
Es decir, en primer lugar (1) hacemos la sustitucién:

g(z) =t
g (z)dx = dt

A continuacién, (2) hallamos la integral /f(t)dt = F(t); y por ultimo, (3) desha-

ciendo el cambio, t = g(z), se obtiene que la primitiva buscada es F(g(x)).
Para aplicar este método, necesitamos identificar una expresiéon f(x) cuya deri-
vada, f’(z) aparezca multiplicando al resto de la expresion.

EJEMPLO 3.1.12 Para calcular / z sen 22 dz hacemos la sustitucién:

2=t

2x dx = dt,

que permite transformar la integral anterior en una integral inmediata que se resuelve

aplicando la férmula de integracién de la funcién sen(z) de la siguiente manera:

/ zsen(z?) dz = / %sen(t) dt = _71(308(15)

Al final se deshace el cambio para obtener el resultado:

/xsen(xQ) dz = 5 cos(z?) + C O

EJEMPLO 3.1.13 Para calcular /cos:vlog(sen x) dz hacemos la sustitucién
senx =1
cosxdr = dt

que nos lleva a la integral de la funcion logaritmo, que hemos hallado en un ejemplo

anterior usando integracién por partes:

1
/cosxlog(senx) dz = [ logt dt =tlog(t) — /t : ;dt =

m dv

= tlog(t) —t = senxlog(senx) —senz + C O

EJEMPLO 3.1.14 Para calcular la integral / % dx podemos aplicar la sustitu-
x
cién
=t

2vdr = dt
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que permite transformar la integral anterior en una integral inmediata que se resuelve

aplicando la férmula de integracién de la funcién arctg(z) de la siguiente manera:

1
x 1 1 1 1 1
dz = 2 _dt=- | ——dt=-arctgt+C = - arctgz® + C
/1+a:4 ! /1+t2 2/1+t2 g et b =gt

O

En la practica, muchas de las integrales que se resuelven mediante una sustitucion
directa son resueltas “a o0jo” usando las férmulas de integracién inmediata. Por
ejemplo, en el ejemplo anterior, un simple arreglo de constantes,

T 1 2
T de== [ 2 g
/1—|—x4 o 2/1+(x2)2 *

hubiera permitido identificar la regla de derivacion general de la funcién arco tan-

gente

d _ J'(=)
e arctg f(x) = T+ f0?

En la tabla de la figura 3.1, también aparecen las integrales inmediatas generalizadas
de esta forma.

Otra forma de aplicar el teorema de cambio de variable es mediante el siguiente
esquema que se denomina sustitucion inversa.

/ f(z)dr Y / fangd®dt 2 riy Y Fgi@) + 0

Es decir, en primer lugar (1) se sustituye la variable inicial por una expresion de-
b
pendiente de una nueva variable:

g(t)
dz = ¢'(t)dt

xr =

A continuacién (2) hallamos la integral /f(g(t))g'(t)dt = F(t); y por ultimo, (3)

deshaciendo el cambio, t = g~!(z), se obtiene que la primitiva buscada es F(g~!(z)).

EjEmMpPLO 3.1.15 Para calcular la integral irracional / V1 — 22 dx vamos a realizar

el siguiente cambio de variable:

r =sent

dx = costdt

El objetivo del mismo es “eliminar” la raiz que aparece en el integrando.

/\/1—x2d$:/\/1—Sen2tcostdt:/0052tdt,

Para resolver la iltima integral podemos utilizar la férmulas que aprendimos en el

primer tema, para transformar las potencias de funciones trigonométricas.

1+ cos2t t sen2t t 1
2 = _— = — = - —
/cos tdt = / 5 dt 5T 2 5135 sen(t) cos(t)
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Y finalmente, deshacemos el cambio de variable

t 1 1 1
B + 5 sen(t) cos(t) = 3 arcsen(z) + 53;\/ 1—224C O

Aplicaremos las sustituciones directas o inversas siguiendo los modelos que re-

pasamos en las secciones siguientes asociadas a cada tipo de funcion.

3.1.3. Funciones racionales

Las funciones expresadas como cociente de polinomios se denominan funciones
racionales. En esta seccion, vamos a trabajar con polinomios con coeficientes reales y
estamos interesados en la transformacién de las expresiones racionales en una forma

normal dada como suma de un polinomio y fracciones simples.

En primer lugar, hablaremos de funciones racionales propias si el grado del de-
nominador es estrictamente mayor que el grado del numerador, como por ejemplo
ox + 4 1
22 —2x -8’ x® — 8

Hablaremos de funciones racionales impropias si el grado del denominador es menor

o igual que el grado del numerador, como por ejemplo
22— 2?4+ 3x —4
r+3’ 22 —2r -8
PROPOSICION 3.1.16 Cualquier funcién racional se puede expresar como suma de

un polinomio y de una funcion racional propia.

La transformacién necesaria para conseguir la descomposicién es simplemente la

divisién de polinomios, tras la cual llegamos a la igualdad

P(z) _ R(x)
@ ~ O quy
en donde C(x) el cociente y R(x) el resto de dividir P(x) entre Q(z).

62

EJEMPLO 3.1.17 La funcién racional 3647
Tt +2x

5 10 es propia; dividimos para obtener

la expresion de la proposicién anterior.

;lvf‘f —1—952

+22 -2

Mostramos, pero no explicamos, los detalles de la divisién, que pueden consultarse
en cualquier manual de matemaéticas de secundaria. Ya podemos escribir la descom-

posicién deseada.
26 —2 9 2 -2

Ay " _1+x4+a:2 -
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DEFINICION 3.1.18 (FRACCION SIMPLE) Las funciones racionales

A Az + B
(ax + b)™’ (az? + bx + )’

en donde, n € N, A, B,a,b,c € R y ax?+bx+c no tiene raices reales, se denominan

fracciones simples.

Por ejemplo,

3 -5 .
20+ 1’ 23 —3224+32z -1  (z—1)3

z 11—z R
222 +2x + 1’ i+ 822416 (22 +4)%’

son fracciones simples. Sin embargo,

no es fraccién simple, ya que el denominador tiene grado 1 y el nume-
x —
rador no es una constante;

2
" +r+1 . .
] ar no es simple, ya que el numerador tiene grado 2;
T

no es simple, ya que el denominador, x(x?+4), no se corresponde con

3 + 4z
una potencia de un polinomio de grado 1, ni con una potencia de un polinomio
de grado 2;
2(13 + 5 . . . 2 . ,
. m no es simple, ya que el polinomio z* — 4 tiene raices reales.

P(x)
Q(x)’

PROPOSICION 3.1.19 Cualquier funcién racional propia se puede expresar

como suma de fracciones simples. Concretamente, si

Q($> = a(w — al)n1 (J} _ a2)n2 o ($ _ ap)np

(2% + bz + c1)™ (2% + baw + )™ ... (¥ + by + ¢4)™

es la factorizacion en R del polinomio Q(x), entonces existen numeros reales A;j,
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B;j, Cyj, tales que:

P(z) ( Ay Aq Atp, )
= + “ e + +
Q(x) r—a; (z—a1)? (x —ap)™
Aai Az Aon, )
(:U—ag (x — az)? * (x — ag)"2 *
A A A
_|_( pl 4 P2 2+...+¢>+
r—a, (z—ap) (z — ap)™
( Bz + Cpy . Bim,xz 4 Cim, )
22+ bz +c (2 + byz + )™
( Bojx + Coy iy Bom, + Com, >
22 + box + 2 (22 + box + co)™2
T ( Bqlx + qu . quql' + Cqmq ) (31)
22 4 bgr + ¢4 (22 + bgx + cq)™a

El nimero de sumandos de la descomposiciéon descrita en el resultado es la su-
ma de las multiplicidades de los factores de (). Para cada raiz real, se consideran
tantos sumandos como su multiplicidad; los denominadores son las potencias suce-
sivas del correspondiente factor y los numeradores son constantes. Para cada factor
de grado 2 irreducible (par de raices complejas conjugadas), se consideran tantos
sumandos como su multiplicidad; los denominadores son las potencias sucesivas del
correspondiente factor y los numeradores son polinomios de grado menor o igual a 1.

Por lo tanto, para determinar la descomposicién, partimos de la factorizacion
del denominador y planteamos la igualdad establecida en el resultado anterior para
determinar, mediante identificacién de coeficientes, los nimeros A;;, B;j;, Ci;

EJEMPLO 3.1.20 Mostramos el proceso de descomposicién en fracciones simples de
Y : _xt -2

la funcién racional propia ———.

T+

[Factorizamos el denominador, . ..
2 -2 _ 2 -2
vi+22 22(22 4+ 1)

[aplicamos el esquema de descomposicidn, . ..
A B Cx+D

R

[sumamos. ..
Az(z? +1)+ B(2? +1) + 22(Cx + D)

- x?(x? 4+ 1)

[y agrupamos.
(A+ C)a3 + (B+ D)2* + Az + B
22(z? + 1)
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Al igualar los coeficientes de los polinomios de los numeradores, obtenemos el si-
guiente sistema lineal de 4 ecuaciones y 4 incégnitas:

(3 — A+C = 0
(%) — B+D = 1
(z) — A = 0
() — B = -2

cuya solucion es A =0, B= -2, C =0y D = 3. Por lo tanto:

> -2 2 L3 -
zh+a22 22 2241
EJeEMPLO 3.1.21 La siguiente funcién racional también es propia y por lo tanto no

es necesario dividir los polinomios:

6x° + 162* + 2223 + 1822 4+ 202 — 1
(=12 (x+2)(x22+2+1)2

El denominador ya esta factorizado, asi que podemos pasar directamente a escribir

la descomposicién en fracciones simples:

6x° + 162* + 2223 + 1822 + 20z — 1 B
(z—-12(z+2)(22+2z+1)2
A B C D+ FE Fx+G

:m—1+(aﬁ—1)2+x+2+x2+x+1 (22 + 2+ 1)2

Sumamos la expresién de la derecha tomando el denominador inicial como minimo

comun multiplo y obtenemos la siguiente igualdad de numeradores

625 + 162 + 2223 + 1822 4202 — 1 =
Az -z +2)(2*+2+ 1)+ B +2) (2 +2+ 1>+ Clz — 1)*(2* + .+ 1)+
+(Dz+E)z -1}z +2)(2*+2+ 1)+ (Fr+G)(z—1)*(xz+2) =
= (A4+C+D)x%+BA+B+ D+ E)a® + (3A+4B —2D + F + F)z*+
+(A4+7B—-2C —-D —2E+G)a® + (-3A+8B — D — E — 3F)z*+
+(=3A+ 5B +2D — E+42F —3G)z + (—2A + 2B 4+ C + 2F + 2G)

Por lo que, igualando coeficientes, obtenemos el siguiente sistema de siete ecuaciones

lineales con siete incognitas:

2 - 0 = A+C+D A =1
¥ - 6 = 3A+B+D+FE B = 3
vt — 16 = 3A+4B-2D+E+F C = -1
> — 22 = A+7B-2C—-D-2E+G =<¢ D =0
> - 18 = —-34A+8B—-D—-FE—3F E =0
! — 20 = —-34+5B+2D—E+2F 3G F =1
2 = -1 = —2442B+C+2E+2G G = -2
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Por tanto, la descomposicion final es:

62° + 162 + 222° + 1822 + 200 — 1
(x —1)2(x+2)(22 + 2+ 1)2 N

1 3 1 n x—2
r—1 (z—-1)2 x+2 (2242x+1)2

La importancia de la descomposicion en fracciones simples en integracién es que
sus primitivas son faciles de obtener, tal y como vemos en los siguientes ejemplos.
De esta forma, junto con la propiedad de linealidad, la descomposiciéon en suma de
fracciones simples permite calcular las primitivas de cualquier funcién racional cuyo

denominador se pueda factorizar.

EJEMPLO 3.1.22

3 3 2 3

= — = — - D

/2x—7dx 2/2:5—7(1:6 210g]2a: +C

EJjEmMPLO 3.1.23
2 2 -1
der =2 —3NPde= " (z-3)4= —— O
/(x3)5 x /(a: 3) °dx 74(56 3) 2(‘%73)4—1—0
: . dr + 1 : .
EJEMPLO 3.1.24 El denominador del integrando de [ ————— dx es irreduci-
22 — 6z + 10

ble; esta integral se resuelve mediante un cambio directo que deducimos facilmente
tras completar cuadrados en el denominador:

22 —62+10=(z—3)>-9+10=(z—3)? +1
De esta forma, el cambio adecuado es:
t=x—-3, z=t+3, dzx=dt.

El desarrollo queda entonces como sigue:
4 1 4 1 4t +1
/Hdm:/wdt:/ t+ 3dt:
22 — 6x + 10 t2+1 t2+1

2t 13
=2 [ ——dt ——dt =
/t2+1 +/t2+1

= 2log(t* +1) + 13arctgt =
= 2log(z? — 62 4 10) + 13 arctg(z — 3) + C O

EJEMPLO 3.1.25 Las integrales de las funciones racionales simples del tipo

1
/ @112

es decir, cuyo denominador es potencia de un polinomio irreducible de grado 2 y
el numerador es una constante, necesitan un poco mas de trabajo. Concretamente,
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vamos a partir de la misma integral, pero reduciendo en una unidad el exponente;
esta integral se abordara con integraciéon por partes:
1 —2z
U=——— — du=-——=dx
2 +1 (22 +1)2
dv=der = v==z

De esta forma:

1 x z?
dz = 2 [ ———d
/w2+1 S /(a:2+1)2 !

La integral del segundo miembro “se asemeja” a la integral propuesta, por lo que, a
partir de ella, con unas manipulaciones algebraicas podemos obtenerla facilmente:

1 T z2
L A B
/932—|—1 v $2+1+ /(m2—|—1)2 .
x 24+1-1
S [ |
:c2+1+ /(x2+1)2 .
T 22 +1 1
=— 42| —-dz -2 | ———=dx =
211 /(x2+1)2 v /(:c2+1)2 v

T 2 1
- de -2 ——dr=
x2+1+/x2+1 v /(x2+1)2 v

Ahora, basta con “despejar” la integral buscada y completar el calculo:

/ 1 d x n 1 / 1 d

T = — [ ——dx
(x241)2 2(z24+1) 2 ) 22+1

T 1
=———— 4 —arctgz + C
224 1) TaMcter Tt

En este ejemplo, sélo ha sido necesario aplicar el procedimiento una vez, pues la
integral era de grado n = 2; en general, tendremos que aplicar el proceso sucesivas
veces para reducir el exponente unidad a unidad. O

3.1.3.1. Funciones trigonométricas

En el primer tema, aprendimos a integrar las funciones del tipo sen”™ x y cos™ x
obteniendo férmulas que convierten estas expresiones en sumas de funciones cuyas
integrales son inmediatas. Vamos a aprender a integrar en esta seccién funciones
mas generales en las que intervienen la funciones seno y coseno. Concretamente, las
racionales en seno y coseno, es decir, funciones cuya expresion se obtiene a partir
de una funcién racional R(¢), en la cual cada variable ¢ se sustituye por senz o por
cosz. La expresién resultante se representa habitualmente por R(senx,cosx). Por

ejemplo, las siguientes expresiones son racionales en sen y cos:

3sen?z + cosx — 5 Sen T cos T

senz + 2 senx +cos2x —1’
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mientras que estas otras no lo son:

a3 +senx sen? z Sen cos T

cos?x ecosx ’ cos? x

Dependiendo de la paridad de la funcién R(sen z, cos ) respecto del seno y el coseno,

aplicaremos una de las siguientes sustituciones:

1. Si R(senz, — cosz) = —R(senx,cos z), se usard la sustitucién senz = t.
2. Si R(—senx,cosx) = —R(senx,cosx), se usard la sustitucién cosx = t.
. sen
3. Si R(—senx,—cosx) = R(senx,cosz), tomamos t = tgx = , de forma
cos
que
dt ¢ 1
de = ——, sen’z=——, cos?x=
1412 14t 14 t2

4. En cualquier otro caso, y como ultimo recurso, podemos usar la sustitucién

f—t (az) sen x 1—cosx do f
= —) = = e forma que
&5 1+ coszx senx 4
2 2t 1—¢?
dx:1+t2dt, senx:m, cosle_{_t2

Todos estos cambios, reducen el problema a integrar una funcién racional.

EJEMPLO 3.1.26 Naturalmente, la funcién R puede ser polinémica, que es un caso

particular de racional. Por ejemplo, para calcular la integral [ sen®z cos? zdz, la

tabla anterior recomienda el cambio
cosx =t, sen’z=1—t> —senzdx=dt,

que conduce a una funcién polinémica:

/SQDSI'COSQ.CEd.I‘:/SGHQ.’L'COS2.1‘SGHI'(?1.%':/—<1—tz)tht:

1 1 1 1
:/(t4t2)dt:5t53t3+C:5cos5x3cos3x+C’ O
) dx . .
EJEMPLO 3.1.27 Para calcular la integral T sena utilizamos el cambio de va-
—senx

riable tg(x/2) = t, ya que no es posible aplicar ninguno de los otros tres, y obtenemos

una integral racional:

2
d{L‘ 1+t2 / 2 —2
— = —/—dt= | ———=dt=—-+C=
/l—sen:r /1—142_';2 (t—1)2 t—1+

2 -2 2(1 + cos )

T to(n /) +C= T senxr =
g/ O ST
1+cosx

+C o

cosx —senx + 1
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3.1.3.2. Funciones irracionales

En general, el objetivo de un cambio de variable es simplificar o transformar la
expresion del integrando para llegar a otra expresién cuya primitiva podamos resol-
ver por otro método conocido. Vemos en esta seccién algunos ejemplos de funciones

que contienen una expresion de la forma

Vazr? +bxr+c

En estos casos, el objetivo serfa un cambio de variable que “elimine” la raiz cua-
drada. Una forma sencilla de hacerlo se utilizando complecién de cuadrados para
transformar el polinomio cuadratico y después utilizar las igualdades

cos?t +sen’t = 1, cosh?t — senh?t = 1.

para determinar el cambio adecuado.

EJEMPLO 3.1.28 Vamos a calcular la integral / dz. Empezamos com-

1
ViZ -2z +5

pletando cuadrados:

2 —2r+5=(r—1)%+4

Dado que los dos sumandos son positivos, tenemos que fijarnos en las funciones

hiperbdlicas, cuya relacién se puede escribir
cosh?t = 1 + senh? ¢

De esta forma, el cambio adecuado parece ser x — 1 = 2senht, ya que permite

simplificar la raiz:
(x —1)> +4 = (2senht)® + 4 = 4(1 4 senh®t) = 4 cosh? ¢
Calculamos la diferencial y completamos la resolucién:

=1+ 2senht, dx = 2coshtdt

/ dz B / dx B
Vaz—2x+5 Ve —1)2+4
2cosht r—1
= | ——=dt = | dt =t+ C = argsenh —— a
/ V4 cosh?t 2
Este tipo de sustituciones no son las tUnicas que permiten trabajar con funciones

irracionales y muchos casos serd conveniente recurrir a otros cambios menos intuiti-

VOS.

Grados en Ingenieria Informatica, del Software y de Computadores



140 Calculo para la computacién

2

-1
A dx utilizando la sustitu-
x

EJEMPLO 3.1.29 Vamos a calcular la integral / 1

—dt

1
cibnr = —, de = ——.
t 12

1
Va2 =1 V1 |
[ S Ty N ST
z 12 2
4

1 (1—12)%2 1 ( 1 )3/2
= - - = — ]_——
2 32 973 2) TC

Obsérvese que la integral en ¢ se ha resuelto como una integral inmediata. O
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LECCION 3.2
Ecuaciones diferenciales

Una ecuacion diferencial es una ecuacion donde la incégnita es una funcién y en
la expresién aparecen derivadas de la funcién incégnita. Las ecuaciones diferencia-
les constituyen una herramienta fundamental en la resolucién de muchos problemas
fisicos y geométricos. Por ejemplo, en la tltima seccién, usaremos ecuaciones dife-
renciales para representar analiticamente familias de curvas y trabajar con ellas.

Si la incégnita es una funcién de una variable, decimos que la ecuacién diferencial
es ordinaria y, si la incégnita es un campo escalar decimos que la ecuacién diferen-
cial es en derivadas parciales. En esta leccion solamente estudiaremos ecuaciones

diferenciales ordinarias.

EJEMPLO 3.2.1 La igualdad
2y —wy = 4y,
es una ecuacién diferencial ordinaria. Sobre la variable y, aparece el operador deri-

vada, y por lo tanto, debe ser considerada la incdgnita de la ecuacién. Sus soluciones

seran de la forma y = ¢(z), es decir, x es la variable independiente. La funcién

x

P @)= 5=
, z3 \/27 4z
x go(m)—a:cp(x):\/ﬁ—x x?—4= -
4x

49/ (x) =
o)==

2’ (2) — wp(z) = 4¢/ (x) -

EJjEmMPLO 3.2.2 El célculo de primitivas, que estudiamos en la leccién anterior, cons-
tituye un método de resolucion de las ecuaciones diferenciales ordinarias del tipo

)7

/

y:

=
=

pues el objetivo era encontrar una funcién y = F'(z) que verificase y' = f(z). Por
ejemplo, para encontrar una solucién de la ecuacién diferencial ¢ = tgx calculamos

la siguiente integral

y:/tg:vdleog(cosx)+0, CeR O

Un criterio de clasificacién de las ecuaciones diferenciales es el orden de derivacién
més alto que interviene en la ecuacién, y que llamamos orden de la ecuacién. Asi,
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y" 4y =2 es de orden 3,
y' =32 es de orden 2,
(y)? —3y =e” es de orden 1,

y—seny =0  esdeorden 1.

En esta leccién, estudiamos solamente las ecuaciones diferenciales ordinarias de pri-
mer orden, es decir, expresiones de la forma

F(x? y? y,) = 07

en donde F' es un campo escalar de tres variables.

DEFINICION 3.2.3 Decimos que una funcidn ¢(z) es una solucién de la ecuacion
F(z,y,y') =0 en D si: p(x) es derivable en D y F(z,o(x),¢'(x)) = 0 para todo
zeD.

Si consideramos la EDO de primer orden 3’ + 2y = 0, es ficil comprobar que
todas las funciones de la forma

wo(z) = Ce ™ (CeR,

son soluciones de dicha ecuacién; esta expresion se denomina solucién general de la
ecuacién. En algunas ocasiones, y debido a las manipulaciones que se realizan para
resolver las ecuaciones, podrédn existir otras soluciones que no entren en el esquema
de las soluciones generales, estas soluciones se denominan soluciones singulares. Por
ejemplo, la ecuaciéon y = 2y’ — (y')? admite como solucién general:

po(z) =Cx — C?, CeR,

pero la funcién ¢(z) = 22/4 también es una solucién y no entra en el esquema de

solucién general anterior (ver figura 3.2).

Por los ejemplos que hemos visto hasta ahora, es evidente que, por lo general, una
ecuacion diferencial admite infinitas soluciones. Sin embargo, en los problemas reales,
es habitual que se incluyan determinadas condiciones adicionales que restrinjan las
posibles soluciones. Por ejemplo, un problema del tipo

' +4y =2,  y(0)=2, y'(0)=1,

en el que fijamos el valor de la funcién y de su derivada en un punto, se denomina
problema de Cauchy o de condiciones iniciales. La solucién de un problema con

condiciones iniciales se denominan solucion particular.

Aunque siempre es posible plantearse la existencia de soluciones de una ecuacién
diferencial, sélo cabe la posibilidad de plantearse la unicidad de las mismas en los
problemas de condiciones iniciales. Por ejemplo, la solucién general de ¢/ + 2y = 0
es pc(z) = Ce™2%; pero si le imponemos la condicién inicial y(0) = 2, entonces la
tinica solucién del problema es @o(z) = 2e72%.

Por lo tanto, en el estudio de ecuaciones diferenciales podemos distinguir dos
problemas fundamentales:
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|8,

y=Czx — C?

Figura 3.2: Soluciones de la ecuacién y = xy’ — (v')%.

= Dada una ecuacién diferencial con condiciones iniciales: ;podemos afirmar que

dicho problema tiene solucién?; si dicho problema tiene solucidn, jes tnica?

= Dada una ecuacién diferencial para la cual podemos afirmar que tiene solucién,
jcomo hallamos dicha solucién?

El primer punto entra dentro del estudio teérico de la EDO. Aunque en el re-
sultado siguiente solo vamos a analizar las cuestiones de existencia y unicidad, se
pueden formular otro tipo de preguntas mas especificas, pero que quedan fuera de los
objetivos de este curso: jcual es el mayor dominio que se puede considerar para la so-
lucién?, jexiste alguna relacion de dependencia entre las soluciones?, la dependencia
de la solucién general respecto de los parametros jes continua?, jes diferenciable?,. ..

TEOREMA 3.2.4 Consideremos el problema:
y'=flz,y),  yl@o) =yo

1. Si f es continua en un conjunto de la forma [xo — €, x¢ + €] X [yo — 6, yo + I],
entonces el problema tiene solucion definida en algun intervalo contenido en
[z — &, 0 + €].

2. Si f es diferenciable y su parcial respecto de y es continua en un entorno de
(z0,Y0), entonces el problema tiene solucion unica en algin entorno de xg.

Es decir, si somos capaces de despejar la derivada de la incégnita 4/, en funcién
de z e y, las propiedades de continuidad y diferenciabilidad se traducen en existencia
y unicidad de las soluciones de la ecuacién. Una ecuacién transformada en la forma

y' = f(z,y) se dice que esta resuelta respecto de la derivada.
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Figura 3.3: Soluciones de la ecuacién 3/ = y2/3

EJjEMPLO 3.2.5 Consideremos la ecuacion
y =y

La funcién nula es solucién de esta ecuacion (solucién singular). Por otra parte, las

funciones 1

:x—i—c

() x € (—00,—c) U (—c,0)

también son soluciones (solucién general). Es facil comprobar que cualquier proble-
ma de condiciones iniciales tiene solucién entre alguna de las anteriores; finalmente,
dado que la funcién f(z,y) = y? es diferenciable y sus parciales son continuas, la
ecuacién anterior tiene la propiedad de unicidad y por lo tanto podemos concluir

que las soluciones anteriores son las tnicas soluciones de la ecuacion. O

EJEMPLO 3.2.6 Consideremos la ecuacion

y/ _ y2/3

La funcién nula es solucién de esta ecuacién. Por otra parte, las funciones

1 3
gpc(:c)—Q—?(m—Fc) z€eR

son también soluciones (ver figura 3.3). Por tanto, esta ecuacién no tiene la pro-
piedad de unicidad en R? pero si tiene la propiedad de unicidad en los conjuntos
R x (—00,0) y R x (0,00) ya que la funcién f(z,y) = y*/3 es diferenciable en estos
conjuntos y las parciales son continuas. O

En la secciones siguientes vamos a abordar la resolucién de algunos tipos de ecua-

ciones. En general, el problema de encontrar las soluciones es bastante complicado;
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como ocurre con el calculo integral, sélo para algunos tipos de ecuaciones es posible
obtener sus soluciones mediante métodos sencillos. Cuando no es posible determi-
nar las soluciones analiticas se pueden aplicar técnicas de aproximacién, pero estos

métodos quedan fuera de los objetivos de este tema.

Los métodos se presentan como algoritmos de manipulaciéon formal de las ex-
presiones; algunos pasos de estos métodos pueden requerir condiciones adicionales
sobre los dominios o sobre las funciones, asi que debemos asequrarnos de que tales

condiciones se verifican, o bien de que tales manipulaciones pueden realizarse.

Asi mismo, algunas manipulaciones pueden alterar parcialmente los resultados
finales: anadir soluciones, perder soluciones, restringir o ampliar el dominio,...: de-
bemos tener esto en cuenta en los problemas concretos, y hacer un estudio posterior

en el que se aborden estas cuestiones.

Por otra parte, debemos tener en cuenta que los métodos de resoluciéon solo
permitirdn obtener una definicién implicita de las soluciones. Es decir, transformaran
la ecuacién F(z,y,y’) = 0 en otra ecuacién equivalente (no diferencial) de la forma
U(z,y) = 0; en este caso decimos que U(z,y) = 0 es la solucidn implicita de la

ecuacion.

3.2.1. Ecuaciones de variables separables

Una ecuacién de variables separadas es una ecuacion de la forma

F(z)+ Gy)y' =0

Si, mediante operaciones algebraicas elementales, es posible transformar una
ecuacién en otra con la forma anterior, decimos que es una ecuacién de variables
separables.

Estas ecuaciones se resuelven de la siguiente forma:

F(z)+ G(p(x)¢'(x) = 0 (integracién)

/(F(x) + G(p(2))¢ (z))dx = C (linealidad)

/F($) dz + /G(gp(m))cp'(x) dz = C (sustitucion)
/F(a:) dz + /G(y) dy = C (primitiva)

En el tercer paso hemos aplicado el método de sustitucion utilizado el cambio
de variable: y = ¢(x), dy = ¢'(x)dz. Por lo tanto, si encontramos dos primitivas
py qde F'y G respectivamente, las soluciones de la ecuacion inicial verificaran la

expresion implicita:

p(x) +q(y) =C
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h<

Wi
211N

wo(xz) =Cvax?+ 4

Y

Figura 3.4: Soluciones de (22 +4)y' = xy

EJEMPLO 3.2.7 (2% + 4)y’ = zy es una ecuacién de variables separables:

/

z Y

22+4 y

d
/ 230 doe— [ Z =0
x4+ 4 Y

%h)g(fC2 +4) —logly| = Cy

ly| = e 122 + 4

Yy = :I:e_cl\/m

y=0Ca2+4 , CyeR-{0}

Al separar las variables en el primer paso de la resolucién hemos efectuado una
divisién por y, lo que excluye del proceso posterior las soluciones que se anulan en
algin punto. Sin embargo, la funcién nula y = 0 es solucién de la ecuacion inicial vy,
por la propiedad de unicidad, la tinica que pasa por los puntos del eje de abcisas.
Por tanto, las soluciones de la ecuacion son:

po(z) = CVa? +4, CeR O

3.2.2. Ecuaciones exactas

Una ecuacién P(z,y) + y'Q(z,y) = 0 se dice exacta si existe un campo escalar
U tal que VU(,y) = (P(z,1), Qx,1)), es decir,

DlU(x7y) = aagv(x7y) = P(l’,y), D2U<$7y) = gg(xvy) = Q(x,y)
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En tal caso, el campo U se denomina potencial de (P, Q) y la expresién
U(z,y)=C

define implicitamente las soluciones de la ecuacién:

U, f(z)) = €
LU, @) =0
ou ou

3, & F @)+ Fy(w, f@)f'(x) =0

P(z, f(z)) + Q(z, f(x)) f'(z) = 0
P(z,y) + Q(z,y)y' =0

Pero, ;jcémo sabemos si una ecuacién es exacta y como determinamos en tal
caso su potencial? El lema de Poincaré responde a la primera pregunta y veremos
en los ejemplos siguientes que el cdlculo de primitivas es suficiente para determinar

el potencial.

TEOREMA 3.2.8 (LEMA DE POINCARE) Consideremos dos campos escalares P y Q,

en R? cuyo dominio es un conjunto en “forma de estrella”. La ecuacion P(z,y) +

. 0P 0Q
/ _ = —
Y Q(x,y) =0 es exacta si y solo si 3y (z,9) D (z,y).

En este enunciado se exige que el dominio comin de Py @, D, tenga forma de
estrella, es decir, que exista un punto (a,b) € D de tal forma que los segmentos que
unen este punto con cualquier otro del conjunto, estd contenido en D. En realidad,
esta restriccién no condiciona la aplicacion del lema de Poincaré, solamente reduciria
el conjunto en el cual podemos afirmar que existe solucion. En la préactica, este
analisis siempre lo haremos a posteriori, es decir, una vez resuelta una ecuacion,
debemos verificar siempre la validez de la misma y el dominio en el cual tal soluciéon

es valida.
EJEMPLO 3.2.9 La ecuacién
(zy® + ) + (y2*)y =0

es exacta ya que:
9 (g + 2) = 20y = 2 (ya?)
oy oz

Para hallar el potencial, razonamos de la siguiente forma. Si U(x,y) es el potencial

de la ecuacion, entonces

9 o
afyU(ﬂﬁ,y) = yz*,

y por lo tanto,

U(z,y) —/nydy+C.
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)

Figura 3.5: Soluciones de (zy* + x) + (yz?)y’ =0

Y =<

Ahora bien, dado que estamos trabajando con expresiones con dos variables y solo
integramos respecto de y, debemos entender que la constante de integracién puede
incluir a la variable x; es decir, debemos considerar C' = p(z).

1
Ulz,y) = /yw2 dy = §y2w2 + o()

Para determinar una funcién ¢(z) (que no incluye a la variable y), utilizamos la otra

parcial de U:

0
zy? + 1= U @) = zy® + ¢ (v)

De la igualdad obtenida deducimos que ¢'(z) = x, por lo que

gp(m):/xdx:x;

En consecuencia, podemos tomar U(x,y) = %(ysz + 22). Por lo tanto,
i+t =C

es la solucién general de la ecuacién (ver figura 3.5). Podemos observar que C' < 0
no define ninguna funcién y para C' > 0 las funciones solucién son:

fo(z) = \/? go(x) = —\/?

También podemos observar que ninguna de las soluciones anteriores corta el eje de
ordenadas; cualquier solucién que pase por este eje deberia ser una extension de
alguna solucion fo o go, lo cual es imposible, ya que estas funciones no pueden ser
extendidas con continuidad al punto x = 0. O
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3.2.3. Ecuaciones lineales

Las ecuaciones de la forma

Y +p(@)y +q(z) =0

se denominan ecuaciones lineales de primer orden. Si las funciones p y ¢ son continuas
y derivables, la ecuacién tiene solucién definida en la interseccion de los dominios
de las dos funciones y ademds, cada problema de Cauchy asociado a una ecuacién

lineal tiene solucién unica.

Si la funcién ¢ es nula, decimos que la ecuacién es lineal homogénea y estas

ecuaciones son también ecuaciones en variables separables:
px)y+vy =0 = = = —p(x)

El método de resolucién de las ecuaciones lineales se basa en los dos resultados que

vemos a continuacion.

TEOREMA 3.2.10 (PRINCIPIO DE SUPERPOSICION) Si y, es una solucién (particu-

lar) de la ecuacion lineal

y' +p(x)y+q(x) =0 (32)
e yn es una solucion de la ecuacién homogénea asociada, y), + p(z)yn, = 0, entonces
y=yp+Cyp, CER

es la solucion general de la ecuacion inicial.

Ya hemos visto que las ecuaciones lineales homogéneas son ecuaciones en varia-
bles separables, que ya sabemos resolver. Por lo tanto, solo nos falta saber determinar
una solucién particular de cualquier ecuacion lineal.

TEOREMA 3.2.11 (CONJETURA DE LAGRANGE) Si yp, es una solucion de la ecua-
cion y, +p(x)yn = 0, entonces existe una funcion c(x) tal que y, = c(x)yy es solucion
(particular) de

Y+ p(x)y +q(z) =0 (3.3)

Vemos a continuacién un ejemplo de cémo usamos estos resultados para resolver las

ecuaciones lineales.

EJEMPLO 3.2.12 Vamos a resolver la ecuacién

Y —ysenx +senz =0 (3.4)
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1. En primer lugar, encontramos una solucién de la ecuacién lineal homogénea

asociada:

Y, — ypsenz = 0

/
L/ —
Yh

log |yn| = —cosz
yh — e_COSI

2. La conjetura de Lagrange establece que hay una solucién particular de la

ecuacion inicial de la forma

— COsS T

Yp = c(w)e

Sustituyendo ¥, en la ecuacién podemos determinar c(x):

d
P (c(x)e™ ) — (c(x)e™ ) senx = —senx
x
d(x2)e” " 4 c(x) senze” “T — ¢(z) senze” “®F = —senx
d(x)e” "% = —senx
d(x) = —sen xe®s”
C(:U) — eCOSiK
yp = ECOSTH—COST _
p = =

En este paso, siempre deberd simplificarse ¢(z) y serd posible despejar /().

3. Terminamos utilizando el principio de superposicién para concluir que la so-
lucién general es
y=yp+Cyy =1+ Ce™ 0

3.2.4. Cambios de variables

Las ecuaciones estudiadas hasta ahora, son ecuaciones basicas. Para resolver otro
tipo de ecuaciones, se utilizaran diversas técnicas que las transformen en uno de estos
tipos basicos. En los ejemplos que vemos a continuacion haremos uso de cambios de

variables para conseguir este objetivo.

EJEMPLO 3.2.13 Una ecuacién 3y’ = f(z,y) se dice que es homogénea si verifica
f(tz,ty) = f(x,y) para todo t. El cambio de variable y = zu convierte estas ecua-
ciones en ecuaciones en variables separables, en donde, u sera la nueva incégnita.

Por ejemplo,

x
y=2+2 (3.5)
r oy
es una ecuaciéon homogénea. En este caso, f(x,y) = J + E, por lo que
T oy
flaty) =2+ 2=V 4 T = fay)
€T = — —_— = — —_ = €T
LY ir oz Y Y
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Para completar la sustitucién, nos hace falta determinar 3’, para lo que debemos

recordar que la nueva variable u representa a una funcién:

Y = TU . y’:u—}—xu'

Realizamos el cambio de variable y completamos la resolucién de la ecuacién resul-

tante.

=Y.z
V=t
1
utau =u+ -
U

1

o ==

U

uu’:l

x

IN
o

5= log |z| + C1
u? =logaz? +C
2
vy _ 2
P logz* + C
y? = 2%(logz® + C) O

EJEMPLO 3.2.14 Vamos a resolver la ecuacién y' + J_ xy? utilizando el cambio
x

de variable y = 1/u.

/ Yy 2
Y+ ==y
x
1 , —u
y=— ¥=—
—u 1 x
u2 Ty u?
, U
v - —=—z
x

En este ejemplo, hemos llegado a una ecuacion lineal en u que pasamos a resolver,

empezando por la ecuacion homogénea asociada.
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Hallamos ahora la solucién particular de la forma u, = c¢(z)x

d(z)x + c(x) — C(?x =—x
d(x)r = —x
d(z)=-1
c(x) = —x
up = c(z)r = —2?

Ya podemos completar el calculo de la ecuacién propuesta
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LECCION 3.3
Integracién de funciones de una variable

El contenido de esta leccion estd dedicado a la integral de Riemann o integral
definida de funciones de una variable. La aplicacién de la integral al calculo de areas
planas es el ejemplo més simple para entender este concepto, aunque como veremos
m&s adelante, las aplicaciones de la integral definida son multiples, tanto en las

matemadticas como en las distintas dreas de ingenieria.

Seguramente el alumno recuerde toda una coleccion

de férmulas para calcular el drea de poligonos. Todas
esas férmulas tienen como punto de partida la definicién
del area de un rectangulo: el drea de un rectangulo es h
el producto de sus dimensiones. A partir de esta defi-

nicién, podemos calcular el area de cualquier poligono. b

Por ejemplo, en la figura de la izquierda, podemos ver

que el drea de un tridngulo de base b y altura h es A = %bh (va que el drea de
los dos tridngulos sombreados, es igual al drea de los dos tridngulos sin sombrear).
Ademds, el area de cualquier otra region poligonal se puede calcular dividiéndola en

triangulos.

A=A+ Ay + A3+ Ay

Pero, jcémo calculamos el area encerrada por una curva? No podemos obtener
de forma directa una expresion para esa area, por lo que, en estos casos, buscamos
un procedimiento para aproximar su valor. Por ejemplo, en la antigiiedad, utilizaban
poligonos regulares inscritos en un circulo para aproximar el valor de su drea; cuantos

mas lados tomemos, mejor serd esta aproximacion.

/N

En una region arbitraria, también podemos utilizar este procedimiento, por ejem-

plo, inscribiendo franjas rectangulares para obtener aproximaciones que podemos

mejorar tomandolas cada vez més estrechas.
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De hecho, este es el punto de partida para definir las sumas de Riemann, que intro-

ducimos a continuacion, y que son el fundamento de la Integral de Riemann.

3.3.1. Sumas de Riemann: integracién numérica

Si f es una funcién positiva en el intervalo [a, b], queremos calcular el drea de la
regién comprendida entre el grafo de f, el eje OX y las rectas X =a y X = b. Este
area serd la integral definida de f en el intervalo [a, b].

Y

b
Area= / f(z)dz

Con este modelo, podemos plantear facilmente los calculos necesarios para aproximar
el valor de la integral como la suma de las areas de varios rectangulos. Para describir

estos rectangulos, elegimos un conjunto de puntos xy, tales que
a=20 <21 <T2< ... < Ty_1 < Ty =0b,

y puntos intermedios s tales que x_1 < s < xp, de tal forma que cada subintervalo
[zk_1,x)] serd la base de un rectangulo y f(si) su altura. El drea de cada rectdngulo
serd f(sg)(zx — xk—1) y por lo tanto, la aproximacién del drea de la regién serd la
suma de las areas de todos estos rectangulos, es decir

m
Z f(se)(r — 2p-1).
k=1
Esta aproximacion corresponde a la region sombreada que podemos ver en la figu-

ra 3.6 y la expresién se denomina Suma de Riemann.

2

EJeMpPLO 3.3.1 Consideremos la funcién f(x) = 2x — x* en el intervalo [0,2] y

consideremos los puntos z = T s = — para cada k= 0,1,...,8; con ellos, vamos

a calcular una aproximacién del drea que queda debajo de la grafica de f, segun

aparece en la figura 3.7. En primer lugar, observamos que, para cada k =1,...,8
ko k-1 1

Th = Th-1 = 7 =~ =
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AR
N

To=a T1 Tz T3 T g Tmel g =)

Figura 3.6: Aproximacién del drea bajo el grafo usando sumas de Riemann.

Y

Figura 3.7: Aproximacién del drea del ejemplo 3.3.1.

y por lo tanto

m kl 1< Sk k2
kZ:lf(Sk)(ka—ka 1 Zf Z 1 4; Z_TG
1,1 12 2 22 3 32 4 42
—1GtG ot Gt G )t
5 52 6 62 772 8 &2 21
TG )G TG TG ) T

Las aproximaciones dadas por las sumas de Riemann pueden ser mejoradas au-
mentando el nimero de puntos, de forma que la amplitud de todos los subintervalos
disminuya tendiendo a 0. Decimos que una funcién es integrable si, en estas condi-
ciones, las sumas de Riemann convergen a un mismo valor y este valor se denomina
integral (definida) de la funcién en el intervalo.

EJEMPLO 3.3.2 Vamos a considerar nuevamente la funciéon f(r) = 2z — 2?2 del
ejemplo anterior. Pero ahora, vamos a calcular las sumas de Riemann para una
particién en n subintervalos iguales, es decir, de amplitud g, y tomando igualmente
el extremo superior como punto intermedio de cada subintervalo; es decir, s, =
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2k
ZTn = — para k=1,...,n y entonces,
n

3 s s — o) = 23 Flsas) = 2 30 1) =

n

n
k=1 k=1 k=1
2~ 2k 4k?
=L (g =
k=1
8 w 8 =
k=1 k=1
B ((Sn(n—i-l)) B <8n(n+1)(2n+1)>) B
— \\n2 2 n3 6 N
_ 4n?—4
 3n2
Entonces,

2
/ (22 — 2?)dz =1
0

En particular, las funciones continuas son integrables en cada intervalo cerrado
contenido en su dominio y estas funciones seran con las que trabajaremos en el curso.
Para calcular integrales definidas usamos el cdlculo de primitivas (si es posible) y
usamos las sumas de Riemann como método de aproximacién. No obstante, debemos
entender que la teoria asociada a las sumas de Riemann no es solo importante como
método de aproximacién, sino que ademas es la forma de probar que una magnitud
puede definirse o calcularse mediante integrales: cualquier magnitud que se puede
aproximar por sumas de Riemann de una funcién continua, tiene a la integral como

valor exacto; més adelante, veremos algunos ejemplos intuitivos de estas ideas.

3.3.2. Regla de Barrow y propiedades

Ya hemos recordado en la primera leccion de este tema el teorema fundamental
de célculo, que establece que si f es continua, la funcién

Fm=fﬂMu

es una primitiva de f, es decir, F'(z) = f(z). A partir de este teorema se deduce
facilmente la Regla de Barrow, que es la herramienta para cédlculo de integrales
basada en primitivas. Supongamos que G es cualquier primitiva de f, que habremos
hallado usando los métodos vistos en la primera leccién de este tema. Entonces F'y

G se diferencian en una constante,
xX
G(z) — / f(t)dt = C, para todo z € [a, D] (3.6)
a
En particular, tomando x = a determinamos el valor de C:

C = Gla) - / " Fdt = Gla)
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y con él, ya podemos expresar el valor de la integral definida en terminos de G:

/ f(t)dt = G(z) — G(a).
a
De esta forma, hemos demostrado la regla de Barrow.

TEOREMA 3.3.3 (REGLA DE BARROW) Si f es continua en [a,b] y G'(z) = f(z)
para todo x € [a,b], entonces
(Notacion)

)

a

b
/fmwzew—cw

EJEMPLO 3.3.4 Vamos a calcular de nuevo el area de la regién del ejemplo 3.3.2
usando la regla de Barrow:

2 3712
8 4
/0(1‘ x¥)dx = |x 31, 3= 3

EJeEMPLO 3.3.5 El drea de un circulo se puede calcular a partir de la grafica de la
funcién f(z) = V/r? — 22. Si consideremos el intervalo [0, 7], la regién entre el grafo

de f y el eje OX es un cuarto de circulo y por lo tanto:
A:4AT¢ﬂ_xmx
Hallamos en primer lugar la primitiva:
A=4 / V2 —a2de =

{ x = rsenfdx = rcos 6do

:4/\/7“2 —r2sen?f0rcosfdl =

:4/r2 cos® 0dh = 4T2/ (; + %COS 29> do

=472 (g + isen 29) =72 (20 +sen 26) =

x x
=72 (2 arcsen — + sen 2(arcsen —))
r r

Por lo tanto

r T
A= 4/ V2 —z2dr = [7“2 (2 arcsen — + sen 2(arcsen E))} =
0 r T

0

=r? (2 arcsen 1 + sen 2(arcsen 1)) —r? (2 arcsen 0 + sen 2(arcsen O)) =

:r2<2g —|—sen2(g)> = r? O

Debemos insistir en que el hecho de tener un resultado tan potente como la Regla
de Barrow para calcular integrales definidas, no debe llevarnos a la conclusion errénea
de que podemos olvidar la definicién de integral. De hecho, la regla de Barrow solo
es util para aquellas funciones que admiten una primitiva expresable en términos de
funciones elementales, y ya sabemos que no todas las funciones continuas admiten

este tipo de primitivas.
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TEOREMA 3.3.6 (LINEALIDAD DE LA INTEGRAL) Si f y g son continuas en [a,b] y

a, 8 € R, entonces:

/ab(af(x) + Bg(x)) dz = oz/ab f(x)dz +5/abg(x) da

TEOREMA 3.3.7 (PROPIEDAD DE ADITIVIDAD) Sea f una funcidn continua en [a, b]

y ¢ € [a,b], entonces

/abf(x)dx: </acf(a:)dx> + (/be(x)dl«)

b
Tal y como hemos definido la integral, en el operador es necesario que a < b.

a
Para flexibilizar los calculos, es conveniente admitir la situacién inversa.

a
DEFINICION 3.3.8 Si f es continua en [a,b], definimos la z’ntegml/ f(x)dx como:
b

/baf(x)d:z:—/abf(x)d:z

Esta definicién se hace asi para que la extensién del operador siga verificando la
propiedad de aditividad

/(lbf(x)d$+/l)af($)d$:/aaf(x)dmzo
/abf(a:)der/baf(x)dx:/abf(:c)da:—/abf(m)dxzo

A continuacion, vamos a dar los enunciados de los teoremas de cambio de variable
e integracion por partes, pero para integrales definidas. Si utilizamos estos métodos
para calcular integrales definidas, es preferible usarlos tal y como los enunciamos
a continuacién ya que, como veremos en los ejemplos, su aplicacion simplifica los

célculos necesarios.

TEOREMA 3.3.9 (CAMBIO DE VARIABLE DIRECTO) Supongamos que g’ es continua

y en la,b] y que f es continua y biyectiva entre g(a) y g(b), entonces:

b . g9(b)
[ #ong@s = [
a g(a)
COROLARIO 3.3.10 (CAMBIO DE VARIABLE INVERSO) Sea f una funcion continua
en [, 8]. Consideremos una funcién g: I — [a, (] biyectiva, continua y con primera

derivada continua. Entonces,

B g 1(B)
/ f(x)dz = / Flo(w)g (w)du
a g ()

Obsérvese que, en este teorema, hemos incluido, como condicién necesaria, que
el cambio de variable esté dado por una funcién biyectiva, es decir, mondtona en el

intervalo de integracion.
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EJEMPLO 3.3.11 Vamos a repetir el calculo del area de un circulo de radio r, que

hicimos anteriormente, pero de forma mas simple por la ayuda del resultado anterior:
T
A :4/ Vr? —z2dz =
0

x = rsenf (esta funcién es creciente en [0, 7/2])
dx = rcos6df

xg=0= 0y =arcsen0 =0

r1=r=01 = arcsen£ = arcsen 1 = m/2

7T/2 71'/2 1 1
:4/ r? cos? 0do = 47"2/ <f + —cos 29) db =
0 0 2 2

0 1 Tl'/2
=472 b + 1 sen 20} = 41"22 = 12 O
0

TEOREMA 3.3.12 (INTEGRACION POR PARTES) Sean f y g dos funciones tales que
Iy g son continuas, entonces:

/ab f(2)g (x)dx = [f(m)g(x)}z — /abg(x)f’(x)dx

EJjemMpPLO 3.3.13 Utilizamos el resultado anterior para calcular la siguiente integral
definida

w/2
/ cos x log sen x dx
w/6

Para ello, utilizamos el cambio de variable

t=senz, dt=cosxdx

Los limites de integracién se modifican de la siguiente forma: para z = /6, el valor
de t es 1/2, mientras que para = 7/2 el valor de ¢ es 1.

w/2 1
/ cosxlogsenxdx = / logtdt
/6 1/2

dt
u:logt:du:?
dv=dt = v=t

1 1 B 1
= {tlogt} —/ ar = —8d/2) _ M _ g2
12 J12 2 1/2 2

N

3.3.3. Aplicaciones geométricas

Aunque hemos utilizado el calculo de areas de regiones planas para motivar el
concepto de integral, debemos tener en cuenta que una integral se identifica con un

area solo si el integrando es una funcién positiva.

TEOREMA 3.3.14 Si f es una funcion continua y positiva en el intervalo |a,b],
b

entonces la integral definida f es el valor del drea de la region comprendida

entre el grafo de f y el eje OXaen dicho intervalo.
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A continuacion, repasamos otras aplicaciones de la integral para determinar otras
magnitudes, como volimenes, longitudes de curvas o areas de superficies alabeadas.
Otras aplicaciones posibles se encuentran en el campo de la fisica, para calcular el

trabajo o los centros de masas.

Calculo de volimenes por secciones. Supongamos que tenemos el sélido aco-
tado por dos planos perpendiculares a una recta y que para cada t € [a,b] cono-
cemos el drea A(t), de las secciones del sélido perpendiculares a dicha recta, de
tal forma que la funcién A es continua. Si tomamos una particion del intervalo,
a=ty <ty <...<t,=>, el volumen del sélido se puede aproximar por la suma
de los volimenes de los cilindros de base A(t;) y altura (t; — t;—1):

V =~ Z A(ti)(ti — ti—l)
=1

Obviamente, estas expresiones son sumas de Riemann asociadas a la funcién A(t),
y por lo tanto, podemos afirmar que el volumen exacto es:

V= / " Aty

En algunos casos, el enunciado del problema dard la posicién del sélido respecto de
los ejes coordenados, pero méas frecuentemente, tendremos que elegir nosotros esta
posicién, de tal forma que sea facil calcular las dreas A(t).

EJEMPLO 3.3.15 Se corta una cuna de un tronco (cilindrico) de radio 2 dm dando
dos cortes con una sierra mecanica que llegan hasta el centro del tronco. Si uno de
los cortes se hace perpendicular y el otro formando un angulo de 30° con el primero,

,qué volumen tendra la cuna?

Vit s

30°

Vi~

Para hacer el calculo utilizando el método de las secciones, situamos el sélido como
se muestra en la figura. La base de la cuna, perpendicular al eje del tronco, es el
interior del semicirculo y = v/4 — 2. Al hacer los cortes perpendiculares al eje OX,
las secciones son tridngulos rectdngulos cuya base es v4 — x2 y forma un dngulo de

Vi—a2?

30° con la hipotenusa. Por lo tanto, su altura es 7Y el area de la seccion es

A(z) = ﬁ(él — 22). El volumen que querfamos calcular es:

/ /2 2\[ ?{496_;;3}22:1; 3 .
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Como caso particular, podemos calcular el volumen de sélidos de revolucion
usando el método de los discos. Si consideremos una regiéon plana determinada por
el grafo de una funcién continua f entre a y b que gira alrededor del eje OX, el
solido generado verifica que las secciones perpendiculares al eje OX, son circulos de

radio f(z). Por tanto, el volumen del sélido es:

V:/abwf(x)2dx

Calculo de volimenes de revolucién por capas. Otra forma de generar un
sélido de revolucién es girando la regién determinada por una funcién continua en
un intervalo [a,b] con a > 0, alrededor del eje OY. Para aproximar el valor de este

volumen, consideremos una particién a = xgp < 1 < ... < x, = b, y los puntos
. . xT; €T ok .
intermedios s; = %; el volumen del sélido se puede aproximar por la suma de

los volimenes de los cilindros cuya base es la corona circular de radios z;—1 y x; y

cuya altura es f(z;):

n

V= Z f(si)(mr:? - Wx?q) = Zﬁf(sz‘)(xi +wig) (i — wig) =
=1 =1
= Z 27Tf(81)81(.%‘2 — ﬂii_i)
=1

Obviamente, estas expresiones son sumas de Riemann asociadas a la funcién 27z f (x),

que es continua por serlo f. Por lo tanto, podemos afirmar que el volumen exacto es

b
V= / 2rx f(x) dz

Longitud de una curva parametrizada. Si y(t) = (z(¢),y(t)) es una curva
parametrizada diferenciable tal que 2’ e 3 son continuas en [a, b], su longitud viene
dada por la siguiente integral:

b
(= / V@O + ()2 at

En particular, la longitud del grafo de una funcion f, en un intervalo [a, ] es:

L= /b L+ [f(@)P de
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LECCION 3.4
Integracién doble

Consideremos un campo escalar f: R C R? — R y supongamos que f es positiva
y acotada en el rectangulo R = [a,b] x [c, d]. De la misma forma que para las funcio-
nes de una variable utilizabamos rectangulos, ahora podemos intentar aproximar el
volumen de la regién que queda entre el grafo de f y el plano XY tomando prismas.
La manera més simple de hacerlo es tomando particiones de los intervalos [a,b] y
[c,d] y considerando, como base de los prismas, los rectdngulos que forman:

A
z= f(z,y)
) ) Y
¢ Yji—1 Yj d
= = = = >
/// // /// ///
77777777 PP -
AZ
M;; .
N
mi;l O
AN
Yj—1 Yj Y
>
- - [
. .
P .
. P
. P
. .

Podemos tomar aproximaciones por defecto o por exceso considerando los valores
maximo y minimo en el rectangulo como altura del prisma, o tomar una suma de
Riemann usando como altura el valor de la funcién evaluando en cualquier punto
interior.

n m
> > f(tirsi) (@i — zio1) (g5 — yj-1),
i=1 j=1
Como para las funciones de una variable, para mejorar estas aproximaciones basta

con tomar mas puntos en las particiones, de forma que las dreas de los rectangulos
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Rij = [zi—1,2;] X [yj—1,y;] disminuyan tendiendo a 0. Diremos que el campo es
integrable si, en estas condiciones, las sumas de Riemann convergen a un mismo

valor, que denominamos integral de f en la regién R = [a, b] X [c, d]:

/ /R fgdady =t SOS F(t ) (@ — w0 (95 — i)

Area(Ri]— )—)0 i=1 j=1

Si el campo es positivo en la region, esta integral es el volumen de la regién que queda
entre el grafo y el plano XY. En este curso, solo vamos a trabajar con campos
continuos, que en particular son integrables, en cualquier regién contenida en su

dominio.

No vamos a abordar en este curso las integrales de campos de tres o mas variables,
aunque teéricamente su definicién no supone ninguna dificultad. Como veremos a
lo largo del tema, el calculo de las integrales multiples se sustenta en el calculo
de primitivas y en el estudio y transformacion de las regiones de integracién y por
lo tanto, el nivel de dificultad que aporta el aumento de las variables no esta en
el propio concepto de integral sino en la manipulacién de regiones y objetos en el

espacio.

3.4.1. Teorema de Fubini. Consecuencias

La definicién de integral que hemos dado mas arriba establece la forma de saber
qué magnitudes pueden se calculadas con la integral de una funcién, pero no igual que
ocurre en funciones de una variable, no constituye un método efectivo de calculo.
El teorema de Fubini, que enunciamos a continuacién, establece la relacion entre
integrales dobles e integrales de una variable, por lo que, usando conjuntamente con
la regla de Barrow, nos da un método de calculo de integrales basado en el calculo

de primitivas.

TEOREMA 3.4.1 (DE FUBINI) Sea f: R C R? — R un campo escalar integrable en

el rectangulo R = [a,b] X [c,d]. Entonces:

J[ #tazay - / b ( / df(x,wdy) d = / ' ( / bf(x,wdx) ay
R

EJEMPLO 3.4.2 Vamos a calcular la integral / (22 + y)dazdy con R = [0,1] x [0, 1]
R

//R(2x+ y)dzdy = /01 (/01(2:c+y)d:c) dy
- /01 {1:2 +yw} lzo dy

=/01(1+y)dy= [y+yf
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z= f(z,y)

Figura 3.8: Justificacién del teorema de Fubini usando el cdlculo de voliimenes por
el método de las secciones.
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Figura 3.9: Regién limitada por dos grafos.

Como podemos ver en las figuras de la pagina 165, las igualdades dadas por el
Teorema de Fubini se pueden obtener como consecuencia del método de las secciones
para el cdlculo de un volumen por el método de las secciones.

Naturalmente, trabajar con dominios rectangulares es una restriccion demasiado
fuerte; el siguiente resultado introduce la herramienta para trabajar con campos en
cualquier dominio.

TEOREMA 3.4.3 Sea D un subconjunto acotado de R? y sea f un campo escalar
continuo y acotado en D. Sea R un rectangulo tal que D C R y consideremos el
campo

@y si@yeD
0 st (z,y) € R\D

Entonces, el campo f es integrable en R y su integral se toma como definicion de la

integral de f en D:
def. -
//f(:t,y)dxdy(:)//f(x,y)dwdy
D R

EJEMPLO 3.4.4 Supongamos que D C R? estd limitado por los grafos de las funcio-
nes ¢1: [a,b] > Ry ¢a: [a,b] — R tal y como se muestra en la figura 3.9, entonces,

considerando la funcién f definida en el teorema anterior:

[ smacay - / b ( / ' f<x7y>dy) dz
D

b w1(z) w2(z) d
:/ (/ 0~dy+/ f(x,y)dy+/ O-dy)dm
a c 1(x) w2 ()
b w2(w)
-/ ( / f(w,y)dy> de
a p1(z)

Por ejemplo, podemos calcular el volumen de la cuna que vimos en un ejemplo
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anterior, que se obtenia cortando un tronco (cilindrico) de radio 2 dm dando dos
cortes con una sierra mecanica que llegan hasta el centro del tronco; uno de los
cortes se hace perpendicular y el otro formando un dngulo de 30° con el primero:

30°
V2 —

Ahora, utilizando una integral doble, la cunia es la regién que queda entre el grafo
Y
V3
y 2 Va—z2 y
dedy = / / ——dy | dz
V=11, v
"
/ [ v } do = g2
2v/31, 2[
392

2f{4x_g}_2_ 9\/§ -

del campo f(z,y) =
0<y<v4—a22

y el plano OX en el dominio D definido por —2 < z < 2,

Los siguientes resultados establecen varias propiedades de la integral doble.
TEOREMA 3.4.5 Consideremos un campo escalar f: D C R? — R y supongamos
que f es positivo y acotado en D. Entonces, la integral fD f(x,y) es el valor del

volumen del solido comprendido entre el grafo de f en D y el plano XY .

Si en este teorema consideramos la funcién constante f(z,y) = 1, obtenemos la

siguiente consecuencia.

COROLARIO 3.4.6 // dz dy es el valor del drea de la region D.
D

La integral doble, también verifica las propiedades de linealidad y de aditividad.

TEOREMA 3.4.7 Sean f y g campos escalares integrables sobre D C R? y ¢,k € R.

1. Linealidad:

//(c-f(w,y)+k~g(w,y))dxdy = 0(// f(z,y) dwdy) +k~<//g(:c7y) dz dy
D D D
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o 0<6<2m

Figura 3.10: Cambio de variable a coordenadas polares.

2. Aditividad: Si D = D1 U Dy y Area(Dl N Dy) =0,

([ razan=( [[ swazas) + ( [ semasan)
D Dy Do

3.4.2. Teorema de cambio de variable

El teorema de Fubini es la herramienta fundamental para el calculo de integrales
multiples, sin embargo, hemos podido observar que su aplicacién no es sencilla si
la regién de integracion no es rectangular. Los cambios de variable nos van a per-
mitir utilizar descripciones maés simples de una regién. Por ejemplo, mientras que
un circulo de radio a centrado en (0,0) en coordenadas cartesianas se describe por
—Va? — 22 <y < +va?—122, —a <z < a, en coordenadas polares se describe sim-
plemente por 0 < r < a, 0 < 0 < 27. Para hacer esta descripcién alternativa,
hemos usado la aplicacién

T(r,0) = (rcosf,rsend)

que convierte las coordenadas polares en coordenadas cartesianas, segin se muestra
en la figura 3.10. Esta aplicacién tiene su origen e imagen en R?, es decir, es un
campo vectorial. Para poder enunciar el teorema de cambio de variable necesitamos
introducir algunos conceptos previos.

DEFINICION 3.4.8 Un campo vectorial es una aplicacion cuyo dominio estd conte-
nido en un espacio R™ y su imagen lo estd en otro espacio R™; es decir, responde

al esquema f: D C R™ — R™. Un campo vectorial esta determinado por m campos

escalares: f = (fi,..., fm)-

E.T.S.I.Informéatica



3.4. Integracién doble. 169

En el teorema de cambio de variable, utilizaremos campos vectoriales continuos
y diferenciables, es decir, sus componentes son campos escalares continuos y dife-
renciables. La diferencial de estos campos se puede estudiar formalmente siguiendo
un esquema similar al utilizado para los campos escalares, llegando a la conclusién
de que la matriz de esta aplicacién lineal se puede expresar a partir de los gradien-
tes de sus componentes segiin establece la siguiente definicién. Los detalles de estas

comprobaciones quedan fuera de los objetivos del curso y de las necesidades de este

tema.
DEFINICION 3.4.9 Si f = (f1,..., fm) es diferenciable en a € Dom(f), llamamos
matriz jacobiana de f en a a la matriz:
O O O
gﬂ? gzp o g?n V/fi(a)
2 2 2
Tf(a) = Tm(a) 8T:g<a) aTgn(a) _ Vfg.(a)
O gy Db i V/u(a)
oo @ 20, 80, Y )

EJEMPLO 3.4.10 Vamos a calcular la matriz jacobiana del campo vectorial

f(xayvz) = (333‘2 - y,Q.TZ - 3y,$ - y22)

1 —22 —2yz
Ya tenemos los elementos necesarios para enunciar el teorema de cambio de variable.

TEOREMA 3.4.11 Sea F: T(D) C R? — R un campo escalar continuo, siendo D
cerrado y acotado. Sea T: D C R?> — R? un campo vectorial biyectivo, salvo en

un subconjunto de drea nula, diferenciable y con las derivadas parciales continuas.

//F://(FoT)|det(JT)\
T(D) D

Mientras que para las integrales de una variable, este teorema se utiliza fundamen-

Entonces:

talmente para el cdlculo de primitivas para simplificar la funcién a integrar, en la
integracion multiple lo utilizaremos fundamentalmente para describir de forma mas

sencilla la regién de integracién.

EJjEMPLO 3.4.12 Hemos mostrado mas arriba el cambio a coordenadas polares:
T(r,0) = (rcosf,rsenf)

Veamos como se transforma una integral al aplicar este cambio de variables. En

primer lugar, calculamos el jacobiano de T

cos —rsenf
JT(r,0) =
senf rcos6
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Figura 3.11: Region de integraciéon en el ejemplo 3.4.13.

Por lo tanto, el valor absoluto del determinante es: | det(JT'(r,6))| = |r|; y la férmula

de cambio de variable queda:

// x ydxdy—// F(rcosf,rsen®)|r|drdf

T(D)

En la integral de la izquierda, T'(D) representa a la regién de integracién descrita
en coordenadas cartesianas, mientras que D, en la integral de la derecha, representa
a la misma region pero descrita en coordenadas polares. O

EJEMPLO 3.4.13 Calculemos la integral // zy dzdy en donde D es la regién de-
D

limitada por las parabolas, y = 22 + 4,y = 2%,y = 6 — 22,y = 12 — 22, segtin se
muestra en la figura 3.11 En este caso, cada par (u,v) tal que u € [6,12], v € [0, 4],
determina un tinico punto de la regién, determinado por las siguientes ecuaciones

y=2"+v, y=u—2a’

Esto permite obtener un cambio de variable de [6,12] x [0,4] en D:

1
= §(u+v)

(u—v),3(u + v)), para calcular la

N[ =

Utilizamos entonces el cambio T'(u,v) = (

integral propuesta

Det(JT(u,v)) = |[4Vu—v du—v|= Y2

//:Eydxdy— // \/mu—i_v)él\/%dudv

12 w2 12
// u—i—vdudv—S/ [2+vuL6dv

4
= / (54 + 6v)dv = {5471 +3v } dv = 33 O
8 0 8 v=0
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3.4.3. Areas de regiones planas

Segin hemos visto anteriormente, la integral doble nos da una forma sencilla de

expresar el drea de una regién plana arbitraria:

Area(D) = // dzdy,
D

El uso de las técnicas presentadas en las secciones anteriores nos permitira abordar
el calculo del drea de regiones cuyas representaciones como integrales de una variable

seria mas compleja.

2 2
EJEMPLO 3.4.14 Calculemos el drea de la region interior a la elipse T + yo_ 1.

2 2
Podemos plantear la integral en la regién eliptica aplicando directamen%e el t%orema
de Fubini, pero las primitivas resultantes no seran sencillas. Es mejor utilizar un
cambio de variable, que podemos intuir facilmente si recordamos la parametrizacién
de la elipse que estudiamos en el tema 2:

zzrcost, %:rsent, rel0,1], te]lo,2x].
a

Obsérvese que este cambio no es el cambio a coordenadas polares; de hecho, el uso
de coordenadas polares sobre regiones elipticas conduce, por lo general, a primitivas

mas complejas.
Por lo tanto:
T(r,t) = (arcost,brsent)
acost —arsent

JT(r,t) =
bsent brcost

|Det(JT(r,t))| = rab

2 pl
Area(D) = // dzdy = / / abr dr dt = mab O
o Jo
D

3.4.4. Integrales de linea

Una de las aplicaciones fundamentales de la integral en la fisica es el calculo del
trabajo que realiza un campo (vectorial) de fuerzas al desplazarse por una curva.
Esta magnitud se modeliza con lo que se conoce como integral de linea, que definimos

a continuacién.

DEFINICION 3.4.15 Sea F = (Fy, F») un campo vectorial y y(t), t € [a,b], una curva
en R? tal que y' es continua en [a,b]. Llamamos integral de linea de F sobre la curva
C o circulacién de F' a través de C' a:

b b
/ F= / F(1(1)) /(1) dt = / (Fu( (), y()2' (1) + Folw(t), y(O)y (1)) dt
C a a

Si la curva C' es cerrada, es decir vy(a) = y(b), esta integral se denota: 7{ F
C
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Figura 3.12: Curva de los ejemplos 3.4.16 y 3.4.20.

De forma maés abreviada, la integral de linea se suele expresar igualmente como
sigue:

/F:/ Fi(z,y)dz + Fy(z,y)dy
C C

EJEMPLO 3.4.16 Consideremos el campo F(x,y) = (E Q) y la curva cerrada C
T

determinada por la parametrizacién y(t) = (2t> — 3t> + t,t — t2), t € [0,1] (ver
figura 3.12).

1 1
f F- / F(1(1)) - +/(t) dt = / (B (2(0), ()2 (8) + Fa(a(t), y()y/ (1)) dt =
C 0 0
(D 0 Y
_/0 <y<t> (t”x(t)y“)) at =

[Pt —1)(2t—1) —t(t —1) B
_/0 (_t(t_l) (6% — 6t + 1) + t(t—l)(2t—1)(1_2t)> dt =
1

= (—@-1)(6"—6t+1)+1)dt =
0

1
:/ (—12t3 4 18t — 8t +2) dt =
0
= [-3t' 4+ 6° 4> + 2] )= 3+6-4+2=1 O

Las integrales de linea y las integrales dobles estan relacionadas por el teorema
de Green, que enunciamos a continuacion.

TEOREMA 3.4.17 (DE GREEN) Sea C' es una curva reqular a trozos, cerrada y sim-
ple de R? recorrida de tal forma que el interior de la curva queda a la izquierda, D
la region interior de esta curva y F: D C R? — R? un campo vectorial continuo y

con parciales continuas en D. Entonces

o o
ﬁFZD/(;;(%y)—;yl(w,y)) dz dy

EJEMPLO 3.4.18 Vamos a calcular la integral del campo F(z,y) = (y?,2?) sobre
la curva cerrada C que aparece en la figura 3.13; esta curva estd formada por el
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~

2

™ /yzl—:):

Figura 3.13: Curva del ejemplo 3.4.18.

segmento que une los puntos (—1,0) y (1,0) y el segmento de la pardbola y = 1 — 2
que va de (1,0) a (—1,0). Dado que vamos a utilizar el teorema de Green, no es

necesario obtener una parametrizacion. Si D es la regién encerrada por la curva:

%F—jq{dex+x2dy—//(2w—2y)dxdy—
C C

D
1 pl-z? 1 gry=1—2
:/_1/0 (2x—2y)dydx:/_l[2xy—y]o dx =
1

1
:/ 22(1 — 2%) — (1 — 22 dz :/ (=2t =223 +22% + 20 — 1) da =
-1 -1

1 1 2 L
= [—5505— 23:4—4-33:34—:52—:10}_1 =
1 1 2 16
= (=4 41-1)—(z—=—-= 141)=—
5ty L=

Si C' es una curva cerrada y D es la regién del plano que encierra, entonces, por
el teorema de Green

j{c—ydx—kxdy://(l —(—1))dady) = 2//dxdy:2Area(D)
D D

Hemos considerado que la curva se estd recorriendo en sentido positivo, es decir,
de tal forma que el interior queda a la izquierda. Si la curva se recorre en sentido
contrario, el valor de la integral serda negativo, aunque su valor absoluto coincidira

igualmente con el area. Este razonamiento demuestra el siguiente corolario.

COROLARIO 3.4.19 Si C' es una curva regular, cerrada y simple, entonces el drea
de la region encerrada por C es

a=1
2

% —ydx—l—ﬂ:dy‘
c

EJEMPLO 3.4.20 Vamos a calcular el area de la region encerrada por la curva C
determinada por la parametrizacion y(t) = (2t3 — 3t> + t,t — t2), t € [0,1] (ver

Grados en Ingenieria Informatica, del Software y de Computadores



174

Calculo para la computacion

figura 3.12).

¢ 1
Area = f —ydr +zdy =
2Jc

/11(—(t—t2)(6t2—6t+1)+(2t3
0 2

3t +1)(1 —2t)) dt
—/l(t4 23 4+ t2) dt = Lo L, L L L, 1 1 m
0 5 2 3 1, 5 273730
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Relacion de ejercicios 3.1

1
1. Las expresiones — y % son iguales, sin embargo, si calculamos la integral
x

x
(inmediata) de cada una de ellas, obtenemos los siguientes resultados:

1 2
/dleog]xH—C’ y /da:zlog|2:v+C
x 2x
.,Son esos dos resultados realmente distintos?

2. Calcule las siguientes integrales observando que son inmediatas:

a) /(4x3—3x2+;x—7r)dx b) /de

c) /cosmsen3xdw d) /xsenxde

3. a) Transforme el polinomio 922 — 6x + 2 usando la técnica de completar

cuadrados.
3

——dx
922 — 62 + 2
4. Utilice la descomposicién en fracciones simples para calcular la integral

/ 22+ 6x+5

a3 —x?—x—2

b) Utilice la expresion anterior para calcular la integral /

dx

5. Calcule las siguientes integrales racionales, analizando en primer lugar si son

inmediatas:

T $3 ‘TQ
T _q [ da LR
a) /4+x4 v ) /4+x4 o 2 /4—!—9:4 o

6. Calcule las integrales

a) /tga:dx, b) /(logx)2dx

y deduzca a partir de ellas las integrales siguientes:

1 tgx))?
c) /extgexdx, d) /de

7. Calcule las integrales siguientes utilizando el método de integracién por partes.
a) /eh coszdx b) /w5 sen x> dz

8. Utilice el cambio de variable ¢ = e” y las féormulas de derivacién vistas en el

e dx
1 —e22

9. Calcule las siguientes integrales teniendo en cuenta que son funciones racionales

tema para calcular la integral

en seno y coseno y utilizando el cambio méas adecuado segin lo explicado en
la seccion 3.1.3.1.

a) /Sengascoszxdx b) / dz

1+ cosx
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V1 —
10. Calcule la integral 1 \/Qj dz utilizando en primer lugar el cambio de va-
-V
riable z = sen®t y posteriormente el cambio mas adecuado segin lo explicado
en la seccién 3.1.3.1.
11. Consideramos la integral / cos® z da:
a) Calcilela utilizando la forma compleja de las funciones trigonométricas.
b) Calcilela utilizando el cambio de variable senx = ¢.
12. Resuelva las siguientes integrales irracionales.
d
a) S b) /(x—B)\/xQ—Gxdx
Vb —dx — 22
13. Calcule las siguientes integrales prestando especial atencién al indicador de la

variable (dz o dy) de integracion.

9 x
a) /mdm b) /Q:L'y dz c) /de
d

d) /:rdy e) /2:vy2dy f) /m
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Relacion de ejercicios 3.2

1. Distinga si las siguientes expresiones son ecuaciones diferenciales y determine

el tipo (ordinarias o en derivadas parciales) y el orden.

a) z*+3y? = by b) x*+3y" —5(y')° =0
¢) 1+y+y"+y" =0 d) zy—y'senz =0
d 0z \? 0
e) x%—senx:ex ) 5(6—;> —i—xya—;:Sa:yz

2. Consideremos la ecuacién i’ + 2y = 0. Se pide:

a) Estudie la existencia y unicidad de soluciones.
b) Compruebe que la funcién y = Ce 2% es una solucién general.

¢) Determine la solucién particular que pasa por el punto (0, 3).
3. Consideremos la ecuacién diferencial i’ = 32 — 4. Se pide

a) Estudie la existencia y unicidad de soluciones

b) Resuelva la ecuacién (variables separables) y obtener la solucién general.

d

e) Calcule la solucién particular, si existe, que pasa por (0, —2).

)
)

¢) Calcule la solucién particular, si existe, que pasa por (0,0).
) Calcule la solucién particular, si existe, que pasa por (0, 2).
)

4. Compruebe que la ecuacién zyy’ — logx = 0 es de variables separables y
resuélvala. ; Alguna solucién pasa por el punto (1, —2)?

5. Compruebe que la ecuacién (2z — 3y) + (2y — 3z)y’ = 0 es exacta y resuélvala.

JAlguna solucién pasa por el punto (1,—2)7

6. Resuelva la ecuacién diferencial lineal 3’ + ¥ 3z +4 y compruebe la solucién.
x

JAlguna solucién pasa por el punto (2,6)?

7. Resuelva la ecuacién y' = utilizando el cambio de variable y = x-u 'y

Ty
22 — 42
compruebe la solucion.

8. Resuelva la ecuacién yy’ — 2y = e* utilizando el cambio de variable u = 72,

9. Entre los modelos estudiados en el tema, determine qué tipo de ecuacién dife-

rencial es cada una de las siguientes:

3 2
a) 2+a)y =3y by y =
x
¢) 2cos(2x —y) —y' cos(2z —y) =0 d) y =-2—y+y?
+z—3
-1 / — 2_1 / Y
e) (x—1y'+y=2 f) oy pp—
9) ¥ +2xy =2z h) e®yy =e Y4 e Y
i) ¥ +2y=senzx 7) y2e™” + 2zyye™’ =0
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Relacion de ejercicios 3.3

1. Calcule la siguiente integral utilizando el cambio de variable x = ¢2.
w2 /4
/ sen /x dx
0

2. Calcule el area de las regiones acotadas delimitadas por las graficas de las
funciones f(z) = z* — 922 + 10 y g(z) = 2® + 1.

3. Consideremos la regiéon comprendida entre la curva y = 22 y la recta y = 2 +2.
Dibuje la regién y utilice los modelos de la seccién 3.3.3 para calcular los

siguientes voliimenes.

a) Volumen de revolucién que se genera al girar la regién alrededor del eje
X =2.

b) Volumen de revolucién que se genera al girar la regién alrededor del eje
Y =-1.

4. Halle la distancia recorrida por un movil entre los instantes t = 0y ¢t = 4 si su

posicién viene determinada por las ecuaciones:

1 .
z(t) = = y(t) = (2t + 1)%/2
5. Halle la integral // y? cos? dz dy, en donde R = [—1,2] x [0, 2]
R

6. Halle la integral // yavgeg‘/’gy2 dz dy, en donde R = [1,3] x [1, 2]
R

7. Dibuje la region sobre la que se integra, intercambie el orden de integraciéon y

/01 /xl(:p — )3 dy da.

8. Dibuje la regién sobre la que se integra, intercambie el orden de integracién y

4 rVE
/ / (2% + y?) dy da.
1 J1

evalie la integral

evalue la integral
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Relacion de ejercicios 3.4

1. Consideramos la region R delimitada por las rectas y = . + 1, y = = — 3,
y=4—x,y =3 — z. Utilizar el teorema de cambio de variable para expresar

la integral respecto de las variables u y v talesque y =x+u, y =v—xy

//(y— 22) da dy.
R

2. Utilice el cambio de variable a coordenadas polares para hallar la integral

// zy dzx dy,
D

en donde D es el interior de la curva (22 + y?)? = 4(2% — y?) en = > 0.

calcularla

3. Utilice el cambio de variable a coordenadas polares para hallar el area ence-
rrada por la cardioide de ecuacién p = 3(1 + cos@).

4. Si f es un campo escalar continuo con parciales continuas en un dominio D,

entonces el area de la superficie de su grafo sobre el dominio D es

// \/1 + (%(ﬂ;y)f + <g§($,y)>2dxdy
D

Halle el drea de la superficie del grafo del campo f(z,y) = xy sobre el circulo
de centro (0,0) y radio 1.

5. Consideramos la siguiente integral de linea:
7{ yidz + (22 + 3zy?)dy
C

en donde C' es la curva que va del punto (1, 1) al punto (0, 0) siguiendo la recta
Y = X y vuelve al punto (1, 1) siguiendo la curva Y = X3.
a) Calcilela utilizando la definicién.

b) Calculela utilizando el teorema de Green (pagina 172).

6. Consideramos la pardbola de la figura cuya parametrizacién es z(t) = t2+t—2,
y(t) = —t2 +t+6, t € [-2,3]. Calcule el 4rea de la regién sombreada de la
figura.

4 10

Grados en Ingenieria Informatica, del Software y de Computadores



182 Calculo para la computacién

E.T.S.I.Informéatica



Relaciones de ejercicios 183

Relacion de ejercicios 3.5

1. Calcule las siguientes integrales utilizando los métodos de integracion inme-
diata o por cambio de variable directo:

a) /31332 dx b) /@35(149‘64)4 c) /:U(3:):2—5)7dx

d) /\5/5x+6dx e) /xgidx f) /$2008($3—7)d$

2. Calcule las siguientes integrales con el cambio de variable indicado:

a) /Ser\l/%/idx, x =t

dx
b T —=1.
)/coshx’ ¢

e?+1=t.

el’
c —duz,
) / ver +1
. logz . o .
3. Calcular la integral [ ——dx aplicando los siguientes métodos:
x

a) Integracién inmediata o cambio de variable directo.

b) Integracién por partes.
4. Calcule las siguientes integrales utilizando el método de integracién por partes:
a) /932 log x dz b) /em sen? x dz c) /arctga:dx

5. Calcule las siguientes integrales racionales:

2 —
a) /de b) / 3z2+5 dx

2 —2x—8 —x2—x+1

6. Calcule las siguientes integrales trigonométricas utilizando la forma compleja

de las funciones trigonométricas:
a) /sen4$dx b) /cos6 xdx

7. Resuelva las siguientes integrales utilizando el cambio de variable adecuado
segun lo explicado en la seccién 3.1.3.1.

d
a) / SGI;:L’ dzx b) /tg2$dx c) /w
cos3 x COST — Sen

8. Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales de variables separables:

a) 24 2)y =3y b) yy =senx ¢) y = exp(3z + 2y)
9. Compruebe que las siguientes ecuaciones son exactas y resuélvalas:

a) (3y? 4+ 102y?) + (62y — 2 + 102%y)y’ = 0

2

b) (senzy + zycosxy) + (2% coszy)y =0
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Resuelva las siguientes ecuaciones diferenciales lineales de primer orden:

a) ¥y + 2y =senx b) o + 5y =e*

Resuelva la ecuacion 3y’ = 2 + /y — 2x + 3 utilizando el cambio de variable
u=1y—2x+ 3.

., T — - . .
Resuelva la ecuacién y' = Y utilizando el cambio de variable Y= Uu.

1 1
Resuelva la ecuacién 4 + 4% + LA — utilizando el cambio de variable — =
x u
1
Y+ —.
x
Halle el drea determinada por las curvas y = 2% — 222, y = 222,

Utilice el método de secciones para calcular el volumen de una pirdmide cua-

drangular cuya altura es h y el lado de la base vale £.

Calcule el volumen de revolucion obtenido al hacer girar alrededor del eje OY

la regién comprendida entre curva y> = x y la recta z = 1.

Consideremos la regién A encerrada por las graficas de f(z) = 2z — 2% y

g(z) = 1z. Se pide:
a) Calcule el volumen de revolucién obtenido al hacer girar la regién A
alrededor del eje OX.

b) Calcule el volumen de revolucién obtenido al hacer girar la regién A
alrededor del eje OY.

¢) Calcule el volumen de revolucién obtenido al hacer girar la regiéon A
alrededor del eje x = —1

d) Calcule el volumen de revolucién obtenido al hacer girar la regién A
alrededor del eje x = 3

e) Calcule el volumen de revolucién obtenido al hacer girar la regién A
alrededor del eje y = 2

f) Calcule el volumen de revolucién obtenido al hacer girar la regién A

alrededor del eje y = —1

Un cable eléctrico soportado por dos postes distantes 200 metros adopta la
x

forma de una catenaria (coseno hiperbdlico) de ecuacién y = 150 cosh 50"

Calcule la longitud del cable entre esos dos postes.
Calcule el volumen de un cono de altura h y radio r:

a) Utilizando el método de discos.

b) Utilizando el método de capas.

E.T.S.I.Informéatica



Relaciones de ejercicios 185

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Halle la distancia recorrida por un movil entre ¢ = 0 y ¢ = 2, sabiendo que su
posicion en cada instante estd dada por:

x(t) = cost + tsent
y(t) = sent — tcost

Las coordenadas de un punto mévil vienen dadas en el instante ¢ por las
ecuaciones x = t2, y = t3. Encuentre la longitud del espacio recorrido entre
t=0yt=2.

Halle las siguientes integrales dobles:

a) // y? cos® x dz dy, en donde R = [—7/2, 7] x [1,2].
R

b) //R (:Uy+ y—T—1> dz dy, en donde R = [1,4] x [1,2].

Esboce la regién sobre la que se integra, intercambie el orden de integracion y
evalie las siguientes integrales:

1 .1 4 7
a) / / (x + y2) dz dy, b) / / (ZE2 + y2) dy dz
0 Ji—y 1 J1

Halle el area de la regién encerrada por la curva p = 4 4 cos .

Exprese la siguiente integral en coordenadas polares y calcilela:
2 Va—x2
/ Vi —1x2—y2dy | dx
0 0

Consideremos la regién R delimitada por el eje OX y la curva
x(t) =t —sent, y(t) =1—cost, 0<t<2m.

Utilice el cambio de variable T'(s,t) = (z(t),s-y(t)), s € [0,1], t € [0, 27|, para
calcular la integral / / ydxdy.
R

Calcule mediante la definicién la integral de linea, 7{ 22y*dz + dy en donde C
C
es la circunferencia centrada en el origen y de radio r.

Grados en Ingenieria Informatica, del Software y de Computadores



186 Calculo para la computacién

E.T.S.I.Informéatica



TEMA 4

Sucesiones y series numéricas

Contenido:

s LECCION 4.1: SUCESIONES. Estudio de las propiedades de una sucesién. Suce-

siones recursivas. Limites de sucesiones. Infinitésimos e infinitos equivalentes.

s LECCION 4.2: SERIES NUMERICAS. Suma de series. Criterios de convergencia.
Series de potencias. Series de Taylor. Evaluacién aproximada de funciones

elementales.

Prerrequisitos: Manipulacién de expresiones y propiedades de las funciones ele-
mentales. Concepto de limite de una funcién y célculo de limites (regla de L’Hopital).

Objetivos: Los objetivos son: estudiar las propiedades de una sucesién numéri-
ca, saber aplicar criterios para estudiar la convergencia de series numéricas, saber
estudiar la convergencia de series de potencias, saber sumar de forma exacta y apro-

ximada algunas series numéricas y de potencias.

Resultados de aprendizaje:

= Saber estudiar las caracteristicas de monotonia y acotacién de una sucesion

escrita en forma explicita o en forma recursiva.

= Saber calcular limites de sucesiones que se puedan resolver mediante opera-
ciones algebraicas, utilizando el nimero e y equivalencia de infinitésimos e

infinitos.
= Saber estudiar la convergencia de sucesiones recursivas.

» Reconocer y sumar algunos tipos de series numéricas, como geométricas (me-
diante férmula), aritmético-geométricas, hipergeométricas,. .. También se su-
maran aquellas que se puedan sumar calculando el limite de la sucesién de

sumas parciales utilizando las técnicas aprendidas en este tema.

= Saber estudiar el caracter de una serie usando los siguientes criterios: del co-
ciente, comparacién por paso al limite, convergencia absoluta y Leibniz.
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= Saber interpretar y aplicar criterios de convergencia que se indiquen explicita-

mente.

= Saber hallar el campo de convergencia de series de potencias utilizando los

criterios de convergencia de series numéricas.

» Saber el polinomio y la serie de Taylor de las funciones exponencial, logaritmo
neperiano, seno y arco tangente y usarlas para sumar otras series.

s Saber utilizar el resto de Lagrange para aproximar las funciones exponencial,

logaritmo neperiano y seno.

= Saber utilizar las propiedades algebraicas, de derivacion e integracién para

sumar series de potencias a partir de la serie geométrica.
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LECCION 4.1
Sucesiones

Una sucesion de numeros reales es una enumeracién de los elementos de un
conjunto de ntmeros reales, es decir, una regla que asocia un nimero real a cada

ntmero natural; por ejemplo:

1 2 3 n

R Lo (4.1)
1 1 1 1
3 3 1 ]

rmalmente, una sucesiéon n mas que un icacién a: . Sin embar
Formalmente, una sucesién no es mas que una aplicaci N — R. Sin embargo,
para las sucesiones es habitual escribir la variable como subindice, es decir, a,, en

lugar de a(n). Por ejemplo, la sucesién representada en (4.1) se definiria

1
Con+1

an

Para representar la sucesién completa se utiliza la notacién {ay, }nen, aunque también
es habitual escribir simplemente a, si esta simplificacién no conduce a error. Los
numeros reales ag, a1, az2,as,...,an,... son los términos de la sucesién {a,}nen y
decimos que a,, es el término n-ésimo, el término de indice n o el término que ocupa

la posicion n.

Para simplificar, cuando hablamos de sucesiones de forma general, suponemos
que n > 0, sin embargo, en ejemplos concretos, puede ser necesario considerar que
los valores de la variable n empiezan en un valor mayor. Por ejemplo, la sucesién

tiene sentido para n > 2.

EJEMPLO 4.1.1
» Los términos de la sucesién b, = (—1)" con n > 0 son

1,-1,1,-1,1,...

Como vemos, los nimeros que ocupan una determinada posicién pueden re-
petirse en otra. El conjunto de los términos de esta sucesién es {—1,1}, sin
embargo, en una sucesién no solo importa el conjunto de términos, sino la
posicién que ocupan en la enumeracion.

2 —1

s Los términos de la sucesion ¢, = ——5— conn > 1son
n

12 7 22 7 32 7 42
| | | |

A S

’ 4’ 9’ 16’
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n

1+2+434--+n 1

s Los términos de la sucesién d,, = = — kconn >1
nn nn
son h=1
1 142 14243 142+3+4
1 22 33 44 ’

| | | |

Lo 2 5
’ 4’ 9’ 128’

Hemos definido las sucesiones del ejemplo anterior dando una férmula para el
término n-ésimo en funcién de n, es decir, a partir del término general. Otra forma
de definir sucesiones, de gran importancia en computacion, es mediante recurrencias,

es decir, utilizando definiciones recursivas.

EJEMPLO 4.1.2

s Consideremos la sucesiéon
al = 1
ap,=n+a,_1 sin>1

Como vemos, para determinar un término de la sucesion, debemos conocer los

anteriores. Los términos de esta sucesién son
1,3,6,10,15,21,28,...
En este ejemplo, es facil deducir una expresion para el término general.
1
an =142+ +n=(1+2+ +n+tnt+(n-1)+ - +2+1)=

)+ )1 -t =142+ (4 1)) =

2
= (A D+ DA+t (1) + (4 1) =
:%n(n—i-l) (4.2)

Sin embargo, en la mayoria de los casos, esta conversién suele ser bastante
complicada y deberemos estudiar las caracteristicas de la sucesion a partir de

su definicién recursiva.

s En las definiciones recursivas, podemos utilizar més de un elemento previo de
la sucesién. La siguiente sucesién, conocida como sucesion de Fibonacci, define

cada término a partir de los dos inmediatamente anteriores.

ar=as =1

ap = Gpn_1+ ap_o sin>2

Los términos de esta sucesién son {1,1,2,3,5,8,13,21,...} y su término ge-

(4955
=B\ 2 NAUE ’
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la demostracién de esta igualdad queda fuera de los contenidos de este curso,
aunque si serd abordada en la asignatura de Matemdtica Discreta.

DEFINICION 4.1.3 Sea a,, una sucesion de numeros reales:

1. Decimos que a, es creciente si a, < an4+1 para todo n.

2. Decimos que ay es decreciente si an > any1 para todo n.

También hablaremos de sucesiones estrictamente crecientes o decrecientes si las
desigualdades de las definiciones anteriores son estrictas, es decir, < y > respecti-
vamente. En general, decimos que una sucesién es mondtona si es creciente o decre-
ciente. Para estudiar la monotonia de una sucesién, podemos utilizar los siguientes

métodos

Utilizar las propiedades de la relacién de orden para “transformar” la desigual-

dad n < n+ 1 en otra que relacione a, con a,y1.

Comparar 0 con la diferencia an4+1 — an

an+1

Comparar 1 con el cociente
Gnp,

Induccién, en caso de funciones definidas recursivamente.

Utilizar la caracterizacién de la monotonia de una funcién usando su derivada

(teorema 1.1.17, pagina 17) y la siguiente propiedad

Si f es una funcién creciente en [N, 00), entonces a, = f(n) es una

sucesién creciente para n > N.

Usaremos uno u otro método dependiendo de la definicién concreta de la sucesién.

EJEMPLO 4.1.4 Vamos a analizar la monotonia de algunas sucesiones.

1
1. La sucesién a,, = es estrictamente decreciente:
n<n+1
n+1<n+2 (Orden cerrado para la suma)
n+1
- 1 5 < 1 (Dividimos por n + 2 > 0)
: < ! (Dividi +1>0)
ividimos por n
n+2 n+l P
ap+1 < Qp
2. La sucesién b, = (—1)" no es mondtona: mientras que by = —1 < by = 1, se

verifica que by =1 > by = —1.
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. 1+2434---+n . .
3. La sucesién d, = - es estrictamente decreciente:
n

doy1  (14+2434---+n+(n+1)n"
dy (142434 +n)(n+ 1)t
2(n+1)(n+2)n"

T on(n+ D)(n+ 1)ntl

2 n
.t ( " ) <1-1"=1
nn+1) \n+1

Para la segunda igualdad hemos usado la férmula de la suma de los n primeros

nimeros naturales que demostramos en (4.2.4) (pagina 209). Ademds, para el

1o - n+ 2 :
ultimo paso, hemos utilizado que ——— < 1, lo cual es cierto para todo
n(n+1)

n > 2:
n>2
n?>2%>2
n+n?>n+2

nn+1)>n+2
n+2

1> —/—7——
n(n+1)

dnt1

Dado que < 1, entonces dn+1 < dy y, por lo tanto, d, es estrictamente

T
decreciente si n > 2.

2" —
4. La sucesién ¢, = 5— es creciente si n > 2. Para demostrarlo, considaremos
n
., 27 —1
la funcién f(r) = ——5— para x > 2:
x
2% —1
f(.’L’) - 1‘2
2712 log 2 — 22(2% — 1)
fl(@) = I

X

27 2
fl(z)= E(:clog2 - 2)+ 3

“Ordenar” los factores y términos de f’(x) ha sido la parte complicada del

proceso. Si x > ~ 2.88, entonces xlog2 — 2 > 0, y ademds 2* > 0 y

log 2
23 > 0, y en consecuencia f'(x) > 0. Por lo tanto, f es estrictamente creciente

en [3,+00) y ¢y lo essin > 3. O

DEFINICION 4.1.5 Decimos que una sucesion a, estd acotada si existe un nimero
real M tal que |a,| < M.

Siguiendo esta definicién, M es una cota superior de la sucesién y —M es una
cota inferior. Normalmente, determinaremos estas cotas por separado y hablaremos
de sucesiones acotadas superiormente o inferiormente.
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R
b4ef-------n- S e

0 —
T

.

Figura 4.1: Si lima,, = ¢ entonces para n > N los términos de la sucesién distan
de ¢ menos de €.

EJEMPLO 4.1.6

1. La sucesién a, = estd acotada, ya que trivialmente a, > 0y a, < 1.

n—+
2. La sucesién b, = (—1)" esta acotada, ya que [(—1)"| = 1.

1+42+3+---+n
3. La sucesion ¢, = tet :_ + esta acotada. Trivialmente, ¢, > 0y
n

ademas,

L+2+43+4-4n _mn-n 1

nn nn pne2

4.1.1. Limites de sucesiones.

Las sucesiones se utilizan para describir la forma en la que nos acercamos o
aproximamos a un numero real que sea solucién de un determinado problema. La
nocion de acercamiento o aproximacién se formaliza con los conceptos de limite y

convergencia.

DEFINICION 4.1.7 Decimos que £ € R es el limite de la sucesion a, si para todo
e > 0, existe un numero natural N tal que |a, — {| < € para todo n > N (véase la
figura 4.1). En tal caso escribimos lima, = ¢ y decimos que a, es convergente y

converge a £.

Igual que para funciones, también podemos obtener limites cuyo valor sea +oo
0 —o0; no incluimos las definiciones detalladas ya que suponemos que son cono-
cidas por el alumno y porque no necesitaremos trabajar con ellas. Hablaremos de

divergencia a infinito o a menos infinito si el limite es +00 0 —oo respectivamente.

La definiciéon de limite no establece un método para calcularlos, solo enuncia la
propiedad que debemos verificar para comprobar si un nimero es o no limite. En este
caso, las propiedades algebraicas y los limites de funciones seran las herramientas
bésicas para el estudio de limites de sucesiones. No detallamos aqui las propiedades
algebraicas, ya que deben ser conocidas por el alumno y coinciden con las enunciadas
para funciones en la proposicién 1.1.8 (pagina 12), pero si introducimos el siguiente
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resultado que relaciona limites de sucesiones y limites de funciones; en el enunciado,
utilizamos el conjunto R = R U {—00, +o0}, que se denomina R ampliado.

TEOREMA 4.1.8 Sean a,, b, son dos sucesiones convergentes tales que a, < b,.

Entonces lima,, <limb,,.

COROLARIO 4.1.9 (TEOREMA DE COMPRESION)
1. Sean an, b, y ¢, tres sucesiones tales que an < ¢, < by, lima, = limb, = ¥,

en donde ¢ € R; entonces, lime,, = £.

2. Sea an una sucesion convergente a 0 y b, una sucesion acotada; entonces,

lim a,b,, = 0.

EJEMPLO 4.1.10 Aplicando el segundo apartado del teorema 4.1.9, podemos dedu-

cir que
, senn
lim

:0’
n

se puede expresar como producto de una sucesion aco-
1

n

pues la sucesion x,, =

tada b, = senn, por otra sucesiéon a, = = convergente a 0. a

TEOREMA 4.1.11 (CARACTERIZACION SECUENCIAL) Sean a,l € R.
lim f(x) = £ € R si y solo si: para toda sucesion {x,} C D, con x, # a para todo n,
T—ra

y limz, = a, se verifica que lim f(x,) = £.

Si trabajamos con funciones continuas, entonces podemos sustituir ¢ por f(a)
en el teorema. Este resultado tiene importantes consecuencias practicas respecto
del célculo de limites, usado conjuntamente con la propiedad de continuidad de las

funciones definidas en términos de funciones elementales.

EJEmMPLO 4.1.12

™ —1 T V3
—— =sen— = —,
24 3n 3 2
m™m —1 T T

—— = —,y lim senx = sen—, por ser continua la funcién seno.
2+ 3n 3 x—7/3 3
O

lim sen

ya que lim

EJEMPLO 4.1.13 También podemos usar la caracterizacién secuencial para demos-
trar que una funcién no tiene limite en algin punto. Por ejemplo, la funcién senx
no tiene limite en 400, es decir, “ lim senx no existe”. Para probar esto, tomamos

T—+00
dos sucesiones divergentes a 400,

T
T, = 27N, Yn = 5 + 27n,
y dado que
limsenz, =1im0 =02 1 =1im1 = limsen y,,
podemos concluir que la funcién sen x no tiene limite en +oo. O
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Otra importante consecuencia de la caracterizacién secuencial es que podemos
deducir limites de sucesiones a partir de limites de funciones calculados con técnicas
especificas, como la regla de L’Hopital.

. : . logn :
EJEMPLO 4.1.14 Para calcular el limite de sucesiones hmi, consideramos el
n

log

cuando x tiende a 400, es decir lim . Esté limite

r—-+400 €T

limite de la funcién

x
se puede calcular usando la regla de L’Hopital:

1 1 1
m 987 _ g ME o L

rz—+o00 T r—+oo 1 z—+00 T

Si tomamos z,, = n, se verifica que limz,, = limn = +oo y por la caracterizacion

. . , logn
secuencial, sustituyendo = por x,, = n, obtenemos que lim —— = 0.
n
De la misma forma, se demuestra que

logn

lim =0
p(n)

para cualquier polinomio p(n). O

n x
EJEMPLO 4.1.15 Para calcular el limite de lim -, consideramos la funcién 5 ¥
calculamos su limite en 400, que calculamos usando la regla de L’Hopital:

1
lfim — = lim —
z+00 28 z—to00 27 - (log 2)

Si tomamos z,, = n, se verifica que limz,, = limn = +o0o y por la caracterizacion

secuencial obtenemos que lim on = 0.

En general, podemos utilizar el mismo procedimiento, aplicando la regla de
L’Hopital tantas veces como sea necesario para demostrar que

n
m 20 _ g
an
para cualquier polinomio p(n) y cualquier nimero real a > 1. O

Obsérvese que en los ejemplos anteriores, no se ha aplicado la regla de L’Hopital
en el limite de sucesiones sino en un limite de funciones. Es decir, cambiar la n por
2 no es un simple cambio de letra, sino que pasamos a considerar la expresién como

funcién en lugar de como sucesion.
Para trabajar con las expresiones del tipo al;L” es conveniente utilizar la igualdad

b _

a,” = exp(by logay,)

De esta forma, la caracterizacién secuencial del limite de funciones permitira calcular

el limite de aﬁ’L" a partir del limite de b,, log a,,.
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EJEMPLO 4.1.16 Si reescribimos la sucesién a,, = {/n utilizando la funcién logarit-
mo como acabamos de indicar, observamos que una primera evaluaciéon de su limite

nos conduce a una indeterminacién
1
lim {/n = lim exp (—log n> = exp(0 - o)
n

Sin embargo, podemos calcular el limite de la sucesién que ha quedado dentro de la
funcién exponencial como hemos visto en el ejemplo 4.1.14 y completar el cédlculo:

logn

lim {/n = lim exp (%log n) = exp(lim y=e'=1 O

Recordamos a continuacién la relacién entre las propiedades de convergencia,
monotonia y acotacién. En primer lugar, no es dificil deducir que toda sucesion
convergente estd acotada, pero no es cierto que, en general, las sucesiones acotadas
sean convergentes. En el primer tema, enunciamos el teorema 1.4.1 (pagina 33)
que establecia la propiedad que distingue al conjunto de los nuimeros reales del
de los numeros racionales: toda sucesion mononota y acotada de numeros reales
es convergente. A lo largo del tema, iremos viendo distintas consecuencias de esta

propiedad que extendemos y detallamos en el siguiente resultado.

ProrosIciON 4.1.17

s Toda sucesion creciente y acotada superiormente es convergente.
s Toda sucesion decreciente y acotada inferiormente es convergente.
» Toda sucesion creciente y no acotada superiormente diverge a +00.

» Toda sucesion decreciente y no acotada inferiormente diverge a —oo.

1 n
“":<1+n>

es una sucesion creciente y acotada y en consecuencia es convergente. El limite de

EJEMPLO 4.1.18 La sucesién

esta sucesién es un nimero irracional y transcendente (es decir, no es raiz de ningin
polinomio de coeficientes racionales). Asi se define el niimero denotado por e y que
es base del logaritmo neperiano y de la funciéon exponencial. Podemos aproximar
el valor de este niimero tomando valores suficientemente altos de n, aunque més
adelante aprenderemos otras formas mas eficientes para hacerlo. En concreto, las

cinco primeras cifras significativas del niimero e son: e =~ 2.7182.... O

EJEMPLO 4.1.19 Consideramos la sucesién a,, definida recursivamente por

ag — 2
G, 1 .
ny1=—+— si n>0
2 an
Vamos a demostrar que a, es decreciente, acotada inferiormente y que su limite
es V2. En primer lugar, demostramos por induccién que la sucesién esta acotada

inferiormente por 1 y superiormente por 2:
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(i) 2>ap=2>1.

(ii) Supongamos que 1 < aj < 2 y demostremos la desigualdad para ag1:

Aplicando el inverso a la desigualdad de la hipétesis de induccién: 3 <—<1;

ak
1
dividiendo por 2 la desigualdad de la hipdtesis de induccion: 3 < % <1
a 1
sumando término a término las dos desigualdades anteriores: 1 < ?k +— <2
Qg

o lo que es lo mismo: 1 < agyq < 2, que es lo que queriamos demostrar.

Por lo tanto, por el principio de induccién, 1 < a,, < 2 para todo n.

Para demostrar el decrecimento de la sucesion, observamos en primer lugar que

Ap —Qpi| =0Qp — — — — = — — — = ————
" s " 2 an 2 an 2ap,

Por lo tanto, solo tenemos que demostrar que a2 > 2 para todo n. Esta desigualdad
la vamos a demostrar también por induccién.

Trivialmente, a% =4 > 2;si az > 2, entonces

2 2
2 ag 1> ak 1 (*) ag 1
Tt <2+ak 4+a%+ - 2ak+

La desigualdad () es consecuencia de que x2 +y? > 22y para todo z,y € R, ya que
(z—y)?>0

22— 2y +9° >0
a? +y° > 2ay

Por lo tanto, la sucesién a,, es decreciente y acotada y en consecuencia es convergente.

Supongamos que ¢ = lim a,,; entonces a,11 también converge a ¢ y por lo tanto:

) L a, 1 01 242
N B R
y por lo tanto el nimero ¢ verifica que ¢? = 2, es decir, ¢ = /2. O

4.1.2. Introduccién al calculo numérico

Hemos presentado el conjunto de los nimeros reales como un cuerpo ordenado
con la propiedad de que toda sucesion mondtona y acotada es convergente. Esta
propiedad se conoce como completitud, y el cuerpo de los reales es el Unico cuerpo
que la tiene. Por lo tanto, esta es la propiedad que permite construir o describir a los
numeros reales; concretamente, podemos establecer un propiedad un poco mas fuerte
y que es la que realmente usamos: todo nimero real puede ser construido como limite
de una sucesion (mondtona) de nimeros racionales. Por ejemplo, hemos definido el

nimero e como limite de la sucesién (1 + ).
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La representacién decimal de los niimeros, no es mas que una forma de definir
una sucesién de ntmeros racionales cuyo limite es el nimero deseado. Por ejemplo,

1.

si dividimos 1 entre 3, vamos generando una sucesién que sabemos convergente a 3

1
0.3, 033, 0333, 03333, - —2

Algoritmos como el de la raiz cuadrada, tienen el mismo objetivo, generando digito
a digito obtenemos la sucesiéon que converge a la raiz. Sin embargo, en general, no
es posible describir facilmente la sucesién de digitos.

En général, un método numérico es un método para resolver un problema cuya
solucién consiste en dar uno o varios nimeros. Por ejemplo, un método numérico
para calcular una aproximacién de la derivada f’(x) serfa calcular f(z+h), f(z—h),

para un numero h “pequeno” y tomar

fx+h) = flz—h)
2h

fl(z) =

Normalmente, querremos aproximar una solucién a un problema dentro de un
grado de precision o tolerancia. El primer paso serd encontrar un método numérico
para determinar esa solucion y después describir un algoritmo basado en este método,
es decir, una secuencia finita de pasos necesarios para obtener la solucién deseada
con el grado de precision deseado.

Habitualmente, los métodos numéricos describen sucesiones numéricas conver-
gentes a la solucién deseada y el algoritmo consistird en obtener términos de esta
sucesion hasta lograr la precisién deseada.

Si a € R es la solucion exacta de un determinado problema y r es un nimero
racional que aproxima esta solucion, la precisién o exactitud se expresa por un
namero € tal que

o — 7| <e.

Se introduce el valor absoluto porque la aproximacién puede ser por exceso o por
defecto. La forma méds habitual para expresar este error serd mediante niimeros del
tipo 10~% para algin d € N, o incluso %10_d, ya que en este caso, por lo general,
la expresién decimal del nimero « esté redondeada correctamente en el d-ésimo

decimal, es decir, los primeros d decimales son significativos.

Como ejemplo, vamos a ver dos métodos para resolver de forma aproximada

ecuaciones numéricas. Es decir, nos planteamos la resolucién de ecuaciones

flx)=0
en donde f es una funcién continua; dicho de otra forma, buscamos métodos para

calcular de forma aproximada los ceros o raices de f.

Meétodo de las bisecciones. El método mas simple se deduce de un importante
resultado sobre funciones continuas:
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TEOREMA 4.1.20 (DE BOLZANO) Si f es una funcion continua en el intervalo |a, b]
y f(a)f(b) <0, entonces ezxiste c € (a,b) tal que f(c) = 0.

Este resultado se traduce en la caracteristica grafica mas importante de las fun-
ciones continuas: su grafo, en un intervalo, se puede trazar “sin levantar el boligrafo”.
El método de las bisecciones comienza localizando dos puntos sobre los cuales la fun-
cién tome signos distintos y que por lo tanto nos dan una cota superior e inferior de
la raiz; si tomamos después el punto medio, la funcién tomara en él un signo positivo

o negativo y lo podremos utilizar para mejorar la cota superior o inferior de la raiz.

Si dividimos sucesivamente por el punto medio del intervalo que contiene la raiz,
determinamos una sucesién cuyo limite es esta raiz. Esta sucesion se define formal-

mente como sigue:

ro=a, 11 =0,
T+ Tm

5 en donde m < n es el mayor indice tal que f(ry)f(rm) <0

T'nt+1 =

Por lo tanto, si a = limr,,,

b—a
2n—1'

rn —al <

EJEMPLO 4.1.21 Vamos a construir los términos de la sucesién r,, definida ante-
riormente hasta conseguir aproximar una solucién de

2 —2=0

con un error menor %10_2. Consideramos la funcién f(z) = x? — 2; elegimos a = 1,

b =2 yaque f(1) = -1 < 0y f(2) = 2 > 0. De esta forma, necesitaremos
determinar el término rg para conseguir el error deseado, ya que

= < — = 2l3900 = n>9
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[0}

X
. a  a ao

Figura 4.2: Representacion gréafica del método de Newton.

Los 10 primeros términos de la sucesién son:

ro =1, f(l) <0
r =2, f(2) >0

3
7“2257 f(3/2) >0
ro + 7o 5
3 2 47 f( / )<
r3 + 1o 11
ry = = —, f(11/8) <0
2 8
T4+ To 23
rs + T4 45
re + 75 91
Ty = = —, f(91/64) >0
2 64
7T+ 76 181
= = — 181/128 0
s 2 1287 f( / )<
_rg+r7 363
T Ty T 956

363
Por lo tanto, 256 nos da una aproximacién hasta la segunda cifra decimal de la

solucién positiva de la ecuacién, es decir, de v/2,

363
2~ — ~ 141 O
V2 256

Método de Newton. El método de las bisecciones no es computacionalmente
eficiente, es decir, son necesarios muchos términos de la sucesién para conseguir
una buena precisiéon. El método de Newton que presentamos ahora construye una

sucesion que, si es convergente, converge mas rapidamente a la raiz de la funcién
dada.

La figura 4.2 muestra graficamente como se construye una sucesién que puede

converger a un cero de f, es decir, lima, = «, siendo f(a) = 0. Dado un término
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an de la sucesion, para construir el siguiente término, trazamos la recta tangente en
el punto (an, f(an)),
Yy— f(an) = f/(an)(x - an)5 (4'3)

el siguiente elemento de la sucesion es la abscisa del punto de corte de esta recta con
el eje OX; por lo tanto, si hacemos y = 0 en (4.3), entonces = ap41, y podemos
despejar an+1 para obtener la definicién recursiva de ay:

flan)

An4+1 = Qn — f’(a )
n

(4.4)

EJEMPLO 4.1.22 Para determinar una solucién de la ecuacién z? — 2 = 0, tomamos
la funcién f(z) = 22 — 2.

flz)=2*-2
fl(x) =2z
apg = 2
flay) a% -2 ay, 1
Qn+41 Qan f’(fln) %) 2an 2 + an? n

Esta es la sucesién que estudiamos en el ejemplo 4.1.19 (pagina 196) y en él vimos que
efectivamente es convergente a /2. Sin embargo, en general la sucesién (4.4) puede
no ser convergente para algunas elecciones de ag; ademaés, determinados valores
podrian conducir a una sucesién mal definida si, tras N iteraciones, f'(ay) = 0.
En la practica, mediante el método de las bisecciones, buscaremos un intervalo [a, b]
que contenga la raiz y lo suficientemente pequeno para que tanto f’ como f” sean
monotonas; en tal caso, la sucesién si es convergente y el error dado por un termino

de la sucesion estd acotado como sigue

lan, — o] <

‘ flan)

en donde m = min{|f’(a)|, |f'(b)|}. La funcién del ejemplo 4.1.22 verifica estas con-
diciones en el intervalo [1, 2],

a0:2
a 1
an+1:7”+a , n>0
mn

Vamos a calcular los primeros términos y la estimacion del error teniendo en cuenta
que m = mind /(1) [f/(2)]} = min{2, 4} = 2.

aj :3/2
17 1, 11
== —(a3—2) = — < =102
=15 <5032 =m <y
577 1, 1 1
=20 Z(a2—2) = 1105
=105 <302 =300 <y
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17 . - . . .
Por lo tanto, as = 12 nos da dos decimales significativos, mientras que con el método

de las bisecciones necesitamos 9 términos para conseguir la misma precisién. Con

o ) 577 : : : NP
solo un término mas, az = 108’ conseguimos cinco decimales significativos:
577
2~ — =~ 1.41421 O
408

4.1.3. Infinitésimos e infinitos equivalentes

Una de las aplicaciones del cédlculo de limites es el estudio de la equivalencia de

funciones y sucesiones convergentes a 0 o a infinito.

DEFINICION 4.1.23 Dos funciones f y g son equivalentes en a si

h’mM:L

v—a g(x)

y lo escribimos mds brevemente como “f(x) ~ g(x) en z =a”.

La equivalencia de funciones es realmente importante en los casos en que las dos
funciones converge a 0 o divergen a 400, ya que en ellos la definiciéon de equivalencia
0

. . : oo .
da indeterminaciones del tipo § y = respectivamente.

DEFINICION 4.1.24
1. Decimos que la funcion f(x) es un infinitésimo en a si limy_,, f(x) = 0 y

f(z) # 0 en un entorno de a.
2. Decimos que la funcion f(x) es un infinito en a si lim f(x) = co.
r—a

EJEMPLO 4.1.25 Para ver que senz y = son dos infinitésimos equivalentes necesi-
tamos comprobar que

1. efectivamente son infinitésimos:

lim senx = 0 y lim x = 0;
z—0 z—0

2. y que son equivalentes:

senx (L'H) ,, COSZT
=" lim
z—0 X z—0 1

= 1. O

EJEMPLO 4.1.26 Las funciones polinémicas son infinitos en +00 y —oo y son equi-
valentes al monomio de mayor grado:

n ..
lim anx” + +a1x+a0: lim (1_}_&”71_‘_4_ a1 —|—@>:1 a
X

z—+00 anT™ z—r+00 an—l = gn

En el teorema siguiente vemos cémo se puede utilizar la equivalencia de funciones

en el cdlculo de limites de funciones.
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TEOREMA 4.1.27 Sean f y g dos infinitésimos (resp. infinitos) equivalentes en a y
h(zx) otra funcion definida en un entorno de a. Entonces: h’l)n f(x)h(zx) existe siy
r—a

solo si h’gﬂ g(x)h(x) existe, y en tal caso coinciden.
r—a

Este teorema justifica la técnica que se conoce como sustitucion de infinitésimos o
infinitos equivalentes ya que, en la practica, las equivalencias dadas en el enunciado,
se convierten en igualdades, de forma que, en las condiciones del teorema, escribimos:

lim h(z)f(x) = lim h(x)g(x)

T—ra T—ra

Los infinitésimos e infinitos también pueden sustituirse si aparecen dividiendo al
resto de la funcién y en general tendriamos que, en las condiciones del teorema

anterior, y para cualquier a € R:

h h
T GO .. CO
e=a (fz))*  a=a(g(z))
No podemos sustituir infinitésimos o infinitos en cualquier situacién y, en particular,

no se pueden sustituir si aparecen como sumando.

EJEMPLO 4.1.28 Demostramos a continuacién las equivalencias méas importantes;
en el primero, usamos una equivalencia de infinitésimos y en el resto, usamos el

teorema de L’Hopital.

1. tgx ~x en O:

, tgx ., senx 3 T 3 1
lim =2 = lim = lim = lim
z—0 X z—0 T COS T z—0 T COS T z—0 COS T

=1

En la primera igualdad, hemos usado la equivalencia demostrada en el ejem-
plo 4.1.25.

2
2. l—cosxw%en():

., 1—cosx senzx
lim 5 = lim =1
z—0 X /2 z—0 I
3. arcsenx ~ x en 0:
I arcsen 1 1
im =0 =
z—0 €T V1 — $2
4. arctgx ~ z en 0O:
, arctgx 3 1
lim =lim —— = 1
z—0 x z—=01+x
5. e -1~z enO: —
, € — ,
lim =lime* =1
r—0 X xz—0

6. log(1+x) ~ x en O:

, log(1+z) ) 1
hm _—
x—0 T z—=01+x
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El siguiente resultado nos permite construir otras equivalencias a partir de las
demostradas en el ejemplo anterior.

TEOREMA 4.1.29 Sean f y g dos infinitésimos (resp. infinitos) equivalentes en a y
sea h(x) continua en b y tal que h(b) = a. Entonces, f o h y g o h son infinitésimos

(resp. infinitos) equivalentes en b.

En este enunciado, queda implicito que las composiciones se pueden realizar en un
entorno de b.

EJEmMPLO 4.1.30 Las siguientes equivalencias son deducibles a partir de las equiva-
lencias basicas y el resultado anterior Con estos resultados se pueden deducir otras

equivalencias:

tg(z? —1) ~2? — 1 en 1
a*—1~zxloga en 0

loge ~xz—1 en 1 O

EJEMPLO 4.1.31 La continuidad de la funcién exponencial y la propiedad de susti-
tucién de infinitésimos, nos permite deducir la siguiente regla para la resolucién de
indeterminaciones del tipo (1°°). Si lim f(z) =1y lim g(z) = +00, entonces

r—a Tr—a

lim f(2)?™) = lim exp(g() log f(z)) = lim exp(g(z)(f(z) — 1)) =

T—a T—a
=exp (lim g(a)(f(x) 1)) O
r—a
Igual que para funciones, también podemos introducir la nociéon de equivalencia
de infinitésimos e infinitos en sucesiones. Estas equivalencias son una herramienta
muy util para el calculo de limites y para el estudio de series numéricas que veremos

en la leccién siguiente.

DEFINICION 4.1.32

. . 17 an
1. Dos sucesiones an y by, son equivalentes st lim — = 1.
n

2. La sucesion a, es un infinitésimo si lima, =0 y a, # 0 para todo n > N.

3. La sucesion a,, es un infinito si lim a,, = +o00.

La caracterizacién secuencial de limite de funcién, permite convertir las equiva-

lencias bésicas entre funciones en equivalencias entre sucesiones.

= senz, ~ T, silimx, = 0.

» tgx, ~ z, silimz, = 0.

22
= 1 —cosxz, ~ ?" si lim z,, = 0.

= arcsenx, ~ T, silimx, = 0.
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= arctgx, ~ , si limz, = 0.
m e —1~ux,silimx, =0.
s logx, ~x, —1silimz, =1.
Por ejemplo, la equivalencia
sen — ~
es vélida, ya que lim1/n = 0.

EJEMPLO 4.1.33

3n " 3
h’m( " > = lim exp (inog " ) =
3n—1 3n—1
3 2 .
= lim exp <2n<3ni1 — 1>> = lim exp 3n7—11 = e2/3 O

Aunque habitualmente utilizamos las equivalencias para “sustituir” funciones ar-
bitrarias por polinomios, en algunos ocasiones puede que necesitemos introducir otro
tipo de funciones cuyas propiedades faciliten mejor las simplificaciones posteriores.
Este es el caso de la funcién logaritmo, que puede ayudar a eliminar exponentes.

Vamos a utilizar esta idea en el siguiente ejemplo.

EJEMPLO 4.1.34 Una primera evaluacion del limite que calculamos a continuacion
conduce a una indeterminacién (0o —00), pero sacando factor comun, la convertimos

en una indeterminacién oo - 0 y ya podemos utilizar equivalencia de infinitésimos.
7 3 3 , 3 3 n + 1
lim(vVn+1— ¢/n) =lim ¢/n -1)=
n

. 1
= lfim ¥/n log {/ ntl_
n

1 1
zll'mf\?’/ﬁlognJr =

3 n

1 1
:Hm@%<”+ —1):

3 n

1 1 , 1 1

=i g i =i g = () =0

Tanto en la segunda como en la cuarta igualdad hemos utilizado la equivalencia
logex ~z—1, enl;

primero para poder “eliminar” el exponente 1/3 y después para “eliminar” la fun-

cién logaritmo. O
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LECCION 4.2
Series numeéricas

Estamos acostumbrados a sumar una cantidad finita de nimeros (dos nimeros,
tres, cuatro,. . . ) pero jes posible sumar un conjunto infinito de nimeros? La intuicién
nos puede jugar una mala pasada, haciéndonos pensar que al sumar “infinitos”
numeros se obtendra “infinito”. Y, aunque en algunas ocasiones sea asi, también es

posible que el resultado de sumar “infinitos” niimeros sea un nimero real.

Por ejemplo, supongamos que nos colocamos a un metro de distancia a un deter-
minado punto y que nos acercamos a €l dando pasos de la siguiente forma: cada paso
tiene como longitud exactamente la mitad de la distancia que nos separa del destino.
Si fuéramos capaces de dar pasos “tan pequenos”, esta claro que nunca llegariamos a
nuestro objetivo, es decir, por muchos pasos que demos, como mucho recorreriamos
1 metro. Si pudiésemos dar pasos indefinidamente, la distancia recorrida seria

1 1 1 1

y esta “suma infinita” valdria exactamente 1.

Ademaés de formalizar la nocién de suma infinita, en esta leccién nos vamos a
plantear dos cuestiones. Por un lado, vamos a estudiar condiciones que debe cumplir
una sucesién de nimeros para poder afirmar que puede ser sumada; por otra parte,
en aquellos casos en los que podamos obtener la suma, estudiaremos si es posible

hallar el valor exacto o, en caso contrario, cémo aproximarla.

Empezamos con una seccién en la que repasamos algunas propiedades del ope-

rador sumatorio, que utilizaremos en el resto del tema.

4.2.1. Operador sumatorio

El operador g o sumatorio se utiliza para expresar sumas con un cantidad
variable de sumandos:

Y fk) = fm)+ f(m+ 1)+ + f(n)
k=m

Los sumandos se expresan en funcién de una variable k que tomard valores consecu-
tivos entre dos nimeros naturales m y n tales que m < n. Este operador también es

frecuente en los lenguajes de programacion, en los que toma una sintaxis similar a
sum(f(k), k,m,n)

Este operador serd usado en distintas asignaturas, por lo que es muy conveniente
aprender a manejarlo correctamente. Vemos a continuacién algunos ejemplos senci-

llos pero que ayudaran a entender algunas propiedades de este operador.
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EJEmMPLO 4.2.1
1. La variable utilizada como indice de cada sumando no influye en el resultado
y podremos cambiarla por la letra que deseemos siempre que no interfiera en
el resto del problema. Por ejemplo, en los sumatorios siguientes utilizamos
indices distintos pero obtenemos el mismo resultado:

10
E:k:1+2+3+4+5+6+7+8+9+10
k=1

10

}:i:1+2+3+4+5+6+7+8+9+10
=1

2. Obtenemos un ejemplo curioso, pero bastante frecuente, cuando el indice no
10

aparece en la expresiéon del sumatorio, por ejemplo, g 2: esta expresion tiene

10 sumandos, pero ninguno depende de k, todos valen 2, y por lo tanto:

10
}:2:2+2+2+2+2+2+2+2+2+2:102
k=1

3. Un sumatorio no es mas que una suma, y por lo tanto le podemos aplicar las
propiedades de esta operacion. Por ejemplo, la siguiente igualdad no es més
que la aplicacion de la propiedad asociativa:

8 4 8

> - (6 + (3]

k=1 k=1 k=5
1424+34+4+45+46+7+8=(1+2+3+4) + (5+6+7+38)

4. De la misma forma, si la expresién que hay dentro del sumatorio es también
una suma, las propiedades de asociatividad y conmutatividad nos permitiran

manipulaciones como la mostrada en el siguiente ejemplo:

4 4 4
S k1) = (Zk) n (Zl)
k=1 k=1 k=1

A+ +Q+D)+GB+1)+(@A+1)=1+2+3+4) + (1+1+1+1)

Usaremos la igualdad anterior de derecha a izquierda para unificar la suma de
dos sumatorios. En tal caso, tendremos que asegurarnos de que el rango del
indice es el mismo en los dos; una forma de conseguir esto, es ‘apartando’ los

sumandos que sea necesario:

() () () (24) -

5 5
:1+<§:w+k%>+ﬁ6:37+§:%+k%

k=2 k=2
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5. Otra propiedad asociada a la suma es la distributividad, que también admite

una formulacién muy util en combinacién con los sumatorios.

5 5
d2k=2) "k
k=1 k=1
2:142-242-34+2-442-5=2-(142+3+4+5) O
Debemos asegurarnos de que todas las transformaciones que realicemos estén
respaldadas por las propiedades de la suma y el producto, tal y como hemos hecho

en los apartados del ejemplo anterior. En el ejemplo siguiente recogemos algunos

errores bastante frecuentes en la manipulaciéon de sumatorios.

EJEMPLO 4.2.2

5 5
1. k> k | . Estas dos expresiones son distintas, ya que, en general, el
y g

cuadrado de una suma no es igual a la suma de los cuadrados

12422 +33 442452 £ (14+2+3+4+5)?

2. Hemos visto anteriormente que gracias a la propiedad distributiva podemos
sacar un factor comun a todos los sumandos del sumatorio. Sin embargo:

5 5
> k(k+1) £k <Z(k+1)>
k=1 k=1

La variable k toma un valor distinto en cada sumando y por lo tanto no se
puede considerar comuin a todos ellos. Debemos pensar siempre que la variable
que funciona como indice solo tiene sentido dentro del sumatorio. O

Para poder simplificar correctamente expresiones que involucran sumatorios, es
conveniente saber modificar su indice. Recordemos que el indice sirve para gene-

rar una secuencia de niimeros naturales consecutivos; por ejemplo, en el sumatorio
E f(k), el indice k genera la lista 1, 2, 3, ..., 10. Sin embargo, esta misma lista de

numeros la podemos generar de otras formas, tal y como ilustramos en el ejemplo

siguiente.

EJEMPLO 4.2.3 Consideremos la siguiente suma, en la cual f puede ser cualquier

funcién.

S=fM)+F2)+fB)+ f(4) + [(5) + f(6) + f(7) + f(8) + £(9) + f(10)

Las siguientes expresiones describen esa misma suma:

9
fE+1) = > f(k =) f(10-k)

k=0

i
7
N

£
Il
—
£
Il
o
£
[|
¥
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Partiendo de la primera, obtenemos las siguientes sustituyendo la variable k por otra
expresion que también genere la misma secuencia de nimeros naturales consecuti-
vos (creciente o decreciente), modificando adecuadamente el valor inicial y final del

indice. O

Veamos un ultimo ejemplo en el que utilizamos las propiedades anteriores para

evaluar un sumatorio.

EJEMPLO 4.2.4 Vamos a calcular la suma de los n primeros nimeros naturales, es

decir, vamos a evaluar la suma

n
S=Yk=142+--+(n-1)+n

=1
Vamos a hacer la suma para n = 5 para entender la idea que queremos utilizar. Si
en lugar de sumar una vez la lista de nimeros la sumamos dos veces, tendriamos lo
siguiente:

1
S:5((1+2+3+4+5)+(1+2+3+4+5))

En lugar de sumarlos tal y como aparecen en esta expresion, vamos a reordenarlos

y agruparlos como se muestra a continuacion.

S = %((1 +2 +3 +4 45
+(5  +4 +3 2 1) =
= é((1+5) +(2+4) +(3+3) +(4+2) +(5+1)) =
:%(6 +6 +6 +6 +6):%-5-6

Ahora, vamos a repetir el mismo proceso utilizando sumatorios y sus propiedades.
1 n n
s=3 (k3]
k=1 k=1

En primer lugar, cambiamos el orden de los sumandos del segundo sumatorio y lo

hacemos con el siguiente cambio de indices: k — (n + 1 — k).
1 n n 1 n n
§=3 <;k+;k) =3 <;k+;(n+l—k))

A continuacién, unimos los dos sumatorios usando la propiedad asociativa:

s:;(imi(nﬂ—k)) :é(i(kﬂnﬂ—k»)
k=1

k=1 k=1

Tras simplificar la expresién del sumatorio, obtenemos otra independiente del indice
cuya suma es igual a la expresién por el nimero de sumandos.

SZé(Z(k‘—i—(n%—l—k))):;(Z(n—i—l)):;n(n—l—l) ]

k=1 k=1
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4.2.2. Series numeéricas

DEFINICION 4.2.5 Sea a, una sucesion de nimeros reales.

n
1. La sucesion S, = a1+ ---+a, = E ap se denomina serie numérica asociada
k=1

(o]
a a, y se denota E an.-

n=1

2. El ndmero a, se denomina término n-ésimo de la serie y el nimero S, es la

n-ésima suma parcial de la serie.

3. Denominaremos suma de la serie al limite, si existe, de la sucesion de sumas

)
E an, = lim S,
n=1

Si este limite es un numero real, diremos que la serie es convergente o que la

parciales y escribiremos

sucesion a, es sumable, en caso contrario diremos que la serie es divergente.

4. La convergencia o divergencia de una serie se denomina caracter de la serie.

En la definicién anterior hemos considerado que el primer elemento de la suma
es aq; esto lo hacemos por simplicidad, pero en la practica podremos iniciar la
suma en cualquier término de la sucesién. En estos casos, debemos entender que
suma parcial S, es la suma hasta el término a,. Por otra parte, el sumando inicial
repercute en el valor de la suma, pero como veremos méas adelante, no influye en el

caracter de la serie.

1
n(n+1)
utilizando la descomposmlon en funciones racionales simples que aprendimos en el

EJEMPLO 4.2.6 La serie Z es convergente. Vamos a calcular su suma

tema anterior:

Zn(nlnzz(n

)
G-5) % Z () -

:h’m(l— 1 ):1 O
n+1

EJEMPLO 4.2.7 Como hemos visto en el ejemplo anterior, en algunos ocasiones sera
suficiente con simplificar la expresién de S, reescribiéndola de forma adecuada. En
este tipo de procedimientos, un error muy comun es ignorar que S, es una suma

finita y olvidarse de los tltimos sumandos:

o0
Z log r
n=2

1 Z(log(n +1) —logn) =

= (log3 — log 2) + (logZ — log3) + (log5 — log%) + ...
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Aparentemente, se simplifican “todos” los sumandos excepto —log2, por lo que
podriamos concluir que esta es la suma de la serie. Ese resultado no es correcto, tal

y como podemos comprobar si escribimos correctamente la suma parcial:

Zl gn+ :Z log(n+1) —logn) =1mS, =

—hm(pg’:»‘ log 2) + (log® — log3) + (log5 — log4)+
+ (logtrr) — loglr—=T)) + (log(n + 1) — log7) =

zlim(—logQ—i-log(n—l—l)) = 400 O

) ., 1 .,
EJjEMPLO 4.2.8 Consideremos la sucesién a,, = on’ n > 0. La sucesién de sumas

. . 1
parciales de la serie Z on ©8
n=0
1 1
Sn:1+§+ +27 (4.5)
Para simplificar esta expresion, vamos a seguir el siguiente proceso. En primer lugar,

multiplicamos la sucesiéon de sumas parciales por 5:

1, _1 1 1
2 T T T T

Vemos que la expresién de la derecha contiene “casi” los mismos sumandos que la

(4.6)

expresiéon de S,,. A continuacion, restamos las igualdades (4.5) y (4.6) miembro a

miembro:
S 15’ 1
nT 5 n=1+++---+ n—( + -+ n+2n+1>
1 1
25 _1_2n+1
1
S’n—2—2—n
oo
1 1
Z——thn—hm(2——>:2 O
2n AL
n=0

Generalizamos a continuacién la serie del ejemplo anterior.

o
TEOREMA 4.2.9 (SERIE GEOMETRICA) La serie E an, se dice que es geométrica
n=N
p . n+1 . . . .
de razén r, si o reR para todo n (es decir, el cociente se puede simplificar
G

hasta obtener una constante). Esta serie converge si y solo si|r| <1 y en tal caso

[e.e]
an
Z n = 1—
n=N

No es dificil observar que todas las series geométricas se pueden escribir de la

siguiente forma:

Zar":a+ar+ar2+--~+ar"+...,
n=0

Grados en Ingenieria Informatica, del Software y de Computadores



212 Calculo para la computacién

en donde a # 0 coincide con el primer sumando.

Para obtener la suma que aparece en el resultado anterior, basta seguir el método
que hemos visto en el dltimo ejemplo; si r # 1

S, = a + ar + ar? + ... + ar"
—rS, = — ar — ar? — ... — ar — art!
(1 — T)Sn = a — qrnt!

La igualdad que aparece debajo de la linea se obtiene sumando miembro a miembro
las dos anteriores. La misma igualdad se puede obtener trabajando con el operador

sumatorio y sus propiedades, tal y como hemos visto en la seccién anterior.

n n n n
Sp—r-S, = Zark —rZark = Zark —Zark+1 =
k=0 k=0 k=0 k=0
n+1

n
= Z ark — E art =
k=0 k=1

Por lo tanto

[ —
n 1—7’ Y

y esta sucesion solo converge si || < 1y, en tal caso:

o
w1 o a—ar"t! a
E ar”™ =1im S,, = lim 1 =

- 1—r

n=0
EJEMPLO 4.2.10 Estudiamos las siguientes series geométricas

e 3n+2

1 a 1 . s
. E —: Como —H — = —, entonces la serie es geométrica de
3n+2 an 3n+3 3

n=1
s 1 . , . 1. .

razon 3 y primer término z=; por tanto, la serie es convergente y su suma es

1

ﬁ.
o0
2377, Ung1 23n+37n 8 ) o
. — Como = T3, — o entonces la serie es geométrica de
. I Gn Tnl2en 7
n=
razon % y en consecuencia divergente a +o0.

ﬂ. Como ant1

f 5n—1 an

M

-1 _
=5 entonces la serie es geométrica de razén

3
I

?1 y primer término 1; por tanto, la serie es convergente y su suma es

5
2.
O

PROPOSICION 4.2.11 Si la sucesion b, se obtiene a partir de la sucesién a,, anadien-
do, eliminando o modificando un conjunto finito de términos, entonces las series

asociadas tienen el mismo cardcter.
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Esta propiedad es de gran utilidad, pues nos dice que, al igual que ocurre con las
sucesiones, cuando estudiamos la convergencia de una serie, podemos prescindir de

los primeros términos (cualquier conjunto finito de términos); por ejemplo, las series
o o0

E Gn ¥ E an tienen el mismo caracter. Sin embargo, debemos tener en cuenta que,

n=1 n=>5
aunque el cardcter sea el mismo, la suma de serie serd, por lo general, distinta.

o oo
TEOREMA 4.2.12 Si Z an =a Yy Z b, = b, entonces se verifica que

n=1 n=1

1. Zan—l—b =a+b, vy

o
o

3
Jat

Z -an = c-a, para todo ¢ € R.

TEOREMA 4.2.13 (CONDICION NECESARIA) Siuna serie Z an es convergente, en-
n=1
tonces lim a,, = 0.

La demostraciéon de esta propiedad se basa en la siguiente relacion entre el

término n-ésimo de la serie y la sucesién de sumas parciales:
Sp = Sn—1+ay

Si S, es convergente, S,—1 es convergente y tiene el mismo limite; por lo tanto,

necesariamente lim a,, = 0.

El resultado anterior se denomina condicion necesaria de convergencia por que
establece que es “necesario” que la sucesién converja a 0 para que sea sumable. Sin
embargo, esta condicién no es suficiente. Por ejemplo, la sucesion a, = log ™} ntl po
es sumable, tal y como vimos en el ejemplo 4.2.7; y sin embargo

1
lfmlog "= —log1 =0
n

Por esta razon, la condicidon necesaria se utiliza como método de refutacién en el

estudio de la convergencia de una serie.

oo
COROLARIO 4.2.14 Silima, # 0, entonces Z an es divergente.

n=1
EJEMPLO 4.2.15 Aplicando la condicién necesaria, deducimos la divergencia de la
o0

. n , n
serie TLZ::l m, pues hmm =1 ;é 0. Od

Una familia de series de gran importancia en el estudio de este tema son las

conocidas como series p-armonicas o p-series, es decir, las series de la forma

=1
>

n=1
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en donde p es cualquier niimero real positivo. Para p = 1, la serie es g — y se
n
n=1
denomina simplemente serie armdnica.

TEOREMA 4.2.16 (SERIES p-ARMONICAS) Sip > 1, la serie p-armdnica converge y
st p <1, la serie p-armonica diverge.

Por lo general, no es sencillo obtener la suma de las series p-armoénicas convergen-
tes, y los métodos que permiten sumar algunas de ellas quedan fuera de los objetivos
de este curso. Sin embargo, si veremos mas adelante, resultados que nos permiten
probar el resultado anterior.

1
EJEMPLO 4.2.17 La serie Z ( 27) es divergente. Para demostrarlo, vamos a

razonar por reduccion al absurdo

Si la serie Z ( > fuera convergente, entonces, por el teorema 4.2.12, la

siguiente serie tamblen 10 seria:

/1 1 1 1
(b)) =2
n=1 n=1

Sin embargo, esto no es cierto, segun establece el teorema de las series p-arménicas.
O

Terminamos esta seccién introduciendo otros tipos de series facilmente sumables.

TEOREMA 4.2.18 (SERIE ARITMETICO-GEOMETRICA) Las series del tipo

o0

Z (an+b)r'", a#0,

n=N

se denominan series aritmético-geométricas y convergen si y solo si |r| < 1.

En el caso de que sean convergentes, las series aritmético-geométricas se suman
aplicando un proceso similar al utilizado en las series geométricas. Concretamente,

repitiendo dos veces el mismo proceso para llegar a una expresion simplificada de .S,.

oo
. n+3 e Lo .
EJEMPLO 4.2.19 La serie g 5 es una serie aritmético geométrica de razén % Y,

n=0
por lo tanto, convergente. En este ejemplo, vamos a utilizar las propiedades del ope-

rador sumatorio en lugar de los puntos suspensivos. En primer lugar, multiplicamos

la sucesién S, por la razén de la serie aritmético-geométrica.

" k+3
5%/::252 ok
k=0
1 Il ~k+3 <k+3
59 =32 o = D R
k=0 k=0
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A continuacién restamos los dos sumatorios, pero sin juntarlos

1 1 —~k+3 ~k+3
Sn = 59 = 55“22 ok -2 ok+1
k=0 k=0

Cambiamos el indice del segundo sumatorio para conseguir que el exponente de 2

dentro de cada sumatorio sea el mismo:

1 n k—%3 n-i—lk+2
35 =2 5 2 o
k=0 k=1

A continuacién, apartamos los sumandos necesarios para que los dos sumatorios

tengan los mismos extremos y asi poder juntarlos:

1 n+3 —=k+3 k+2
55'n::’>——+z -3

2n+1 2k 2k
k=1 k=1
1 n+3 ~=~(k+3 k+2
QS”ZS_QrL—H+Z( Sk T ok )
k=1

Tras simplificar, podemos despejar S,,, en cuya expresién quedara la suma parcial
de una serie geométrica, cuyo limite ya sabemos calcular:
1 n+3 -
§Sn =3- Gnrt T Z ok
n—+3 -
S"::6‘7 on +72j£:§%
k=1

o o

n+3 n+3
E on —thn—G—hmT 25 2k—6 0+2=28
n=0 k=1

Obsérvese que en el cédlculo del limite hemos utilizado que lim 2% = 0, tal y como
hemos demostrado en el ejemplo 4.1.15 de la pagina 195. O

(o ¢]
DEFINICION 4.2.20 Se dice que la serie Zan es hipergeométrica si a,, > 0 para
n=1
todo n y
an4+1 an + 3

Qan, an + vy

TEOREMA 4.2.21 (SERIE HIPERGEOMETRICA) Una serie Z ay, hipergeométrica con
n=1
i1 an+ B

= es convergente si y solo si vy > a+ .
an, an + 7y

En el caso de que sean convergentes, las series hipergeométricas se suman aplican-
do el siguiente proceso: (1) Escribimos por filas la igualdad axy1(ak+7) = ax(ak+3)
para k =1, k = 2,....k = n; (2) sumamos todos los miembros derechos y todos los
miembros izquierdos; (3) operamos para obtener una expresién de S, lo més sim-
plificada posible para poder calcular su limite. En el siguiente ejemplo utilizamos el
operador sumatorio para representar este proceso.
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o
1
EJEMPLO 4.2.22 La serie g ( es hipergeométrica y convergente, ya que
n
n=1

n+1)

an+1 n . . .

— = vy =2>140= a+ B. De la primera igualdad deducimos que
Qn, n+2

(n+2)an+1 — na, = 0 para todo n y de ahi:

n

D ((k+ 2)ags1 — kag) =0
k=1

A continuacién, dividimos el sumatorio por la diferencia y cambiamos el indice para

que las sucesiones que aparecen dentro del sumatorio tengan el mismo subindice.

n

Z(k‘ + 2)ak+1 — Z kap, =0

k=1 k=1
n+1 n
> (k+1Dar - kap=0
k=2 k=1

Ahora, separamos los sumandos necesarios para que los limites de los dos sumatorios
coincidan y poder juntarlos otra vez.

(n+2)ap41 —ar + Z(k + 1)ay, — Zkak =0
k=2 k=2

(n+2)ans1 — a1+ Y _((k+ Dag — kay) =0
k=2

n
(n+2)ant1 — a1 —i—Zak =0
k=2

Tras simplificar nos ha quedado un sumatorio que coincide “casi” con la suma parcial
de la serie; anadimos el sumando que falta y lo restamos fuera de él para poder
despejar finalmente la suma parcial.

n
(n+2)apt1 — a1 —ay —i—Zak =0
k=1

(n+2)apy1 —2a1+ S5, =0
Sp =2a1 — (n+ 2)an+1

1 n+2
Sp=27 - —— =
2 (n+1)(n+2)
— 1 n+2
. —limS, =1l @—4——————>:1 D
; n(n + 1) fm 5 o (n+1)(n+2)

4.2.3. Criterios de convergencia

Estudiar la convergencia de una serie utilizando las sumas parciales no siempre
sera sencillo y encontrar una expresion para las sumas parciales que permita calcular
su limite es, en general, un problema bastante dificil. Por esta razon, el estudio de
las series se hard en dos etapas: en primer lugar, se estudiard solamente el caracter
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de la serie; en segundo lugar, si la serie es convergente, afrontaremos el calculo de

su suma o bien aproximaremos su valor.

En esta seccion, vamos a estudiar algunos resultados que establecen condiciones
que permiten deducir la convergencia de una serie. Estos resultados se conocen como
criterios de convergencia y en su aplicacion es muy importante comprobar todas las

condiciones exigidas.

Aunque en los resultados que vemos en esta seccién escribimos series con n = 1
como primer sumando, las conclusiones son validas independientemente de cual sea el
primer sumando, tal y como hemos visto anteriormente. Por otra parte, los primeros
resultados que veremos son aplicables solamente a series cuyos términos (todos, o a

partir de uno dado) son positivos; estas series verifican la siguiente propiedad.

PROPOSICION 4.2.23 Si a, es una sucesién de términos positivos, la sucesion de
o

sumas parciales asociada a ella es creciente y en consecuencia, la serie E Qpn €S 0

n=1
bien convergente o bien divergente a +00.
o o
TEOREMA 4.2.24 (CRITERIO DE COMPARACION) Sean Zan, Z b, dos series ta-
n=1 n=1
les que 0 < ay, < by, para todo n € N.
oo o0
1. Si Z b, converge entonces Zan también converge.
o o0
2. 51 Z an diverge entonces Z by, también diverge.
n=1 n=1
e.9]
EJEmMPLO 4.2.25 La serie Z L es convergente ya que
e 2" +n & yed
n=1
1 1
T <
AL (AL
[e.e]
y la serie Z on es convergente (geométrica de razén %) O
n=1

No siempre podremos probar de esta forma que dos series “parecidas” tengan
oo
. o . . 1 “ C 1y .
el mismo criterio; por ejemplo, la serie g on es “parecida” a la del ejemplo
n=1
anterior e intuimos que también serd convergente, sin embargo, no podemos utilizar

el criterio de comparacion. El siguiente resultado, permite hacer la comparacién

mediante limites.

o0 o0
TEOREMA 4.2.26 (COMP. POR PASO AL LIMITE) Sean Z ap, Y Z by, dos series de
n=1 n=1

a
términos positivos, tal que b, # 0 para todo n. Si ¢ = lim — entonces se verifica:
n
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. Si ¢ >0 ambas series tienen el mismo cardcter.

oo o0
Sil =0y an converge, entonces Zan también converge. Equivalente-

n=1 n=1
oo oo
mente, si £ = 0 y g an es divergente, entonces E b, también también es

) n=1 n=1
divergente.

o0 [e.9]
Sil=+oc0y Z an converge, entonces Z bn, también converge. Equivalente-

n=1 n=1
o0 o0
mente, si £ = 400 y E b, es divergente, entonces E an también también es
n=1 n=1

divergente.

EJEMPLO 4.2.27 Veamos varios ejemplos:

1.

2.

3.

o0 o0
1 1
La serie Z S, convergente ya que Z o 8 convergente y
n=1 n=1
1
lm —2" :ﬁm(1—ﬁ>:1
i on
2" —n

o oo
1 1
La serie g nsen — es divergente pues g — diverge y
n n

n=1 n=1

n2 =1
1/n 1/n2

(e} [ee]
1 1
La serie E es divergente pues g — es divergente y
o logn n

n=1
1
- 1
lfim —2— = lfm —2 = 0
1 n
logn
El dltimo limite esta demostrado en el ejemplo 4.1.14 de la pagina 195. O

El criterio de comparaciéon por paso al limite se utiliza frecuentemente para

eliminar expresiones “despreciables” en el término general de una serie, antes de

aplicar otro criterio, con el fin de que los cédlculo sean mas sencillos.

3n—1

EJEMPLO 4.2.28 En el denominador de la expresion el término dSn+

2" + bn + logn

logn es “despreciable” frente a 2" para valores “grandes” de n. Estas afirmaciones
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o 3n—1 -
las comprobamos comparando la expresion con la original
3n—1
, on . 2"+ 5n+logn ( Sn logn)_
lim Tl = lim o = lim 1-|—2n+ on =1

2" + 5n + logn

Omitimos los detalles del cédlculo del dltimo limite, que puede hacerse con la carac-
terizacién secuencial y la regla de L’Hopital. Aplicando el criterio de comparacion
por paso al limite se deduce que las series

i 3n—1 ii&n—l
27 + 5n +logn’ 2n

n=1 n=1
3n—1 . fps o i1
tienen el mismo cardcter. Dado que g es aritmético-geométrica de razon 3,
n=1
3n—1 .,
es convergente y podemos afirmar que E también es convergente.
2” +5n 4+ logn

O

Para buscar series con las que comparar una serie dada, podemos ayudarnos de
las equivalencias de infinitésimos: si una sucesién es sumable, entonces es un infi-
nitésimo, y si dos sucesiones son equivalentes, por el criterio de comparacion, la series
asociadas tienen el mismo caracter. Estas observaciones constituyen la demostracion

del siguiente resultado.

COROLARIO 4.2.29 Sean a, y by, dos sucesiones positivas e infinitésimos equivalen-
o oo

tes; entonces las series g Qp, g b, tienen el mismo cardcter.

n=1 n=1

Es conveniente tener en cuenta que el criterio de comparacién solo permite con-

cluir que dos series tienen el mismo carécter pero no establece ninguna relacién entre

las sumas. Por ejemplo, las series E =y E tienen el mismo caracter,

2y
n= 1 n
1
TN TR PN e L
lmf = 11m n2 = 13
n?+n
2
sin embargo Z T =1 (ver ejemplos 4.2.6 y 4.2.22) y Z =5 aunque la

demostramon de esta igualdad requiere métodos que quedan fuera de este curso.

La siguiente propiedad se deduce facilmente aplicando el criterio de comparacion
a las sucesiones a, y 1/n, y es ttil para el cdlculo de algunos limites y la suma de
algunas series.
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[o.¢]

COROLARIO 4.2.30 Sea Zan una serie de términos positivos y convergente. En-
n=1

tonces, si existe, el limite limn a, es igual a 0.

La demostracién es inmediata usando reduccién al absurdo: si el limite existiera

pero fuera distinto de cero,

0 # lim na, = lim — 1/n

entonces la serie tendria el mismo caracter que g —, que es divergente.
n

n=1
Vamos a utilizar este resultado en el siguiente ejemplo en el que sumamos una

serie hipergeométrica.

EJEMPLO 4.2.31 Vamos a sumar la serie

o0

(2n — 3)
Z 2nn| -

Para ello, vamos a comprobar que es hipergeométrica y aplicaremos el método apren-
dido anteriormente en el ejemplo 4.2.22 de la pagina 216. La series es hipergeométri-

ca, ya que

apy1  1-3-5- m— 3)(2n —1)2"n!

an 2 (n+ 1)1 3.5A2m—3)
2n—-1)2%"  2n—1 oan+p

- 2.2 (n+ 1Al 2n+2 an+rv

(4.7)

Ademas, es convergente ya que
y=2>1=2-1=a+p

Multiplicando en cruz en la igualdad (4.7), obtenemos (2n+2)an4+1 — (2n—1)a, =0
para todo n y de ahi:

n

> (2K + 2)agsr — (2k — Dag) =0
k=2

Separamos el sumatorio por la diferencia y cambiamos el indice para que el termino
de la sucesion que estamos sumando, y que aparecen dentro de los sumatorios, tengan

el mismo subindice.

n n

D 2k +2)ager — Y (2k —1)ap =0
k=2 k=2
n+1
ZQkak - Z 2%k — Day, = 0
k=2
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Sacamos los sumandos necesarios para que los limites de los dos sumatorios coincidan

y poder juntarlos otra vez.

n

2(n+ )ans1 + Y 2kap — Y _(2k — 1)a — 3ay =0
k=3 k=3

2(n+ Va4 + Y (2kar — (2k — 1)az) — 3az =0
k=3

n
2(n+ Dapt1 + Z ar —3az =0
k=3
2(n+ Dapt1 + Sp —az —3az =0
2(n+ 1)aps1 + Sp —4az =0
Sp =4az —2(n+ 1)ap4+1

Dado que la serie es convergente, la sucesién S,, es convergente, y por lo tanto,
necesariamente (n + 1)a,11 = 3(S, — 4az) también es convergente; ademds, por el
corolario 4.2.30, lim(n + 1)a,+1 = 0, lo que nos permite completar el cdlculo de la

suma de la serie.

o0

1,3.5... 2n—3 , z
}: 2nn(' ):thn:hm (4@2—2(n+1)a"+1) = daz
n=2
00
1-3-5---(2n—3 1 1
Z 2n - 3) =dag=d5— = .
~ 2nn| 2 2 2

Los criterios que estudiamos en el resto de la seccién establecen condiciones sobre
el término general para deducir su carécter.

oo
COROLARIO 4.2.32 (CRITERIO DEL COCIENTE) Sea Zan una serie de términos
n=1

+1
; entonces:
an

.. . L , Qn
positivos y consideremos el limite £ = lim

1. Si ¢ <1 la serie converge.

2. 8i € >1 la serie diverge.

a
El caso lim —L = 1 queda fuera del teorema anterior, ya que a partir de él
" 21 X1
no podemos deducir nada: E —y g — verifican que el limite de la condicién
n n

n=1 n=1
vale 1 para ambas series y, sin embargo, la primera es divergente y la segunda es

convergente.

Una de las caracteristicas del criterio del cociente es que también nos da infor-

macién para estimar errores, ya que es consecuencia del siguiente resultado.
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o0
LEMA 4.2.33 Supongamos que Zan =5 € R. Sea S, su sucesion de sumas par-
n=1

a
ciales y N € N. Si existe r tal que 0 < ntl

<r <1 para todo n > N, entonces:

an

aN+1
S — Sy <
N_l—r

an+1

Si a,, es positiva a partir de un término, y lim es estrictamente menor que 1,
existe un término de la sucesién a partir del cual todos estardn acotados entre 0y
un numero estrictamente menor que 1, por lo que podremos aplicar el lema anterior.
Entonces, para acotar el error cometido al tomar una suma parcial en lugar de la

suma exacta, necesitamos determinar los nimeros N y r adecuados. En la mayoria
an+1

de los casos, serd suficiente estudiar la monotonia de la sucesiéon , tal y como
an

vemos en los siguientes ejemplos.

oo
. . . 1
EJEMPLO 4.2.34 Aplicamos los resultados anteriores a la serie g — para demos-
n!
n=0
trar que es convergente y determinar la suma parcial que estima su suma con un

€rror menor que %10_3:

n 1 1! 1
h/ma+1:l/ /(n+ ) —1i

AT ) B
an o 1/n! T

Entonces, por el criterio del cociente, la serie es convergente. Ademads, dado que

a
ntl es decreciente, para todo N > 1y todon > N,
an n—+1

an41 1 1

= < <1
Qy, n+1 N+1

Entonces, para cada N podemos tomar r = en el lema 4.2.33; por lo tanto,

N+1
si S es la suma de la serie, S, la sucesién de sumas parciales y N > 1:
AN4+1 1/(N + 1)! 1
S-Sy < = =
N1y L] N - NI
N+1

Si queremos que este error sea menor que %10_3, basta considerar N = 6:

00 6

1 1 1957

— — = — =271
nz;)n! nz:;)n! 720 718

Mas adelante, veremos que la suma de esta serie es el niimero e y el valor aproximado

que nos da cualquier calculadora es 2.718281828. O
[ee]
EJEMPLO 4.2.35 Para la serie Z o podemos utilizar los mismos resultados:
n
n=1
1
1)2n+1 1
lim ia :h'mM = imL = -
an 1 20n+1) 2
n2n
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y por el criterio del cociente, la serie es convergente.

Vamos a aproximar su suma con un error menor %10*3. Para aplicar el le-

ma 4.2.33, analizamos en primer lugar la monotonia de xz,, = Ontl _ LA
an 2(n+1)
Tny1  n+1 2M+1y_ﬂn+n2_2ﬁ+4n+2>l
T,  2(n+2) n  2n(n+2)  2n2+4n
Deducimos entonces que z,, = Intl es creciente; por lo tanto, para cada n > 1
an

a . a 1
nt1 < lim ntl _ 1 <1
QA Qan, 2

y podemos considerar r = % para cada N en el lema 4.2.33. Es decir, si S es la suma
de la serie y S, la sucesiéon de sumas parciales:

1
N +1)2N+1 1
S-Sy < e (VD

1—r 1-% (N +1)2N

Si queremos que este error sea menor que %10_3, basta considerar N = 8:

00 8
1 1 148969
— = — = ~ 0.693
Z n2m Z n2" 215040
n=1 n=1

Ma34s adelante, veremos que la suma de esta serie es log 2 y la aproximacién que nos
da cualquier calculadora es 0.6931471805. O

Los teoremas vistos hasta ahora son vélidos solamente para series de términos
positivos. A continuacién, vamos a ver dos resultados que permiten estudiar algunas

series con términos de signo arbitrario.

oo
DEFINICION 4.2.36 Decimos que una serie Zan es absolutamente convergente si

n=1

o
la serie g layn| es convergente.

n=1

TEOREMA 4.2.37 Toda serie absolutamente convergente es convergente.

Una serie convergente que no sea absolutamente convergente se dice condicio-
nalmente convergente.

o
DEFINICION 4.2.38 Una serie Zan se dice alternada si para todo n se verifica

n=1
Gn

que < 0; es decir, su término general es de la forma (—1)"b, o (—1)""1b,, en

An+1
donde b, > 0 para todo n.
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TEOREMA 4.2.39 (CRITERIO DE LEIBNIZ) Sia, >0, lima, =0 y a,, es decrecien-

o
te, entonces g (=1)"ay, es convergente.
n=1

La condicién lima, = 0 es necesaria para la convergencia de cualquier serie, el

criterio de Leibniz establece que es suficiente que a,, sea decreciente para que la serie
o0

Z(— 1)"a, sea convergente.

n=1

oo
PROPOSICION 4.2.40 Sea Z an una serie en las condiciones del criterio de Leibniz,

n=1
Sn su sucesion de sumas parciales y S su suma; entonces:

|8 = S| < lan1]

En la acotacion del error tenemos que usar el valor absoluto, ya que en este caso
el error puede ser por exceso o por defecto.

-1 n+1

oo
EJEMPLO 4.2.41 Por el criterio de Leibniz, la serie Z (7 es convergente, ya

n
n=1

que — es decreciente y convergente a 0. Vamos a estimar su suma con un error menor
n
110-3

que 51077,

Por la proposicién anterior, si S es la suma de la serie y .S, la sucesién de sumas
parciales:

_Gl< ——
[Sn S|—N+1

Si queremos que este error sea menor que %10_3, basta considerar N = 2000. Mas
adelante, calcularemos la suma exacta de esta serie y demostraremos que S = log 2.

Si utilizamos un ordenador para calcular la suma parcial, obtendremos que:

00 2000
3 =" >y =)™t
2 e 2 - =~ 0.693

mientras que el valor aproximado de log2 que nos da cualquier calculadora es
0.6931471805. O

4.2.4. Resumen de técnicas

En esta seccién vamos a presentar algunas estrategias para abordar el estudio de
la convergencia de series numéricas. El siguiente esquema resume los criterios que

hemos introducido en el orden més adecuado para su aplicacion.

1. Comprobar si es una serie conocida: geométrica, armonica, cociente de polino-

mios, ...
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2. Condicion necesaria. Si el limite es facil de calcular, esta es la primera com-

probacién que debe hacerse.
3. Si la serie es de términos positivos, probaremos con el criterio del cociente.

4. Si la serie es de términos positivos y el criterio del cociente no es concluyen-
tes, intentaremos buscar una serie conocida con la que poder compararla. La
equivalencia de infinitésimos y de infinitos nos ayudard a buscar estas series.

5. Si la serie es alternada, estudiaremos en primer lugar la convergencia absoluta,
utilizando los puntos anteriores. Si la serie no es absolutamente convergente
intentaremos aplicar el criterio de Leibniz.

El cociente any1/a,. Como ya se habrd comprobado, el estudio del cociente

a .. . .
"+l o5 de gran utilidad al trabajar con series.
Gnp,
. a . . L
1LSi 2t —precR (no depende de n) entonces la serie es una serie geométrica
Qn
de razom r.
. a an + . . Ly
2. Si L — b con a, 3,7 € R, la serie es hipergeométrica.
an, an + 7y
) a ., :
3. Sia, >0y ntloq para todo n > N, la sucesién a,, es creciente y por tanto
n
su limite no puede ser 0: la serie es divergente.
) a ., .
4. Sia, >0y ntl o para todo n > N, la sucesion a,, es decreciente, lo que

n
permitird aplicar algunos resultados, como el criterio de Leibniz.

Sucesiones decrecientes. Algunos resultados, como el criterio de Leibniz inclu-
yen, entre sus condiciones, el decrecimiento de una sucesién. Repasamos a conti-
nuacién los distintos métodos que hemos visto y utilizado para demostrar que una

sucesion es decreciente:

1. Si an — ans1 > 0, entonces a, es decreciente.

. Qp41
2. Si *
Gn

< 1, entonces a,, es decreciente.

3. Si f: [N,4+00) — R es una funcién decreciente tal que f(n) = a, para todo
n > N, entonces a,, es una sucesion decreciente a partir de NV (para determinar
si una funcion es decreciente podemos utilizar su derivada).

4. Por dltimo, podemos utilizar las propiedades algebraicas de la relacion de orden
para deducir algunas propiedades sobre monotonia de sucesiones y funciones
como por ejemplo:

a) Si fy g son funciones crecientes, entonces f + g creciente.

b) Si f y g son funciones crecientes y positivas, entonces f - g es creciente.

Grados en Ingenieria Informatica, del Software y de Computadores



226 Calculo para la computacién

¢) f es creciente si y solo si —f es decreciente.

d) Si f es positiva, entonces f es creciente si y solo si 1/f es decreciente.

)
)

e) Si fy g son funciones crecientes, entonces f o g es creciente.
)

f

Si f es una funcién creciente y d, es una sucesién decreciente, entonces

f(dy) es una sucesién decreciente.

g) Si h es una funcién decreciente y d,, es una sucesién decreciente, entonces

f(dy) es una sucesién creciente.

4.2.5. Series de potencias

Algunas de las series que hemos estudiado hasta ahora contenian pardmetros en
su término general, incluso hemos podido sumar alguna de ellas dando su suma en

funcién de ese parametro:

> 1

g at=——, |z|<1
1—=x

n=0

Como hemos podido comprobar, no siempre es asequible sumar una serie, pero ain
asi podemos estar interesados en estudiar las propiedades de la serie e incluso la
relacién de dependencia de la serie respecto de ese parametro.

En esta seccién y en la siguiente, vamos a estudiar funciones definidas usan-
do series cuyo término general depende de la variable de la funcién: las series de
potencias.

DEFINICION 4.2.42 Una serie de potencias es una funcién definida por una expre-

sion de la forma:
[e.9]

flx) = Z an(z —a)", a,an € R

n=ng
La constante a se denomina centro de la serie y la sucesion de coeficientes, a, no

puede incluir la variable x.

EJEMPLO 4.2.43

oo
(x—1)" ) . 1
1. E ———— es una serie de potencias centrada en 1; en este caso, a, = —
n
n=1
oo
2. E sen” x no es una serie de potencias.
n=0
& 2n
T (z —3) : ,
3. — 3 ©s una serie de potencias centrada en 3. O
n
n=1

o
TEOREMA 4.2.44 Dada la serie de potencias Z an(x — a)", existe un intervalo I

n=1
tal que:
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» La serie converge si y solo si x € 1

» ObienI =R, o bien (a—R,a+R) C I C [a—R,a+ R, para algin R € R. En
el sequndo caso, el nimero R se denomina radio de convergencia de la serte.

El intervalo I se denomina campo de convergencia de la serie y es el dominio
de la funcién determinada por la serie de potencias. Por las caracteristicas de la
expresion de una serie de potencias, bastara con aplicar el criterio del cociente para
hallar el radio de convergencia. Sin embargo, necesitaremos trabajar algo més para

estudiar la convergencia de la serie en los dos extremos del campo.

o0
—_ 1)
EJEMPLO 4.2.45 Para hallar el campo de convergencia de g u, aplicamos
o logn
el criterio del cociente a la sucesion de valores absolutos:
.z =17t logn logn
lim . =lzr—1 —— =z —1]
log(n+1) |z —1J" log(n + 1)

Por lo tanto, la serie converge si |z — 1| < 1. Por el teorema anterior, solo tenemos

que analizar la convergencia de la serie para |z — 1| = 1, es decir, parax =0y x = 2.
_1)"

o0
Para x = 0, la serie resultante es E
n=2

cuya convergencia podemos deducir con

1
el criterio de Leibniz. Para ¢ = 2, la serie resultante es Z og , cuya divergencia

podemos deducir con el criterio de comparacién (ver apartado 3 del ejemplo 4.2.27,

en la pagina 218). Por lo tanto, el campo de convergencia de la serie es [0, 2). O

El siguiente resultado establece la continuidad y derivabilidad de las funciones
definidas por series de potencias y extiende la propiedades algebraicas de la deriva-

cién e integracién a series.

TEOREMA 4.2.46 Para la serie de potencias S(z Zan x —a)" se verifica que:

n=1
1. (Teorema de Abel) la funcion S es continua en su campo de convergencia.

2. S es una funcién derivable en el interior del campo de convergencia y su de-

rivada se obtiene “derivando término a término la serie”:

dm<Zanas—a ) Znanx—a -1

n=1

Ademds, el radio de convergencia de la derivada coincide con el radio de S.

3. Una primitiva de la funcion S se obtiene “integrando término a término la

/ (;an(fv - a)”) dr = ;::1 n_zl(a: —a)" !

Ademds, el radio de convergencia de la primitiva coincide con el radio de S.

serie”:
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En los dos iltimos puntos del teorema anterior se afirma la coincidencia de los
“radios” de convergencia, pero no de los “campos” de convergencia, es decir, la

convergencia en los extremos del campo puede variar al derivar o integrar.

x ..n
EJEMPLO 4.2.47 El campo de convergencia de la serie de potencias Z x—? es [—1,1],
n

n=1
x  n—1
sin embargo, la serie de las derivadas, E ——, converge en £ = —1 pero no con-
n
n=1
verge en = 1 y por lo tanto su campo de convergencia es [—1, 1). O

Las propiedades de derivacién e integraciéon de series de potencias constituyen
una herramienta fundamental para sumar series, tal y como vemos en el ejemplo

siguiente.

EJEMPLO 4.2.48 En la seccion anterior hemos probado que:

= 1
n=0

Aplicando el apartado 3 del teorema 4.2.46, obtenemos:

e ;1;”"'1
Z =—log|l—z|+C=—log(l—2)+C, si|z|<L
n+1
n=0
Evaluando ambas expresiones en x = 0, deducimos que C' = 0. Ademsds, parax = —1,

la serie converge (criterio de Leibniz) y por el Teorema de Abel (Teorema 4.2.46(1)),
la igualdad también se verifica en ese punto. Por lo tanto:

0 Lt
;n+1:—log(1—m), si —1<z<1. O

4.2.6. Series de Taylor

Las funciones expresadas mediante series de potencias se comportan esencial-
mente como polinomios, por esta razon, nos planteamos en esta seccién expresar
cualquier funcién como serie de potencias. Vamos a ver que, en particular, todas las

funciones elementales pueden representarse de esta forma.

Aunque en algunos casos, el método seguido en el ejemplo 4.2.48 permitira expre-
sar una funciéon como series de potencias, en la mayoria de los casos necesitaremos

construirla a partir de su polinomio de Taylor.

4.2.6.1. Polinomios de Taylor

Los polinomios son las funciones elementales mas simples, ya que solo hacen uso

de las operaciones suma, resta y producto. La situacién ideal seria que el resto de
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las funciones elementales se pudieran convertir en polinomios, pero esto no es cierto
en ningun caso. Sin embargo, si es posible “aproximar” cualquier funcién elemental
con polinomios, asi como cualquier funcién que se pueda construir a partir de ellas
en determinadas condiciones. Como veremos mas detalladamente en el ultimo te-
ma, para establecer un método de aproximacién adecuado, debemos saber construir
una aproximacion de una funcién dada y también debemos poder mejorar la apro-
ximacion cuanto deseemos. En esta seccion, solo vamos a aprender a construir los
polinomios aproximantes, y sera en el iltimo tema cuando aprendamos a controlar
los errores de este método de aproximacion.

DEFINICION 4.2.49 El polinomio de Taylor de orden n (o n-ésimo polinomio de
Taylor) de la funcion f en el punto xo es un polinomio T, de grado menor o igual
que n tal que su valor en xg y el valor de las n primeras derivadas coinciden con los
de f:

T (zo) = £ (a0)

Usando identificacion de coeficientes, es facil deducir la siguiente expresién para
el polinomio de Taylor, como un polinomio centrado en a

COROLARIO 4.2.50 FEl polinomio de Taylor de la definicion anterior, es unico y
viene dado por:

T(@) = fao) + o) —20) + LD 0 — a4 ..
™) (. n k) (g
"'+fn(!0)($—$o)nzzf k(' 0)($—$0)k

k=0
El polinomio de Taylor en z¢p = 0 se denomina igualmente polinomio de McLaurin.

EJEMPLO 4.2.51 Para la funcién f(z) = %, se verifica que f(™)(x) = e® y por tanto,
f (n) (0) = e = 1 para todo n. Por lo tanto, el polinomio de Taylor de orden n de la
funcién exponencial en el punto 0 es:

2 "

x

T(x)zl—i—:v%—?—l—---—i-a
En la figura 4.3, aparecen representadas la funcién exponencial y los polinomios de
Taylor de orden 1, 2 y 4. En primer lugar, apreciamos el parecido de la funcién y
sus polinomios, mayor cuanto mayor es el orden y cuanto més cerca estamos del
punto xy = 0. Ademas, para el caso n = 1, observamos que la recta obtenida en su

representacion coincide con la recta tangente en el punto xy = 0. O
Los polinomios de Taylor pueden evaluarse en cualquier punto, pero debemos
tener en cuenta las siguientes consideraciones:

= Si queremos utilizarlos para aproximar magnitudes, solo tiene sentido usar los

polinomios en los puntos para los cuales los coeficientes obtenidos sean ntimeros
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X

X
o T4(x>:1+x+;+%i+§
T — X

Figura 4.3: Funcién exponencial y algunos polinomios de Taylor.
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racionales, ya que el objetivo es estimar magnitudes reales con magnitudes

racionales; esto serd analizado con mas detalle en el iltimo tema.

= Solo tendremos la posibilidad de controlar los errores cometidos para las fun-
ciones elementales y para algunas funciones construidas a partir de ellas.

= Si trabajaremos con funciones arbitrarias cuando utilicemos los polinomios
para deducir propiedades locales de la funciones, es decir, para estudiar qué
es lo que ocurre en un entorno “muy pequenio” alrededor de un punto. Por
ejemplo, todos los resultados de clasificacion de puntos criticos en los problemas
de optimizacién, se basan en los desarrollos de Taylor.

EJEMPLO 4.2.52 Vamos a calcular el polinomio de Taylor de la funcién log = (loga-
ritmo neperiano) en xg = 1. No podemos elegir a 0 como centro, ya que ese punto
no estéd en el dominio; ademads, el niimero 1 es el tnico punto del dominio tal que el
valor de la funcién en ese punto y sus derivadas sucesivas son nimeros racionales.
Empezamos calculando las primeras derivadas sucesivas de la funcién f(x) = logz,
x> 0:

fl(z) =2~

@) = —27*
f”/<l’) — 22?73
fD(z)=—-3-2274
fO(z)=4-3.227°

Podemos observar que:

“

= Aparece alternativamente el signo “—": las derivadas pares incluyen el signo,

y las impares no. Por lo tanto, para el orden de derivacién n, el signo sera
(_1)n71.

= No hemos multiplicado las constantes para poder observar como se construyen:
en cada paso de derivacién multiplicamos por el siguiente niimero natural. De

esta forma, la constante correspondiente al orden de derivacién n es (n — 1)L

= Finalmente, en cada derivada, la variable x aparece con un exponente negativo,

cuyo valor absoluto coincide con el orden de derivacion.

Es decir, con la observacion de estas primeras derivadas podemos “intuir” que
F @) = (=)t n—-Dlz™, n>1 (4.8)

Sin embargo, deberiamos hacer una demostracion formal de esta afirmacion usando

nduccion matemdtica.

(i) Paran=1: (=) 11—z t=1-1z"t =21 = f/(z).
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Figura 4.4: Funcién logaritmo y algunos polinomios de Taylor.
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(ii) Supongamos que la férmula es vélida para n y a partir de ahi, vamos a deducirla

para n + 1.
f(n)(:ll) _ ( 1)”71(71 _ 1)'56 n
FOtD () = %(f(”)(:v)) = di ((=1)""Hn—Dlz™™)
f(n+1)(x) _ _n(_l)n—l(n — 1)!$_n—1
FOD(g) = (=1)mnlp= (D

Efectivamente, la tltima igualdad se corresponde con la férmula (4.8) sustitu-
yendo n por n + 1.
Por lo tanto, podemos concluir que la férmula es véalida para todo n € N.

El resto del ejemplo consiste simplemente en aplicar la férmula del polinomio de
Taylor:

f)=logl=0,  f(1)=(-1)""(n-1)!

T(m):O+1-($—1)—;(x—1)2—|—gi(:v—l)?)—}—---—i—(—l)”_lm;!l)!(x—1)”
T(l‘):(l‘—l)—%( —1)2—1—%(33 D34+ ( 1)"_1n(ﬂc—1)”
T(r) = S (- - 1)

En la figura 4.4 de la pagina 232 podemos ver la grafica de la funcién logaritmo
junto a algunos polinomios de Taylor.

En este caso observamos que al aumentar el grado del polinomio, el parecido
entre este y la funcién solo aumenta en el intervalo (0,2), mientras que por encima
de dos, polinomio y funcién logaritmo se van separando cada vez mas. Esto se debe
a que ese intervalo es el campo de convergencia de la serie O

En general, puede ser bastante complicado hallar los polinomios de Taylor de
funciones no elementales a partir de la definicién, pero como es habitual en ma-
tematicas, podemos facilitar estos cdlculos estudiando el comportamiento respecto
de las operaciones algebraicas y de la derivacién.

PROPOSICION 4.2.53 (PROPIEDADES ALGEBRAICAS DEL POLINOMIO DE TAYLOR)
1. Eln-ésimo polinomio de Taylor de f+g es la suma de los n-ésimos polinomios
de Taylor de f y g

2. El n-ésimo polinomio de Taylor de f - g es el producto de los n-ésimos polino-
mios de Taylor de f y g desechando los sumandos de grado mayor que n.

3. El n-ésimo polinomio de Taylor de f o g es la composicion de los n-ésimos

polinomios de Taylor de f y g desechando los sumandos de grado mayor que n.
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4. La derivada del (n 4+ 1)—ésimo polinomio de Taylor de f, es el n—ésimo poli-
nomio de Taylor de f'. Esta propiedad se suele aplicar en sentido inverso, a
partir del polinomio de f’, se obtiene el polinomio de f.

A partir de estas propiedades y de los desarrollos de funciones elementales, es
posible estudiar una amplia familia de funciones. Debemos observar sin embargo,
que no siempre es practico o util el uso de los desarrollos de Taylor para funciones
arbitrarias, ya que su calculo directo puede ser imposible y, aunque la aplicacién
de las propiedades anteriores ayude en algunos casos, no proporciona una forma
alternativa para calcular los restos, necesarios en el control de errores, segin veremos
en el ultimo tema. No obstante, estas propiedades son tutiles para otras aplicaciones
de los polinomios de Taylor.

TEOREMA 4.2.54 Sea T, el polinomio de Taylor de ordenn de f en xg. Entonces, T,
es el unico polinomio de grado menor o igual a n tal que y:

lim f(l') — Tn(x) =0
T—T0 (:I; — .I‘())n

Es decir, el polinomio T;, es la “mejor aproximacién”, en un entorno de xq, por

polinomios de grado menor o igual que n. Por ejemplo, en las figuras de la pagina 230

podemos ver que los polinomios de Taylor de la funciéon exponencial “se parecen”

cada vez mads a esta funcidn segin aumentamos el grado del polinomio, y que el

intervalo en el que mas se parecen es cada vez mas amplio. Lo mismo observamos

en las paginas 240 y 242 para las funciones seno y arcotangente respectivamente.

Por otra parte, la posibilidad de aproximar el valor de una expresién matematica,
solo es 1til si podemos controlar el error que se comete. El teorema siguiente nos da
un método para hacerlo cuando usamos polinomios de Taylor.

TEOREMA 4.2.55 (DE LAGRANGE) Sea f una funcion definida en un entorno abier-
to de xo y supongamos que f es (n + 1)-veces derivable en este entorno. Sea T, el
polinomio de Taylor de orden n de f en xg y En(x) = f(x) — T, (z). Entonces, para
cada x© # xo existe un numero ¢ (que depende de x y de n) comprendido estricta-
mente entre x y xg y tal que:

f(n+1)(c)
(n+1)!

n+1

E,(z) = (x — x0)

La férmula del resto dada en este teorema se conoce como formula de Lagrange.
Aunque no es la tinica posible, si es la méas utilizada por su simplicidad. La expresion
FE,, puede ser negativa, sin embargo, al trabajar con errores, no distinguimos entre
errores por exceso y por defecto, y por eso entendemos que el error es su valor
absoluto: € = |E,|.

EJEMPLO 4.2.56 Para aproximar el niimero ‘e’ con un tres decimales correctos,
debemos evaluar la funcién exponencial en el punto z = 1 con un error € < %10_3.
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Si utilizamos el polinomio de Taylor de orden n en 0 de la funcién exponencial que
calculamos en el primer tema (ver seccién 4.2.7), cometeremos el siguiente error:

C
© 1n+1

- (n+ 1)

eC
= ) c€(0,1)

Dado que no conocemos el valor de ¢ (y no podemos, ni pretenderemos calcularlo),
no podemos conocer el error exacto. Por esta razén, lo que hacemos es “estimar”
dicho error en funcién de n, sustituyendo el valor de ¢, o las subexpresiones en dénde
aparece, por valores mayores pero cercanos. En este caso, e¢ < el =e < 3 y por lo

tanto:
e’ 3

CES IS

Si queremos que el error sea menor que %10*3, basta con encontrar el primer ntimero

E =

natural n tal que ;< %10*3, es decir, tal que (n + 1)! > 6000. Con n =7 lo

3
(n+1)
conseguimos y por lo tanto:

e%1+1+1+l+l+l+l+l:@%2.718
2 31 4 5 el 7 252
Solo podemos estar seguros de los tres primeros decimales, aunque podemos com-
probar que los cuatro primeros decimales coinciden con los que nos da cualquier

calculadora. O

4.2.6.2. Series de Taylor

No es dificil observar que los polinomios de Taylor no son mas que la sucesion de
) (20)
n!

diente serie se denomina serie de Taylor de la funcién f.

sumas parciales de la serie asociada a la sucesion (x — xp)™; la correspon-

DEFINICION 4.2.57 Dada una funcién f infinitamente derivable en un intervalo

abierto I, denominamos serie de Taylor de f en xg € I a la serie:

n

() (g

Z fi('o)(:c —x0)" rzel

n=0 )

Decimos que la serie representa a f en x si converge a f(x), es decir:

% £(n)(y
S L0 gy = g
n=0 ’

Evidentemente, la serie de Taylor para zg representa a f en zy pero puede no hacerlo
en otros puntos. La representacién de la serie en otros puntos estéa caracterizada por
la convergencia a 0 de la expresion del resto.

TEOREMA 4.2.58 La serie de Taylor de f en xq representa a f en x si y solo si:

f(n+1)(c)

(:L‘ o xo)n+1 =0
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EJEMPLO 4.2.59 La serie de Taylor de la funcién exponencial la representa en todo

su dominio, R:
. , e
lim En(l’) = lim mﬂ?

Para comprobar que este limite es 0, podemos trabajar mas facilmente con su valor

n+1

absoluto. Si z < 0, entonces e < 1 y por lo tanto

eC T n+1 N
‘ x|n+1 < | ‘ n—qo 0
(n+1)! (n+1)!
Sixz >0, e <e®y porlo tanto
e¢ mn—&—l _
i o
(n+1)! (n+1)!
Para demostrar los dos limites anteriores, basta tener en cuenta la condiciéon necesa-
e n+1
. . . . . a
ria de convergencia de series aplicada a las series Z m, que son convergentes
n !
n=1
para cada a > 0; esto, a su vez, lo demostramos usando el criterio del cociente. O

[0.9]
1
EJEMPLO 4.2.60 A partir de la serie E — =e podemos sumar todas las series
n

n=0

o
P

del tipo E ﬂ, en donde P es un polinomio de grado p y q € Z; el criterio

n=no (n + q)'

del cociente permite demostrar que todas ellas son convergentes y el método que

presentamos en el ejemplo siguiente permite calcular su suma. Por ejemplo, vamos a

o0
sumar la serie g [ ¥ para ello, vamos a expresar el polinomio del numerador

n=1 (n + 1)
de la siguiente forma

nd=An+nn—-1)+Bn+1)n+Cn+1)+D

Cada sumando, esta formado por productos de expresiones consecutivas y todas em-
pezando por n + 1, que es la expresién cuyo factorial aparece en el denominador del
término general de la serie; esto permitird simplificar cada sumando con el denomi-
nador. Esta expresién se puede obtener para cualquier polinomio P(n) y cualquier

monomio n + «.

Eliminando los paréntesis y agrupando los términos, podemos hallar los valores
de los parametros A, B, C'y D usando identificacién de coeficientes.

nd=An+nn—-1)+Bn+1)n+Cn+1)+D =
= An® + Bn* 4+ (B - A+ C)n+ (C + D),
Por lo tanto, A=1, B=0,C =1, D = —1 y de ahi:

n® (n+Dnn-1)+n+1)-1 1 1 1

CE n+ 1) BCE R TR CESY]
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Obsérvese que la simplificacion en el primer sumando solo es valida para n > 2,
aunque la serie propuesta se suma desde n = 1; para evitar este problema, solo
tenemos que separar ese primer sumando antes de aplicar la igualdad anterior.

n:l n+1 §+z::(n—|—1)
1 OO( 1 1 1 )
=5+ (n—2)!+ﬁ_(n+1)!

3
||
N

N | —
Jr
Mg

n=2

Zn' Z n+1
i; DIEEOIE

N | — l\D\H

1
+e+(e—1—1)—(e—1—1—§):e—|—1

En la cuarta igualdad hemos cambiado los indices para que sea mas facil ver que
los sumatorios obtenidos se corresponden con la serie del niimero e salvo por los

primeros sumandos, que debemos restarle. O
> n
EJEMPLO 4.2.61 Como un segundo ejemplo, vamos a calcular Z(—l)"iz
— (n—1)!
(o) o
n n—14+1
St S
ot (n—1! = (n—1)
o0
n—1+1
2 G
oo o
(1) (-1)
ST i >
— 2! —1)!
—m=2) —(n-1)
o0 [o¢]
(02
=1 _ _
+§2(n—2)! 2 )

4.2.7. Funciones elementales

En esta seccion, vamos a ver los desarrollos de Taylor de todas las funciones
elementales y las correspondientes expresiones del resto de Lagrange. Debemos tener

en cuenta todas estas series para estudiar la convergencia o sumar series numeéricas.

Funcién Exponencial.

2 n n+1

x x T
r:1+x+?+...+ﬁ+ecnm, (cn entre 0y x)
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En el ejemplo 4.2.51 (pagina 229), calculamos los polinomio de Taylor de la funcién
exponencial y en el ejemplo 4.2.59 hemos deducido que la serie de Taylor representa

a la funcién exponencial en todo su dominio:

e“c:Z— reR

Funcién Logaritmo Neperiano. Su dominio es el intervalo (0,00) y hallamos
su desarrollo en xg = 1:

1 1
loga::(ac—1)—§(x—1)2+§(x_1)3+...

R 77(95 )"+ CZJF(I(%(:C — 1)t

Estando ¢, entre 1 y x. En el ejemplo 4.2.48 (pagina 228), hicimos los célculos
necesarios para establecer la convergencia de esta serie; concretamente, obtuvimos

> anrl
“log(1 — c-1,1),
> = hsioa welLy

y por lo tanto,
1 _ 0 n+1
loga:—zimzz (x —1)" xz € (0,2]

n=1 n=1

Alternativamente, esta serie se puede escribir como:

log(z+1) = Y_(-D)""'=  we(-L1]
n=1

EJEMPLO 4.2.62 Vamos a usar la serie anterior para aproximar log3 con un error
menor que 210 3. El desarrollo de Taylor de la funcién logaritmo permite evaluar
loga si a € (0,2], por lo que no podemos considerar a = 3; sin embargo, teniendo

en cuenta las propiedades del logaritmo, tenemos que

1
log3 = —log =
0og 0og 3
ya= % si esta dentro del campo de convergencia de la serie,
1 o ( 1)n+1 1 o )n o on
log3 = —log- = — — (= =1)" = —
©8 o8 3 Z n n3m

Para decidir la suma parcial necesaria para obtener un determinado error, podemos
utilizar, en principio, dos métodos.

» Utilizando la expresién del resto de Lagrange, el error seria:

(2/3)n+1
- Cn+1(n+ 1) )
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en donde % < ¢ < 1. Por lo tanto, % < 3 y de ahi deducimos que:

_ (2/3)n+1 (2/3)n+13n+1 B 2n+1

et (n 4 1) n+1 T n+1

La expresion de la derecha es creciente en n, por lo que no es posible hacerla
tan pequenia como queramos. Por lo tanto, no podemos usar el resto de La-
grange para determinar la suma parcial adecuada. Esto ocurrird siempre que
evaluemos la serie del logaritmo en un niimero entre 0 y %, por lo que este

método solo lo podremos utilizar para calcular loga si % <a<?2.

» Podemos utilizar la proposicién 4.2.33 (pagina 221), dado que el criterio del

cociente permite concluir la convergencia de la serie. En este caso

antl ontl  p3n 2n

an  (n+1)37+ 27 T 3(n41)
2n

2 2
es creciente y por lo tanto 3(n7:L—1) < h’mm =3 p

ara todo n, por lo

que, para cada N:

2N+1
(N+1)3N+1
Error = log3 — -
o= BS T ON S T e T (W sy

2N+l

Por lo tanto, si N > 14 conseguimos que este error sea menor que %10*3.

om 96289603908
log 3 ~ _ ~ 1.098202 O
8 n; n3" . 23938759845
Funcidon Seno.
CC3 135 .’E2n+1 $2n+2
—r— 44— 4 (1)t -
sent =z —gp+ g+ (U Gy H (CUT e gy

siendo ¢ un ndmero entre 0 y z. La correspondiente serie de Taylor representa a la

funcién en todo su dominio, R:

0 x2n+1
=) (1)
sen E)( Vet

En la figura de la pagina 240, podemos ver las graficas de la funcién seno y de
algunos de sus polinomios de Taylor. Vemos que, igual que ocurre con la funcién ex-
ponencial, la convergencia de la serie es “muy rapida”, es decir, con pocos sumandos

conseguimos unas aproximaciones muy buenas en entornos de 0 bastante amplios.

Funcion Coseno.
2 4 2n 2n+1
T T T
-1 n+1 s
G VT e g,

siendo ¢ un numero entre 0 y x. Ademas, la serie de Taylor representa a la funcién

— - n
cos:z—l—a—kﬁ—k---%—(—l)

coseno en todo su dominio:

o0 p2n
o _1\n
cosT = ;( 1) o)l
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f(x) =sinz
-~ PN -~ FRIN
’ N P N 4 \ ’ N
/ \ 4 \ /
\ 4 \ \
/ / \ N / \
/ \ \ /
/ \ \
/ \ \
\ / \ / \
\ \ , \ X
\ / \ \ \ /
/ \ /
\ \ / N !
\ / N \ 7 \ /
\ L, AN / N , \ /
N <_7 N_ s AN
T (z) ==
f(x) =sinz
-~ PN [SRREN
7 N 7 \ 4 \
’ \ N
/ \ / \
/ \ \
/ \ / \
/ \ \ /
’ \ \
/ \ \
\ / \ / \
) ) ' X
\ / \ \\ / \ /
\ / \ \ / \ /
/ \ /
\ \ , \ /
\ 4 \ N \ /
’ 4 \ /
\\/ \‘/ ~ -
3 5
xr T
T5($) =T — 5 + a
f(z) =sinz
//‘\ //‘\
’ \ , \
/ A // / \
/ \ / \
/ \ // / \
\ \
\ / \ /X
\ / ) \ /
\ / /) \ /
\ / \ /
\ / 4 \ 7
N // \\//
3 5 7 9 11 .13
x x X X X X

B TR TR TR F TR

Figura 4.5: Funcién seno y algunos polinomios de Taylor.
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Funciéon Arco—tangente. Recordemos que el dominio de esta funcion es R y su
codominio es el intervalo [T, §]. Nuevamente, obtenemos la serie de Taylor a partir
de su derivada:

o0

d 1 ,
%arctgx =12 Z(—l)”m " lz] <1

n=0

Integrando y deduciendo la convergencia en los extremos con el criterio de Leibniz,

obtenemos:
o x2n+1
tgx = 1" <1
wetga =315y bl <

Para evaluar la funcién arcotangente fuera del intervalo [—1, 1], podemos utilizar la
igualdad

T 1
arctgx = — — arctg —
2 T

EJEMPLO 4.2.63 Podemos usar la serie de Taylor de la funcién arcotangente para

aproximar T, ya que tg(%) = 1:

o0

™ =4arctgl = Z
n=0

(—1)m4
2n +1

La serie es alternada, por lo que el corolario del criterio de Leibniz nos ayuda a esti-
mar el error dado por las sumas parciales. Sin embargo, este método no es muy bueno,
ya que nos hacen falta muchos sumandos para conseguir errores pequenos. La razén
es que estamos evaluando la serie en el extremo del campo de convergencia. O
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1
el ~
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\ 0
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\ 8
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al ol
g & Q &
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\
\
\ \
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\ \
g 8
= (=l
< T
+ +
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=0 =
\ s &
1 \
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Tw \ x 1
~— S~—
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|
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arctan x

f(x)

$7 x9 xll 1,13
I A FERS T

20

x3+
r— =
3

T13 (Jf)

Figura 4.6: Funcién arcotangente y algunos polinomios de Taylor.
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Relacion de ejercicios 4.1

1. Calcule los siguientes limites:

n+3 n 4+ 3n3 3—nd

b) lim B c) h'mn3+4

a) lim 5

2. Demuestre que si azn® es el término de mayor grado del polinomio p(n), en-

k

tonces p(n) y apn® son infinitos equivalentes.

3. Calcule los siguientes limites:

2 5—n
a) Hm(Ziél) b) lim (n— /n3(n—1))

log(n? +1
4. a) Calcule el limite lim M.
logn
b) Demuestre que si p(n) es un polinomio de grado k, entonces logp(n) y

klogn son infinitos equivalentes.
¢) Utilice la equivalencia del apartado anterior para calcular el limite

log(n® — 7)

lim ——~—
o 5log(3n —2)

5. Consideremos las siguientes sucesiones:

1" n 2"
an:(n)v bn:m, Cn:;, dnzsenﬁ

a) Calcule los primeros términos de las sucesiones y deduzca “intuitivamen-
te” las caracteristicas de las sucesiones (monotonia, acotacién y conver-
gencia).

b) Estudie formalmente las propiedades de monotonia, acotacién y conver-

gencia.
2
6. a) Calcule el limite lim — =0
r—o00 e¥
a:.m
b) Demuestre por induccién sobre m € N que lim — =0
z—o00 e’

¢) Deduzca que, si p(x) un polinomio, entonces

lim 2) — 0, im 2 _ g

z—o0 er en
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Relacion de ejercicios 4.2

1. Utilice el simbolo > para expresar las siguientes sumas. Tenga en cuenta que
en los ultimos apartados, se indica cual debe ser el primer valor del indice.

6 8 10 22

o) o gts gttt oo

b) 110429 438 ... 410!

¢) 14+3+5+-+(2n—1)=

i
L

n n n
+ +...+ =
n+1 n+2 nt+n =

2. Sume las siguientes series simplificando la sucesiéon de sumas parciales.

(e 9]

N Zl (nn++12>>

n=2

3. Utilice las propiedades elementales para estudiar la convergencia de las siguien-

tes series y obtenga la suma de las convergentes.

oS00 2 W Zerdn 9L

4. Determine cudles de las siguientes series son aritmético-geométricas y sume
las que sean convergentes siguiendo el método descrito en ejemplo 4.2.19 de la

pagina 214.

2n — 1 > "
0 Y b) ) (2n—1)e
n=0 n=2
n?+1
5. Sume la serie Z partiendo del mismo procedimiento usado para las
n=1

series aritmético-geométricas.

6. Determine cuéles de las siguientes series son hipergeométricas y sume las que
sean convergentes utilizando el método descrito en el ejemplo 4.2.22 de la

pagina 216.

> 1 1
)1;24712—1 b) 1;3712

7. Estudie el caracter de las siguientes series:

n

= 3"/ > n > 1
a) Z o b) Zm c) Zsenﬁ

n=1 n=1 n=1
= n 2 (=) 2n
— -1" 1
};: sen ) 22;( Vogn ) 22; ——log ——
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(n!)®
(3n)!

o0
8. Estudie el caracter de la serie Z en funcion del pardmetro a € R.
n=1

> logn

n=1 Vﬁ{

9. Estudie el caracter de la serie

oo n
. n .
10. Demuestre que la serie —— es convergente y encuentre la suma parcial
3!
n!
n=1
que aproxima su suma con un error menor que 1075.

= (=1)"logn
11. Demuestre que la serie Z —_—

n=1
parcial que aproxima su suma con un error menor que 1073,

es convergente y encuentre la suma
n

12. El Criterio de condensacidon establece:

Si a,, es una sucesion decreciente de términos positivos, entonces las

o0 [o¢]
series g an Y g 2"%aon tienen el mismo cardcter.

n=1 n=1

Si es posible, utilice el criterio de condensacién para determinar el cardcter de

las series
=1 . logn ad logn
e — b 1"
03 )L Y
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Relacion de ejercicios 4.3

1. Halle los campos de convergencia de las series de potencias siguientes:

o 2" o n o (z+3)"
Q) Y b) > n"(z—5) ) D
n=1 " n=1 n=1 ’
> (—1)"n! = (—1)"n! 2. (n!)?
D D S L R
2. Determine la serie de Taylor de la funcién f(z) = LQ partiendo de la

(1—=z)

o
= Z 2™. j Para qué valores de x la serie de Taylor representa

derivada de 1

a f(x)?

— X
n=0

2

3. Obtenga la suma de la serie Z(—l)" 2ZH

usando el siguiente proceso:

n=3

oo
a) Sume la serie de potencias g n?z™ usando las propiedades de derivacién

n=1
y las propiedades algebraicas de las series para reducirla a una serie mas
simple.
b) Evalte la serie del apartado anterior en un valor de = adecuado para

poder sumar la serie propuesta.

4. Sume las siguientes series numéricas

(=D = 3"

a) Z n2n -’ b) Z(nJrl)!

n=3 n=3
5. Utilice el método de Horner para evaluar el polinomio de McLaurin de orden
5 de la funcién exponencial en z = 1/2. Utilice una calculadora para comparar

el resultado con e'/2 = /e

6. Para la funcién f(x) = senz, determine los polinomios de Taylor de érdenes
1,2,3,4y 5 en xg = 0. Deduzca la expresién de su polinomio de Taylor de

cualquier orden.

7. Consideremos la funcién f(r) = 22 sen x:

a) Use la definicién para determinar el polinomio de Taylor de f(x), de orden
5 en el punto xg =0

b) Use las propiedades algebraicas del Polinomio de Taylor como forma al-

ternativa para hallar el mismo polinomio del apartado anterior.
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11.

2

. Considere la funcién f(z) = x“e~*. Utilice el polinomio de Taylor de la funcién

exponencial, su expresion del resto de Lagrange y las propiedades algebraicas
para obtener el polinomio de Taylor de f y una expresién de su resto. Utilicelo

para hallar f (%) con un error menor que 1074,

. Calcule /e con un error menor que 1073,

6
Calcule log 5 con un error menor que 1073,

n?—2

n!

o0
Siguiendo el método del ejemplo 4.2.60 (pagina 236), sume la serie Z

n=2
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Relacion de ejercicios 4.4

1. Consideremos las siguientes sucesiones:

_ =3n+5 _ " _n*-3n 1
an_T’ bn—(—?’) ) Cn—T, dn—ﬁ

Para cada una de ellas, calcule los primeros términos, analice intuitivamente
sus propiedades (monotonia, acotacién y convergencia) y finalmente estudielas

formalmente.

2. Consideramos la siguiente sucesién definida por recurrencia:

ap =0n_1—3 si n>1
a) Calcule los diez primeros términos de la sucesién y analice intuitivamente
sus caracteristicas (monotonia, acotacién y convergencia).

b) Estudie formalmente las propiedades de monotonia, acotacién y conver-

gencia.

¢) Deduzca el término general de la sucesién.

3. Consideramos la siguiente sucesién definida por recurrencia:

by =3
bpb=b,_1+n si n>1
a) Calcule los diez primeros términos de la sucesién y analice intuitivamente
sus caracteristicas (monotonia, acotacién y convergencia).

b) Estudie formalmente las propiedades de monotonia, acotacién y conver-

gencia.

¢) Deduzca el término general de la sucesién.

4. Justifique que las siguientes sucesiones son convergentes y calcule sus limites

c1 =42 d1=a70§a§%
Cn = 2\/Cn 1 dn = a + (dp-1)?

5. Resuelva los siguientes limites:
a) lim (n—\/(n+a)(n+b)) b) limn? (Ya — "V/a)

6. Utilice la caracterizacion secuencial para calcular los siguientes limites:

1 2
a) lim ¥/n?+n, b) lim (logn)”

n

7. Demuestre que para todo a > 1, las sucesiones (n + 1)® — n® y an®~! son

infinitos equivalentes.
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[e.9]

-1 n—1 ) 1
8. Calcule la suma de Z (=D)""(2n+1)

n(n+1)

simplificando la sucesién de sumas
n—=
parciales.

9. Estudie el caracter y sume si es posible las siguientes series:
o

30 4 gn > 2n+3 > (_l)n
) ) % DI )2
n=0 n=1 n=0
0

24+4+8+ 2"
37’L

10. Sume la serie Z
n=3

11. Sume las siguientes series aritmético-geométricas:

o0 o0

n 1—n n—2
DT OB 0 St

o0

) 1-4-7---(3n—5)
12. Demuestre que la serie Z
722-5~8~~(3n—4)

es hipergeométrica y stimela si

es posible.

13. El Criterio del logaritmo establece:

[e.e]

Sea g an una serie de términos positivos y
n=0
log -
{ = lim —%
logn

entonces: Si £ < 1 la serie diverge y si £ > 1 la serie converge.
a) Utilice el criterio del logaritmo para estudiar la convergencia de las series
p-armonicas.

b) Sies posible, aplique el criterio del logaritmo para estudiar la convergencia
de las siguientes series:

a) Z(_nl;" OB SE I S D
n=3 n=4

n=1 n=2

14. Aplique infinitos equivalentes para encontrar series p-arménicas con el mismo
caracter que las siguientes y deduzca su carécter:

n—55M+4+8 4n“+5n —3
LT erTe b = TP T Y

15. Estudie el caracter de las siguientes series:

n=2 n®— n=1 n! n=1 n®
> on—1 > <1 1> = n?
d - _ =
) ;(371—%-2)'714/3 ¢) nz::l n nl 1) —~ 2n
. /n+ 1\
D> ()
n=1
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16. Estudie el cardcter de las siguientes series:

>, sen®n 1+ cos?n “n ™
0 S ) S 0 S (). 0 Y g
n=1 n=1 n=1
(log )2

17.  a) Calcule el limite lim

T—+400 x

=0

log z)*
b) Demuestre por induccién sobre k € N que lim (log z)
T—+00 xT

o)

1
¢) Determine el caracter de Z ——— en funcién de k € N

—; (logn)

1
d) Determine el cardcter de Z 71
0

(logn)"

18. Estudie el cardcter de las siguientes series:

o " 1 o.9] n o
) DB o 9 21 nlogn
0N OXE o X

19. Halle los campos de convergencia de las series de potencias siguientes:

31 [
g
NE

x—1) n+1
T c —=
n );\/14-271

n

n=1
KD S R Y

n=1 n=1 n=2

20. Halle los campos de convergencia de las series de potencias siguientes:

- on b n
a) n:1n2”x ) ;n+1x ; £L’+3)
- n n - (‘T_l)n - TL—|—1 n
d) > nMz—1) e) TR Z -2)
n=1 n=1 n=1
o0 5T'L
9) (z—2)"
~ (n+1)!

21. Halle los campos de convergencia de las series de potencias siguientes:

[e.9] n

= n Zlogn , x
a) Z(logn)x , b) Z ma c) ZW
n=1 n=2 &

n=1

22.  a) Calcule e con un error menor que 1078, ; Cudntas cifras decimales de esta

aproximacion son exactas?
b) Calcule sen 1 con un error menor que 1074,

¢) Calcule log 1’5 con un error menor que 1074

23. Para f(x) = 22 cosx, hallar f(%) con un error menor que 1074,
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24. Sume las siguientes series:

> n > n? “nZ+3n—1
[ b —_— B ——
@) nz;(nﬂ)!’ ) nzl(””)” 2 nz; nl

25. Represente mediante serie de potencias de x las siguientes funciones:

1
a) f(z)=senz D) f(x) =log e
26. Sume las siguientes series de potencias
0 . 00 2"
a) Z(n+1):ﬁ b) Zrﬂ—n'

n=2 n=2
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