Jesuis Lépez
Eduardo Martos

Senales aleatorlas

marcombo
AAlfaomega ediciones técnicas



JESUS LOPEZ FERNANDEZ
EDUARDO MARTOS NAYA

SENALES ALEATORIAS
TEORIA Y PROBLEMAS
RESUELTOS

- " marcombo

IIIIIIIIIIIIIII




Senales aleatorias
Teoria y ejercicios resueltos

Primera edicién, 2011

(©) 2011 Jests Lopez Fernandez, Eduardo Martos Naya

© 2011 MARCOMBO, S.A.

Gran Via de les Corts Catalanes, 594
08007 Barcelona
www.marcombo.com

Edicién revisada en 2026

Disefio de la cubierta: NDENU DISSENY GRAFIC

«Cualquier forma de reproduccién, distribucion, comunicacién piblica o
transformacion de esta obra sélo puede ser realizada con la autorizaciéon de sus
titulares, salvo excepcién prevista por la ley. Dirfjase a CEDRO (Centro Espaol
de Derechos Reprogréficos, www.cedro.org) si necesita fotocopiar o escanear
algin fragmento de esta obray.

ISBN-13: 978-84-267-1690-3

D.L.: SE-6275-2010
Impreso en Publidisa
Printed in Spain



A Fwva. J. Lopez

A Ana. E. Martos






Indice general

Prologo II1
1. Variables Aleatorias 1
1.1. Teoria béasica de probabilidad . . . . . .. ... .. .. 1
1.2. Variables aleatorias unidimensionales . . . . . . . . .. 3
1.3. Variables aleatorias bidimensionales y N dimensionales 11
1.4. Teorema de la Probabilidad Total . . . . . .. ... .. 21
1.5. Teoremade Bayes . . . . . ... ... .. .. ...... 22
1.6. Teoremas asintoticos . . . . . . . .. ... ... .... 22
Ejercicios . . . . . . .o 25
2. Caracterizacion de senales aleatorias 113
2.1. Herramientas para el estudio de senales aleatorias . . . 113
2.2. Senales aleatorias: definiciéon . . . . . .. .. ... ... 114
2.3. Caracterizacion senales aleatorias . . . . . . ... ... 115
2.4. Estacionariedad y ergodicidad . . . . . ... .. .. .. 116
2.5. Relaciones estadisticas entre senales . . . . . . . . ... 119
2.6. Potencia y densidad espectral de potencia . . . . . .. 120
Ejercicios . . . . .. ..o 123
3. Procesado de senales aleatorias 191
3.1. Senales aleatorias y sistemas LTI: Andlisis . . . . . .. 191
3.2. Senales aleatorias discretas y sistemas LTI: Diseno. Fil-
tros de Wiener . . . . . .. ... ... ... 193
Ejercicios . . . . . . .o 197

Bibliografia 245






Prologo

El presente libro es el resultado de mas de diez anos de experiencia
docente de los autores en la materia de las senales aleatorias y el
procesado estadistico de senales, llevada a cabo en el departamento
de Ingenierfa de Comunicaciones de la Escuela Técnica Superior de
Ingenieria de Telecomunicacion de la Universidad de Méalaga.
Aunque ha sido escrito en el contexto de la ingenieria de telecomuni-
cacion, la tematica que en él se trata es fundamental para el resto de
las ingenierfas y titulaciones de caracter cientifico.

Aun siendo muy extensa la bibliografia existente relativa a esta mate-
ria, no existe un texto exclusivo dedicado a la resolucion detallada de
ejercicios dirigido a estudiantes de nivel universitario, algo que consi-
deramos esencial para afianzar conceptos y vislumbrar el alcance y la
aplicabilidad de los mismos. Con el presente libro pretendemos cubrir,
en parte, esa carencia.

Es importante resaltar que en ningtlin caso se plantea como libro prin-
cipal para el estudio de esta disciplina, pues, aunque incluye una intro-
duccibén tedrica a cada tema, su enfoque es primordialmente practico
v debe, por tanto, ser combinado con otros textos que cubran los con-
ceptos teodricos con suficiente amplitud.

Se asume que el estudiante de este libro tiene los conocimientos de
matematicas correspondientes a un primer curso de ingenieria, asi co-
mo de teoria bésica de senales y sistemas que incluya los dominios
transformados (Laplace, Z, Fourier).

El libro esta estructurado en tres capitulos. Cada capitulo se divide,
a su vez, en una parte de teoria y otra de ejercicios. Cada parte de
teoria sintetiza de forma breve los conceptos y las expresiones que
son necesarias para la resoluciéon de los correspondientes ejercicios.
Creemos importante advertir al lector de que el objetivo de la parte
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tedrica es establecer la notacion y servir de consulta rapida y comoda.
No debe ser, por tanto, empleada como iniciacién en los conceptos
tedricos.

El primer capitulo estd dedicado a variables aleatorias. Dado que las
senales aleatorias se modelan en base a variables aleatorias, el dominio
de éstas es crucial para abordar satisfactoriamente el estudio de las
senales. La seleccion de los contenidos tedricos y de los ejercicios en
este capitulo estd fuertemente sesgada a su inmediata aplicacion al
campo de la caracterizacion y procesado de senales aleatorias.

En el segundo capitulo se presenta el modelo y las propiedades de las
senales aleatorias, introduciéndose las funciones de autocorrelacion y
densidad espectral de potencia como herramientas imprescindibles pa-
ra su caracterizacion. En la parte de ejercicios se aplican estas ideas al
estudio de las senales mas empleadas en los sistemas de comunicacio-
nes, como son las senales digitales en una amplia variedad de formatos,
asi como al estudio de las senales de ruido.

El modelado y la caracterizacion de senales tiene sentido en la medi-
da en que permiten el posterior disenio de sistemas que las procesen
con un determinado fin. Siguiendo esta idea se presenta el tercer ca-
pitulo, que consta de dos secciones. En la primera se trata el anlisis
de una senal aleatoria a su paso por un sistema lineal e invariante
en el tiempo para, a continuaciéon, abordar en la segunda seccion el
diseno de sistemas desde un punto de vista estadistico. El procesado
estadistico de senales es una materia muy amplia y, en algunos casos,
ciertamente compleja. En este libro pretendemos ofrecer una primera
aproximacion al problema en un marco sencillo en el que se pongan
de manifiesto las particularidades especificas de este tipo de diseno.
Para ello, nos centramos en el diseno de filtros discretos de Wiener
con respuesta al impulso finita, cuyas aplicaciones, aun siendo muy
sencillos, son extensas.

Por ultimo, quisiéramos desde aqui invitar al lector a hacernos llegar
todas las sugerencias que crea oportunas sobre posibles aspectos que
permitan mejorar esta obra.

Malaga, Mayo de 2010
Jestus Lopez y Eduardo Martos
email: jlf@ic.uma.es, eduardo@ic.uma.es



Capitulo 1

Variables Aleatorias

1.1. Teoria basica de probabilidad

1.1.1. Definiciones y Axiomas

Un suceso elemental es cada uno de los posibles resultados de un
experimento aleatorio.

Un espacio muestral es el conjunto de todos los sucesos elementales
asociados a un experimento aleatorio.

Un suceso es cualquier subconjunto de un espacio muestral.

La probabilidad es una funcién que asigna un nimero real a cualquier
suceso y que cumple los axiomas a continuaciéon indicados.

Dado un espacio muestral, S, y dos sucesos, A y B, se establecen los
siguientes axiomas:

1) Pr(A) > 0. (1.1)
2) Pr(S) = 1.
3) Pr(AUB) = Pr(A) + Pr(B), si AN B = 0.

A partir de los axiomas anteriores se pueden demostrar las siguientes
expresiones:

Pr(AU B) = Pr(A) + Pr(B) — Pr(ANn B). (1.4)
Pr(A) =1 — Pr(A). (1.5)
Pr(0) = 0. (1.6)

1



2 Capitulo 1. Variables aleatorias.

1.1.2. Probabilidad condicional

Dados dos sucesos A y B, la probabilidad de que ocurra A dado que ha
ocurrido B se llama probabilidad del suceso A condicionada al suceso
B, se denota como Pr(A|B) y se calcula segin la expresion

Pr(AN B)

Pr(A|B) =~

(1.7)

donde se asume que Pr(B) # 0.

Dos sucesos A y B son independientes si y so6lo si la ocurrencia de B
no influye sobre la probabilidad de que ocurra A. Matematicamente
equivale a que Pr(A|B) = Pr(A) que, combinado con (1.7), significa

Pr(AN B) = Pr(A) - Pr(B). (1.8)

1.1.3. Teorema de la probabilidad total

Una particion de un espacio muestral S consiste en un conjunto de su-
cesos disjuntos tales que la union de todos ellos es el espacio muestral
completo. En concreto, el conjunto de sucesos {Bjy, ..., By} consti-
tuird una particion del espacio S si se cumplen las dos condiciones
siguientes:

N
B =s (1.10)
i=1

Sea el conjunto de sucesos {By,..., By} una particién de un espacio

muestral S. El teorema de la probabilidad total establece que

Pr(A) = i Pr(A|B;) - Pr(B)). (1.11)

i=1
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1.1.4. Teorema de Bayes

Sea el conjunto de sucesos {By, ..., By} una particién de un espacio
muestral S. El teorema de Bayes establece que

Pr(A|B,,) - Pr(Bn)

Z Pr(A|B;) - Pr(B;)

Pr(B,,|A) = (1.12)

1.2. Variables aleatorias unidimensionales

1.2.1. Definicion

Dado un experimento aleatorio, una variable aleatoria X se define co-
mo una funcién que asigna un numero real a cada posible resultado del
experimento. Desde un punto de vista practico, una variable aleatoria
se debe entender como una variable que puede tomar diferentes valo-
res o un rango de valores, cada uno de los cuales con una determinada
probabilidad.

1.2.2. Funcién densidad de probabilidad y funcién
distribucién de probabilidad

La funciéon densidad de probabilidad (fdp) de una variable aleatoria
X es aquella funcion fx(x), que cumple que

Pra < X <b) = /b fx(x)dx, Ya <b. (1.13)

La probabilidad de que la variable aleatoria tome valores en un inter-
valo (a, b] se obtiene integrando la fdp en dicho intervalo.
La fdp de una variable aleatoria cumple las siguientes propiedades:

(z) > 0. (1.14)

/ Ix(z (1.15)
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La funcion distribucion de probabilidad (Fdp) de una variable aleato-
ria X se define como

Fx(z) =Pr(X <uz). (1.16)

La Fdp de una variable aleatoria cumple las siguientes propiedades:

1) Fx(z) no decrece. (1.17)
2) 0< Fy(z) < 1. (1.18)
3) lim, o Fix(x) =0, lim, . Fx(z)=1. (1.19)

La relacion entre fx(z) y Fx(z) es

Fe) = [ fewdu= o) = S q

1.2.3. Tipos de variables aleatorias

Discretas

Son aquellas que s6lo toman valores en un conjunto finito (o infinito
numerable) de puntos de la recta real. La Fdp de estas variables es
una funcion escalonada y, por tanto, la fdp estda formada exclusiva-
mente por funciones delta de Dirac. Un ejemplo de ambas funciones
se muestra en la figura T.1.1.

Continuas

Son aquellas que toman valores en un rango continuo de la recta real.
La Fdp es una funciéon continua y, por tanto, la fdp no contiene fun-
ciones delta de Dirac, como se puede observar en la figura T.1.2.

Mixtas

Son una combinaciéon entre una variable discreta y otra continua. La
Fdp es la suma de una funciéon escalonada y una funcion continua. La
fdp es una funcion que contendra deltas de Dirac. Ver figura T.1.3.
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fx (@) R Fy(z)

Figura T1.1 a) fdp y b) Fdp de una variable aleatoria discreta.

fx () Fy ()

(a) (b)

Figura T1.2 a) fdp y b) Fdp de una variable aleatoria continua.

fX(x) A FX(ZE)

Figura T1.3 a) fdp y b) Fdp de una variable aleatoria mixta.
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1.2.4. Funciones densidad de probabilidad mas fre-
cuentes

Uniforme

Es una variable aleatoria continua con parametros a y b, cuya fdp
viene dada por

1
fex)={ poq TT0 (1.21)
0 resto de valores,

y cuyo aspecto se muestra en la figura T1.4.

fx (@)

a 0 b z

Figura T1.4: Funcién densidad de probabilidad uniforme.

Poisson

Es una variable aleatoria discreta con parametro A\, cuya fdp viene
dada por

INOEDY ekf 5z — k), (1.22)

k=0
cuyo aspecto se muestra en la figura T1.5.

Gaussiana o normal

Es una variable aleatoria continua con pardmetros p y o, cuya fdp

viene dada por
1 —(z— o

cuyo aspecto se muestra en la figura T1.6.
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fx (@)

0.6 —
04

0.2
A

TfA
o 1 2 3 4 5 6 7 8

Figura T1.5: Funcién densidad de probabilidad de Poisson con A = 3.

Ix (@)

Figura T1.6: Funcion densidad de probabilidad gaussiana con p =0y o = 1.

La notacion X ~ N (u, o) se emplea para indicar una variable gaus-
siana con parametros p y o. Para calcular probabilidades relacionadas
con una variable gaussiana, dado que no es posible obtener una ex-
presion analitica para la integral (1.13), se recurre a la funcion Q(-)
definida como

1 R
T) = —— e " 2. .
Q) = o= [ e (124
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Propiedades de la funciéon Q(-):
1) Q(z)+ Q(—z) =1. (1.25)
2) Pr(X >2)=Q (x - ”). (1.26)

3) Fy(z)=1-Q (‘” - “). (1.27)

g

Rayleigh

Es una variable aleatoria continua, con pardmetro o, cuya fdp viene
dada por

s _22/952
fx(@) = 77w >0, (1.28)

cuyo aspecto se muestra en la figura T1.7.

fx (@)

0.6

0.4 —

0 1 2 3 4 5 z

Figura T1.7: Funcién densidad de probabilidad de Rayleigh con ¢ = 1.

1.2.5. Operador esperanza: momentos

La esperanza de una funcion g(-) de una variable aleatoria X es una
operacion lineal definida como

Blg(X)] = / " ga)fx (2)d. (1.29)

oo
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La media de una variable aleatoria X viene dada por

T = B[X] = /_OO o fx(x)dz. (1.30)

o
En el caso de que la variable aleatoria sea discreta con

N

fx(@) = Pr(X =x;)6(z — xy), (1.31)

=1

el calculo de la esperanza se reduce a multiplicar cada posible valor
por su probabilidad.

z=E[X / ZPr Sz — x; da:_Z:cl Pr(X = ;).

=1
(1.32)
Los momentos no centrales de orden n de una variable aleatoria X se
definen como

B[X"] — /_ o () de (1.33)

[e.e]

El momento mas utilizado, ademéas de la media, es el momento de
orden 2, denominado valor cuadratico medio

22 =E[X?] = /_oo 2? fx () dx. (1.34)

Los momentos centrales de orden n de una variable aleatoria se definen
como

B[(X —7)"] = / (@ =) fx(w)da. (1.35)

—00
El momento central més utilizado es el momento central de orden 2,
denominado varianza

o2 —B[(X —7) = /OO (z — 7 f (2)da. (1.36)

o0

La raiz cuadrada de la varianza es la desviacion tipica ox.

ox = VE[(X — 7). (1.37)
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La relacion entre los momentos de orden 2 es
22 = 0% + 72 (1.38)

La media y la varianza de las variables aleatorias presentadas en el
apartado anterior se muestran en la tabla T.1.1 en funciéon de los
parametros que las definen.

Tabla T1.1: Media y varianza de variables aleatorias.

’ Variable \ Media \ Varianza ‘

; +b (b—a)?

Uniforme aT EEUEE
Poisson A A
Gaussiana U o’

Rayleigh | 0,/5 | 5%o°

1.2.6. Funcién caracteristica

Dada una variable aleatoria X con fdp fx(x), se define la funciéon
caracteristica de dicha variable como

o

dx(w) = B[] = / e fx(x)d. (1.39)
La funcién ® x (—w) corresponde a la transformada de Fourier de fx ().
La funcion fx(x) se puede obtener a partir de @ x(w) mediante

Fe(@) = = /OO TP (1) . (1.40)

:% N

La funcion caracteristica permite obtener los momentos de una varia-
ble aleatoria mediante la expresiéon

dk

BXY) = (=) 7 x(w) (1.41)

w=0

La funcion caracteristica de una variable gaussiana X ~ N (T, 0y) es

2 2
P x(w) = exp (]fw ¢ §X>. (1.42)
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1.2.7. Transformaciéon de variables aleatorias

Dada una variable aleatoria Y definida como una funcion ¢(-) de otra
variable aleatoria X, es decir Y = ¢g(X), existen dos métodos sistemé-
ticos para calcular la fdp de Y.

Método directo

Consiste en aplicar la expresion

() = fx(g7'(v)) 'dg;l—ly(y)

(1.43)

Y

donde g~*(y) es la funcion inversa de g(x).

En el caso de que la funcion g(-) no tenga inversa pero se pueda di-
vidir en tramos en los que si la tenga, la nueva fdp se puede calcular
aplicando (1.43) a cada tramo y sumando los resultados.

Método indirecto

Consiste en calcular previamente la F'dp mediante el siguiente calculo
de probabilidades

Fy(y) =Pr(Y <y) =Pr(9(X) <y) (1.44)

y posteriormente derivar con respecto a y para obtener la fdp.

1.3. Variables aleatorias bidimensionales y
N dimensionales

1.3.1. Funcién densidad de probabilidad y distri-
bucién de probabilidad conjunta

La funcién densidad de probabilidad de una variable aleatoria bidi-
mensional (X,Y) es aquella funcion fyy(z,y) que cumple que

Pr((X,Y) e R) = // fxv (u,v)dudv, (1.45)
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siendo R cualquier recinto del plano z-y. Esta funcién también recibe el
nombre de fdp conjunta. La fdp de una variable aleatoria bidimensional
cumple las siguientes propiedades:

1) fXY(:an) > 07 VI‘?Z/ (146)
) [ reteteay =1 (1.47)
La Fdp de una variable aleatoria bidimensional (X, Y") se define como
Fxy(z,y) =Pr(X <az,Y <y). (1.48)

La Fdp de una variable aleatoria bidimensional cumple las siguientes
propiedades:

1) 0 < Fxy(z,y) <1, Va,y. (1.49)
2) lim Fxy(z,y) = 0. (1.50)
(z,y)—>(—oo,—oo)

3) lim  Fxy(z,y) =1 (1.51)

(2,y)—(00,00)
La relacion entre fxy(z,y)y Fxy(x,y) es

62}71X§/(x7 y)
oxdy
(1.52)
Las definiciones anteriores se pueden generalizar para el caso de N va-
riables aleatorias, X1, ..., Xy. Se define la fdp conjunta N-dimensional,
fxi.. xy(@1, ..., 2zNn), como aquella funcién que cumple

Fxy(x,y) = /I /y fxy (u,v)dudv = fxy(z,y) =

Pr((Xi,...,Xn) ER):/---/le__.XN(xl,...,xN)dxl---de,
R

(1.53)
siendo R cualquier recinto del espacio N-dimensional.
Se define la Fdp conjunta N-dimensional como

FX1...XN(Q:1> e ,iL‘N) = PI'(Xl S L1y ... ,XN S .I'N). (154)
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1.3.2. Funcién densidad de probabilidad marginal

La funcién densidad de probabilidad marginal de una variable aleato-
ria X que forma parte de una variable bidimensional (X,Y") se calcula
integrando la fdp conjunta respecto a la variable Y,

o) = [ " v y)dy. (1.55)

De forma anéloga se obtiene la funcion densidad de probabilidad mar-
ginal de la variable Y. Este procedimiento es generalizable de forma
inmediata para el caso de variables de mayor dimensién.

1.3.3. Funcién densidad de probabilidad condicio-
nal

La variable aleatoria X condicionada a que ha ocurrido un suceso A
se denota como X |A. Su fdp recibe el nombre de funcion densidad de
probabilidad condicional y se denota como fx|a(x). La expresion de
esta fdp es diferente segtin sea la naturaleza del suceso A.

El caso mas relevante es aquel en el que el suceso A es del tipo
A = (Y = y), donde Y es otra variable aleatoria. En este caso se
tiene la funcién densidad de probabilidad de la variable aleatoria X
condicionada a que la variable Y ha tomado un determinado valor y,
y se calcula como

_ fxv(z,y)

Ixy(z,y) = i) (1.56)

donde se asume que fy(y) # 0.

1.3.4. Operador esperanza: momentos

La esperanza de una funcion de dos variables aleatorias es una funcién
lineal definida como

By = [ [ et tepdedy. (157
Una forma préctica de calcular la esperanza es
Elax.Y) = [ B VVIirdy  (159)
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siendo la funcion Elg(X,Y)|Y] la esperanza de g(X,Y’) condicionada
a Y, definida como

o0

Elg(X,Y)|Y] = / oz, ) frv (@, y)de. (1.59)

oo

Los momentos de dos variables aleatorias més utilizados son la corre-
lacion y la covarianza.
La correlacion estadistica entre dos variables se define como

rey =Y = [ [T aperepdety. (160
La covarianza entre dos variables se define como

cxy =B(X - 2)(Y -] = [ ) / " (o — )y — 9) frr () dedy.

(1.61)
Propiedades de la correlacién y la covarianza:

1) er:ch—E-g.
2) 2
3) CXY < UXUY

) 2

X

TXY <x2 y2.

W

La propiedad 4) indica que la covarianza (e igual ocurre con la correla-
cion) toma el valor maximo si y sélo si existe una relacion lineal entre
las variables.

Se define el coeficiente de correlacién como la covarianza normalizada

pPxy = : (1.66)
y cumple que 0 < [p| < 1.

Para el caso de N variables aleatorias X7, ..., Xy, la expresion (1.57)
se puede generalizar

Elg(zq,...,xN //xl,..., ) x,.xy (@1, .. an)day - - - day.

(1.67)
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Se define la matriz de covarianza Cx de N variables aleatorias como

Ci1 Ci2 -+ CIN

C C PR C
Cx=E(X-%) X-%]=| . . T es)

CN1 CN2 - CNN

con X = [Xl, R ,)(]\[]t7 X = [fl, R ,EN]t Y Gy = E[(XZ—EZ)(X]—EJ)]

1.3.5. Relaciones estadisticas entre variables alea-
torias

Independencia

Dos variables aleatorias X e Y son independientes si y sélo si su fdp
conjunta puede expresarse como

Ixv(z,y) = fx(z) - fr(y), (1.69)

o lo que es lo mismo

ny(ZL’,y) = Fx(ZE) . Fy(y) (170)

Como consecuencia de lo anterior, la fdp condicional es igual a la
marginal, es decir,

fxy(z,y) = Js}i(—fy’)y) = fx(x). (1.71)

Incorrelacion

Dos variables aleatorias X e Y son incorreladas si y so6lo si su cova-
rianza es cero, es decir, cxy = 0.

Ortogonalidad

Dos variables aleatorias X e Y son ortogonales si y so6lo si su correla-
cion es cero, es decir, rxy = 0.
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Relaciones entre independencia, incorrelacion y ortogonalidad:

1) Independencia = Incorrelacion.

2) Si T -7 = 0, entonces Incorrelacion < Ortogonalidad.

Independientes

Incorreladas

Figura T 1.8: Relaciones entre variables aleatorias.

En la figura T1.8 se esquematizan mediante un diagrama de Venn las
posibles relaciones entre variables.

1.3.6. Funcidén caracteristica

La funcién caracteristica de una variable aleatoria N dimensional for-
mada por las variables X,..., Xy se define como

Ox (Wi, ... ,wy) = Bled@Xrt-funXn)] (1.72)
Recurriendo a notacién matricial, (1.72) se puede expresar como
dx(02) = B[/, (1.73)
con Q@ = [wy,...,wy]y X=[Xy,..., XN

1.3.7. Variables aleatorias gaussianas

La funcién densidad de probabilidad de una variable gaussiana bidi-
mensional se define como

1
f x,y) = Cexpl—alr,y)),
XY( ) QWUXJYW ( ( ))

(1.74)
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donde

a(x,y) =

1 (z—7)?* (r-T)(y-73)  (y-19)°
2(1 = pXy) { 3 2y i

Ox OxO0y 0'12/
y esta representada en la figura T1.9 para el caso sencillo de x =7y
0% =0t =1y pxy =0.

fx,y (z,y)

Figura T 1.9: Funcién densidad de probabilidad gaussiana bidimensional con

0% =0 =1,7=7=0y pxy =0.

Si las variables son incorreladas, es decir si pxy = 0, entonces
fxv(z,y) = fx(x) - fr(y)
y, por tanto, también son independientes, lo que significa que
incorrelacién < independencia.

En el caso general de variable gaussiana N dimensional, la fdp se puede
escribir, recurriendo a notacién matricial, de la siguiente formas:

1 1 O (X — %
fx(x) = \/(QW)Ndet(CX Xp (E(X —-X)'Cx (X )) . (1.75)

e
)
donde X = [X1,...,Xn]' vy X = [T1,...,ZTn]" La matriz Cx es la
matriz de covarianza de X.
La funcion caracteristica es

@X<Q) = eXp{ij - %QCXQt}, (176)

con Q = [wq,...,wN|.
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1.3.8. Transformacién de variables aleatorias

Dada una variable aleatoria bidimensional (U, V') definida a partir de
otra variable aleatoria bidimensional (X,Y) segin la relacion

U=g(X,Y),V=g(X,Y),

existen dos métodos sistematicos para determinar la fdp de (U, V),
supuesta conocida de fdp de (X,Y).

Método directo

Consiste en aplicar la expresion

fov(u,v) = fxy(hi(u,v), ha(u,v)) - [Jxy (u,v)], (1.77)

siendo hq(u,v) y ho(u,v) las funciones que corresponden a la transfor-
macion inversa, es decir

x = hy(u,v

1w, v) (1.78)

y = ha(u,v)

y donde Jxy (u,v) es el jacobiano de la transformacion inversa definido
como

< e

Jxy (u,v) = det { % g } : (1.79)

Para el caso de una transformaciéon de N variables en otras N, si X
es el vector de N variables de partida, Y el vector de N variables
transformadas e Y = g(X) la transformacion entre ambos donde

entonces para obtener la nueva fdp se aplica la expresion

F(y) = fx(h(y)) - [Jx(¥)l, (1.81)

donde X = h(Y) es la transformacion inversa y Jx(y) el jacobiano de
la transformacion inversa definido como

Oz1  Oz1 ., Oz
] B p)

Jx(y) =det | 9 Ov Oyn (1.82)
Ozy Oy dzn

gy dy2 T oyn
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En el caso de que la transformaciéon no tenga inversa pero se pueda
separar en tramos en los que si la tenga, la nueva fdp se puede obtener
aplicando la expresion (1.81) a cada tramo y sumando los resultados.

Método indirecto

Consiste en calcular previamente la F'dp conjunta mediante un calculo
de probabilidades sobre las variables X e Y, segtn la expresion

Fyy(u,v) =Pr(U <u,V <0v) =Pr(g:(X,Y) <u,g2(X,Y) <v).
(1.83)
La fdp se obtiene derivando la Fdp respecto a u y v.
El método es generalizable de forma inmediata para el caso de N
variables.

Caso particular: suma de variables aleatorias

Sea la transformacion de variables aleatorias Z7 = X + Y. Si las va-
riables X e Y son independientes, entonces la f7(z) corresponde a la
convolucion de fx(z) con fy(y).

fz(2) = fx () * fy (y), (1.84)

y la funcién caracteristica corresponde al producto de funciones ca-
racteristicas

@Z(w) = @X(w)@y(w). (185)
La media y la varianza de Z, sea cual sea la relacion entre X e Y, son
Z=I+7, (1.86)
2 2 2
oy =0y + oy + 2cxy. (1.87)

Si las variables X e Y son incorreladas, la varianza es la suma de las
varianzas

0y = 0% + 0y (1.88)

En el caso general de que Z sea la suma de N variables aleatorias
independientes entre si
N
=YX
i=1
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entonces
fz2(2) = fx,(@1) %o fxy (@) (1.89)
N
Oz(w) =[] ®x. (). (1.90)
i=1
Ademas, sea cual sea la relacion entre las variables
N
z=E[Z]=) =z (1.91)
i=1
N N N
0y =Y 0%+ D> exx, (1.92)
i=1 i=1 j;l
JF£

Si las variables son incorreladas

0y = Zail_. (1.93)

Para el caso exclusivo de variables gaussianas se cumple que:

1) La suma de variables gaussianas es una variable gaussiana.

2) La transformacion lineal de N variables conjuntamente gaussia-
nas da lugar a N variables conjuntamente gaussianas.

1.3.9. Estimacion de variable aleatoria

Dada una pareja de variables aleatorias, el problema de estimacion de
variable aleatoria consiste adivinar el valor de una de las variables a
la vista del valor que ha tomado la otra variable.

Llamando X a la variable observada, Y a la variable a estimar e Y
a la estimacion, se trata de determinar una funcion ¢(-) que permita
realizar la estimacion, ¥ = ¢(X).

El criterio habitualmente empleado para calcular el estimador es el de
minimizar el error cuadratico medio (criterio MSE), es decir, minimi-
zar E[(Y —Y)?]. En estas condiciones el estimador 6ptimo viene dado
por

j= d(x) = / oy () dy. (1.94)
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Una alternativa mas sencilla es el estimador lineal 6ptimo, cuya forma
es Y = aX + b. Aplicando el criterio MSE se obtiene a = “%* y
X

b=7y — ar, asi

. Cxy — _
j=— (r—7)+7. (1.95)
Ox
En el caso del estimador lineal 6ptimo, el MSE minimo (MMSE) al-
canzado es

MMSE = (1 — pky) 07 (1.96)

Para el caso general de estimacion de una variable aleatoria Y a partir
de N variables observadas X, ..., Xy, el estimador lineal 6ptimo se
plantea como

N
Y =) aX;+b (1.97)
=1

y su soluciéon se obtiene resolviendo el sistema de ecuaciones

N
Zaicxixm = Cy X, m = 1,...,N (198)
i=1

N
b= §- > al; (1.99)
=1

El MMSE asociado adopta la forma

N
MMSE = oy — ) aicyx,, (1.100)
i=1
donde a;, i =1,..., N corresponden a la solucion de (1.98).

1.4. Teorema de la Probabilidad Total

El teorema de la probabilidad total enunciado en (1.11), aplicado en el
contexto de una variable aleatoria X, da lugar a la siguiente expresion
general

fx(@) = fxjan (@) - Pr(Ay) + - 4 fxjay (@) - Pr(Ay),  (1.101)
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siendo {A1,..., Ay} una particion del espacio muestral de la misma
variable aleatoria X o de otra variable distinta.

Como se deriva directamente de la expresion anterior, la esperanza
de X (y por extension, cualquier estadistico) se puede calcular de la
siguiente forma:

E[X] = E[X|A]-Pr(A)) + -+ E[X|Ay] - Pr(Ay). (1.102)
Otra expresion practica que se extrae directamente de (1.101) es

fx (@)
Ixixen(@) =< Pr(X el vel (1.103)

0 xé¢l,

siendo I un intervalo de la recta real, tal que Pr(X € I) # 0.

1.5. Teorema de Bayes

El teorema de Bayes enunciado en (1.12) aplicado en el contexto de
una variable aleatoria X da lugar a la siguiente expresion general

Ixia, () - Pr(Ay)

Pr(A,[(X =1)) = — : (1.104)
> fxiae) - Pr(4)
i=1
siendo {A;,..., Ay} una particion del espacio muestral de la misma

variable aleatoria X o de otra variable distinta. Al igual que en el caso
del teorema de la probabilidad total, pueden existir diferentes expre-
siones del teorema de Bayes segiin sea la naturaleza de la particion.

1.6. Teoremas asintoticos

1.6.1. Ley de los grandes ntimeros

Laley de los grandes nimeros establece una relacion entre la frecuencia
relativa de un suceso y su probabilidad. Constituye, por tanto, el nexo



Capitulo 1. Variables aleatorias. 23

de unién entre la teoria y la practica en el estudio de los experimentos
aleatorios.

Dado un suceso A, su frecuencia relativa fr(A) se define como el co-
ciente entre el nimero de veces N4 que aparece como resultado del
experimento y el nimero de veces N que se ha ejecutado el experi-
mento, es decir fr(A) = N4/N. Si la probabilidad del suceso A es
Pr(A), entonces

Jim Pr(|fr(4) = Pr(A)] < ) = 1, (1.105)

donde € es un valor arbitrariamente pequeno.

Asi, conforme aumenta el numero de repeticiones del experimento, el
valor de la frecuencia relativa cada vez es mas probable que esté cerca
del valor de la probabilidad.

1.6.2. Teorema del limite central

En un experimento aleatorio en el que influyen un ntmero elevado de
factores independientes entre si, sin predominar ninguno de ellos, los
resultados tienden a distribuirse de forma gaussiana.

Analiticamente esta idea se puede expresar de la siguiente manera: sea
Xq,..., Xy un conjunto de variables aleatorias independientes entre
si e igualmente distribuidas, de media 7; y varianza ag(i. En estas

condiciones, la Fdp de la variable normalizada

N
1 X, —T;
Z=—=> = (1.106)
Ni:l

0x;

cuando N — oo tiende a ser gaussiana con z =0y 0% = 1.

Este resultado se cumple incluso para el caso de que las variables
sumadas no estén igualmente distribuidas, siempre que ninguna de
ellas domine en la suma.






Ejercicios

Ejercicio 1.1.

Sea X una variable aleatoria gaussiana cuya fdp es fx(z) = ke~ @2)°,
Determinar:

a) El valor de la media 7, de la varianza, 0% y de la constante k.
b) La Pr(X > 3), empleando la funcion Q(-).
¢) La Pr(1 < X < 3), empleando la funcién Q(-).

Solucién

a) Comparando la fdp dada con la fdp genérica de una gaussiana
(1.23) se identifican de forma directa T = 2 y 0% = 1/2. Por
tanto, el valor de la constante k debe necesariamente ser

1 1
k_\/ﬁax_ﬁ‘

Asi,

T=2 ox=1/2, k=%

b) Haciendo uso de la funcion Q(-) para el célculo de probabilidades
de variables gaussianas, segtn (1.26), se tiene que

Yy, por tanto,

25
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Pr(X > 3) = Q(v/2) ~ 0,08

¢) En este caso, el intervalo de valores de X debe ser expresado
como combinaciéon de intervalos del tipo X > x para ajustarse
a la definicion de la funcién. Se puede verificar facilmente la
siguiente equivalencia de sucesos

(X>1)=(1<X<3)U(X >3).

Tomando probabilidades a ambos lados y despejando, se tiene,
segin (1.3),

Pr(1 < X <3)=Pr(X >1)—Pr(X >3) =Q(—V2) — Q(+2)

y con la propiedad Q(x) + Q(—x) = 1 resulta

Pr(1< X <3)=1-2Q(/2) ~ 0,84

fx ()

0.5 -

Pr(1< X <3)

0.3

o1 Pr(X >3)

-1 0 1 2 3 4 z

Figural.l Funcién densidad de probabilidad gaussiana del ejercicio 1.1. Las areas
sombreadas corresponden a Pr(1 < X < 3) y Pr(X > 3).

Observar que en caso de que el intervalo cuya probabilidad se
pide hubiese sido [1, 3] en lugar de [1, 3) el resultado habria sido
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el mismo, pues la probabilidad de que una variable continua
tome valor en un punto cualquiera es nula.

En la figura 1.1 se muestra la fdp y las areas correspondientes a
las probabilidades calculadas.

Ejercicio 1.2.

La variable aleatoria X tiene una fdp que viene dada por la siguiente
expresion: fx(x) = ke "u(z). Determinar:

a) La constante k.

)
b)
¢) La Pr(X > 3).

d) La fdp de la variable X|(2 < X < 4).
e) La Pr(X > 3) dado que 2 < X < 4.

La funcion distribucion de probabilidad Fix (z).

Solucién

a) La constante k se extrae de la condicion de que el area bajo
cualquier fdp debe ser 1.

/ ke *u(x)dx :/ ke *dx =1,
—00 0

de donde se obtiene

b) La Fdp se obtiene a partir de la fdp mediante integracion

FX(x):/ fx(u) du:/ etdu=1—e" x>0
—oo 0

Para valores de x negativos Fx(z) vale 0, por lo que se puede
escribir
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¢) La probabilidad pedida se obtiene integrando la fdp en el inter-
valo indicado

Pr(X > 3) = / e dr =e?.
3

Asi,

Pr(X > 3) ~ 0,05

En la figura 1.2 se presenta la fdp y el area sombreada que co-
rresponde a la probabilidad del intervalo considerado.

fx (@)

Figura1.2 Funcion densidad de probabilidad del ejercicio 1.2 y area correspon-
diente a Pr(X > 3).

Una forma alternativa de obtener el resultado es a través de la
Fdp. En efecto, observar que

Pr(X >3)=1-Pr(X <3)=1-Fx(3)=¢e".
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d) La fdp de la variable aleatoria X condicionada a que X esta
entre 2 y 4, denotada como X|(2 < X < 4) viene dada por la
expresion (1.103)

fx(z)

Ixje<x<gy(®) = ¢ Pr(2 < X <4)
0 otro valor

2<zr<4

Siguiendo los mismos pasos que en el apartado anterior, se ob-
tiene
Pr2< X <4)=e?—-e™

Asi, resulta

fxieex<ay(t) = == 77 [u(z — 2) — u(z — 4)]

e) Para calcular la probabilidad pedida basta con integrar esta fdp
condicional en el intervalo (3, 4]

-3 —4
e” —e

1 —x _

¢ dr=

Pr((X >3)[(2< X <4)) = /4

e2 4 ’

Con esto,

Pr((X >3)|(2< X <4)) = 0,27

En la figura 1.3 se presenta la fdp condicional y el 4rea sombrea-
da que corresponde a la probabilidad del intervalo considerado.
Como es evidente, esta probabilidad es considerablemente mayor
que la obtenida en el apartado c).

La probabilidad requerida se podria haber calculado de forma
inmediata a partir de fy(x), pues, segun (1.7),

Pr((X >3)[2< X <4)) = :g i § i 3

y tanto el numerador como el denominador se obtienen integran-
do fx(z) en el intervalo indicado.
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Fxiesx<a(@) - 1

0 1 2 3 4 5 6
Figural.3 Funciones densidad de probabilidad del ejercicio 1.2. b) fx|e<x<4)()
y area correspondiente a Pr((X > 3)|(2 < X < 4)).

Ejercicio 1.3.

La variable aleatoria Y esta relacionada con la variable aleatoria X
a través de una transformacion lineal Y = aX + b, donde a y b son
constantes, siendo a # 0.

a) Determinar fy (y) suponiendo conocida fx(x).

b) Particularizar para el caso de X uniforme en el intervalo [z, z5].
Soluciéon

a) Segun el método directo, la fdp de una transformacion de una
variable aleatoria se determina mediante la expresion (1.43)

Fol) = Fx(a™ (1)) \dgd—@)’ |

Para el problema planteado, g~ *(y) = (y—b)/a y, por otra parte,
dg—'(y)

dx

= 1/|a|. Sustituyendo en la expresion anterior, se tiene

(o) = e S (y‘b)

a
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Como se puede observar, una transformacion lineal produce un
desplazamiento y una expansion o compresion (con el consiguien-
te cambio de escala para que el area siga siendo 1) de la fdp de
partida, pero no cambia su naturaleza (su forma).

b) Segin el enunciado, fx(z) = ﬁ,

resultado del apartado anterior,

r1 < x < x9. Aplicando el

siendo
1 = axy + b,

Yo = axs + b.

La variable Y resulta ser también uniforme en el intervalo [y;, ya,
que es precisamente el intervalo transformado de [z, 23], como
se muestra en la figura 1.4.

Y
Y —y=azr+b
Y
xl xz X

Figural.4 Transformacién de intervalos mediante funcién lineal del ejercicio 1.3.

Se puede concluir que la transformacion de una variable aleatoria
uniforme a través de una funcién lineal da como resultado otra
variable aleatoria uniforme en el intervalo transformado. Este
practico resultado sera utilizado en ejercicios posteriores.



32 Capitulo 1. Variables aleatorias. Ejercicios

Ejercicio 1.4.

Considerar la variable aleatoria Z = X -Y, donde X e Y son variables
aleatorias independientes y uniformes en el intervalo [0, 1]. Determinar
la funcion densidad de probabilidad de Z.

Solucién

Este problema se puede solucionar aplicando cualquiera de los dos
métodos sistematicos, directo o indirecto, o bien por un camino alter-
nativo basado en la funcién densidad de probabilidad condicional, que
es factible dada la sencillez de la transformacién. A continuaciéon se
resolvera el problema por los tres caminos indicados.

= Método directo. El método directo es aplicable cuando se tiene
una transformacion de N variables en otras N variables. En este
caso se trata de una transformacion de 2 en 1. El recurso que se
suele emplear en estos casos es crear una variable auziliar que
tenga una relacion cualquiera con las variables de partida para
asi disponer de una transformaciéon de 2 variables en 2 variables.
Una vez aplicado el método, la dependencia respecto a la variable
auxiliar se eliminara calculando la fdp marginal, segian (1.55).

Llamando W a la variable auxiliar, se establece una relacion
arbitraria con las variables de partida, por ejemplo, W = X. La
expresion del método directo aplicada a este problema es, segin
(1.77),

faw(z,w) = fxy(w, z/w) - |Jxy(z,w)|.

Al ser X e Y independientes, su funcién densidad de probabili-
dad conjunta es fxy(v,y) = fx(z)fy(y) = 1 para 0 <z < 1,
0<y<L

Por otra parte, la transformacion inversa es * = w, y = z/w, con
lo que el moédulo del jacobiano toma el valor |Jxy (z,w)| = 1/w.
Asi,
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Hay que tener precaucion con los limites de definicion de la fun-
cion resultante, pues el recinto rectangular en el que esta definida
la funcién densidad de probabilidad de las variables X e Y se
transforma en el recinto triangular que se muestra en la figura

1.5.
Y A
1 1
/x
o/
0 1 X 0 1 w

Figural.5 Transformacién de recintos en el ejercicio 1.4.

Finalmente, basta con integrar fzy (z,w) respecto a w, segin se
indica en (1.55), para obtener la funciéon densidad de probabili-
dad marginal buscada fz(z).

1
fZ(z):/ %dw:—ln(z), 0<z<1

Una representacion grafica de esta funciéon se muestra en la fi-
gura 1.6. Observar que son mas probables valores del producto
cercanos a 0 que cercanos a 1, algo logico, puesto que al multi-
plicar dos ntimeros positivos menores que 1 entre si, el producto
siempre es menor que cualquiera de ellos.

= Método indirecto. En este caso se calcula previamente la Fdp
F7(z) y posteriormente la fdp f7(z) mediante derivacion.

Fz(2) =Pr(Z <z)=Pr(X Y <z)=Pr(Y <z/X).
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I7(2)

0 1 z

Figural.6 Funcion densidad de probabilidad de Z = X - Y del ejercicio 1.4.

En el altimo paso de la expresion anterior se ha tenido en cuenta
que X > 0 (en caso de que X tomase valores negativos habria
que cambiar el sentido de la desigualdad). La probabilidad indi-
cada se obtiene integrando fxy (z,y) en el recinto determinado
por la desigualdad Y < z/X, que se muestra en la figura 1.7.
Asi,

y=z/x
Fz(2) = /0 /0 dxdy+/ / dxdy
x Yy T=z )

= z+z[In(1) — In(z)] = z(1 — In(2)).

Figural.7 Region de integracion de fxy (x,y) para obtener fz(z) por el método
indirecto en el ejercicio 1.4.

Derivando Fz(z) se llega al mismo resultado que en el apartado
anterior.
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= Método alternativo. Otra forma de resolver la transformaciéon
consiste en calcular la fdp conjunta f7x(z,z) mediante la expre-
sion (1.56)

fzx(z,2) = fzx(2,2) - fx(x)

y posteriormente integrarla respecto a X para obtener la margi-
nal fz(z).

Para determinar la funcién densidad de probabilidad condicio-
nal, observar que cuando la variable X toma un valor concreto
x, la variable Z|(X = x) definida como "Z condicionada a que
X ha tomado el valor x" vale Z|(X = x) = z-Y . Por tanto, esta
variable es uniforme en el intervalo [0, z], ya que es el producto
de una variable uniforme en el intervalo [0, 1] multiplicada por
una constante z. El valor de fzx(z, ) debe ser necesariamente
1/x para que el area sea 1. Resumiendo, fzx(z,2) = 1/x para
0 < z < z. Sustituyendo en la expresion de la funcién densidad
de probabilidad conjunta se tiene que

1
fZX(Zax):_a OSZS.T, OSZ'Sl
xZ

Finalmente, integrando respecto a la variable x se llega a
(%) 1 1
fz(z) = / fzx(z,x)de = / —dr=—In(z2), 0<z<1,
—00 z L

que es el mismo resultado obtenido en apartados anteriores.

Para establecer correctamente los limites de esta integral hay
que tener en cuenta que el recinto 0 < z < 2, 0 <z <1 en
el que esta definida la funcion fzx(z,x) se puede expresar de
forma equivalente como 0 < 2 <1, z <z < 1.

Ejercicio 1.5.

Sea X una variable aleatoria uniforme en el intervalo [—1, 3]. Calcular
la funcion densidad de probabilidad de la variable aleatoria Y, sabien-
do que esté relacionada con X a través de la funciéon que se indica en
la figura 1.8.
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-1 0 1 2 3 Z

Figura1.8 Funcion de transformacion y=g(x) del ejercicio 1.5.

Solucién

En este problema no es posible aplicar el método directo, pues la
funcion de transformacion no tiene inversa ni se puede descomponer
en un nimero finito de tramos que tengan inversa debido a los tramos
constantes. El método indirecto si se puede aplicar. No obstante, existe
una forma mas intuitiva de resolucién basada en el teorema de la
probabilidad total, que va a ser la aplicada aqui.

Observar que la funcién de transformacion es extremadamente sen-
cilla considerandola por tramos. En concreto, estd formada por tres
funciones constantes y una lineal que se pueden identificar facilmente
a partir de su expresion analitica

0 —-1<x<0

B r O<zxr<l1
Y=V 1 1<z<2
0 2<x<3.

Esto sugiere resolver el problema por tramos recurriendo a la ley de
la probabilidad total (1.101)

fr() = fria(y) - Pr(dy) + -+ friay(y) - Pr(Ay),  (1.107)

donde los sucesos { Ay, As, A3, Ay} se definen como

A= -1 <X< 0
Ay = 0 <X< 1
Az = 1 <X < 2
As = 2 <X< 3
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K@)
A

N

1
4

0 1 Y

Figural.9 Funcién densidad de probabilidad resultado del ejercicio 1.5.

Observar que este conjunto de sucesos constituye una particiéon de
la variable X. La determinacion de la fdp de Y en cada uno de los
intervalos es inmediata, en concreto,

. fY\A1 (y) = 5(y)7

ya que la variable Y|(—1 < X < 0) toma siempre el valor 0.

= fria(y) = uly) —uly = 1).
La variable Y|(0 < X < 1) es la transformacion de la variable
aleatoria X|(0 < X < 1) a través de la funciéon y = x correspon-
diente al tramo considerado. Al ser la variable X|(0 < X < 1)
uniforme en el intervalo |0,1| y al tratarse de la transformacion
identidad, la variable Y|(0 < X < 1) serd también uniforme en
el mismo intervalo, segtn los resultados del ejercicio 1.3.

= frias(y) =0y = 1),
ya que la variable Y|(1 < X < 2) toma siempre el valor 1.

= fyia(y) = d(y),
ya que la variable Y|(2 < X < 3) toma siempre el valor 0.

Sabiendo que Pr(A;) = Pr(As) = Pr(As) = Pr(A4) = 1/4, se pueden
ya sustituir valores en (1.107), resultando (ver figura 1.9)

Few) = 55(9) + 160y — 1) + 7luly) — uly — 1)
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Ejercicio 1.6.

Se desea medir un parametro constante usando un cuantificador de
escasa precision. En estos casos, aunque parezca paradojico, una forma
de aumentar la precision consiste en sumar ruido al parametro a medir
(técnica conocida como Dithering).

En la figura 1.10 se representa dicho método de medida. Al pardmetro
constante C' que se desea medir se le suma una variable aleatoria N,
uniforme en el intervalo [—A/2, A/2]. Esta suma pasa por el cuantifi-
cador cuya relaciéon entrada-salida es la de la figura, obteniéndose la
variable aleatoria Y. Sabiendo que el valor de C pertenece al rango
[—A/2,A/2] y que A > 0, calcular la esperanza de Y en funcion del
valor de C para los dos casos siguientes:

a) No se suma la variable aleatoria N.

b) Si se suma la variable aleatoria N.

N

A2 ——
c — vy

— 14

Figural.10 Diagrama de bloques del procedimiento de medida del parametro C'
en el ejercicio 1.6.

Solucién

a) En este caso, ocurre que Y = A/2 si C' > 0 mientras que
Y =—A/2 si C < 0. Observar que Y no es una variable alea-
toria, lo que significa que su esperanza es igual a su valor, por
tanto,

_J A2 st C>0
E[Y]_{—A/Q s C<0
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b) Ahora si es Y una variable aleatoria discreta que puede tomar
los valores —A/2 y A/2. Su esperanza se puede calcular, segiin
(1.102), como

E[Y] = (=A/2) Pr(Y = —A/2) + (A/2) - Pr(Y = A/2)
= (—A/2)-Pr(X <0)+ (A/2) - Pr(X > 0). (1.108)

Para calcular la probabilidad de que X sea positivo o negativo
es necesario determinar su fdp. Puesto que X = C + N, siendo
C constante y N una variable aleatoria, la fdp de X serd la de N
desplazada una cantidad igual a C, es decir fx(z) = fn(x —C).
En la figura 1.11 se representa graficamente esta funcion. De
aqui se obtiene

Pr( X <0) = (1/A)A/2-C)
Pr(X >0) = (1/A)(A/2+C).
fx (@)

1

A

-AJ24+C Af2+C z

Figural.11 Funcién densidad de probabilidad de X = C' 4+ N del ejercicio 1.6.

Sustituyendo estas probabilidades en (1.108), resulta

E)Y]=C

Esto significa que, en teoria, se podria medir el valor exacto del
parametro, es decir, la precision de la medida seria infinita. Este
resultado sugiere un procedimiento para mejorar en la practica la
precision de la medida del parametro C' consistente en repetir la
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medida un nimero elevado de veces sumandole previamente en
cada caso un valor aleatorio del intervalo [-A/2, A/2] y, a conti-
nuacion, promediar las medidas. La ley de los grandes niimeros
garantiza que este promedio tiende a la media de la variable alea-
toria Y (cuyo valor es C') cuando el nimero de medidas tiende
a infinito.

Una técnica similar a la descrita se emplea para reducir los
efectos no lineales de la cuantificacion en la conversién analo-
gica/digital de senales de audio.

Ejercicio 1.7.

Considerar la variable aleatoria X uniforme en el intervalo [—A, AJ.
Esta variable se cuantifica con el cuantificador de dos niveles cuya
relacion entrada-salida se representa en la figura 1.12, dando lugar a
la variable Y y produciéndose un error de cuantificacion ¢ = X — Y.
Admitiendo que P >0y A > 0 con P < A, determinar:

a) La funcion densidad de probabilidad de e.

b) El valor de P para que el valor cuadratico de e sea minimo.

Figural.12 Diagrama de bloques del sistema propuesto en el ejercicio 1.7.

Solucién

a) Segun el enunciado, e = X —Y = X — g(X) = r(X). La funcion
e = r(X) esta representada en la figura 1.13. A continuacion, se
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puede aplicar algiin método sistematico para obtener la fdp de
la nueva variable. No obstante, al tratarse de una transforma-
cion muy simple, se puede resolver recurriendo al teorema de la
probabilidad total mediante la expresion

fg(é“) = f€|(X20)(E)-Pr(X Z 0)—|—f€|(x<0)(6)-Pr(X < 0). (1.109)

£=r(X)
A-P

Figura 1.13 Funcién de transformacién de la variable X en la variable € en el
ejercicio 1.7.

Los valores positivos de X se transforman en valores de € en
el intervalo [—P, A — P], como se puede apreciar en la figura
1.13. Puesto que la funcion es lineal en este intervalo, la fdp no
cambia de naturaleza, es decir, se mantiene uniforme, segin se
demuestra en el ejercicio 1.3. Esto significa que f;x>0)(€) es
uniforme en [-P, A — P], cuya expresion analitica es

faxen(€) = glule + P)—ule — (A= P). (1110)

Razonando de forma anéloga y, dada la simetria del problema,
se llega a
1
faeen(e) = lule = (P = A) —u(c =P (L11)
Sabiendo que Pr(X > 0) = Pr(X < 0) = 1/2, sustituyendo
(1.110) y (1.111) en (1.109) se llega a
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fe(€) = 5zlule — (P — A)) —u(e — P)]

+i[u(5 + P) —u(e — (A—P))]

La representacion de f.(¢) es diferente segiin el valor de P esté en
el intervalo [0, A/2] o en [A/2, A]. En las figuras 1.14.a y 1.14.b
se representa graficamente f.(g) para estos dos casos.

Je(&) Je (&)

| =
e | =

P P-A A-P p € P-A P P AP €

Figura 1.14 Funcién densidad de probabilidad de la variable e del ejercicio 1.7
para (a) 0 < P < A/2y (b) A/2< P < A.

b) Para resolver este apartado es preciso obtener la expresion del
valor cuadratico de la variable aleatoria ¢ en funcion del para-
metro P y después derivar dicha expresion e igualarla a cero.

P.=E[¢’] = /oo e f.(e)de = 3%4[133 + (A - P)?).

—00

Tomando 0P./0P = 0 y despejando el valor de P, se llega a

P=AJ2
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Ejercicio 1.8.

La variable aleatoria X se distribuye uniformemente en el intervalo
[—3A4,3A4]. La variable Y resulta de cuantificar la variable X con un
cuantificador cuya relacion entrada-salida es la representada en la fi-
gura 1.15.

a) Determinar la funcion densidad de probabilidad de Y.

b) Determinar y representar la funcion densidad de probabilidad de
la variable aleatoria £ que representa el error de cuantificacion,

e=X-Y.
Y
24 -
A -
BA[2 -A)2
| |
A2 3A/2 X
- -A
24

Figural.15 Relacion entrada-salida del cuantificador del ejercicio 1.8.

Solucién

a) En este problema de transformacion de variable aleatoria no es
posible aplicar el método directo, pues la funcion de transforma-
cion no tiene inversa debido a los tramos constantes. El método
indirecto si se puede aplicar. No obstante, existe un camino de
resolucién inmediato aplicable cuando la variable aleatoria obte-
nida tras la transformacion resulta ser discreta. El razonamiento

es el siguiente: la variable aleatoria Y puede tomar los 5 valores
{—2A,—-A,0,A,2A}, cuyas probabilidades son:
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Pr(Y = —2A) = Pr(-3A< X <-34/2) = 1/4
Pr(Y =—-A4) = Pr(-34/2<X<-A4/2) = 1/6
Pr(Y = ) = Pr(—A/2< X < A)/2) = 1/6
Pr(Y = A) = Pr(4/2< X <3A4/2) = 1/6
Pr(Y =24) = Pr(34/2 <X <34) = 1/4,

de donde se obtiene directamente

fy(y) = 30(y —24) + 6(y — A)

+20(y) + $0(y + A) + 10(y + 2A)

b) La funcién que relaciona la variable error ¢ y la variable X es la
representada en la figura 1.16.

g -
~ e

34 24 | A A | 24 34 X
Figural.16 Relacion entre el error de cuantificaciéon € y la variable X del ejercicio
1.8.

Como se puede observar, esta funcion de transformacion es muy
sencilla si se considera por tramos. En concreto, se puede dividir
la funcion en 5 tramos en los que la transformacion es lineal.
Esta ventaja se puede aprovechar recurriendo al teorema de la
probabilidad total (1.101), como se hizo en el ejercicio 1.5, que
adaptado a este problema se traduce en

=D faa(5) Pr(4y), (1.112)

donde
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A= —3A < X< =34/2
Ay = —-3A/2 <X < —-A)2
As= —-A)2 <X < A)2
Ay = A2 <X < 3A/2
As= 3A/2 <X < 3A
Observar que el conjunto de sucesos {Aj,..., A5} constituyen

una particiéon del espacio muestral de la variable X. El calculo
de la fdp de € en cada intervalo es inmediata (ver ejercicio 1.3).
En particular,

= foa,(e) parai = 2,3,4 es uniforme en [-A4/2, A/2], es decir
1 :
Joa(e) = Flule +9) —ule =), i=234

» fa,(€) es uniforme en [—A, A/2], es decir

fane() = lule + 4) — u(e — £)].

= f.ja5(¢) es uniforme en [—A/2, A, es decir

(o) = Slue + ) — ue - A)].

El razonamiento para llegar a estas conclusiones es, en todos los
casos, el mismo. Para cada tramo se trata de la transformacion de
una variable aleatoria uniforme X|A; en otra variable aleatoria
e|A; a través de una transformacion lineal, lo que significa que
| A; también sera uniforme en el intervalo en el que toma valores,
seglin se deduce de los resultados del ejercicio 1.3.

Sabiendo por dltimo que Pr(A;) = 15, Pr(4s) = 5 v que

Pr(4;) = % para i = 2, 3,4, sustituyendo en (1.112), se obtie-
ne (ver figura 1.17)

fee) = gxlule + 5) —ule = 3)]

+aalule +A) —ule + 3)] + galule — 5) —u(e = A)]
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Je (&)

I A

A -A)2 A2 A €

Figural.17 Funcién densidad de probabilidad de la variable € del ejercicio 1.8.

Ejercicio 1.9.

Determinar la funcién densidad de probabilidad de la variable aleatoria
Xg correspondiente a la parte entera de X y de la variable aleatoria
X correspondiente a la parte fraccionaria de X para los dos casos
siguientes:

a) X uniforme en el intervalo [0, 3].

b) X con la funciéon densidad de probabilidad de la figura 1.18.

Jx ()

47

2/7

0 1 2 3 &z

Figura 1.18 Funcién densidad de probabilidad de la variable aleatoria X del
ejercicio 1.9, apartado b.

Solucién

a) El problema se puede resolver aplicando alguno de los métodos
sistematicos, teniendo en cuenta las funciones parte entera y
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parte fraccionaria que se representan en las figuras 1.19.ay 1.19.b

respectivamente.
5 L ] 5 L
1+~ 1=
0 1 2 3 X 0 1 2 3 X
(a) (b)

Figural.19 Funciones (a) parte entera y (b) parte fraccionaria en el ejercicio 1.9.

No obstante y, tal y como se ha hecho en ejercicios anteriores,
dada la simplicidad de las dos funciones de transformacion se
puede recurrir a una forma alternativa de resolucion. Respecto
a la parte enter Xg se observa puede tomar tan sélo 3 valores:
0, 1y 2, siendo

Pr(Xg=0) = Pr(0<X<1) = 1/3

Pr(Xg=1) Pril1<X <2 = 1/3
Pr(Xp=2) = Pr2<X<3) = 1/3

Por tanto,

Respecto a la parte fraccionaria, se puede dividir la funciéon de
transformacion en tres tramos lineales y aplicar el teorema de la
probabilidad total (1.101)

fxp(zr) = Z Ixpia,(xr) - Pr(4;), (1.113)
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siendo
Ai=0<X <1

As=2< X < 3.

La variable Xp|A; es uniforme en [0, 1], ya que se obtiene me-
diante la transformacion identidad aplicada a la variable X|A;,
que es uniforme en [0,1]. Lo mismo ocurre con las variables
Xr|As y Xp|As, con lo que

Ixpia (@r) = fxpia,(TF) = fxpas(zr) = u(zr) —u(zr — 1)

Teniendo en cuenta que Pr(A;) = Pr(Ay) = Pr(A;) = & y susti-
tuyendo en (1.113) se llega a

fxp(zp) =1, 0<zp<1

b) En este caso, para la parte entera se tiene

Pr(Xp=0) = Pr0< X <1) = 1/7
Pr(Xp =1 Prl1<X <2) = 2/7
Pr(Xg=2) = Pr2<X<3) = 4/7,

por tanto

fxg(zp) = 10(2p) + 20(zp — 1) + 20(zp — 2)

Para el calculo de la fdp de la parte fraccionaria, se procede
como en el apartado anterior. En este caso, las fdp condicionales
toman las siguientes expresiones:
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" fxp4,(zF) es lineal en [0, 1], es decir
fxpia(xp) =22p, 0<ap <l (1.114)

La variable Xr|A; se obtiene a partir de la variable X|A;.
La funcién de transformacion en este intervalo es la funciéon
identidad. Por tanto, ambas funciones deben tener la misma
fdp. Dado que A; = (0 < X < 1), se puede escribir, segin
(1.103),

f _ fx(z)
MOSX<D = prio< X < 1)

=Tfx(z) 0<z<l,

v puesto que en el intervalo 0 <z < 1, fy(x) = %x, se tiene

fxjoex<y =2z, 0<z <1,
y, por tanto,
fxel0<x<1y = 20p, 0<zp <l
" fxp|a,(@F) es uniforme en [0, 1], es decir
fxpia(zp) =1, 0<ap <1, (1.115)

al igual que en el apartado anterior.

» fxp4,(zp) es, asimismo, uniforme en [0, 1], es decir
fxpias(zp) =1, 0<ap<l (1.116)

En este caso, las probabilidades de cada uno de los sucesos son

1 2 4
?, PI'(AQ) = ?, PI'(Ag) = ?
Sustituyendo (1.114), (1.115) y (1.116) en (1.113) se llega a

Pr(4,) =
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Ejercicio 1.10.

Considerar las variables aleatorias X; y X5, ambas uniformes en el
intervalo [0, 1] e independientes entre si. La variable aleatoria Y se
define como la suma Y = X; + Xs.

a) Determinar y representar la funcion densidad de probabilidad
conjunta de la variable aleatoria bidimensional (Y, X;).

b) Calcular Pr(Y < 2X;).
Solucién

a) Se trata de un problema de transformacion de dos variables alea-
torias (X1, X3) en otras dos (Y, X;) para lo que se puede aplicar
alguno de los métodos sisteméaticos. Dado que la transformacion
es sencilla se puede recurrir a una forma alternativa a través de
la fdp condicional, mucho mas intuitiva. Se parte de la expresion
de la fdp conjunta

frxi (1) = frixa (Y, 21) fx, (1)

La fdp marginal fx, (z1) es un dato del problema, por tanto, bas-
ta determinar la fdp condicional fyx, (y,1). Esta se puede obte-
ner con el siguiente razonamiento: si X; toma un valor concreto
x1, la variable Y|(X; = 1) tomara valores en el rango [zq, x1+1],
puesto que en esas condiciones, Y[(X; = x1) = z1 + Xy. Al ser
X5 uniforme en el intervalo [0,1], lo serd también la variable
Y|(X; = x1), en este caso en el intervalo [z1,z; + 1]. Con esto
resulta

fY\Xl(yax1> = 17 sl §y§$1+17

con lo cual,

fYXl(y,$1):1, O<z1 <1, m<y<ax+1
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Y Y| . y =2z,

Figura1.20 Funcién densidad de probabilidad condicional fy x, (y,21) en el ejer-
cicio 1.10. (a) Region de definicion de fyx, (v, z1). (b) Region de integracion co-
rrespondiente a Pr(Y < 2X7).

La fdp es constante en el recinto representado en la figura 1.20a.

b) Esta probabilidad se calcula integrando la fdp conjunta en el
recinto limitado por la inecuaciéon Y < 2X;. Este recinto es la
interseccion del recinto de definicion de la fdp con el recinto
debajo de la recta y = 2z, indicados ambos en la figura 1.20b.
El area del recinto intersecciéon es la mitad del area del recinto
de definicion de la fdp. Al ser la fdp constante, la probabilidad
pedida sera 1/2.

Pr(Y < 2X;) = 1/2

Ejercicio 1.11.

La variable aleatoria X es uniforme en el intervalo [0, 1] y la variable
X5 depende de la variable X1, ya que toma valores de manera uniforme
en el intervalo [—z1,z]. Calcular la fdp conjunta de (Y, X7), siendo
Y =X+ Xo.



52 Capitulo 1. Variables aleatorias. Ejercicios

Solucion

La resolucion de este ejercicio es andloga a la del ejercicio 1.10. En
particular, hay que calcular fyx, (y, ;). Sabiendo que

frx, (y,z1) = fY\Xl (y,21) - fx, (1)

y dado que fx,(z1) = 1 para 0 < x; < 1, el problema se reduce a
determinar la fdp condicional fyx, (y, ).

Para ello, el razonamiento es el siguiente: suponer que X; toma el
valor concreto ;. En ese caso, Y|(X; = 1) = x1 + Xo. Es decir, la
variable Y|(X; = x;) es igual a la variable X, mas una constante de
valor x1. Su fdp serd, por tanto, la misma que la de X5 pero desplazada
x1. Como la fdp de X, es uniforme en el intervalo [—z1, x1], la fdp de
Y|(X1 = x1) sera también uniforme pero en el intervalo [0, 2z4], lo que

significa que su amplitud es necesariamente 2# Asi,
x1

1
fY\XI(yanl):Q—xl, 0<z <1, 0<y< 2.

Multiplicando esta funcion por fx, (x1) = 1 se llega al resultado

1
fYXl(y7'r1):2_x17 OSQJlSl, Ogygle

Ejercicio 1.12.

La variable aleatoria X es una variable gaussiana con media T y des-
viacion tipica ox. La variable aleatoria Y es uniforme en el intervalo
[0, 1]. Sabiendo que ambas variables son independientes, determinar la
expresion analitica de fzy(z,y), siendo Z = X - Y.

Solucién

Suponer que la variable Y toma un valor concreto yy. En ese caso,
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Es decir, la variable Z|(Y = yo) es una variable aleatoria gaussiana
X multiplicada por una constante, yy. Al tratarse de una gaussiana,
basta conocer la media y la varianza para que la fdp quede totalmente
determinada.

Respecto a la media se tiene que Efyy - X| = yo - E[X] = yo - T. Para
la varianza se procede de igual forma, obteniéndose o3 = 33 - 0%.

Sustituyendo el valor concreto yy por un y genérico, resulta
Z|(Y =y) ~ N(yz,yox),

con lo que la fdp buscada adopta la siguiente forma

(z —y7)?

1
fZ|Y(Z7?/) = m €exXp —W )

Ejercicio 1.13.

Las variables aleatorias X; y X5 son independientes entre si y unifor-
mes en el intervalo [0,1]. Determinar la fdp de la variable aleatoria
Y = max{ X, X5}, es decir, por cada pareja de valores de X; y X», la
variable Y toma el valor del mayor de ambos.

Solucién

Se determinara primero la funcién distribucion de probabilidad Fy (y)
y se derivard posteriormente para obtener fy (y), siguiendo el método
indirecto de transformacion de variables aleatorias.

Fy(y) = Pr(Y <y) = Pr(max{X;, Xo} <vy).

El suceso max{X;, Xo} < y es equivalente a la interseccion de los
sucesos X1 <y y Xy <y, por tanto,

Fy(y) = Pr(X; <y, X5 <vy) Z/ / Ix:x, (21, w2)dx dy

/dml /dxg—y, 0<y<1,
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ya que fx,x,(x1,29) =1, para 0 < x; < 1, 0 < 25 < 1. Derivando, se
llega a

El resultado confirma la intuiciéon de que valores cercanos a 1 tienen
mas probabilidad de ser maximos que los valores cercanos a cero.

Ejercicio 1.14.

Considerar las variables aleatorias X e Y donde Y = X?2. Demostrar
que si la funcion densidad de probabilidad de X es par, entonces X e
Y son incorreladas.

Solucién

Dos variables aleatorias son incorreladas si se cumple que cxy = 0, es
decir que E[XY| = E[X]FE]Y]. Para el caso propuesto en el problema

oo
E[X] = / zfx(z)dr = 0
— 00
oo
EXY] = E[X’]= / 2 fx(z)de = 0,

— 0o
con lo cual queda demostrada la incorrelacion entre ambas. Observar
que en las dos integrales evaluadas el integrando es una funcién impar.
Efectivamente, en ambos casos se trata del producto de una funcién
impar (p(z) = x y p(z) = 23 respectivamente) con otra par, fx(z).
Al integrar una funcién impar a lo largo de la recta real el resultado
siempre es nulo, puesto que la integral en la parte positiva y en la
parte negativa de la recta real dan el mismo resultado cambiado de
signo. Este ejemplo muestra, ademas, que dos variables dependientes
pueden ser incorreladas.
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Ejercicio 1.15.

Demostrar que si la funcion densidad de probabilidad conjunta de dos
variables aleatorias X e Y es uniforme en un recinto rectangular de
lados paralelos a los ejes coordenados, entonces ambas variables son
independientes.

Solucién

La fdp descrita en el enunciado se puede expresar de forma general
como

fXY(xa?J):m, a<z<bh c<y<d.

Para verificar si X e Y son independientes es necesario comprobar
que el producto de las fdp marginales coincide con la fdp conjunta.
Las marginales son

[e%S) d
fx(x):/ fXY(xay)dy:m/ dy:ﬁ, a<zr<bh

00 b
fr(y) = /_ [xvy(z,y)dx = m/ dr = (dic)a c<y<d,

donde, como se observa, los limites de la integracién con respecto a
una variable son independientes de la otra variable en ambos casos.
Se puede verificar como, efectivamente, fxy(z,vy) = fx(z) - fy(v).

/
Ty (05 9)

Figura1.21 Funcion densidad de probabilidad fxy (z,y) y su corte por el plano
x = x¢ en el ejercicio 1.15.

Es posible llegar a la misma conclusion de forma gréafica. En la figura
1.21 se representa la fdp conjunta y la fdp condicional que coincide,
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salvo un factor de escala, con el corte de la fdp conjunta por un plano
X = x9. Como se puede apreciar, dicha fdp condicional no varia sea
cual sea el valor de X, lo que significa que fyx(z,y) = fy(y). Co-

mo fxy(x,y) = fyix(@,y)fx(x), se concluye que fxy(z,y) = fx(x)-
fr ().

Ejercicio 1.16.

Considerar cuatro parejas de variables aleatorias cuya distribucion es
uniforme en los recintos numerados de la figura 1.22. Indicar para cada
caso si la pareja de variables aleatorias son dependientes o indepen-
dientes, ortogonales o no ortogonales y correladas o incorreladas.

Y

—
Sy S -
O

Figura1.22 Regiones de definicion de las variables aleatorias uniformes del ejer-
cicio 1.16.

Solucién

Dos variables aleatorias son dependientes cuando un cambio en una
de ellas altera el comportamiento estadistico de la otra. En los casos
2, 3y 4, el valor que tome una de ellas determina claramente el ran-
go de valores que puede tomar la otra. Esto basta para concluir que
hay dependencia. En el caso 1 no ocurre asi. De hecho, en el proble-
ma 1.15 se demuestra que este tipo de fdp corresponde a variables
independientes.

Para comprobar la ortogonalidad o no ortogonalidad de dos variables,
basta recordar que dos variables X e Y son ortogonales si y so6lo si
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E[XY] =0, es decir, si la media del producto es nula. Como se puede
apreciar, en el caso 2 los productos de las variables toman siempre
valores negativos, con lo que el promedio de ellos sera un niimero ne-
gativo. Lo contrario ocurre para el caso 4. En ambos casos el promedio
de los productos es un numero distinto de cero, lo que hace que las
variables no sean ortogonales. En los casos 1 y 3 los productos pueden
tomar valores positivos y negativos en la misma proporcion (dada la
simetria de las fdp), por lo que la media resultara igual a cero y las
variables seran ortogonales.

Para verificar si son o no incorreladas habria que determinar si existe
tendencia a la variaciéon conjunta de tipo lineal entre las dos varia-
bles, es decir, verificar si cuando una crece la otra crece (coeficiente de
correlacion positivo) o bien si cuando una decrece la otra crece (coefi-
ciente de correlacion negativo) en todo el rango de variacion de ambas
variables. Esta verificacion puede llegar a ser bastante complicada des-
de el punto de vista puramente cualitativo, por lo que se sugiere otro
método.

Se trata de determinar si cxy = 0 o no, es decir, hay que evaluar

cxy = E[(X —2)(Y = 7)),

que equivale a determinar si las variables X —Z y Y — ¥ son 0 no
ortogonales. Para el caso de fdp uniforme, la operaciéon de restar las
medias a las variables de partida supone un desplazamiento al origen
de su centro de geometria.

Asi, para verificar la incorrelacién se proponen dos pasos:

= Desplazar la fdp de forma que el centro de geometria coincida
con el origen de coordenadas.

» Verificar la ortogonalidad de las variables asociadas a esta nue-
va fdp siguiendo el razonamiento indicado anteriormente en el
ejercicio.

En la figura 1.23.a se muestra la fdp desplazada de la pareja de va-
riables correspondiente al caso 1. Para verificar la ortogonalidad hay
que estudiar el promedio del producto de ambas. Los productos co-
rrespondientes a los cuadrantes I y III serdn positivos mientras que
los de los cuadrantes IT y IV serdn negativos (zona sombreada en la
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figura). Dada la simetria de la fdp, en promedio se cancelaran, con lo
que se puede concluir que se trata de variables incorreladas.
Procediendo de igual forma para las variables del caso 2, en la figura
1.23.b se observa como ahora los valores positivos de los productos son
superiores a los negativos, por lo que en promedio no se cancelaran, lo
que significa que las variables son correladas. Es inmediato comprobar
que las dos parejas restantes son incorreladas.

Y-y Y-y

1I 1 1I I

111 v 11T v

(a) (b)

Figura1.23 (a)fdp del caso 1 desplazada y (b) fdp del caso 2 desplazada en el
ejercicio 1.16.

Resumiendo,

1) Independientes, incorreladas, ortogonales
2) Dependientes, correladas, no ortogonales
3) Dependientes, incorreladas, ortogonales

4) Dependientes, incorreladas, no ortogonales

Conviene apuntar que los razonamientos empleados para la resolucion
de este ejercicio tienen utilidad solo en el caso de variables con fdp
extremadamente simple. En cualquier otra situaciéon habra que realizar
los calculos pertinentes a partir de la expresion analitica de la fdp.
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Ejercicio 1.17.

En este ejercicio se pretende demostrar que la relacion estadistica entre
variables puede cambiar mediante un giro del sistema de coordenadas.
Considerar las variables aleatorias X; y X, con desviaciones tipicas
01 y 09 respectivamente y correladas entre si, siendo p su coeficiente
de correlacién. Las variables Y] e Y, se obtienen a partir de X; y Xs
mediante la siguiente transformacion,

Yi | | cos(f) sen(d) X
Yo | | —sen(f) cos(h) Xy |’
que corresponde a un giro de un angulo 6 en el sistema de coordenadas

en el que estan definidas X; y X5. Determinar el angulo de giro 0 para
que las variables Y] e Y5 resulten incorreladas.

Solucién

Las variables Y; e Y5 seran incorreladas si se cumple que la covarianza
es nula cy,y, = 0, es decir, si E[Y,Y3] = E[Y1]E[Y2]. Sustituyendo en
esta expresion Y; e Y por su valor en funciéon de X, X5 v 6, se tiene
la ecuaciéon
E[(cos(0) Xy +sen(0)Xs) - (—sen(0) X, + cos(6)X2)]
= E[(cos(0) X, + sen(6)Xs)] - E[(—sen()X; + cos(0)X2)].
Operando en ambos términos y aplicando linealidad del operador es-
peranza
sen(#)cos(0)(E[X3] — E[X7]) + (cos*(0) — sen?(0)) E[ X1 X))
= sen(6)cos(A)(E?[X3]—E?[X1))+(cos?(0)—sen?(0)) E[ X1 E[ X5).
A continuacion, se identifican los estadisticos
o} = E[X}]- E’[X]]
Cxy — E[X1X2] - E[Xl]E[XQ] = pPpO0x0Oy
y se reagrupan términos, obteniéndose

(cos*(0) — sen®(0)) poyos = sen(B)cos(8) (o] — 73).
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Por tltimo, sabiendo que

cos(20) = cos?(0) — sen?(0)
sen(20) = 2sen(f)cos(h),

se tiene

1
cos(20)poiogy = gsen(ZQ)(Uf —03),

con lo cual

1 2p0109
f§ = — arctan 5 5
01 — 03

Ejercicio 1.18.

Se desea generar una variable aleatoria X con funcién distribucion de
probabilidad genérica Fp(x) a partir de una variable aleatoria U que es
uniforme en el intervalo [0, 1] . Para ello se propone la transformacion
X = F;'(U) indicada en la figura 1.24. Demostrar que la funcién
distribuciéon de probabilidad de la variable de salida es la deseada, es

decir Fx(x) = Fp(x).

v— 'O box

Figura 1.24 Transformaciéon para generar una variable aleatoria en el ejercicio
1.18 .
Soluci6én

Aplicando el método indirecto para la transformacién de variables
aleatorias se tiene que

Fx(z) =Pr(X <z)=Pr(F,'(U) <z) =Pr(U < Fp(x)).
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El dltimo paso de la ecuacion anterior es posible gracias a que Fp(-)
es una funcién mondtona creciente. El valor de esta probabilidad se
obtiene integrando la correspondiente fdp como se indica en la figura
1.25, resultando Fx(z) = Fp(z), como se queria demostrar.

Jo(w)

0 Fp(z) 1 u

Figural.25 Integracion para calcular Pr(U < Fp(z)) en el ejercicio 1.18.

Ejercicio 1.19.

Sean X e Y dos variables aleatorias gaussianas de media cero, varianza

0% e independientes entre si. Las variables R y ¢ corresponden a la

conversion de coordenadas rectangulares a polares

R=+/(X2+Y?), ¢=arctan(Y/X)

Demostrar que R es una variable aleatoria de Rayleigh cuya funciéon
densidad de probabilidad viene dada por fz(r) = (r/0?)e /27" que
¢ es uniforme en el intervalo [0, 27| y que ambas son independientes.

Solucién

La fdp conjunta de dos variables aleatorias obtenidas por transforma-
cion de otras dos variables aleatorias, cuya fdp conjunta es conocida,
se puede calcular con la expresion (1.77) del método directo

fra(ro) = fxy(rcos(¢), rsen(o)) - |[Jxy (r, @), (1.117)

siendo Jxy (1, ¢) el jacobiano de la transformacion inversa: z = rcos(¢),
y = rsen(¢). La fdp conjunta de x e y es el producto de las marginales,
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ya que se trata de variables aleatorias independientes, es decir

1
Ixy(z,y) = e~ (@) 207, (1.118)

V2mo?

El jacobiano resulta

Tarlri6) = det | Somi®) TN o, (1119)

Sustituyendo (1.118) y (1.119) en (1.117), se obtiene

fra(r,¢) = 27:02 e >0, 0<¢ <o

Integrando esta fdp conjunta se obtienen las marginales requeridas

27
alr) = [ rolreo) o= Se L p

fo(d) = i fR<1>(7“7¢)‘d’f’=%, 0<¢<2m.
fR(T) — % —7‘2/2027 r>0
f¢(¢)=i, 0<¢<2r
2m

Se comprueba que, efectivamente, ambas variables son independientes,
pues el producto de las fdp marginales coincide con la fdp conjunta.

Ejercicio 1.20.

Se desea generar una variable aleatoria gaussiana de media nula y va-
rianza o a partir de variables aleatorias uniformes en el intervalo [0, 1]
y se desea disponer para ello de una formula cerrada. Puesto que no
existe una expresion analitica para la inversa de la funcion distribu-
cion de probabilidad de una variable aleatoria gaussiana, el método
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del ejercicio 1.18 no es adecuado. Demostrar, combinando los resulta-
dos de los dos ejercicios anteriores, que un posible método consiste en
aplicar la expresion

X =/ (=2021n(Uy)) - cos(2nUs),

donde X es la variable aleatoria gaussiana simulada y U; y U son
variables aleatorias uniformes en el intervalo [0, 1] independientes entre
si.

Nota: Se trata del método Box-Muller para generar variables gaussia-
nas

Solucién

Segiin se indica en el ejercicio 1.19, si X e Y son dos variables aleato-
rias gaussianas, independientes, de media nula y misma varianza o2,
entonces las variables R y ®, obtenidas mediante la transformacion
R = /(X?2+4Y?2), & = arctan(Y/X), son independientes y siguen
una distribucion de Rayleigh de pardmetro o y una distribuciéon uni-
forme en [0, 27| respectivamente.

Despejando X se obtiene X = Rcos(®), lo que significa que si se
multiplica una variable de Rayleigh de pardmetro o por el coseno de
una variable uniforme en [0, 27], ambas independientes, el resultado
se distribuira de forma gaussiana con media 0 y varianza o2, que es lo
deseado.

Para generar una variable de Rayleigh R a partir de una uniforme Uy,
se puede aplicar el método de la funcion distribuciéon inversa, del ejer-
cicio 1.18. Haciendo u; = Fy'(r), siendo Fg(r) = 1 — exp(—r?/20?),
se obtiene

R=+/(-202In(1 — 1)) = \/(—202In(T})),

donde se ha aplicado que, a efectos estadisticos, 1 — U; es idéntico a
Us.

Multiplicando este resultado por cos(27Us;), se obtiene la expresion
propuesta en el enunciado.
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Ejercicio 1.21.

En un sistema de comunicaciones digitales, la variable aleatoria X
representa el simbolo transmitido y puede tomar los valores 0 y A
con probabilidades Py y P, respectivamente. Las variables Ng y Ny
representan el ruido que se suma durante la transmision al simbolo 0
y al simbolo A respectivamente y sus fdp son fn,(n)y fn,(n). El valor
recibido se modela mediante la variable aleatoria Y.

El receptor debe decidir el simbolo transmitido a partir de la obser-
vacion del valor de la variable Y. Para ello, realiza una comparacion
del valor observado de Y con un umbral V| de forma que si y > V', el
receptor decidira que el simbolo enviado fue A, mientras quesiy <V,
el receptor decidird que el simbolo enviado fue 0. Este procedimiento
estd esquematizado en el diagrama de bloques de la figura 1.26.

Ny, N, Decisor

A
X Y VI_—>X

Figura 1.26 Diagrama de bloques del sistema de comunicaciones digitales pro-
puesto en el ejercicio 1.21.

a) Obtener una expresion que permita calcular el umbral 6ptimo de
decision V, tal que la probabilidad de error asociada sea minima.

b) Particularizar el resultado anterior para el caso de que las fdp
del ruido asociado al simbolo 0 y al simbolo A sean las indicadas
en la figura 1.27, siendo Fy = Py = %

Solucién

a) Inicialmente, es necesario determinar una expresion que rela-
cione la probabilidad de error P, con el umbral de decisiéon V.
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fv, ()

Tv, ()

24 A 0 A 24 N

Figura 1.27 Funciones densidad de probabilidad de las variables aleatorias de
ruido Ny y N4 del ejercicio 1.21.

Posteriormente, habra que derivar dicha expresion respecto a V'
e igualarla a cero para determinar el valor de V' que la minimiza.

Puesto que el ruido es diferente segtn el simbolo X transmitido,
también lo sera la variable Y. Interesa considerar, por tanto, la
variable Y condicionada a cada valor del simbolo X . En concreto,
Y|( X =0)eY|(X = A).

Un error puede ocurrir cuando el simbolo transmitido es X =0

6 cuando el simbolo transmitido es X = A. Aplicando el teorema
de la probabilidad total (1.101) se puede escribir

P.=P.|(X =0)-Pr(X =0)+ P|(X = A) - Pr(X = A).

Un error cuando el simbolo enviado es X = 0 ocurrira si la varia-
ble Y toma en esas circunstancias un valor superior al umbral V|
pues en ese caso la decision sera el simbolo X = A y viceversa.
Asi,

(X = 0) = Pr((Y > V)|(X = 0)) = / " ko (0)dy

PI(X = A) = Pr((Y < 0)](X = 4)) = / Frice—n (v)dy.

Con esto, la probabilidad de error en funcion de V', que se deno-
tara como P.(V), viene dada por

e \%4
Pe(V) = Py /V fyicx=o) (y)dy+Pa- / Fyie=a)(y)dy, (1.120)
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que también se puede expresar como

v 1%
Pe(v) =R (1 - / fY|(X:O)<y)dy) + Py / fY\(X:A)(y)dy-
A continuacion se deriva y se iguala a cero para encontrar el
minimo de P.(V).

OP.(V)
ov

El umbral 6ptimo V,, se obtiene de la ecuacién

=-5- fY\(X:O)(V) + Py - le(XzA)(V) =0,

Py - fyix=0)(Vo) = Pa - fyx=a) (Vo)

Como se observa, V,, corresponde al valor del argumento en el que
las dos fdp (previamente escaladas por las probabilidades de los
simbolos) son iguales, como por ejemplo ocurrira en los puntos
de corte (aunque no so6lo en ellos, como se vera mas adelante).

Una forma alternativa de resolver este apartado es a través del
teorema de Bayes. Dado un valor observado y de la variable Y,
se trata de considerar las probabilidades a posteriori

Pr((X =0)[(Y =y)),
Pr((X =AY =v)),

que indican la probabilidad de que se haya enviado el stmbolo 0 6
el simbolo A a la vista del valor que ha tomado Y. Elegir la mayor
de ambas maximiza la probabilidad de acertar en la decision vy,
por tanto, minimiza la probabilidad de error. Este criterio de
decision recibe el nombre de mdzimo a posteriori (MAP).

Acudiendo al teorema de Bayes, indicado en (1.104), se tiene

Pr((X =AY =vy)) =
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Para obtener el umbral de comparacion se deben igualar ambas
expresiones. La ecuacion resultante proporciona el umbral 6p-
timo y es la misma que se ha obtenido como soluciéon de este
apartado.

Es interesante tener en cuenta que la ecuacién mencionada pue-
den tener varias soluciones diferentes, lo que significa que la de-
cisibn 6ptima implicaria varios umbrales, algo que no es posible
con un decisor de umbral simple como el propuesto en este ejer-
cicio.

Segun el enunciado del problema, las variables Y|(X = 0) y
Y|(X = A) son

Y[(X=0) = Ny
V(X =A) = A+ Ny,

donde Ny v N4 son las variables aleatorias que representan el
ruido. Asi,

rix=0) = fnW)
rix=ay) = fav.ly—A),

siendo fn, (1) v fn,(+) las fdp de las variables de ruido Ny y Ny
respectivamente. Aplicando el resultado del apartado anterior,
el V 6ptimo es el que cumple que

1 1
§fN0(V;)) = §fNA(‘/0 - A)

En la figura 1.28 se representan estas dos funciones. Como se
puede apreciar, existen dos puntos de corte, lo que significa que
hay dos valores de V' que anulan la derivada de P.(V'). Estos dos

valores son 10 99
Vi=—A4; Vo=—A
FTaart P s
Para determinar cual de los dos corresponde al minimo basta
con evaluar P,(V}) y P.(V2) con la expresion (1.120) y elegir el
que da lugar a una P, menor. Estos valores son P.(V;) = 0,14y
P.(V3) = 0,52, por tanto, el umbral 6ptimo es V, = V;. El valor

P.(V4) corresponde a un maximo de la probabilidad de error.
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24 -A 0

Figura 1.28 Funciones densidad de probabilidad condicionales fy|x—o)(y) e
fy|(x=4)(y) del ejercicio 1.21.

10

Vo=

Tal y como se ha explicado en el apartado anterior, el hecho
de que existan dos soluciones para el valor del umbral significa
que, en realidad, la decisiéon 6ptima consistiria en emplear dos
umbrales, de manera que el criterio de decisién seria, seglin se
deduce de los resultados del apartado a), el siguiente: el simbolo
decidido sera 0 si Y < V; 6 si Y > V5, mientras que serd A si
Vi<Y <V

Es importante resaltar que la ecuacion 5 fn, (V) = 5 fn, (V — A)
también se cumple para V' > 2A y para V < —2A, puesto en
ambos casos las dos funciones son nulas y, por tanto, iguales.
Estos posibles valores para el umbral tampoco corresponden a
un minimo de la probabilidad error, pues en ambos casos P,
toma el valor constante igual a 0.5, que es la probabilidad mas
desfavorable en el caso de simbolos equiprobables.
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Ejercicio 1.22.

Considerar un sistema de comunicaciones digitales como el descrito en
el ejercicio 1.21 en el que los simbolos transmitidos 0 y A tienen proba-
bilidades Fy y P4 respectivamente y en el que las variables aleatorias
que representan el ruido son, en esta ocasion, gaussianas con medias
nulas y varianzas o2 y 0% respectivamente, es decir, Ng ~ N (0,00) y
NA ~ N(O, UA)-

a) Calcular y representar la probabilidad de error en funcion del
umbral de decision V. Determinar el umbral 6ptimo de deci-
sion V,,, tal que la probabilidad de error asociada sea minima.
Parametros: Py = Py = %, op=0a=1y A=5.

b) Repetir el apartado a) con Py = P4 = %, og =5, 04=1y
A=5.

¢) Repetir el apartado a) con Py = %, Py = %, op=04=1,A=5.

Solucién

La probabilidad de error ha sido obtenida en el ejercicio 1.21, y viene
dada por la expresion (1.120)

00 \%4
P(V)=F- /v Tyix=0)(y)dy + Pa - / Tyix=a)(y)dy.

Esta expresion se debe particularizar con
Y|(X = 0) ~ N(0700)7

V(X = A) ~ N(A,04).

La probabilidad de error se puede expresar haciendo uso de la funcién
Q(-) de esta manera

Pe(V):PO-Q<OKO> + Py {1—Q(V_A)}- (1.121)

04
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El valor del umbral 6ptimo es aquel que anula la derivada de P.(V).
El resultado general obtenido en el ejercicio 1.21 es

o frix=0)(Vo) = Pa+ fyix=24)(Vo),

Sustituyendo las fdp por sus expresiones, se tiene la ecuacion

11 =L T —(o—4)*
- e 200 = _. e 24 (1.122)
2 270y 2 \2moq

de la que habra que despejar V.

a) Para los parametros indicados en el enunciado, la ecuacion (1.122)
se resuelve de forma inmediata, resultando

V, =25

es decir el punto medio de los valores de los dos simbolos. En
la figura 1.29 estan representadas las funciones densidad de pro-
babilidad condicionadas (figura superior) y la probabilidad de
error en funcion de V' (figura inferior). La probabilidad de error
minima se obtiene sustituyendo este valor de V, en (1.121)

P.(25) =3-Q(25)+ 5 - [1—Q(2,5—5)] = 0,0062.

b) Para obtener el umbral 6ptimo se particulariza (1.122) con los
pardmetros de este apartado

1 W11 =(Vo=5)
-e 50 = —« — - € 2

1
5.\/27r5 2‘\/271'

Tomando logaritmo en ambos miembros resulta la ecuaciéon de
segundo grado

241% — 250z + (25 — 50In(5)) = 0,



Capitulo 1. Variables aleatorias. Ejercicios 71

%nyX:O) (v) %fYKX:A) (v)
0 5 y
F.(V)
| 0.5
0 5 4

Figura1.29 Funciones densidad de probabilidad condicionadas (arriba) y proba-
bilidad de error (abajo) del ejercicio 1.22 para Py = P4 = %, op=0a=1y A=5.

que tiene dos soluciones: V; = 3,10 y Vo = 7,31. En estos dos
valores se anula la derivada de P.(V'). En la figura 1.30 se re-
presentan las funciones densidad de probabilidad condicionadas
junto a la probabilidad de error para los parametros de este apar-
tado. Como se puede comprobar, V; corresponde a un minimo y
V5 a un maximo. Por tanto,

Vo =3,10

y la correspondiente probabilidad minima de error es, segin
(1.121),

P.(3,10) = 1 - Q(3%) + 1 - [1 — Q(3,10 — 5)] =~ 0,15.
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Esta probabilidad es, logicamente, mayor que la obtenida en
el apartado anterior puesto que en este caso existe més ruido.
Observar que, tal y como ocurre en el ejercicio anterior, existen
dos soluciones para la ecuaciéon que permite obtener el valor del
umbral 6ptimo. Esto significa que el esquema de decision 6ptima
no emplearia un solo umbral sino dos, siguiendo el criterio que
se deduce de lo expuesto en el apartado a) del ejercicio 1.21. En
concreto, la probabilidad de error se podria reducir empleando
los dos umbrales hasta aproximadamente 0.12.

%fy«x:m(?/)

3 Frix=0)(¥)

! S
0 5 Y
P.V)
| 0.5 Y
0 5 .V
3.1 7.3

Figura1.30 Funciones densidad de probabilidad condicionadas (arriba) y proba-

bilidad de error (abajo) del ejercicio 1.22 para Py = Py = 1

3:00=09,04a=1y
A=5.

¢) Se trata en este apartado de ver el efecto que tiene el que los sim-
bolos no sean equiprobables. Procediendo como en los apartados
anteriores se tiene

1 =e)? 4 1 =(Vo=5)?
—_ e 2 :g-—-e 2

1
5 2 Vor ’
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%fYKX:A) ()

%fn(xzoy

0 5 y
AUSI s
. DA
¥/
0 5 4

Figura1.31 Funciones densidad de probabilidad condicionadas (arriba) y proba-

bilidad de error (abajo) del ejercicio 1.22 para Py = %, Py = %, og =04 = 1,
A=5.

que da como resultado

V, =222

La probabilidad de error minima es
P.(2,22) = % -Q(2,22) + % -[1—Q(2,22 — 5)] ~ 0,005.

Esta probabilidad es menor que en el caso de que los simbolos
sean equiprobables, porque existe menos incertidumbre sobre el
simbolo transmitido. Observar que las probabilidades de error
tienden a las probabilidades de cada uno de los simbolos cuando
el umbral tiende a +00, como es logico.
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En la figura 1.31 se representan las funciones densidad de pro-
babilidad condicionales y la curva de la probabilidad de error en
funcién de V para este tltimo caso.

Ejercicio 1.23.

En un sistema de comunicaciones digitales la variable X representa el
simbolo transmitido en cada instante y puede tomar los valores —A y
A de forma equiprobable. A esta variable se le suma un ruido modelado
por la variable aleatoria N, uniforme en el intervalo [-3A4/2,3A4/2],
dando lugar a la variable Y. El receptor realiza la decisiéon del simbolo
que se envié comparando el valor observado de Y con un umbral V,
como se muestra en la figura 1.32. Calcular y representar probabilidad
de error que se produce en funcion del valor de V' (para V entre —3A

y 3A).

N Decisor

A —

Figura 1.32 Diagrama de bloques del sistema de comunicaciones digitales pro-
puesto en el ejercicio 1.23.

Solucién

En el ejercicio 1.21 se obtuvo la expresion para la probabilidad de error
de decision binaria (1.120), que para el caso de simbolos equiprobables
es

00 1%
P. = %/ frix=—a)(y)dy + %/ Frice=a)(y)dy.
V — 00

En este ejercicio el ruido asociado a ambos simbolos es el mismo. A
partir de los datos del enunciado se puede escribir

Y(X=A)=A+N
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V(X = —A)= A+ N.
Asi,
fyi@=2)(y) = fn(y — A),

yie=-n(y) = fn(y + A),

siendo fy(-) la fdp del ruido. Con esto, la probabilidad de error en
funcion de V es

1% 0
PV) = / Ly — A)dy + /V Ly + A)dy.

Para evaluar esta probabilidad de error en funcién de V' es necesario
por tanto, calcular la integral de %fN(y—A) para valores de y menores
que V' y la integral de %fN(y + A) para valores de y mayores que V.
En las figuras 1.33, 1.34 y 1.35 estan representadas ambas funciones y
se han marcado las areas correspondientes a la integraciéon en funciéon
del umbral V' para tres rangos distintos de valores.

En la figura 1.33 se muestra el caso en el que V' > 5A4/2 en el que
la probabilidad de error se mantiene constante. La figura 1.34 corres-
ponde al caso en el que A/2 <V < 5A4/2, donde la probabilidad de
error es proporcional a V.

Por tultimo, en la figura 1.35 se cubre el caso de que 0 < V < A/2
donde se observa que la suma de areas marcadas se mantiene constante
cuando varfa V' y, por tanto, también sera constante la probabilidad
de error.

La expresién analitica concreta es

1/2 V| >54/2
P(V)=< H(V+A/2) A/2<|V|<5A4/2
1/6 V| < AJ2

La simetria del problema hace que la P.(V') para valores de V ne-
gativos sea la misma que para valores positivos, de ahi la presencia
del valor absoluto en la expresién analitica de la solucién final. La
representacion grafica de este resultado se muestra en la figura 1.36.
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%fN (y—4)
1
34
A/2 54/2' ¥
vy +4)
1
34
5A/2 A)2 Y

Vv

Figura1.33 Funciones 1 fy(y — A) y 3fn(y + A) y areas correspondientes a la
probabilidad de error para V > 5A4/2 en ejercicio 1.23.

3 Iv(@—A4)
1
34
)2 54/2 Y
T Iv(y+A)
1
34
54/2 AJ2 y

v

Figura 1.34 Funciones %fN(y —Ay %fN(y + A) y areas correspondientes a la
probabilidad de error para A/2 <V < 5A4/2 en ejercicio 1.23.
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Iv(@y—4)
1
34
AJ2 54/2 Y
T Iv(y+A)
1
34
54/2 A2 Y
V

Figura 1.35 Funciones 1 fy(y — A) y 3fn(y + A) y 4reas correspondientes a la
probabilidad de error para 0 <V < A/2 en ejercicio 1.23.

EV) |

B | =

N =

-5;4/2 A2 A2 -.5;4/2 14

Figura 1.36 Probabilidad de error en funciéon del umbral de decisién V en el
ejercicio 1.23.
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Ejercicio 1.24.

En un sistema de comunicaciones digitales, el transmisor puede en-
viar de forma equiprobable 4 simbolos diferentes cuyos valores son:
—3A/2,—A/2,A/2y 3A/2. Al receptor llegan los simbolos acompana-
dos de ruido que se puede modelar por una variable aleatoria gaussiana
de media nula y varianza o2. Los umbrales de decision en el receptor
estan ubicadosen —A, 0y A, es decir, si Y es el valor recibido, entonces
la regla de decision es la mostrada en la tabla 1.1.

Tabla1.1: Regla de decision del ejercicio 1.24.

Valor Recibido | Simbolo decidido
Y <-A —3A/2
—A<Y <0 —A/2
0<Y <A A/2
Y>A 3A/2

a) Determinar la probabilidad de error al decidir los simbolos, P,

b) Asumiendo que el nivel de ruido es suficientemente reducido res-
pecto al nivel de los simbolos, obtener una expresiéon aproximada
para la probabilidad de error de bit, P,.

Nota: Suponer que la asignacion de bits a simbolos sigue un
codigo Gray, es decir el grupo de bits asociado a un simbolo de
un determinado valor solo varia en un bit respecto al grupo de
bits asociado a los simbolos contiguos. Un ejemplo se muestra
en la tabla 1.2.

Solucién

a) Sea X la variable aleatoria que representa a los simbolos trans-
mitidos, N el nivel de ruido e Y = X 4+ N. La probabilidad de
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Tabla1.2: Asignacion de bits a niveles en el ejercicio 1.24.

Bits | Nivel
00 | —3A/2
01 —A/2
11 A/2
10 3A/2

error en un simbolo P, se puede expresar como

Pa = 7IPal(X = =34/2) 4 PJ(X = ~A/2)
FPL(X = AJ2) 4 P(X =34/2)].  (1.123)

Siguiendo el procedimiento de los ejercicios anteriores, estas pro-
babilidades condicionadas se calculan integrando la fdp de Y
condicionada a cada uno de los posibles valores de X.

P (X = -3A/2) = /_A Tyix=—3a/2)(y)dy

A
P =34/2) = [ Bcam(dy

—A 00
P|(X = —A/2) :/ Tyix=—as2)(y)dy +/0 Tyix=—as2)(y)dy

0 o)
PeS|(X = A/Q) = / fY\(X:A/Z)(y)dy +/A fY|(X:A/2)(?/>d?/

En la figura se representan estas cuatro fdp y se marcan las areas
correspondientes a la integracion indicada en las expresiones an-
teriores.

Observar que los simbolos interiores tienen doble posibilidad de
error que los exteriores, puesto que una desviacion mayor de A/2
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tanto positiva como negativa respecto al valor del simbolo se tra-
duce en una decision errénea. Sabiendo que el ruido es gaussiano
y de varianza o2, las integrales se pueden expresar empleando la
funcion Q(-). Como se puede observar, todas las areas son iguales
y corresponden a Q(%) con lo que las probabilidades anteriores
quedan

P|(X =—-3A/2) = P, |(X=34/2)=0Q <%)

Pl(X = —Aj2) = Pu|(X = A/2) = 2Q ( A) |

20

Sustituyendo estos valores en (1.123) se llega a

%fYKX:—A/z)(y) %fw( X=A/2)(y)
%fY|(X=—3A/2)(y) %fw(xszz) ()

BAJ2 -AJ2 A2 3A)2 Yy

Figura1.37 Funciones fdp condicionales del ejercicio 1.24 y areas asociadas a la
probabilidad de error.

b) Para relacionar la probabilidad de error de bit con la de simbolo,
se asume que la relacion entre el nivel de los simbolos y el ruido es
suficientemente alta (como se indica en el enunciado) de forma
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que la probabilidad de una salto de mas de un intervalo sea
muy pequenia. En esas circunstancias, asumiendo codigo Gray,
un simbolo erréneo significard un solo bit erréneo en cada bloque
de 2 bits. Por tanto la probabilidad de error de bit P, sera la
mitad de la de simbolo, es decir

Ejercicio 1.25.

Se desea estimar el valor de la variable aleatoria Y mediante una
constante, es decir, Y = a, de forma que el error cuadratico medio
cometido sea minimo. Determinar el valor de la constante « y calcular
dicho error.

Solucién

Se trata de minimizar E[(Y —Y)?], para lo cual se deriva esta expresion
respecto al parametro a y se iguala a cero

IE[(Y — a)?]

O =0

Intercambiando el orden de la derivada con la esperanza y operando
se tiene
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La derivada segunda es positiva, w =2 > 0, con lo que se

confirma que el resultado obtenido corresponde efectivamente a un
minimo.

Respecto al error cuadratico medio minimo (MMSE), basta con eva-
luar E[(Y —Y)?] con o = 7, resultando MMSE = E[(Y —7)?], que es
la varianza de Y.

MMSE = o}

Por tanto, la media es la constante que mejor representa los valores
de una variable aleatoria en sentido de minimos cuadrados. El valor
del error cometido en estas circunstancias corresponde a la varianza.

Ejercicio 1.26.

La variable aleatoria bidimensional (X,Y") se distribuye de manera
uniforme en el recinto indicado en la figura 1.38. Su fdp conjunta
viene dada por la expresion

fxyv(zy) =2, 0<zx<1l O<y<uz.

—
I

0 1 X

Figura1.38 Recinto de definicion de la variable (X,Y) del ejercicio 1.26.

a) Calcular las fdp marginales fx(z)y fy(y).
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b) Calcular la fdp condicional fy|x(x,y).

¢) Determinar una funcién ¢(-) tal que permita estimar el valor de
Y a partir del valor de X, de forma que el error cuadratico medio
cometido en la estimaciéon sea minimo.

d) Determinar una funcion lineal que permita estimar el valor de Y’
a partir del valor de X de forma que el error cuadratico medio
cometido en la estimacion sea minimo. Calcular dicho error.

Solucion

a) Las fdp marginales se calculan integrando la fdp conjunta res-
pecto a la variable que desaparece, segtin (1.55)

fx(z) = / fxy(z,y)dy = / 2dy =2z, 0<ux<1.
—00 0

00 1
frly) = /_ fXY(I,y)dx:/ 2dx =2(1—vy), 0<y<l1.

Y

fx(z) =2z, 0<zx<1

friy)=2(1-y), 0<y<1

Hay que tener precaucién al establecer los limites de integracion,
pues el rango de valores que toma una variable depende del va-
lor que haya tomado la otra. En particular, dado un valor de z
concreto, la variable y sélo podra tomar valores en el intervalo
[0, z]. Igualmente, dado un valor de y, la variable z sélo podra
tomar valores en el intervalo [y, 1], como se puede deducir facil-
mente con ayuda de la figura 1.38. Las funciones fx(x) y fy(y)
obtenidas se representan en la figura 1.39.

Como se puede apreciar, es més probable que la variable X tome
valores cercanos a 1 que a 0, y al revés ocurre para la variable
Y. Esto estd de acuerdo con la intuicion, pues observando el
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recinto donde pueden tomar valores las dos variables de forma
equiprobable, se ve que hay méas area en el entornode x = 1 y en
el entorno de y = 0 que en cualquier otro entorno. En concreto,
el area de un recinto de lado Az es mayor si Az esta ubicado
cerca de 1 que si esta cerca de 0. Lo correspondiente ocurre con
la variable Y.

K@) hW)|

(a) (b)

Figura1.39 Funciones fdp marginales del ejercicio 1.26. (a) fx(z) y (b) fy(y).

b) La fdp condicional de una variable a otra se obtiene mediante la
expresion (1.56)

2
fY|X(y,$):M:—: , 0<a2<1, O0<y<u.

fx(z) 2x

K|~

1
fY|X($,y):E, O<zx<l1l, O<y<zx

Interesa representar fy|x(y,z) de forma paramétrica, como se
muestra en la figura 1.40, donde se pone de manifiesto que para
cada valor de x, la variable Y|(X = z) se distribuye uniforme-
mente entre 0 y x.

¢) El estimador 6ptimo viene dado por la expresion (1.94)

y=¢(r) = /OO yfyix(z,y)dy

o0
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fY|X (z,y)

8| =

0 T Yy

Figura1.40 Funcién fdp condicional fy | x(z,y) del ejercicio 1.26 representada de
forma paramétrica.

Sustituyendo los resultados obtenidos en los apartados anteriores
se tiene

y = ¢(x) /0 Jdy=35, 0=<z<

y=x/2, 0<z<1

En la figura 1.41 se representa la funciéon de estimacion optima
obtenida, junto con la regiéon del plano en la que toman valo-
res las variables X e Y. Como se puede apreciar, el valor de Y
estimado corresponde con el punto medio del rango de valores
que puede tomar Y, dado el valor observado de X. Por ejemplo,
para un valor observado x = %, el valor estimado para y resulta
ser y = i, que coincide con el punto medio del rango de valores
que puede tomar y en esas condiciones, que es [0, %] Este com-
portamiento es previsible, pues, segin los resultado del ejercicio
1.25, el valor que mejor estima una variable aleatoria es su me-
dia. Dado que Y|(X = z) es uniforme en [0, 2|, su media es z/2,
que es el resultado obtenido.

Observar que el estimador 6ptimo es lineal, lo que significa que
en el proximo apartado, en el que se pide el estimador lineal
6ptimo, se debe obtener el mismo resultado.
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—
I

L y=1/2

0 1 X

Figura1.41 Funcion de estimacion 6ptima, y = /2, y region de definiciéon de la
variable (X,Y") del ejercicio 1.26.

e) El estimador lineal 6ptimo viene dado, segin (1.95), por la ex-

presion y = ax + b, siendo

Cxy _ —_
a=—, b=7y—ax,

Para evaluarlo, es preciso previamente calcular la covarianza
entre las dos variables, cxy = E[XY] — 7 -7 y la varianza
0% = E[X? - 7%

E[XY] = /_OO /_00 xy fxy (z,y)dxdy

oo 1 1
E[X? = / P fx(r)dr = [ 22°dw = 3

—0o0 0

oo 1 2
EX| = / vfx(z)dr = | 22%dr = 3

—o0 0

ElY] = /_Oo yfy(y)dy = /O 2y(1 —y)dy = %

o0

donde se han empleado las expresiones de fx(z) v fy(y) obte-

nidas en el apartado b). De esta manera, 0% =3 — (3)? = &, ¥

3
_1_1.2_ 1 _1 _
Cxy =733 = 360 conlocual, a =5y b=0. El resultado es,

como se esperaba, idéntico al del apartado d).
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y=x/2, 0<z<1

La expresion del MMSE para el estimador lineal 6ptimo en el
caso de 2 variables aleatorias es, segun (1.96),

MMSE = (1 — p%y) 0y,

siendo pyy = =X, El tnico estadistico que resta por calcular
OXO0y

es la varianza 0% = E[Y?] — 3°.

B = [ty = [ 220 -y =g,

o
1 1y2 1 . 2 1
s —(3)° =15 yasi, pxy = ;.

Sustituyendo valores se tiene

con lo que 0% =

MMSE = 1
24

Ejercicio 1.27.

Se desea estimar el valor de la variable aleatoria Y a partir de la obser-
vacion del valor de las N variables Xy, ..., Xy mediante la siguiente
funcioén lineal:

N
i=1
a) Demostrar que el sistema de ecuaciones para calcular las cons-

tantes a;, ¢ =1,..., N y b bajo el criterio de error cuadratico
medio minimo es, segin (1.98) y (1.99),

N
> aicxx, = eyx,, m=1,... N (1.124)
=1
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b) Demostrar que el error cuadratico medio minimo alcanzado viene
dado por (1.100)

Solucién

N

MMSE = (752/ — Z arCy Xy, -

k=1

a) Se trata de encontrar los valores de a;, i = 1,..., N y b que mini-
micen el error cuadrético medio E[(Y —Y')?]. Para ello se iguala
a cero la derivada, con lo que se obtiene el siguiente sistema de

N + 1 ecuaciones con N + 1 incégnitas

2F

2F

OBy V)] _
oa,, ’
OB[(Y =) _
ob ‘

Ay —Y)
oa,,

LAY —Y)]
ab

Sustituyendo Y = Zf\il a; X; + by derivando se tiene

2K

2F

(Y — Z a; Xi —b) - (=Xpn)

N

(Y => aX;—b)-(-1)

=1

Aplicando linealidad del operador esperanza y reordenando tér-
. - . — N
minos, la segunda ecuacion se convierte en b =y — > .7 a;7;.
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Sustituyendo en la primera y operando

N
E|-YX,, + Z @i XiXm +TXm — Xom Z a;%;| =0,

i=1 =1

que tras cierta manipulacion da lugar a
N
> ai (E[Xi Xy =T Tn) = EY Xp] =G T, m=1,...,N.

A continuacién se pueden identificar los siguientes estadisticos:

CXiXm = E[Xsz] — fi . fm
¢y xX,, — E[YXm] - y : Emv
con lo cual se llega finalmente al sistema propuesto en el enun-
ciado.

El error cuadratico medio minimo es E[(Y — Y)?], donde Y
es el estimador 6ptimo calculado con el sistema de ecuaciones
obtenido en el apartado anterior. Asi,

N N
<Y =) w X, - b) (Y =) an X — b)]
k=1 m=1
Sustituyendo b por su valor y reorganizando términos se tiene
N
X (Y —y— Zam(Xm —fm)>] :
m=1

Aplicando linealidad del operador esperanza e identificando tér-
minos se llega a

N
MMSE = a?/ — Z arCy x, — Z amcyx,, + Z Z Ak AmCX Xy -

k=1 k=1 m=1

MMSE = FE

MMSE = FE
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El término del doble sumatorio se puede escribir como
N N N N
E E ArmCx, X,, = E Qg E AmCX Xy,
k= k=1 m=1

1 m=1

La expresion entre paréntesis coincide con el término a la iz-
quierda de la igualdad en el sistema de ecuaciones que resuelve
el problema de estimacion 6ptima (1.124). Por tanto, se puede
sustituir por el término a la derecha de la igualdad cyx,, . Asi,

N N N
2
MMSE = oy — g arCy x, — E amCyx,, + g amCyx,,
k=1 m=1 m=1

N

_ 2

= Oy — ArCy Xy,
k=1

que es la expresion que se queria demostrar.

Ejercicio 1.28.

Se desea estimar el valor de la variable aleatoria Y a partir de dos
observaciones ruidosas. En concreto, sea

Xl = Y+N1
Xo = Y + Ny,

donde N; y Ns son dos variables aleatorias que modelan el ruido. Se
sabe que Y, Ny y Ns son independientes entre si, que sus medias son
nulas y que oy, o}, v 0%, son valores conocidos.

a) Determinar las constantes ay, as y b para que Y = ay X1+as Xo+b
sea el estimador lineal que minimiza el error cuadratico medio.

b) Interpretar el resultado obtenido para el caso de que las varianzas
del ruido sean iguales, 03, = o3, = 0% (Qué ocurre si o3, — 07.

¢) Repetir para el caso de que las varianzas del ruido sean diferentes,

0]2\,1 #+ 0]2\,2 .
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Soluciéon

a) Para disefiar un estimador 6ptimo lineal MSE se recurre al sis-
tema de ecuaciones (1.98), (1.99)

N
> aicxx, = eyx,, m=1,...,N (1.125)
=1

N
b o= §- ) i (1.126)
=1

Para el caso de N = 2, es necesario previamente determinar los
valores de los siguientes estadisticos que aparecen en el sistema
de ecuaciones: 0%, 0%,, Cx,X2) CxoX1> Cvxy Y Cyx,. Los valo-
res de las medias son nulos, por lo que b = 0, como se deduce
directamente de (1.126).

Respecto a 0%, se tiene que

ok, = E[X{]=E[Y + M)’
= E[Y?|+2E[YN]+ E[N}] =0} + 0%,

ya que E[Y N;] = 0 al ser ambas variables independientes y tener
Ny media nula. De forma analoga se tiene 0%, = 03 + 03,

Con respecto a las covarianzas de las observaciones, se puede
escribir

CX1Xy = CXoX1 — E[X1X2] - E[Xl]E[XQ]
= E[(Y + Ni)(Y + No)]
= E[Y*+ E[YN]+ E[YNy] + E[N; N

_ 2
= 0y,

va que, las medias son nulas y

E[YNy] = E[Y No] = E[N;No] = 0.
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Por tltimo,
cyx, = E[YXi]— E[Y]|E[X]]
= EY(Y +N)] - EY]E[(Y + N)]
= E[Y*]+ E[YN,] — E[Y]E[(Y + N,)]
2
= Oy.
Siguiendo los mismos pasos se obtiene cyx, = 0. Asi, el sistema
de ecuaciones (1.125) queda
O-g(l CXIXQ . a’l — CYXl
CXs X 03(2 az cyx, |
Sustituyendo los valores obtenidos se tiene
oy + o, 0% fa | | oy
0% oy + o3, as | | o% |’
cuya solucion es
o 7303,
! oyoR, +ovox, + o3, 0%,
5 =
0—52/0—]2\[1 + 0-12/0-]2\72 + 0—]2\]10_]2\72
b) En caso de que las varianzas del ruido sean iguales entre si,

sustituyendo o% = 0]2\,1 = 012\,2 en las expresiones de a; y as, se

obtiene )

a; = ay = _ %
P 20 + 0%
El estimador resulta
R 2 1 1
y =5 (—X1 + —XQ) , (1.127)
o} + X 2 2
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que es la media aritmética multiplicada por un factor de atenua-

2
., . ag 2
cion igual a ——-. Este factor serd tanto menor cuanto mayor

0%4—@
sea el nivel de ambos ruidos. Asi, si los niveles de ruido de las
dos observaciones son iguales, el peso de ambas en la estima es
el mismo. Sin embargo, ese peso no es %, €como en principio se
podria esperar. Esto es consecuencia directa del criterio de mi-
nimizacién del error cuadratico medio, que hace que cuanto mas
ruido haya, méas cercana sea la estima 6ptima al valor medio de

la variable a estimar, en este caso, cero.

Si 0% — 0, el estimador (1.127) tiende a la media aritmética de
las observaciones
- 1 1
Observar que, en estas condiciones, N1 y Ny son variables alea-
torias de media nula y varianza tendente a cero, lo que significa
que Ny = Ny — 0, con lo que X; = Xy — Y y el estimador
(1.128) es, en realidad,
Y Y.

Esto significa que la estima tiende a ser perfecta, como cabe
esperar de una estimacion en ausencia de ruido.

¢) Caso de varianzas del ruido diferentes, la relacion entre las cons-
tantes a; y ag es
2
a1 On,

J— 3
0/2 O—Nl

lo que significa que cuanto mayor sea el ruido en una observacion,
menor serd su peso en la estima y viceversa.

Ejercicio 1.29.

Para estimar la media T de una variable aleatoria X, se puede ejecutar
N veces la variable de forma independiente y promediar los valores
obtenidos. Esto es estadisticamente equivalente a ejecutar una sola
vez N variables aleatorias independientes y estadisticamente iguales a
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X y promediar los valores obtenidos. Segtn esto, la estimacion de la
media se puede llevar a cabo con la operacion

| N
~_ 1 X, |
>

donde 7 es el estimador de la media y donde X1,..., Xy son las N

variables estadisticamente iguales a X. Observar que el estimador =
es también una variable aleatoria.

a) Calcular la media y la varianza del estimador de la media pro-
puesto, sabiendo que la media de X es T y que la varianza es
2
O‘X'

b) Admitiendo que N es suficientemente elevado, ;jqué se puede
decir sobre la funcion densidad de probabilidad del estimador
x?

¢) Se desea estimar la probabilidad de error de bit en una simu-
lacién de un sistema de comunicaciones digitales. Para ello se
transmiten N bits y se contabiliza el nimero de bits erroneos N,
en recepcion. El estimador de la probabilidad de error p, consiste
en el cociente NW

La cuestién de cuantos bits se deben enviar para que la estima-
cion sea fiable se puede abordar con los resultados obtenidos en
los apartados anteriores. En concreto, se plantea determinar cual
es el nimero minimo de bits N que se deben enviar para que,
con una probabilidad del S por ciento, la estima no se desvie
del valor correcto en més de un « por ciento. Particularizar el
resultado para el caso de estimar una probabilidad de error del
orden de 1073 con a =10% vy B = 90 %.

Solucién

a) El calculo de la media es inmediato, pues basta con aplicar la
propiedad de linealidad del operador esperanza, resultando
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BE = |5 Yo% =5 > B =7,

es decir, la media del estimador coincide con el parametro esta-
distico a estimar. Cuando esto ocurre se dice que el estimador
es insesgado, que es una propiedad deseable en todo estimador.

Para determinar la varianza se aplica el hecho de que la varianza
de la suma de variables aleatorias independientes es igual a la
suma de las varianzas de cada una de las variables, segin se
indica en (1.93). Asi,

1 1

donde 0% es la varianza de la variable X. Este resultado significa
que, aunque la varianza del estimador nunca podré ser nula (que
seria lo ideal), si puede reducirse tanto como se desee aumentan-
do el ntimero de valores promediados N. Cuando esto ocurre
se dice que el estimador es consistente, que es otra propiedad
deseable en un estimador.

Resumiendo resultados,

Elil =7
1
O'% = NU?{

b) La variable ¥ es la suma de un ntimero elevado de variables alea-
torias idénticas e independientes entre si. En virtud del teorema
del limite central es de esperar que T tienda a distribuirse de for-
ma gaussiana con la media y varianza calculadas en el apartado
anterior, es decir
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gNN(T,Ux/\/N)

¢) Sea X una variable aleatoria que representa los resultados de

la transmisién. En particular, X tomaré el valor 1 cuando se
produzca un error al transmitir un bit y 0 cuando no se produzca.
Las probabilidades asociadas son p. y 1 — p. respectivamente,
siendo p. la probabilidad de error que se desea estimar.

El estimador propuesto se puede escribir como

N
N, 1
Ae =—=— Xz 5
TN TNE
donde X; =1,..., N son N variables estadisticamente iguales a

X. La estimacion de la probabilidad de error consiste pues, en
estimar la media de la variable X siguiendo la estrategia indicada
en el enunciado. Aplicando resultados del apartado a), se tiene

donde se ha hecho uso de que T = p. y 0% = p.(1 — p.), como
es inmediato comprobar. Invocando ahora las conclusiones del
apartado b), se puede afirmar que

b N (e P2y,

La cuestion planteada en el apartado se puede escribir de forma
analitica asi: encontrar en N minimo tal que

B

p <|A | < a > >
r e — Me T AAMe = TAAN
Pe = Pel = 700P¢) = 100

para cuyo célculo hay que integrar la fdp gaussiana en el intervalo
indicado, tal y como se muestra en la figura 1.42.



Capitulo 1. Variables aleatorias. Ejercicios 97

) e

/N
p.-p|<%p,)

1

.

=

(I-wp. A+,

Figural.42 Funcién densidad de probabilidad del estimador p. del ejercicio 1.29
y area de integracion correspondiente a Pr(|pe — pe| < 135Pe)-

Procediendo, se tiene

1_2Q<(1+%)p6_p6) Zi

Oy 100

Pe

Sustituyendo affe por su valor se puede despejar el valor minimo

de N,

Para p. ~ 1073, o = 10 y 8 = 90 se obtiene N ~ 23000. Esto
significa que para estimar una probabilidad de error que sea del
orden de 1073 de forma que con una probabilidad del 90 % la
estima esté en un intervalo del 10 % alrededor del valor correcto
habria que simular el envio de, al menos, 23000 bits.

Observar que, segiuin se deriva de la expresion obtenida, tanto si
a — 0 como si f — 100, ocurre que N — 00, es decir, que el nu-
mero de bits requeridos en la simulacién aumenta ilimitadamente
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al reducir el tamano del intervalo de confianza y/o al aumentar
la probabilidad de que la estima esté dentro del intervalo, algo
que era de esperar seglin la intuicion.

Ejercicio 1.30.

Sea una variable aleatoria gaussiana bidimensional con fdp fxy(z,y).

a) Demostrar que la fdp mariginal fx(x) es gaussiana.

b) Aplicando los resultados del apartado a), demostrar que el esti-
mador 6ptimo MSE indicado en (1.94) es lineal en el caso de que
las dos variables involucradas sean conjuntamente gaussianas.

Solucién

a) Dada la fdp de una variable aleatoria bidimensional fxy(z,v),
la fdp marginal de X se obtiene mediante (1.55)

fx(z) = / fxy (@, y)dy. (1.129)
La fdp de una variable gaussiana bidimensional es, segin (1.74),
1
fXY('ray) = eXp(_a(x7y))a
2roxoy\/1 — p?
con
1 r—7)? r—T)(y—7 y—7)?

S S (. e Vi WLV | A

2(1—p?) 0% oxOy oy

Sumando y restando el término p*(z — T)?/0% en el argumento
de la exponencial, resulta

—1 y—y (z —7) ’ (v —7)° 2
exp<2(1—p2) [< ov " ox )+ o% (1_p)D
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Asi, fxy(z,y) se puede expresar como

frer(z,y) = 2mox . 2moi (1 — p)? exp(=b(z,y),
I () D (z.y) ’
con

e e

Introduciendo esta expresion en la integral (1.129) se tiene

fx(@) = L(x) / " L. y)dy.

o

El integrando I5(x,y) corresponde a la fdp de una variable alea-
toria gaussiana de media 7 — pg(j:i y varianza o% (1 — p?), por
lo que la integral desde menos inf-/mito a infinito valdra 1, con lo

que finalmente queda

fx(@) = I(z) = \/%OXeXp (_%) 7

que es la fdp de una gaussiana unidimensional.

De los calculos anteriores se deriva un resultado importante para
la resolucion del proximo apartado. En concreto, sabiendo que
la fdp conjunta de una variable aleatoria bidimensional se puede
expresar como la fdp marginal por la fdp condicional, segin se
indica en (1.56)

fxy (2, y) = fx(x) fyix(z,y)

y teniendo en cuenta que en el presente problema
fxv(z,y) = Li(z)x(2,y)
con fx(z) = I(z), se llega a que fy|x(x,y) = Ix(z,y), es decir,
la fdp condicional de dos variables gaussianas es
1

fY|X(x7y) = 97102 (1 — ,02) exp(—b(l‘,y)), (1130)
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siendo

)= g (7 o)

b) Dadas dos variables aleatorias X e Y, el estimador 6ptimo MSE
para estimar el valor de Y a partir del valor de X viene dado,
segn (1.94), por

[e.e]
g = qb(x) = / Y- fY|X($7?J) dy,
—0o0

que corresponde a la media de la variable aleatoria Y|(X = z),
cuya fdp es fyx(x,y). Esta fdp viene dada por la expresion
(1.130), obtenida en el apartado anterior. Considerandola una
funcién y con x como parametro, se trata de una gaussiana cuya
media es § + 27 (v — T) y cuya varianza es oy, (1 — p?). Segtin
lo comentado anteriormente, el estimador 6ptimo corresponde
precisamente a la media de esta variable condicionada, con lo
cual no es necesario realizar ningtin calculo. El estimador 6ptimo
viene dado por

j = ¢() =@+p§—;<w—f>,

que es una funcién lineal, como se queria demostrar.

Ejercicio 1.31.

Demostrar que la suma de variables aleatorias gaussianas independien-
tes da lugar a otra variable aleatoria gaussiana.

Solucién

Sea Z = Zf\il X, donde X; ~ N (7;,0x,) parai =1,...,N. La fun-
cion caracteristica de Z se puede expresar, segun (1.39), como
N

N
HejWXi] =TI,
=1

=1
(1.131)

Oy (w) = B[] = B[] =
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donde se ha aplicado que las variables son independientes entre si
y, por tanto, la esperanza del producto es igual al producto de las
esperanzas. La funcion caracteristica de una variable gaussiana es, tal
y como se indica en (1.42),

2
by (w)=F [eiji] = exp (]SU_WJ — %Jg(i) (1.132)

Sustituyendo (1.132) en (1.131) se llega a
N 2
v = [[ew (somi- 22, )

N 9 N
. I Z 2
= exp | Jw E T; — 7 UXi

i—1 i=1
que corresponde a la funcion caracteristica de una gaussiana con media
z =SV 7 y varianza 0% = 3., 0% , lo que confirma que Z es un

= 2=y z = 24i=19x;, 104 q a

variable aleatoria gaussiana.

Ejercicio 1.32.

La expresion de la fdp de una variable aleatoria gaussiana N-dimensional
es, segun (1.75),

1 1
X) = - ex ——X—itC_lX—i),
) = e o0 (PR 9
donde X = [Xi,...,Xn]" es el vector formado por las N variables
aleatorias Xi,..., Xy, X = [T1,...,Tn]|" es el vector de las medias y

donde Cx es la matriz de covarianza de las N variables aleatorias,
definida en (1.68).
Confirmar que esta expresion para el caso de N =2 es

1

fxix, (21, 20) = -exp (—a(zy,x2)), (1.133)
2mo1094/1 — p?
siendo
r1 —T1)2 x, — T )10 — X Ty — To)?
( 102 1) —Qp( 1 ;)gz 2)+( 202 2)
a(xy, z9) = L 172 2
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Solucion

Particularizar la expresion para el caso de N = 2 requiere calcular el
determinante y la matriz inversa de la matriz de covarianza de las dos
variables aleatorias involucradas, X; y X5. Los vectores X y X son
X = [X1, Xy vy X = [T1,To]". La matriz de covarianza para N = 2
adopta la forma

Cx = Blx-x-xX-x = £ || T2 [ [%-m xe-m ]|
2 o e H e )

donde se ha usado la notaciéon simplificada 01 = ox,, 02 = 0x, ¥
P = px,,x,- Bl determinante de la matriz de covarianza es

det(Cx) = oioa(1 — p?). (1.134)

La matriz inversa se puede expresar como

1 __p
a'f 0102
Cyl=+—"22 =2 4 1.135
x (1—p?) (1.135)
El exponente de la fdp N-dimensional queda entonces
X% CRX-%)=[X,-7 Xo-7|Cg| 0
X X | X, -7
_ 1 X —m\*_, (G -7)(Xo=T) | (X =T ?
(1—p?) o3 P 0102 o3 .

(1.136)

Sustituyendo (1.134), (1.135) y (1.136) en (1.133) se llega a la expre-
sion propuesta.
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Ejercicio 1.33.

Sea Xi,..., Xy un conjunto de variables aleatorias igualmente dis-
tribuidas con misma media T y misma varianza ¢%. Considerar la
variable suma

Demostrar que la variable Z tiende a ser gaussiana con z = 0y o3 = 1
cuando el nimero de variables sumadas tiende a infinito.

Sugerencia: Desarrollar la funcion caracteristica de Z en serie de Taylor
alrededor de w = 0.

Nota: Este es el enunciado del teorema del limite central para el caso
de variables igualmente distribuidas.

Solucién

Por comodidad, definamos la variable X; como X; = X;—j La funcién

caracteristica de Z se puede expresar, segin (1.39), como

byw) = B =ElemTo% =

i=1 =1

donde, como en el ejercicio 1.31, se ha hecho uso de la independencia de
las variables y donde ®(w) es la funcién caracteristica de cualquier
variable X;. A continuacion se desarrolla ®(w) en serie de Taylor
alrededor de w = 0, con lo cual se tiene

Bolw) = [050) + 100 () + 3050 ()’

N

nr

+ 590,(0) (ﬁv)ng]
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A partir de la propiedad indicada en (1.41), se obtienen las siguientes
identidades:

D(0) = 1
OL(0) = jE[X]=
PL(0) = —B[X?Y=-1

z(w) = {1 - % () (ﬁ)s +o }

Para un valor finito de w, si N — o0, el tercer y posteriores suman-
dos de la expresion de @, (w) se hacen despreciables frente a los dos
primeros, puesto que el orden del exponente de N es menor. Por tanto,

2\ N

. , w _w?
lim ¢z(w)= lim (1——| =e 2.
N—o00 N—o00 2N

Como se puede comprobar, esta funcién caracteristica corresponde a

la de una variable gaussiana con media z = 0 y varianza o = 1, segiin

se indica en (1.42), con lo que queda demostrado que Z es una variable

aleatoria gaussiana.

Ejercicio 1.34.

En este problema se pretende demostrar que la aplicacion de una trans-
formacion lineal a N variables conjuntamente gaussianas da lugar a
otras N variables conjuntamente gaussianas.

En particular, sean N variables aleatorias conjuntamente gaussianas
Xi,..., Xy, de medias nulas, cuya fdp conjunta viene dada por (1.75)

1 |
X) = cexp | —=X'C X) ,
fx(x) /@m)Vdet(Cx) ( 2= ¥
donde X = [X3,..., Xx]|" es un vector formado por las N variables y

donde Cx es la matriz de covarianza asociada, definida en (1.68).
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Considerar la transformacion lineal Y = AX, donde A es una matriz
de N x N invertible. Demostrar que Y es también un vector de N
variables conjuntamente gaussianas.

Solucién

El método directo permite calcular la nueva fdp segin la ecuacion
(1.81)
fx(y) = fx(h(y)) - [ Jx(¥)] (1.137)

La transformacion Y = AX corresponde al siguiente conjunto de ecua-
ciones:

Y1 = anXi +apXe+ - +anXy
Yo = anXi +anXe+ -+ anXny

Y = amXi +aneXo+ - +anvnXn.

El jacobiano Jy(x) estd definido en (1.82)

oy Oy ... Oy
o1 0o 8ClfN
Jy2  Oya .. Oy
JY (X) = det ox1 Oxo oxrn ,
Oyn  Oyn .. Ouyn
8:21 8$2 8:EN

que aplicado a la transformacion lineal da lugar a Jy (x)=det(A ), como
es inmediato verificar. Es decir, el jacobiano de una transformaciéon
lineal corresponde al determinante de la matriz de transformacién.
Aplicando ese resultado a la transformacién inversa X = A~'Y, se
tiene Jx (y) = det(A™') = 1/det(A). Sustituyendo en (1.137),

_ 1/]det(A)] ox L N AT S
fx(y) ) det(Cx) p( S(ATY)'Cx(A Y))
1

1 t —I\t~—1 —1
~ /N det(Cr)[det(A))E T (_§Y (A7) Cx A Y)'

A continuacion se debe verificar si la expresion obtenida corresponde
a la fdp de N variables conjuntamente gaussianas. Para ello, observar
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que la matriz de covarianza de Y se puede expresar como
Cy = E[YY'] = E[(AX)(AX)'] = E[AXX'A'] = ACxA'
y su inversa
Cy' = (ACxA) ' = (ADH)iCcy'A™L
Observar asimismo que el determinante de Cy es
det(Cy) = det(A)det(Cx)det(A") = det(Cx)[det(A)]%
Identificando términos, fy(y) se puede expresar como

1 |
F(y) = \/(ZW)Ndet(CY) exp (—EY Cy Y) ,

que corresponde a la fdp de N variables aleatorias conjuntamente gaus-
sianas, como se queria demostrar.

Ejercicio 1.35.

En el ejercicio 1.31 se demostré que la suma de variables gaussianas
independientes da lugar a una variable gaussiana. En este ejercicio se
pretende demostrar que la suma sigue siendo gaussiana sea cual sea la
relacion que exista entre las variables. Para ello, considerar

Z=X+Xo+ -+ Xy,

donde las variables X7, ..., Xy son conjuntamente gaussianas. A tra-
vés de la funcion caracteristica, demostrar que Z es gaussiana. Asumir
medias nulas.

Nota: La funcién caracteristica de una variable gaussiana N dimensio-
nal de medias nulas viene dada por (1.76)

(PX(Q) = exp (—%QCXQt) y

siendo Cx la matriz de covarianza del vector X = [Xi,..., Xy|' y

siendo Q = [wy,...,wy].
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Soluciéon

La funcion caracteristica de Z, segtin (1.39), se puede escribir como

El ultimo término de esta expresion corresponde, tal y como se indica
en (1.72), con la definicion de funcién caracteristica ®x(€2) de una
variable N dimensional X para el caso particular de Q, = [w, ..., w].
En efecto, observar que

E[ejw($1+x2+-~~+a:N)] — E[ejﬂ"x} — (DX(QO)

Al ser las variables X1, ..., X conjuntamente gaussianas, su funcién
caracteristica es, segtin (1.76), Px (2) = exp[—1QCx Q). Particulari-
zando esta funcién para €2 = €2, se puede escribir

Dy (w) = Px () = exp (—32,Cx Q) .

El producto matricial del exponente se calcula facilmente, al ser €2,
un vector de valores constantes.

w
Cir - CIN w N
QC Qt—[ . . _ 2
oLxil, = | W - W] : : .| =W Cij -
: i=1 j=1
CN1 "' CNN =
w

La funcién caracteristica de Z queda como
| NN
2
)= o (5323 ).
i=1 j=

que corresponde a la funcion caracteristica de una variable gaussiana,
segin se indica en (1.42), siendo la media nula y la varianza

N N
2 _ § E
07 = Cij-

i=1 j=1
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Ejercicio 1.36.

Una variable aleatoria bidimensional se dice que presenta circularidad
simétrica cuando su comportamiento estadistico no varia ante un giro
del sistema de coordenadas. Demostrar que dos variables X; y X
conjuntamente gaussianas, independientes, con medias nulas y misma
varianza o? presentan dicha propiedad.

Solucién

Se va a aplicar una transformaciéon que suponga un giro a las variables
de partida X; y X, lo que dara lugar a las variables Y] e Y5. Se trata
de verificar que la fdp de las variables transformadas es la misma que
la de las variables de partida, sea cual sea el angulo de giro.

Segin se present6 en el ejercicio 1.17, la transformacion que provoca
un giro del sistema de coordenadas de un angulo 6 viene dada por las
siguientes ecuaciones:

y1 = cos(0)xq + sen(0)xy
Yo = — sen(0)xy + cos(f)x,.

Se aplica el método directo para obtener la fdp de las variables trans-
formadas, cuya expresion es, segin (1.77),

fYIYQ(y1>y2) = fX1X2(9€17$2) : UX1X2(?/1,y2)|,

donde
x1 = cos(0)y; — sen(6)ys

xe = sen(0)y; + cos(0)ys.

El jacobiano de esta transformacion inversa es

Ix,x, (Y1, y2) = det S;SIEZ; _ci)esr(lé?) = cos?(6) +sen?() = 1.

Sustituyendo fx, x,(x1,x2) por la fdp de una variable gaussiana bidi-
mensional, se tiene

1
friva(y1,92) = 5 exp(—a(y1, y2)),

2mo
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con

1 1
a(yr,y2) = @[003(9)?/1 - sen(G)y2]2 + @[Sen((?)yl + COS<9)y2}2‘

Desarrollando los cuadrados en el exponente y simplificando se obtiene

1 —1
Friva (91, y2) = 5—5 exp (W(?ﬁ + y%)) ,

lo que significa que Y] e Y son variables conjuntamente gaussianas,
independientes, con medias nulas y misma varianza o2, al igual que X
y Xa, con lo cual se puede concluir que son variables con circularidad
simétrica.

Ejercicio 1.37.

Sea la variable Z = ZiNlef, donde Xji,..., Xy son variables alea-
torias gaussianas independientes entre si, de media nula y varianza
unidad. Determinar la fdp de Z mediante los siguientes pasos:

a) Calcular la fdp de V = X? con alguno de los métodos sistemati-
cos de transformacion de variable aleatoria.

b) Calcular la funcion caracteristica de V, @y (w).

¢) Partiendo del resultado anterior y teniendo en cuenta la indepen-
dencia de las variables sumadas, calcular la funcion caracteristica

de Z7 CIDZ(w).
d) A partir de &4 (w), determinar fz(z).

Solucién

a) El método directo para la trasformacion de variables aleatorias
requiere que la transformacion tenga inversa o que se pueda di-
vidir en tramos en los que tenga inversa. En este problema, la
transformacion inversa es x; = +4/v, lo que significa que se de-
ben considerar dos transformaciones por separado y sumar los
resultados, segin se indica en la teorfa.
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s Transformacion v = xf para x; > 0. La expresion del mé-
todo directo es, segun (1.43),

6%

fr() = fx,(z:) - 0|

donde x; debe ser sustituido por su valor segiin la funcién
inversa x; = y/v. Con esto,

1 —1
e_v/Q . ‘_

u(v).

» Transformacion v = x? para x; < 0. En este caso la funcion

inversa es x; = —/v, 1o que da lugar a la misma expresion
1 1
. —v/2
v)=——c¢e : u(v).
o) = = (v

La fdp de la variable transformada se obtiene sumando ambas
contribuciones.

b) La funcion caracteristica de V' es, segtn (1.39),

(Dv(CU) — FE [ejwv 71/2 v(1/2— Jw)d’U

_m/

Con el cambio de variable t = v (1/2 — jw), la expresion anterior
se transforma en

1 /Oo “1)2 4 1
W)= —=—o-—— t e dt = ———,
J2m (L — jw) o VI=2jw

va que la integral definida toma el valor /7.
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1
Oy (w) = ———
viw) VI-2jw
¢) Como las variables X1, ..., Xy son independientes entre si, tam-
bién lo seran las variables X2, ..., X%. La funcién caracteristica

de la suma de variables independientes es igual al producto de
las funciones caracteristicas de cada una de las variables suma-
das. Llamando V; = X2, se tiene que ®y; (w) = (1 — 2jw) /2
segin el apartado anterior y, por tanto,

Pz(w) = H Dy, (W),

con lo cual

1

P = g

Segun la teoria, la transformada de Fourier de una fdp corres-
ponde a la funcién caracteristica con argumento invertido, es
decir,
TH{fz(2)} = ®z(-w),

por tanto, fz(z) = TFH®4(—w)} = TF! {W} Te-
niendo en cuenta que N es par, se realiza la transformacion in-
versa (consultar tabla de pares transformados y propiedades),
resultando

ZN/2_1 e—z/Q U(Z)

|2 —

fz(z) = m

La variable obtenida recibe el nombre de variable Chi-cuadrado.






Capitulo 2

Caracterizacion de senales
aleatorias

2.1. Herramientas para el estudio de sena-
les aleatorias

Aun siendo las senales deterministas y aleatorias conceptualmente
muy diferentes, existen funciones que permiten caracterizarlas de for-
ma comin, lo que constituye una interesante unificacion en el andlisis
de ambos tipos de senales.

En el caso de senales deterministas, la expresion analitica y la transfor-
mada de Fourier son las dos herramientas que permiten caracterizarlas
en el dominio del tiempo y la frecuencia respectivamente. No obstan-
te, para una senal aleatoria no tiene sentido definir tales funciones. En
el caso de senales aleatorias que cumplan la propiedad de estaciona-
riedad se recurre a lo que se conoce como funcion de autocorrelacion
y a la funcion densidad espectral de potencia(dep) para estudiar su
comportamiento en el tiempo y en la frecuencia respectivamente.
Ocurre que también se pueden definir estas funciones para senales
deterministas, con lo que autocorrelaciéon y densidad espectral de po-
tencia se convierten en las herramientas para el estudio unificado de
ambos tipos de senales.

En la figura T2.1 se muestra el esquema de las herramientas empleadas
en el estudio de ambos tipos de senales.

113
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Tiempo Frecuencia
Senal TF
Dete:rrrll?nista x(t) X (f )
-.= |- |2
Senal y 3 Si sefial

Aleatoria ——>—» RHT (t)

(estacionaria)

S T (f) de energia

Densidad

Autocorrelacién Espectral

Figura T 2.1: Caracterizaciéon en tiempo y frecuencia de senales deterministas y
aleatorias

2.2. Senales aleatorias: definicion
Una senal aleatoria es una senal cuyos valores en cada instante de

tiempo son desconocidos. La incertidumbre que sobre ellos existe hace
que se modelen matematicamente en base a variables aleatorias.

o g

A

-—I— VA todf VA | VA |f VA | == =< [ VA |of VA foe

Figura T2.2: Modelo de senal aleatoria.

Una senal aleatoria continua x(t) o discreta x[n] se define como una
secuencia infinita de variables aleatorias, cada una de las cuales co-
rresponde a la senal en un instante ¢ 6 n.

Las caracteristicas de una senal aleatoria vienen determinadas por el
tipo de cada una de las variables aleatorias que la componen asi como
por las relaciones que puedan existir entre ellas. Graficamente se puede
visualizar una senal aleatoria mediante un eje temporal mudo del que
cuelgan las diferentes variables aleatorias, como se muestra en la figura
T2.2. La manivela imaginaria de la izquierda es la que acciona los
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experimentos asociados a cada variable y les hace generar un valor que
estarad asociado al instante de tiempo correspondiente. De esta manera,
cada vez que se ejecute el experimento que subyace tras la senal, se
obtendra una funcion del tiempo, que se denomina realizacion. Cada
realizacion de una senal aleatoria es una senal determinista, puesto
que su valor en cada instante de tiempo es conocido.

Las expresiones que se presentan a partir de este punto corresponden
a senales aleatorias continuas. Las mismas expresiones son directa-
mente trasladables al caso de senales aleatorias discretas. Solo las més
relevantes seran indicadas de forma explicita.

2.3. Caracterizacion senales aleatorias

2.3.1. Caracterizaciéon completa

Una senal aleatoria queda completamente caracterizada si se cono-
ce la fdp conjunta (de dimension infinita) de sus infinitas variables
aleatorias. So6lo en casos muy particulares se puede disponer de dicha
funcion.

Dos (o més) sefales aleatorias quedan completamente caracterizadas
de forma conjunta si se conoce la fdp conjunta de todas las variables
aleatorias involucradas.

2.3.2. Caracterizacioén parcial

Una senal aleatoria queda caracterizada parcialmente si se conoce su
media y su autocorrelacion.
La media de una senal aleatoria se define como

oo
x(t) = E[z(t)] = /  foy(z)de, (2.1)
— o

donde f,) () es la fdp de la variable aleatoria asociada al instante ¢.
En la operacion esperanza de las expresion anterior, el instante ¢ es un
parametro constante. Se trata de la esperanza de la variable aleatoria
asociada a dicho instante. Es lo que se llama un promedio de conjunto,
en contraposicion al clasico promedio temporal definido para senales
deterministas.
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La autocorrelacion de una sefial aleatoria se define como

Ry(t1,t2) = Elx(t))x(tz)] = / / $1$2fx(t1)x(t2)($1,$2)dI1d$2,

(2.2)
siendo fo()e(ts) (71, ¥2) la fdp conjunta de las dos variables aleatorias
asociadas a los instantes t; y to. La autocorrelacion asi definida implica
operaciones realizadas sobre el conjunto de las realizaciones, por lo
que se trata de una autocorrelaciéon de conjunto en contraposicion a
la conocida funcién de autocorrelaciéon temporal que se define para
senales deterministas.

Dos senales z(t) e y(t) quedan parcialmente caracterizadas de forma
conjunta si se conoce la correlacion cruzada entre ambas, definida como

Ruy(trtz) = Elz(t)y(ta)] = / / Y foenyton (. 9)drdy,  (2.3)

donde fy(t,)y(t) (7, y) es la fdp conjunta de la variable aleatoria asocia-
da al instante ¢; de la sefal x(t) con la variable aleatoria asociada al
instante ¢y de la senal y(t).

2.4. Estacionariedad y ergodicidad

Estacionariedad y ergodicidad son dos propiedades que pueden cum-
plir las senales aleatorias. La primera de ellas tiene implicaciones teori-
cas importantes, mientras que la segunda tiene interés exclusivamente
practico.

2.4.1. Estacionariedad

Una senal aleatoria es estacionaria si su comportamiento estadistico
no cambia a lo largo del tiempo. Existen distintos grados de estacio-
nariedad.

Una senal aleatoria z(t) se considera estacionaria en sentido estricto
si la fdp conjunta de cualquier subconjunto de variables aleatorias se
mantiene a lo largo del tiempo, es decir si

Ja@)an) (@15 ON) = fo@rr),wn+m) (@15 - TN),

2.4
Vr € R,N € N,V{ty,...,tx} € RY. (2.4)
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Este es el mayor grado de estacionariedad posible.
Una senal aleatoria z(t) se considera estacionaria en sentido amplio si
cumple las dos condiciones siguientes:

1) Es estacionaria respecto a la media, es decir, la media es cons-
tante para todo t,

2t =7, Wt (2.5)

2) Es estacionaria respecto a la autocorrelacion, es decir, la auto-
correlacion soélo depende de la diferencia entre los dos instantes
de tiempo involucrados,

Rx(tl, tg) = Rw(tl — tg) = Rx(T), th, t2, (26)

donde 7 = t; — t5. La forma practica de expresar la autocorrela-
cion en estas condiciones es

R.(7) = E[z(t + T)z(t)]. (2.7)

En el caso de senales discretas, la estacionariedad en la autoco-
rrelacién implica

R.[ni,ng] = Ri[ny — no] = Ry[n|, Vni,na, (2.8)
donde n = n; — no, y la expresion practica es

R.[n] = Elx[k + n]x[k]]. (2.9)

Dos senales aleatorias se consideran conjuntamente estacionarias en
sentido amplio si ambas son estacionarias en sentido amplio y su co-
rrelacion cruzada solo depende de la diferencia de instantes de tiempo,

ny(tla t?) = ny(tl - t?) = R:cy(T)a tha t27 (210)

siendo 7 = t; — t9. En estas condiciones, la correlaciéon cruzada se
puede expresar como

R,y (1) = Elz(t + 7)y(t)]. (2.11)
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Para senales discretas conjuntamente estacionarias, la correlaciéon cru-
zada cumple

Ryy[ni,ne] = Ryy[ng — na) = Ryyln], Vng, no, (2.12)

siendo n = n; — ny. En estas condiciones, la correlacion cruzada se
puede expresar como

R.y[n] = Elz[k + n]ylk]]. (2.13)

La funcién de autocorrelacion de senales estacionarias cumple las si-
guientes propiedades:

1) R.(7) = R.(—7). (2.14)
2) [R()] < Ru(0). 2.15)
3) TF{R.(7)} es real, par y positiva. (2.16)

Para la correlacion cruzada se cumple que R,y (7) = Ry (—7).

Un grado menor que la estacionariedad en sentido amplio es la ci-
cloestacionariedad. Una senal aleatoria es cicloestacionaria cuando su
comportamiento estadistico varia con el tiempo de forma periddica.
Una senal aleatoria x(t) se considera cicloestacionaria en sentido am-
plio si cumple las dos condiciones siguientes:

1) Es cicloestacionaria respecto a la media, es decir, la media de
conjunto es una funcion periddica en t, de periodo Ty

Elzx(t+ Ty)] = Elz(t)]. (2.17)

2) Es cicloestacionaria en la autocorrelacion con periodo Ty, es decir

R.(t,t+7) = R,(t +Tp, t +Tp + 7). (2.18)

2.4.2. Ergodicidad

Una senal aleatoria estacionaria es ergodica si toda su aleatoriedad
esta presente en cualquiera de sus realizaciones, es decir, si una rea-
lizacion es representativa de todas las demas. Analiticamente, x(t) es
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ergddica si los promedios temporales de cualquiera de sus realizacio-
nes z;(t) coinciden con sus promedios de conjunto. La ergodicidad solo
puede cumplirse en senales estacionarias. Existen distintos grados de
ergodicidad.

Una senal es ergodica en la media si la media temporal de cualquier
realizacion coincide con la media de conjunto, es decir, si

<ai(t) >=7, Vi, (2.19)

donde < z;(t) > indica promedio temporal de la realizacion z;(t), cuyo
valor se calcula como

1 T/2
< () >= lim —/ x;(t)dt. (2.20)

T—o00 T —T/2

Una senal es ergddica en la autocorrelacion si la autocorrelacion tem-
poral de cualquier realizacion coincide con la autocorrelaciéon de con-
junto, es decir si

Gz, (T) = Ro(T), Vi, (2.21)

donde ¢,,(7) es la autocorrelacion temporal de la realizacion z;(t),
cuyo valor se calcula como

1T

2.5. Relaciones estadisticas entre senales

Las relaciones estadisticas entre senales aleatorias vienen determina-
das por las relaciones estadisticas entre las variables aleatorias que las
componen.

2.5.1. Independencia

Dos senales aleatorias x(t) e y(t) son independientes entre si si cual-
quier variable de z(t) es independiente de cualquier variable de y(t).
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2.5.2. Incorrelaciéon

Dos senales aleatorias x(t) e y(t) son incorreladas entre si si cualquier
variable de z(t) y cualquier variable de y(t) son incorreladas entre si.
Analiticamente

Elz(t1)y(t2)] = Elz(t1)]Ely(t2)], Vi1, to. (2.23)
Si las senales son estacionarias, la expresion anterior se simplifica a

R, (1T)=7-7, VT (2.24)

2.5.3. Ortogonalidad

Dos senales aleatorias x(t) e y(t) son ortogonales entre si si cualquier
variable de z(t) es ortogonal a cualquier variable de y(t). Analitica-

mente,

Si las senales son estacionarias, la expresion anterior se simplifica a

Rquy(t) =0, Vr. (2.26)

2.6. Potencia y densidad espectral de po-
tencia

La propiedad de estacionariedad hace que las senales aleatorias sean
senales de potencia.
La potencia de una senal aleatoria estacionaria x(t) se define como

P, = E[2*(t)] = 22 = R,(0). (2.27)
La potencia de la componente continua es

P

TDC

= B?[x(t)] = 7°. (2.28)
La potencia de la componente alterna es

P

TAC

= E[2*(t)] — E?[z(t)] = o2, (2.29)
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La potencia de la suma de N senales aleatorias z(t) = ZnNzl x,(t) es
N N N
P.=> Ry (0)+ ) ) Rupa(0). (2.30)
n=1 n=1 m=1

m#n

Si las senales son ortogonales la expresion anterior se simplifica

N N
P.=) R, (0)=) P, (2.31)
n=1 n=1

lo que significa que, en estas condiciones, la potencia de la suma es
igual a la suma de las potencias.

La densidad espectral de potencia de una senal aleatoria estaciona-
ria es la transformada de Fourier de la autocorrelacion (Teorema de
Wiener-Kintchine), segin se indica en el esquema de la figura T2.1.

S,(f) = TF{R,(7)} = /_ T R(Dean (2.39)

Para senales discretas, la densidad espectral de potencia viene dada
por la expresion

So(Q) = TF{R,[n]} = Y Ru[n]e ™" (2.33)

n=—oo

Propiedades de la densidad espectral de potencia

1) S.(f) es una funciéon par, real y positiva.

2) La potencia de una senal en un intervalo de frecuencias [f1, fa]
se obtiene integrando su densidad espectral de potencia en el co-
rrespondiente intervalo, es decir, Ppes, 1] = 2 ff Sx(f)df, donde
el factor 2 se debe a la bilateralidad y simetria de la densidad
espectral.

3) Como consecuencia de la propiedad 2), la potencia total de una
senal se obtiene integrando su densidad espectral de potencia en
todas las frecuencias, es decir P, = [*°_S,(f)df.






Ejercicios

Ejercicio 2.1.

Indicar si las secuencias discretas de la figura 2.1 pueden o no corres-
ponder a la autocorrelacion de una senal discreta estacionaria. Caso
negativo, indicar por qué.

(a) (b)

Figura2.1 Posibles secuencias de autocorrelacion del ejercicio 2.1.

Solucién

Una funcion de autocorrelacion debe cumplir las propiedades indicadas
en (2.14), (2.15) y (2.16), es decir, que:

= sea par.

= su valor maximo sea positivo y lo alcance en el origen, es decir,

| R [n]| < Ra[0].

» su transformada de Fourier (que coincide con la dep) sea no
negativa, es decir, S,(Q2) = TF{R,[n|} > 0.

Ambas secuencias son pares y toman el valor maximo positivo en el
origen. La secuencia (a) es un pulso rectangular por lo que su transfor-
mada de Fourier es una funcién de tipo sinc, que toma valores tanto
positivos como negativos, por lo tanto la secuencia (a) no puede ser
una funcion de autocorrelacion. En cambio, la secuencia (b) es de tipo
triangular, lo que significa que su transformada es una funcién de tipo

123
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sinc?, que siempre es positiva, con lo cual b si puede ser una funcion
de autocorrelacion.

Secuencia (a): No.
Secuencia (b): Si.

Ejercicio 2.2.

La sefial aleatoria 2(t) esta definida de la siguiente forma: x(t) = al*~%!
donde f; es una variable aleatoria uniforme en el intervalo [—D, D].
Determinar la media de conjunto de x(t). ;Se trata de una senal esta-
cionaria en la media?

Solucién

En la figura 2.2 se representan superpuestas algunas realizaciones de
la senal. Como se puede apreciar, la media de las variables aleatorias
asociadas a tiempos mayores que D va a ser mayor que la media de
las variables aleatorias asociadas a tiempos entre —D y D. Esto nos
puede hacer sospechar que la senal no es estacionaria en la media. Para
confirmarlo hay que determinar analiticamente la media de conjunto
Elz(t)] y verificar si es o no constante. Aplicando (1.29) se puede
escribir

x(t)

-D 0 D t

Figura2.2 Realizaciones de la senal definida en el ejercicio 2.2.

D

Ele(t)] = Ela""] = / e,
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Para resolver esta integral es necesario distinguir varios casos, segin
el intervalo en el que se encuentre ¢.

» t > D. En estas condiciones el exponente |t — ty| siempre es
positivo y, por tanto, al* %! = ¢(*=%) Sustituyendo en la integral,
se obtiene

(aP — a=P)a

Ble)] = 2DIn(a)

» t < —D. En este caso el exponente |t —ty| es siempre negativo y,
por tanto, al*~*l = ¢=(=%) Sustituyendo en la integral, resulta

(a? —a=P)at

Ela(t)] = 2DIn(a)

= —D <t < D. La integral hay que dividirla en dos partes:

t D
Elz(t)] = /Da(t—to)%dt0+/ a—(t—to)%dto
- ¢
aP(at +a7t) -2
2DIn(a)

Con esto, se tiene

(aP — a=P)alt

2Din(a)

lt| > D

aP(at +a7t) —2

t| <D
2Din(a) 1=

Como se puede apreciar, E[z(t)] varia con t, lo que significa que z(t)
no es estacionaria en la media.

Ejercicio 2.3.

Calcular la media y la autocorrelaciéon de la senal aleatoria

z(t) = Acos(wot + 1),
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donde A y v son variables aleatorias independientes entre si, ambas
con distribucion uniforme en los intervalos [0, 1] y [0, 27 respectiva-
mente. Indicar si la senal x(t) es no

a) Estacionaria en la media.
b) Estacionaria en la autocorrelacion.
¢) Ergodica en la media.

d) Ergodica en la autocorrelacion.
Soluciéon

a) Teniendo en cuenta que A y ¢ son independientes, la media de
conjunto es

Elx(t)] = E[Acos(wot + )] = E[A] - Ecos(wot + )]

Dado que, segtn (1.29),

Elcos(wot + ¢)] = /00 cos(wot + V) fo (1) dy)

—00

2
= / cos(wot + Qﬂ)%d@/J =0,
0

la media de conjunto es nula, es decir, E[z(t)] = 0. Al ser la
media de conjunto constante, la senal es estacionaria en la media.

Estacionaria en la media

b) Con respecto a la autocorrelacion de conjunto, se puede escribir,

segun (2.2),
R.(t1,ts) = Elz(t))x(ty)] = E[A%cos(woty + ¥)cos(woty + 1))
= E[A% E[cos(woty + 1)cos(wotz + )]
= B[A?|E[5cos(wo(ts — t2)) + scos(wo(ty + t2) + 20)],
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donde, de nuevo, se ha tenido en cuenta la independencia entre
Ay 1. Sabiendo que

E[A?] = 1/3,
E [$cos(wo(ty — t2))] = Fcos(wo(ts —t2))
E [$cos(wo(ty + t2) +2¢0)] = 0,

la autocorrelacion toma la expresion final
Ry (t1,t2) = Ry(7) = geos(wo(ty — t2)) = geos(woT),

donde se ha definido 7 = t; — t,. Como se observa, la autocorre-
laciéon no depende de los instantes concretos t; y t9 en los que se
evalia el promedio sino de la diferencia entre ellos, por lo cual,
la senal es estacionaria en la autocorrelacion. Al ser estacionaria
en la media y en la autocorrelacion se puede concluir que la senal
x(t) es estacionaria (en sentido amplio).

Estacionaria en la autocorrelacion

c¢) Respecto a la ergodicidad en la media, hay que verificar si se
cumple que la media temporal de cualquier realizaciéon coincide
con la media de conjunto. Asi ocurre, pues ambas son nulas
como a continuacién se comprueba. La media temporal de una
realizacion x;(t) en la que A = A; y 1 = 1)y, viene dada por la
expresion (2.20) particularizada para sefiales periodicas

< z;(t) >——/ A;cos(wot + ;) dt = Elz(t)].

Ergodica en la media

d) De igual forma, para determinar la posible ergodicidad en la au-
tocorrelacion hay que comprobar si la autocorrelacion temporal
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de cualquier realizaciéon coincide con la autocorrelacion de con-
junto. La autocorrelacion temporal de una realizacion z;(t) en
la que A = A; y ¥ = 1);, viene dada por la expresion (2.22), que,
particularizada para el caso de una senal periédica, es

o(T) = 1 AZcos(wy (t471) +1)cos(wo(t) +1)dt ZA—%COS(WOT),
¢ To Jr, 2

que es diferente de R,(7), con lo que la senal no es ergodica en
la autocorrelacion.

No ergodica en la autocorrelacion

Ejercicio 2.4.

Calcular la dep de la senal aleatoria
x(t) = Acos(2m(f. + )t + 1)

que modela la sefial de un oscilador. La amplitud A y la frecuencia
central del oscilador f. son constantes, mientras que la desviaciéon de
frecuencia & y la fase 1) son variables aleatorias independientes entre si.
La variable 1 es uniforme en el intervalo [0, 27| y la funcion densidad
de probabilidad de £ es f¢(§).

Solucién

Como paso previo, se calculara la autocorrelacion R, (T), que, segin
(2.7), es

R, (1) = Elx(t + 7)z(7)]
= E[A%cos(2n(f. + &)(t + T) + 1p)cos(2m(f. + &)t + )]

= O Bleos(2n(J. +€)(2t +7) + 20)] 473 Bleos(2x(f, + 7).

Si en la primera de las esperanzas de la ecuacion anterior se aplica
la relaciéon trigonométrica cos(a + ) = sen(a)cos(5) + cos(a)sen(f)
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asociando o = 27 (f. + £)(2t + 7) y [ = 21, y ademds se tiene en
cuenta que & y v son independientes, resulta

Elcos(2m(fe+8)(2t+7)+2¢)] = Elsen(2m (fc+£)(20+7))]- Elcos(2¢)]
+ Elcos(2m(fe +£)(2t +7))] - Elsen(2¢)] = 0,

va que Elsen(2¢y)] = E[cos(2¢)] = 0 como es inmediato comprobar
(ver ejercicio 2.3). De esta forma queda R, (1) = A?ZE[COS(QW<JCC+€)T)].
Esta es la expresion mas simplificada a la que se puede llegar, pues
para evaluar el promedio es necesario concretar el valor de f¢(£). No
obstante, se puede proseguir con el ejercicio, pues lo que se requiere
es la dep de z(t). Teniendo en cuenta que la transformada de Fourier

implica una integracion sobre la variable 7, se puede escribir

Su(f) = TF{R.(7)}

= 7 {4 Bleosen(r. + 7)1}

_ A? E[TF{cos(2r(f, + &))}]
g
4

-4 3(F -+ (fe + IO + st 3(f = o+ ) felE).

[5(f - (fc +€)) + (5<f + (fc +€)]

donde se ha intercambiando el orden de la transformada de Fourier y
del promedio estadistico. Esto es posible al tratarse de integrales que
afectan a variables no relacionadas. Asi,

A? A?

Es interesante resaltar que el perfil de la dep coincide con el de la fdp
de £. En el caso ideal de oscilador con frecuencia constante f., la fdp
serfa f¢(€) = (&) y la correspondiente dep quedaria como

2

A? A
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que es, como se sabe, la dep de un oscilador perfecto.
Ejercicio 2.5.

Calcular la autocorrelacion de la senal aleatoria discreta z[n] cuyos
valores se obtienen a partir de una secuencia de digitos binarios equi-
probables e independientes segiin la regla siguiente:

= Un 1 tras un 0 da lugar a una muestra de amplitud A.
= Un 0 tras un 1 da lugar a una muestra de amplitud -A.

» Un digito repetido da lugar a una muestra de amplitud 0.

Solucién

Para resolver este tipo de problema es aconsejable representar un tra-
mo de una realizacion cualquiera para visualizar el aspecto de la senal
propuesta. En la figura 2.3 se muestra el tramo de realizacion de la
senal z[n] correspondiente a la secuencia de bits indicada en la parte
superior.

Figura2.3 Tramo de una realizacion de la senal z[n] del ejercicio 2.5.

La expresion de la autocorrelacion de una senal discreta es, segin
(2.9), R.[n] = E[z[k]z[k + n]]. Se va a calcular para cada valor de n
por separado hasta encontrar una ley general que permita extender
los resultados para los restantes valores.

Para cada n es necesario determinar:

= El conjunto de posibles valores de la variable aleatoria a prome-
diar.



Capitulo 2. Caracterizacion de seniales aleatorias. Ejercicios 131

= El conjunto de bits que participan en la determinaciéon de dichos
valores (que se denominaran bits involucrados).

= La combinacién de valores de dichos bits que determinan cada
uno de los valores de la variable.

= La probabilidad de estas combinaciones de bits, que sera, en
ultimo término, la probabilidad de cada uno de los valores de la
variable.

La aplicacién de estos pasos para cada n se resume a continuacion.

» n = 0. Se trata de calcular R,[0] = E[z%[k]], es decir, la media
de los valores al cuadrado que se pueden encontrar al elegir un
indice k cualquiera. La variable aleatoria a promediar es z2[k].
Los posibles valores que puede tomar son: A% y 0. Los bits invo-
lucrados son: el bit asociado al instante £ y el anterior. Llamando
b, al bit asociado al indice n, los bits involucrados son {bx_1, by }.

La combinacién de valores de estos bits que hacen que la variable
aleatoria sea A? es {0,1} 6 {1,0} mientras que la combinacion
que da lugar al valor 0 es {0,0} 6 {1,1}. La probabilidad de
cada combinacion es 1/2. Esto significa que la variable aleatoria
puede tomar el valor A% con probabilidad 1/2 y el valor 0 con
probabilidad 1/2. Al tratarse de una variable aleatoria discreta,
la media se obtiene de forma préactica multiplicando los posibles
valores por sus probabilidades, como se indica en (1.32), lo que
resulta en R,[0] = E[z%[k]] = A?/2.

Esta informacion queda resumida en la tabla 2.1, cuya estruc-
tura se repetird en el resto del ejercicio. En la primera columna
se indica la variable aleatoria cuyo promedio hay que calcular
y los posibles valores que puede tomar. En la segunda columna
aparecen los bits involucrados y la combinacién de valores de
éstos que dan lugar a cada posible valor de la variable aleatoria.
Por altimo, en la tercera columna se muestran las probabilida-
des de cada combinacion de bits involucrados, que es igual a la
probabilidad de cada valor de la variable aleatoria de la primera
columna.
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Tabla2.1: Bits involucrados en el calculo de R;[0] en el ejercicio 2.5.

’ .2132 [k’] ‘ {bk—h bk} ‘ Pr ‘
AZ 1{0,1},{1,0} [ 1/2
0 {0,0},{1,1} | 1/2

Tabla2.2: Bits involucrados en el calculo de R,[1] en el ejercicio 2.5.

| afk]alk +1] | {br—1, bk by } | Pr |
— A2 {1,0,1},{0,1,0} | 1/4
0 resto de combinaciones | 3/4

» n = 1. En este caso hay que determinar R,[1] = E[z[k]z[k + 1]],

es decir, el promedio del producto de un valor y el siguiente.
La variable aleatoria a promediar es z[k]z[k + 1]. Los posibles
valores de la variable son —A? y 0. Los bits involucrados son, en
este caso, {b_1, by, bgr1}. El resumen se muestra en la tabla 2.2.

Multiplicando cada valor por su probabilidad para evaluar el
promedio, se tiene R,[1] = —A?/4.

n > 2, que significa calcular R,[n] = E[z[k|x[k+ n]]. La variable
a promediar es z[k|x[k + n]. Como se indica en la figura 2.4, a
partir de n = 2, los bits involucrados son siempre cuatro (re-
cuadrados en la figura): los asociados a los indices observados y
los inmediatamente anteriores, es decir, {bx_1, bg, bgrn—1, Okin }-
Estos bits son independientes entre si, segtin se indica en el enun-
ciado. Esto significa que x[k]| y z[k + n] son variables aleatorias
independientes entre si, puesto que x[k] depende de {b,_1,bx} ¥y
zlk 4+ n] depende de {bgin_1,bkin}. Asi,

R.[n] = Elz[k|z[k + n]] = E[z[k]Elz[k + n]] = 72

La media 7=0, como se puede deducir de forma inmediata a
partir de la definicion de la senal, por tanto, R.[n] = 0, para
n > 2.
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n bits
A

a[n]
;
B

Figura2.4 Detalle de z[k] y z[k 4+ n] para n > 2 en el ejercicio 2.5.

Con esto, se han calculado los valores de la autocorrelacion para n > 0.
Para valores de n negativos no hace falta realizar los célculos pues la
autocorrelaciéon es una funcién par, resultando finalmente

Ry[n] = A?(S[n] - Azd[n —1] - AI(S[TH— 1]

Ejercicio 2.6.

Calcular la autocorrelacion de la senal z[n] cuyos valores se obtienen
a partir de una secuencia de digitos binarios equiprobables e indepen-
dientes segln la regla siguiente:

= Un 0 da lugar a una muestra de amplitud 0.

= Un 1 da lugar a una muestra de amplitud A si la amplitud de la
muestra asociada al 1 anterior es —A o bien a una muestra de
amplitud —A si la amplitud de la muestra asociada al 1 anterior
es A.

Solucién

Este ejercicio se resuelve de forma similar al anterior. En la figura
2.5 se muestra un tramo de realizaciéon de la senal asociado a una
determinada secuencia de bits.

Se calculara R,[n] para cada valor de n por separado.
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x[n] A A

Figura2.5 Tramo de una realizacion de la senal x[n] del ejercicio 2.6.

» n = 0. Se trata de calcular R,[0] = E[z?[k]]. El @nico bit involu-
crado en los célculos para este caso es {b; }. Los valores relevantes
para realizar este promedio estan resumidos en la tabla 2.3, cuya

estructura se ha explicado en el ejercicio anterior. El resultado
que se obtiene es R,[0] = A?/2.

Tabla2.3: Bits involucrados en el calculo de R,[0] en el ejercicio 2.6.

2] [ {bx} | Pr |
AT | {1}y |12
0 | {0} [1/2

» n = 1. R,[1] = E[z[k]z[k + 1]]. Los bits involucrados en este
caso son {bg,bx+1}. Los posibles valores del producto de una
variable y la siguiente son —A? y 0. En la tabla 2.4 se recoge
esta informacion. Con esto se tiene R,[0] = A?/2.

Tabla2.4: Bits involucrados en el calculo de R,[1] en el ejercicio 2.6.

| x[k]alk +1] | {bk, br11} | Pr |
—A? {1,1} 1/4
0 resto de combinaciones | 3/4

resultando R,[0] = A%/2.
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= n > 2. En este caso, los posibles valores de la variable aleatoria
z[k]-z[k+n] son A%, —A? y 0. El valor A% lo tomar4 siempre que
los bits asociados a los indices elegidos k+n y k valgan 1 y haya
un namero impar de bits 1 en los n — 1 bits intermedios. Analo-
gamente se razona para el valor de —A2. Hay, por consiguiente,
n + 1 bits involucrados: {by, ..., bk1n} (ver tabla 2.5).

Tabla2.5: Bits involucrados en el célculo de R,[n] para n > 2 en el ejercicio 2.6.

’ x[k|x[k + n) ‘ {bky -, bpant ‘ Pr ‘
A? {1,impar, 1} 1 - Pr(n® impar de bits 1)
— A2 {1, par, 1} 1 - Pr(n® par de bits 1)
0 resto de combinaciones resto de probabilidad

Dada una secuencia de cualquier nimero de bits (en este caso
de n—1), la mitad de las combinaciones tendran un nimero par
de unos (o de ceros) y la otra mitad un nimero impar. Si los
bits son equiprobables, la probabilidad de un ntimero par y de
un nimero impar de unos es la misma (igual a 1/2). Aplicando
este hecho al problema, se obtiene que R,[n] = 0 para n > 2.

Combinando resultados parciales se llega a la solucién final

R.[n]

A? A? A?
5 d[n) 1 d[n — 1] 1 d[n +1]

Ejercicio 2.7.

La senal discreta z[n] puede tomar dos valores: —A y A y se cons-
truye a partir de una secuencia de digitos binarios equiprobables e
independientes de la siguiente forma:

= Un 1 provoca un cambio en la amplitud de la senal.

= Un 0 hace que se mantenga la amplitud anterior.
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Calcular la autocorrelacion de z[n].
Solucién

Un tramo de una realizacion de esta senal se muestra en la figura 2.6.

x[n] A A A

A i

Figura2.6 Tramo de una realizacion de la senal x[n] del ejercicio 2.7.

Como en ejercicios anteriores, se procede para cada valor de n por
separado.

» n = 0. R,[0] = E[z*[k]]. Este caso es muy simple, pues la variable
aleatoria z%[k] siempre toma el valor A2, por tanto R,[0] = A%

» n = 1. R,;[1] = E[z[k]z[k + 1]]. La variable aleatoria producto
z[k]z[k + 1] puede tomar los valores A? y —A?. El valor A?
lo tomaré cuando x[k] y xz[k + 1] tomen el mismo valor y esto
ocurrird si el bit asociado al instante £ vale 0. De la misma
forma, el valor —A? ocurrira cuando z[k] y x[k+1] tomen valores
opuestos, lo que sucedera cuando el bit asociado al instante k41
valga 1. Por tanto, el bit involucrado es inicamente {by1} (ver
tabla 2.6). Asi, R.[1] = 0.

Tabla 2.6: Bits involucrados en el calculo de R;[1] en el ejercicio 2.7.

| [klzlk +1] | {bgs1} | Pr |
A* {0} |1/2
— A2 {1} |1/2
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» n > 2. R,[n] = Elz[k|z[k + n]]. Al igual que antes, la variable
aleatoria x[k|z[k +n] puede tomar los valores A% y —A?. El valor
A? lo tomara cuando x[k] y z[k + n] tomen el mismo valor. Esto
ocurrira cuando el nimero de unos en los bits desde el b;, 1 hasta
el by, sea par, independientemente del valor que tome el bit by.
Es decir, los bits involucrados son {bgi1, ..., bk+n}. Razonando
analogamente para el otro caso, se llega a la tabla 2.7.

Tabla2.7: Bits involucrados en el calculo de Ry[n] para n > 2 en el ejercicio 2.7.

| z[Klz[k+n] | {bxi1,--,bisnt | Pr |
A? {n? par de bits 1} | 1/2
—A? {n? impar de bits 1} | 1/2

De aqui se obtiene R,[n| = 0 paran > 2. Combinando resultados
se llega a

R,[n] = A?%[n]

Ejercicio 2.8.

La senal discreta x[n| se construye a partir de una secuencia de digitos
binarios de la siguiente forma:

= un 1 da lugar a una muestra de amplitud A.
= un 0 da lugar a una muestra de amplitud 0.

Los digitos binarios son independientes pero no equiprobables. Llaman-
do p a la probabilidad del uno y ¢ a la probabilidad del cero, calcular
la autocorrelacion de x[n].

Soluciéon

Se sigue el mismo método que en los ejercicios anteriores. Para calcular
R.[n] hay que distinguir dos casos:
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» n = 0. R,[0] = E[z?[k]]. La tabla 2.8 recoge la informacion
necesaria para realizar este calculo, obteniéndose R.[0] = A%p.

Tabla2.8: Bits involucrados en el calculo de R,[0] en el ejercicio 2.8.

’ 22k ‘ {bx} ‘ Pr ‘
A {1} | p
0 | {0} ] ¢

» n # 0. Ry[n| = E[z[k]z[k + n]]. En la tabla 2.9 esta recogida
la informacion necesaria para realizar este calculo. Asi, resulta
R, [n] = A?p* para n # 0.

Tabla2.9: Bits involucrados en el calculo de Ry[n] para n # 0 en el ejercicio 2.8.

a:[k:]x[k + n] {bk, bk+n} Pr
A? {1,1} p’
0 resto de combinaciones | 1 — p?

La autocorrelacion resulta

R,[n] = { 212225[74 Z ; 8

Ejercicio 2.9.

Repetir los ejercicios 2.5, 2.6, y 2.7 para el caso en el que los digitos
binarios sean independientes pero no equiprobables, siendo p y ¢ las
probabilidades de los bits 1 y 0 respectivamente.

Solucién
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El procedimiento a seguir es esencialmente el mismo que en los men-
cionados ejercicios con la tnica diferencia de que al calcular las pro-

babilidades habra que incluir los valores genéricos p y q.

Solucion al ejercicio 2.5 con Pr(1) =py Pr(0) =¢

Las tablas que resumen la informacién necesaria para los calculos aso-
ciados a cada n y los valores de la autocorrelacion que se obtienen

son:

= n = 0. Resumen en tabla 2.10. R,[0] = 2A?pq.

Tabla2.10: Bits involucrados en el calculo de R;[0] en el ejercicio 2.9/2.5.

= n = 1. Resumen en tabla 2.11. R,[1] = —A%(p*q + ¢*p).

Tabla2.11: Bits involucrados en el calculo de R;[1] en el ejercicio 2.9/2.5.

’ ZEQU{Z] ‘ {bk—hbk} ‘ PI" ‘
A? 1{0,1},{1,0} | 2pg
0 [{0,0},{1,1} | p® +¢*

|

’ x[k]x[k: + 1] ‘ {bk;—h bk, bk—H} ‘ Pr
—A° {17()’1}7{07170} p2q+q2p
0 resto de combinaciones | p® + 2p%q + 2¢°p + ¢*

= n > 2. No es necesaria una tabla. R,[n] = 7% = 0 para n > 2.

Por tanto,

Ry[n] = 2A%pgé[n] — A%(p*q + ¢*p)(0[n — 1] + d[n + 1])
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Solucion al ejercicio 2.6 con Pr(1) =py Pr(0) =g¢

Sean P; y P, las probabilidades de que en una secuencia de n — 1 bits
haya un nimero impar y par de bits 1 respectivamente. Las tablas que
resumen la informacién necesaria para los calculos asociados a cada n
v los valores de la autocorrelacion que se obtienen son:

= n = 0. Resumen en la tabla 2.12. R,[0] = A?p.

Tabla2.12: Bits involucrados en el calculo de R;[0] en el ejercicio 2.9/2.6.

’ 22 [k] ‘ {bx} ‘ Pr ‘
A T {1} | p
0 | {0} ] ¢

= n = 1. Resumen en la tabla 2.13. R,[1] = —A?p*.

Tabla2.13: Bits involucrados en el calculo de R,[1] en el ejercicio 2.9/2.6.

| z[k]a[k +1] | {0k bry1} | Pr |
— A2 {1,1} P’
0 resto de combinaciones | 1 — p?

» 1 > 2. Resumen en la tabla 2.14. R,[n] = A*p*(P, — P,).

Tabla 2.14: Bits involucrados en el calculo de R,[n] para n > 2 en el ejercicio
2.9/2.6.

| z[k]z[k +n] | {bky -y bkan} ‘ Pr |
A? {1, impar, 1} p?- P
—A? {1, par, 1} p*- P,
0 resto de combinaciones | resto de probabilidad
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Al no ser iguales las probabilidades de los ceros y los unos, las
probabilidades de un niimero par e impar de unos en una se-
cuencia de n — 1 bits no son iguales y, en consecuencia, no se
cancelan en el computo del promedio. Aplicando conceptos béa-
sicos de combinatoria se puede escribir

=22
PZ, — 2k+1 _n—2—2k
2 (2k4—1>p 1

k=0

=2l
P, = Z (Qk >p2kqn—l—2k:7

k=0

donde [-] es la funciéon parte entera. Con esto,
n—1 n 1
P—P = - kon=1=k(_ 1)+l — _ (g — p)" ! (2.34
b gﬂ( . )pq (=1) (a—p)". (2:34)

Uniendo los resultados parciales anteriores y teniendo en cuenta que
la autocorrelacion es siempre una funcion par se llega a

A?p n=>0

Solucion al ejercicio 2.7 con Pr(l1) =py Pr(0) =¢

Llamando en esta ocasion P; y P, a las probabilidades de que en una
secuencia de n bits haya un ntmero impar y par de bits 1 respectiva-
mente, se obtiene

= n = 0. Resumen en la tabla 2.15. R,[0] = A%

= n = 1. Resumen en la tabla 2.16. R,[1] = A*(q — p).
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Tabla2.15: Bits involucrados en el calculo de R,[0] en el ejercicio 2.9/2.7.

R {5 | Pr
IESEEURTIES

Tabla2.16: Bits involucrados en el calculo de R,[1] en el ejercicio 2.9/2.7.

| z[klzlk + 1] | {brsa} | Pr |
A {0} | g
—A? {1} |»p

Tabla 2.17: Bits involucrados en el calculo de R,[n] para n > 2 en el ejercicio
2.9/2.7.

| z[k]zlk +n] | {brs1,-. . bin} | Pr]
A? n? par de bits 1 | P,
—A? n? impar de bits 1 | P,

= n > 2. Resumen en la tabla 2.17. Sustituyendo n — 1 por n en
la expresion (2.34) se tiene P, — P; = (¢ — p)", resultando

R.[n] = A*(q — p)", paran > 2.

Combinando resultados se llega a

A? n=0

Ejercicio 2.10.
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Considerar una senal discreta aleatoria xz[n| que se construye a partir
de una secuencia de digitos binarios equiprobables e independientes
de la forma que se describe a continuacion.

Se toman los bits en grupos de M. Cada una de las N = com-
binaciones posibles de bits da lugar a una secuencia de N muestras
en la que todas ellas son de amplitud cero salvo una de ellas que tie-
ne amplitud A y estd ubicada en una posicion diferente dentro de la
secuencia, seglin sea la combinacion de bits. La sefial z[n] se cons-
truye concatenando estas secuencias. Un ejemplo del mapeo de bits a
secuencias para N = 4 se muestra en la figura 2.7. Un tramo de rea-
lizacion para una determinada secuencia de bits siguiendo el mapeo
anterior se presenta en la figura 2.8.

Para conseguir un modelo de senal estacionaria, admitir que cada rea-
lizacion de la sefial z[n| es posteriormente retardada un nimero de
muestras aleatorio D. Considerar para ello la senal aleatoria y[n| ob-
tenida a partir de z[n] segtin la relacion: y[n| = z[n— D], siendo D una
variable aleatoria que puede tomar los valores 0,..., N — 1 de forma
equiprobable.

Calcular la media y la autocorrelacion de y[n].

OOIA 01 IA 10 AI 11 AI

Figura2.7 Asignacion de bits a secuencias en el ejercicio 2.10 para N = 4.

2M

Figura2.8 Tramo de una realizacion de la sefal z[n] definida en el ejercicio 2.10
para N = 4.

Solucién

En la figura 2.9 se muestran tramos de cuatro realizaciones de la senal
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y[n] para el caso particular de N = 4 y para diferentes valores de la
variable retardo D, que van a servir de apoyo para la resolucion de este
ejercicio. La separacion de cada bloque de 4 muestras correspondiente
a una pareja de bits en cada realizacion se ha marcado con una li-
nea corta vertical discontinua. Las lineas verticales de mayor longitud
sirven para visualizar el computo de los promedios.

Figura 2.9 Tramos de cuatro realizaciones diferentes de la senal y[n] definida en
el ejercicio 2.10 para N = 4 y para cuatro valores del retardo D diferentes.

Para determinar la media hay que elegir cualquier instante de tiempo y
hacer el promedio (en vertical) a lo largo de las diferentes realizaciones.
Como se puede deducir a partir de la figura, en promedio, en una de
cada N realizaciones aparecera un valor A mientras que en el resto
aparecerd el valor cero. Esto es asi sea cual sea el instante de tiempo
elegido. Por tanto, la media (de conjunto) de la senal sera

y=A/N

Con respecto a la autocorrelacion Ry[n] = E[y[k]y[k + n]] se procede
para diferentes valores de n por separado.
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= n=0. R,[0] = E[y?[k]] = 22. Siguiendo el mismo razonamiento
empleado para calcular la media, para el valor cuadratico se
obtiene y2 = A?/N.

= |n| > N. Sila separacion entre las dos variables es mayor o igual
que N ambas perteneceran a blogues diferentes. Dado que los
N bits asociados a un bloque son independientes de los N bits
asociados a cualquier otro bloque, las variables aleatorias de un
bloque seran independientes de las variables aleatorias de otro.
Esto significa que y[k] y y[k+n] son independientes y, por tanto,

Ry[n] = Ely[klylk + nl] = Ely[k]]|E[y[k + n]] = 7 = A*/N*.

» 1 < |n|] < N — 1. En esta situacién puede ocurrir o bien que
ylk] v y[k + n] pertenezcan al mismo bloque (como es el caso de
las tres realizaciones inferiores de la figura 2.9 para las variables
elegidas) o bien que pertenezcan a bloques adyacentes (como es
el caso de la realizacion superior de la figura 2.9). En el primero
de los casos Ely[k]y[k + n]] valdria cero, puesto que el producto
ylkly[k + n] es necesariamente cero al ser siempre cero uno de
los factores. En el segundo caso, las variables y[k| y y[k + n] son
independientes, por lo que E[y[k]y[k + n]] seria igual a 7% segin
lo explicado anteriormente.

El promedio E[y[k|y[k+n]] se puede calcular recurriendo al teo-
rema de la probabilidad total en su expresion (1.102)
Elylkly[k +n]] = 0-Pr(mismo bloque)
+ 72 - Pr(bloques adyacentes).  (2.35)
La probabilidad de que dos variables aleatorias pertenezcan a
bloques adyacentes cuando su separacion es 1 muestra se deter-
mina facilmente, pues existe s6lo una posibilidad entre N posibi-

lidades equiprobables. En general, cuando la separacion es de n
muestras, hay n casos favorables frente a N posibles, resultando

Pr(bloques adyacentes) = |n|/N.
Sustituyendo en (2.35) se tiene

Elylklylh ) = 2 2
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Resumiendo resultados se llega a

A?/N n=>0
Ryn] =< A%n|/N® |n|=1,.,N—1
A%/N? In| > N

En la figura 2.10 se representa graficamente R, [n].

R?/ [n]o £ 2
N A
N.’Z
...... I I A?
Tt | W
-N 0 N n

Figura2.10 Autocorrelacion de la senal y[n| del ejercicio 2.10.

Ejercicio 2.11.

Considerar la sefial determinista discreta periddica x[n| de periodo 4
muestras cuyo periodo principal es

zp[n]=mn, 0<n<3.

La senal aleatoria y[n] se define como y[n| = z[n— D], donde D es una
variable aleatoria discreta que puede tomar de forma equiprobable los
valores 0,1,2 y 3. Calcular la media y la autocorrelacion de y[n].
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Soluciéon

Aunque el problema se puede resolver de forma puramente analitica,
es recomendable, siempre que sea posible, representar diversas reali-
zaciones de la senal bajo estudio, pues se ganard intuicion sobre lo
que se estd calculando. En la figura 2.11 se muestran las 4 posibles
realizaciones diferentes de la senial y[n] (en general, el nimero de rea-
lizaciones distintas de una senal aleatoria es infinito aunque en este
caso particular son solo 4).

vy
k] gl 1]

Figura2.11 Diferentes realizaciones de la sefial y[n] del ejercicio 2.11.

Para determinar E[y[k]] hay que elegir un instante de tiempo k cual-
quiera y calcular el promedio (en wvertical) de los valores que toma la
variable aleatoria seleccionada. En este caso se comprueba que, sea
cual sea el valor de k elegido, los posibles valores son enteros que van
desde 0 hasta 3, todos con la misma probabilidad (ver linea disconti-
nua vertical en la figura 2.11). Aplicando (1.32), y = 1(0+ 142+ 3),
es decir
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7 =3/2

Para determinar la autocorrelacion R, [n] se procede para cada indice
n por separado.

n = 0. R,[0] = E[y?*[k]]. Con el mismo razonamiento seguido
para el calculo de la media, se observa que, elegido un instante de
tiempo k cualquiera, los valores al cuadrado que se encuentran
son 0%,1%2,2? y 32, todos con la misma probabilidad de 1. Por

4
tanto,

R0] = (0> +1*+2°+3%) .1 =1L
n = 1. R)[1] = Elylkly[k + 1]]. Las dos lineas verticales de
la figura 2.11 marcan los valores de dos variables separadas una
muestra. Los posibles productos de y[k] e y[k+1] son 0-1,1-2,2-3
vy 3 -0, lo que significa que

R1]=(0+4+24+6+0)-1=2.

n = 2. R,[2] = E|y[k]y[k + 2]]. Repitiendo la misma operacion,
esta vez con dos muestras separadas dos posiciones, se tiene que
los posibles productos son 0-2,1-3,2-0y 3-1 y por tanto

Ry2]=(0+3+0+3)-1=3.

3. Ry[3] = E[y[k]y[k + 3]]. Los posibles productos son ahora
1-

n = =
0-3, ,2-1y3-2 yasi

Ry2]=(0404+2+6)-1=2.

A partir de este punto, la autocorrelaciéon se repite de forma periodica
con periodo 4 como era de esperar, pues las realizaciones son periddicas
de periodo 4. El resultado final es
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pln] = ;5[71] + 200 — 1] + 25[71 9]+ 20[n — 3

La representacion de esta funcién de autocorrelacion se puede ver en
la figura 2.12.

R,[n]

Figura2.12 Autocorrelacion de la sefial y[n] del ejercicio 2.11.

Existe una forma maéas rigurosa de resolver el problema sin recurrir a
la representacion grafica de las realizaciones, como a continuaciéon de
muestra.

En lo que respecta al calculo de la media se tiene

y = Elylk]] = Elz[k — DIJ.

Se trata, por tanto, de calcular la esperanza de una funcion de la
variable aleatoria D. Aplicando (1.29) se tiene

(e 9]

Elalk — D] = / 2[n — D] fp(D)dD.

—00

Al ser D una variable aleatoria discreta, su fdp estd formada por del-
tas, fp(D) = S0 Pr(D = i)§(D — i). Sustituyendo en la expresion
anterior

y= alk—i]-Pr(D=i) = imk—o]ﬂ[kﬁ—1]+x[k—2]+x[k=—3]] =3

1=0



150 Capitulo 2. Caracterizacion de senales aleatorias. Ejercicios

sea cual sea el valor de k, ya que se trata de la suma de 4 valores
consecutivos de x[n].

Procediendo de similar manera se puede calcular la autocorrelacién.
En concreto,

Elylklylk + n]] = FElz[k — D]z[k +n — D]]

= Zx[k —id|z[k +n —i] Pr(D =1).

1=0

Para n = 0, la expresion anterior se reduce a

Ry[0) = § (21K + 2l = 1]+ 2%k — 2 + o2k~ 3)) = .

independiente del valor que tome k. Razonando de igual forma para
los restantes valores de n, se llega al mismo resultado de R,[n] repre-
sentado en la figura 2.12.

Ejercicio 2.12.

Sea x(t) una sefial aleatoria estacionaria de media nula y dep S.(f).
Si y(t) = Az(t) + B donde A y B son constantes, determinar S, (f).

Solucion

Basta sustituir z(t) en y(¢) en la expresion de la autocorrelacion y
aplicar linealidad del operador esperanza

Ry(r) = Ely(t+7)y(t)]

[
= E[(Ax(t+ 1)+ B)(Ax(t) + B)]
= E[A%x(t +7)2(t)] + E[ABxz(t + 7)) + E[ABx(t)] + E[B?]
= A’R,(7) + B>

Tomando la transformada de Fourier se obtiene

Sy(f) = A28, (f) + B*(f)
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Ejercicio 2.13.

En la figura 2.13 se representan las densidades espectrales de potencia
de dos senales aleatorias independientes z(t) e y(t). Determinar la
dep de z(t) y su potencia si z(t) = x(t) + y(t). ;{Se cumple en estas
condiciones la superposicion de potencias?.

Nota: Considerar la media de ambas senales del mismo signo.

S, () S, (f)
Ay A4
| /\
‘B 0 g f ‘B 0 g [

Figura 2.13 Densidades espectrales de potencia de las sefiales z(t) e y(t) del
ejercicio 2.13.

Solucién

Para determinar la dep de z(t) se calculara primero la autocorrelacion
y posteriormente la transformada de Fourier de dicha autocorrelacion,
siguiendo las indicaciones del esquema de la figura 2.1. La autocorre-
lacion de la suma de dos senales viene dada por la expresion general
R.(7) = Ry(7) + Ry(T) + Ruy(7) + Ry2(7). Al ser ambas senales inde-

pendientes, las correlaciones cruzadas son

Rpy(r) = Elz(t +7)y(t)] = Elet+7)EYO)] =77y

Ry (1) = 7-T.

Para determinar las medias, se debe recordar que la integral de la
dep de una senal a frecuencia cero corresponde a la potencia de la
componente continua que, a su vez, es igual a la media de la senal al
cuadrado, segtn (2.28)

o+

/ So(f)df = P, = T2
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Para las senales del enunciado se tiene que

o+

/_ S(f)df =A=7=+VA

y de la misma manera j = ++v/A. Con esto, resulta
R.(1) = R.(7) + Ry(1) + 2A.
Tomando la transformada de Fourier se tiene finalmente,

S:(f) = Su(f) + 5y (f) +245(f),

cuya representacion grafica se muestra en la figura 2.14.

Cabe indicar que la dep de la suma no coincide con la suma de las
dep puesto que las sefnales, aun siendo independientes (e incorreladas,
por tanto) no son ortogonales al tener ambas una media distinta de
cero. No se cumple el principio de superposicién de potencias, como
se puede verificar integrando las correspondientes dep, que da como
resultado

P, = A+2B
P, = A+B
P, = 4A+3B # P.+P,

S.(H)

A 44

-B 0 B [

Figura2.14 Densidad espectral de potencia de la sefial z(t) del ejercicio 2.13.
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Ejercicio 2.14.

Considerar la senal z(t) = x(t)cos(27 fot + 1) correspondiente a una
modulacion de amplitud, donde z(t) es la senal de informacion, alea-
toria y estacionaria, fy es la frecuencia de la portadora y 1 es una
variable aleatoria uniforme en el intervalo [0, 27]. Asumiendo que z(t)
y ¥ son independientes, demostrar que la dep de z(t) es

S.() = 1S — fo) + 3 Sa(f + o).

Solucién

Se calcula primero la autocorrelacion de z(t).

R.(T) = E[z(t+7)z(t)]
= Elz(t 4 1)cos(2m fo(t + 7) + ¥)x(t)cos(27 fot + )]
= Elx(t+7)x(t)] - E[cos(2m fo(t + T) + ¥)cos(2 fot + )],

donde se ha aplicado que z(t) y ¥ son independientes. La segunda
esperanza se puede simplificar puesto que

Elcos(2m fo(t + 7) + 1)cos(27 fot + )]
- E[%COS(Q?TfO(Qt +7)+2¢)] + E[%cos(%rf(ﬂ')] = %cos(27rf07'),

ya que la primera esperanza es nula (ver ejercicio 2.3). Sustituyendo,
queda

R.(1) = Elz(t + T)x(t)]%cos(%rfm') = %Rx(T)COS(Qﬂ'fOT).
Tomando la transformada de Fourier
S.(f) = TF{R.(r)} = 55.(£) « [30(7 — fo) + 35/ + )]

y realizando la convolucion, se llega al resultado propuesto.



154 Capitulo 2. Caracterizacion de senales aleatorias. Ejercicios

Ejercicio 2.15.

Como es sabido del estudio de las senales deterministas, si una senal
z(t) se muestrea con una frecuencia f; = Ti dando lugar a la senal
discreta y[n|, la transformada de Fourier de y[n] consiste en réplicas
de la transformada de z(t) equiespaciadas segin la expresion

[e.e]

1
Y(Q) = T > X(w— kw,) , (2.36)
k=—o0 w=0Q/Ts
siendo w, = 27 f,. En este ejercicio se pretende demostrar que ocurre lo
mismo con las densidades espectrales de potencia cuando se muestrea

una senal aleatoria estacionaria.

a) Demostrar que si se muestrea la sefial aleatoria z(¢) dando lugar
a y[n] = x(nT}), entonces R,[n| = R,(nTy).

b) Utilizando los resultados del apartado anterior, demostrar que
la dep de la senal y[n| viene dada por:

[e.e]

1
Sy(Q) - 7_7 Z S:c(w - kws) )
¥ k=—o00 w=0/Ts

siendo S, (w) la dep de x(t).
Soluciéon

a) La demostracion es inmediata, pues
Ry[n] = Elylk + nJylk]] = Elz((k +n)T)x(kT)] = Ro(nT).

Por tanto, si se muestrea una senal continua, aleatoria y estacio-
naria, la autocorrelaciéon de la senal muestreada corresponde al
muestreo de la autocorrelacion de la senal continua de partida.

b) Segun el resultado del apartado anterior, R,(7) y Ry[n] resultan
ser una pareja de senales deterministas en la que una corres-
ponde al muestreo de la otra. Por tanto, se pueden aplicar los
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resultados relativos al muestreo de las senales deterministas (se-
gin la expresion (2.36) indicada en el enunciado), teniendo en
cuenta que las transformadas de Fourier de ambas senales son:
TF{R,(1)} = S;(w), TF{Ry[n]} = S,(£2), con lo que se llega a
la expresién propuesta.

Ejercicio 2.16.

Considerar la secuencia binaria periodica cuyo periodo de 7 bits es:
1110010. Esta secuencia es lo que se conoce como Secuencia pseudo-
aleatoria, pues sus caracteristicas son parecidas a las de una secuencia
binaria aleatoria de simbolos equiprobables.

La senal discreta x[n| se construye a partir de dicha secuencia de forma
que un uno da lugar a una muestra de amplitud A y un cero da lugar
a una muestra de amplitud —A.

Determinar la autocorrelacion de la senal z[n] y compararla con la
autocorrelacion de una senal blanca y[n| que toma los valores Ay —A
de forma independiente y equiprobable.

Nota: La autocorrelacion temporal de una senal determinista y perio-
dica de periodo N viene dada por la expresion

baln] = % S alk — nlalk]

ke (N)

donde N es el periodo de la senal y donde la expresiéon k =< N > indi-
ca que el sumatorio debe realizarse a lo largo de un periodo cualquiera
de la senal. La autocorrelaciéon serd una senal periddica del mismo
periodo N.

Solucién

Para evaluar ¢,[n| es necesario multiplicar en un periodo la senal z[k]
con una version de ella desplazada n muestras, xz[k — n]. Para ello es
imprescindible recurrir a una representacion de las senales involucra-
das. En la figura 2.15 se muestra un tramo de la senal z[k], una version
sin desplazar, desplazada n = 1 muestra y desplazada n = 2 muestras
a modo de ejemplo. Las lineas discontinuas verticales marcan un pe-
riodo de la senal en el que se van a realizar las operaciones. Repitiendo
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el procedimiento para n desde 0 hasta N — 1 se obtiene un periodo
completo de la autocorrelacion.

I D e
Figura2.15 Tramos de z[n] con diferentes desplazamientos en el ejercicio 2.16.

Realizando las correspondientes operaciones resulta la siguiente auto-
correlacion:

.....

Periodica, de periodo 7

En la figura 2.16 se representa un tramo de la autocorrelacién calcula-
da. En el caso de emplear otra secuencia de las mismas caracteristicas
pero con un N mayor, el periodo aumentaria y los valores de la au-
tocorrelacion asociados a los indices n = 1,..., N — 1 se harfan més
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pequenios, pues su expresion genérica es —A?/N. En el caso limite de
emplear una secuencia pseudoaleatoria con N — oo, la autocorrela-
cion tenderfa a A%[n], que es precisamente la autocorrelacion de la
senal blanca y[n].

@,[n]
A A A

—A[76 & &&&&66()&&&&&& ¢ ¢

Figura2.16 Autocorrelacion de la sefial z[n] del ejercicio 2.16

Ejercicio 2.17.

Un modelo de senal muy habitual en comunicaciones es el de senal
aleatoria cicloestacionaria. Segtn (2.17) y (2.18), se caracteriza porque
tanto la media como la autocorrelacion cambian segin el instante ¢ de
tiempo elegido (por tanto, la sefial no es estacionaria), pero lo hacen
de forma periodica en t.

a) Demostrar que la senal aleatoria definida como z(t) = Acos(wpt),
donde A es una variable aleatoria, no es estacionaria pero si es
cicloestacionaria.

b) Considerar una senal digital PAM (Pulse Amplitude Modulation)
consistente en una secuencia de pulsos idénticos cuyas amplitu-
des estan representadas por la secuencia aleatoria estacionaria
a[n], como se indica en la siguiente expresion

oo

#(t)= 3" alk]-plt — kD).

k=—o00

donde p(t) es el pulso prototipo y D es la separacion entre pulsos.

Demostrar que una senal PAM no es una sefial estacionaria pero
si es cicloestacionaria.
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Solucion

a) La media viene dada por E[z(t)] = E[Acos(wot)] = E[A]cos(wpt),

que es una funcién periddica en t de periodo T = Ty = Z—’g
Observar que la media no es constante en el tiempo y, por tanto,
la senal no es estacionaria pero si es cicloestacionaria con periodo

Tp.
La autocorrelacion para dos instantes de tiempo diferentes es

R.(t,t+7) = FE[Acos(wot)Acos(wo(t + 7))]

E1A?] E[A?]
= 5 cos(2wot + woT) +

cos(woT).
(2.37)

Como se observa, la autocorrelacion depende de los dos instantes
de tiempo y no so6lo de la diferencia 7, por tanto la senal no es
estacionaria.

Para verificar si es cicloestacionaria hay que comprobar si existe
un 7" para el que se cumpla que R, (t,t+7) = R, (t+T,t+T+7).
Esta comprobacién es inmediata pues

R,(t+T,t+ T+ 7) = E[Acos(wo(t + T))Acos(wo(t + T + 7))]

= E[;42] cos(2wy(t +T) 4+ woT)

E[A?]

+ cos(woT). (2.38)

La igualdad entre (2.37) y (2.38) se cumple para T = Tj = i—’;,
por lo tanto la senal es cicloestacionaria con periodo Tj.

Procediendo de igual forma, con respecto a la media se puede
escribir

Elz(t) = E

i alk]p(t — kD)] ~3a i p(t — kD), (2.39)

k=00 k=00
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donde se ha aplicado que la secuencia alk| es estacionaria con
media @ = Ela[n]]. Para T = D,

o)

Elx(t+ D) =a Y _ p(t—(k—1)D),

k=00

que es una expresion idéntica a (2.39), ya que el sumatorio en
ambos casos se recorre para todos los valores del indice desde
—oo hasta co. Asi, se tiene que E[z(t)] = E[x(t+ D)]. De nuevo
se comprueba que la media varia con el tiempo de una forma
periodica de periodo D.

En lo que respecta a la autocorrelacion se tiene

R.(t,t+71)=

( > alklp(t - kD)) : ( > alilp(t+7 - z’D))]

k=—00 1=—00

Z Z [ }p(t—k‘D) (t+7—1iD).

k=—o00 i=—00

E

Llegados a este punto, ya se puede comprobar como la autoco-
rrelacion depende de los dos instantes de tiempo ¢t y ¢ + 7, por
lo tanto la senal no es estacionaria. Para la siguiente parte del
ejercicio interesa modificar la expresion anterior con el cambio
de variable [ = k — ¢ resultando

L (t, t+7) Z R,| i p(t—kD)p(t+7—(k—1)D), (2.40)

l=—00 k=—00

donde R,[l] = Elalk]a[k—1]] es la autocorrelacion de la secuencia
a[n]. Considerar ahora

R, (t+T t+T+7)

ZR i (t+T —kD)p(t+T +7 — (k—1)D).

l=—0c0 k=—o00
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Para T'= D se cumple que

R,(t+D,t+D+1)

=Y " R} Y p(t— (k= 1)D)p(t + 7 — (k—1—1)D),

l=—00 k=—0o0

y con el cambio de variable &' = k — 1 resulta

R.(t+D,t+ D+ 1)
= Y Ril] Y p(t—KD)p(t+7— (K —1)D). (2.41)

l=—o00 k'=—o00

El sumatorio en k de (2.40) y el sumatorio en k&’ de (2.41) tienen
el mismo valor, pues en ambos el indice recorre todos los valores
desde —oo hasta co. Ambas expresiones son equivalentes y, en
consecuencia, la senal z(t) es cicloestacionaria con periodo D.

Ejercicio 2.18.

Sea z(t) una senal cicloestacionaria de periodo 7". Demostrar que es-
ta senal se puede convertir en estacionaria si se incluye un retardo
aleatorio a las diferentes realizaciones. En concreto, demostrar que la
senal y(t) = z(t + ), donde ¥ es una variable aleatoria uniforme en
el intervalo [0, 7] es una sefial estacionaria en sentido amplio.

Solucién

Hay que demostrar que la senal es estacionaria tanto en la media como
en la autorrelacion, es decir, que E[y(t)] y R,(t,t + 7) no dependen
de t. Comenzando con la media, se tiene que E[y(t)] = E[z(t + v)],
donde tanto la sefial () como la variable ¢) son aleatorias. Aplicando
(1.58), esta esperanza se puede calcular como

Blytt)) = | Blatt + o)l (2.42)

donde la esperanza condicional E[z(t + v)[¢] viene dada por la ecua-
cion (1.59) y solo afecta a las variables de x(t), siendo ¢ un parametro.
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La sefial z(t) es cicloestacionaria en la media, es decir, E[x(t)] es una
funcion periodica en ¢ con periodo T', lo que significa que E[x(t+)|¢]
donde v es considerado constante, también lo serd, ya que se trata de
un simple desplazamiento de la funcién.

La integral (2.42) se extiende en un periodo completo desde 0 hasta
T, lo que implica que esta integral dara siempre el mismo valor in-
dependientemente de t. Asi, Fly(t)] no depende de t, como se queria
demostrar. La senal es estacionaria en la media.

Siguiendo los mismo pasos para la autocorrelacion, resulta

R,(t,t+7) = Ely(t)y(t + 7)) = Elz(t + )z(t + 7 + )]

Aplicando de nuevo (1.58), esta esperanza se puede reescribir como

Ry(t,t+r):/0 Blet+ )l + 7+ )lelmde. (243

La senal z(t) es cicloestacionaria en la autocorrelacion, lo que significa
que Elx(t)x(t + 7)] es una funcion periodica en ¢ con periodo T'. Ra-
zonando de forma similar a como se ha hecho para la media se puede
afirmar que la esperanza E[z(t + ¢)z(t + 7 + ¥)|¢] tiene la misma
periodicidad y la integral (2.43) es invariante con t. Por tanto, la au-
tocorrelacion R, (t,t+ 7) no depende de ¢, lo que significa que la senal
es también estacionaria en la autocorrelacion.

Ejercicio 2.19.

Una senal digital PAM consiste en una secuencia de pulsos idénticos
cuyas amplitudes pueden tomar un conjunto finito de valores, repre-
sentados por la secuencia a[n], como se indica en la siguiente expresion
(ver ejercicio 2.17, apartado b):

[e.9]

w(t) = alk]-p(t — kD — ),

k=—o0

donde p(t) es el pulso prototipo, D es la separacion entre pulsos (o lo
que es lo mismo, el periodo de simbolo) y ¢ es una variable aleatoria
uniforme en el intervalo [—D/2, D /2] introducida conseguir un modelo
de senal estacionaria.
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a) Demostrar que la dep de z(t) se puede expresar como

S:(f) = 5 PN D Ralkle 72,

k=—o0

donde R,[k] es la autocorrelacion de la secuencia de amplitudes
alk] y P(f) es la transformada de Fourier del pulso p(t).

b) Demostrar que en el caso de que la amplitudes de los pulsos sean
independientes entre si, la expresion anterior adopta la siguiente
forma mas sencilla de calcular:

5.0 = S 1POE+ (F) IPOF 3 67— #/D)

k=—o00

donde @ y 02 son la media y la varianza respectivamente de la
secuencia de amplitudes a[n].

Solucién

a) Para calcular la dep, se calcula previamente la autocorrelacion y
después su transformada de Fourier.

Ro(r) = Elat + 7)a(t)

o0 o0

=F Z all] - p(t+7—1D — 1) - Z a[”}'p(t_”D_w]

o0 o0

—F Z > alllaln]p(t + 7 — 1D — ¥)p (t—nD—w)]

LI=—00 n=—00

oo o0

{Z S afn + Haln

k=—00 n=—00

p(t+7—k3D—nD—@/))p(t—nD—@D)}.
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donde se ha realizado el cambio de variable £ = [ — n. Teniendo
en cuenta que la secuencia de amplitudes a[k] es independiente

de ¢ y que Ela[k + nlalk]] = R,[k] queda

= > ) Ry[KE[p(t+7—kD—nD—1)p(t—nD—1))].

k=—00 n=—00

El operador esperanza actia sobre una funciéon de la variable
aleatoria 1. Aplicando (1.29) se puede escribir

Rx(T)

_ZR Z/ (t+7—kD—nD—)p(t—nD—1) f,,(¢)di
k_‘;oo ”O;oo D/2 1

= 2 falk —kD—nD—)p(t—nD—1))—di.

SRS [ pletr—kD-nD-u)p(t—nD—) a0

Con el cambio de variable u =t — nD — 1 la expresion queda

t—nD+D/2
Rx(T): Z /t plu+ 7 — kED)p(u)du .

'

El término marcado por la llave es una suma de infinitas inte-
grales definidas. Observar que los intervalos de integracion de las
diferentes integrales no se solapan y cubren toda la recta real,
con lo que esta suma de integrales equivale a una tnica inte-
gral definida desde —oo hasta oo. En la figura 2.17 se muestra
un ejemplo hipotético de la funcion de u que aparece en el in-
tegrando p(u + 7 — kD)p(u) y varios intervalos de integracion
consecutivos correspondientes a los indices n+ 1, n y n — 1 para
clarificar esta idea.

Con esta simplificacion, la expresion para la autocorrelaciéon se
reduce a

Z R, / p(u+ 7 — kD)p(u)du.

k—foo
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p(u+7—kED)p(u)

Figura2.17 Funciéon p(u + 7 — kD)p(u) e intervalos consecutivos de integracion
en el ejercicio 2.19.

Finalmente, se puede ver que la integral en la expresion an-
terior corresponde a la autocorrelacion determinista del pulso
p(t), denotada como ¢,(7), con argumento desplazado, es decir,
¢p(T — kD). Con esto, la expresion final de la autocorrelacion
R, (7) queda

o0

Ru(1) == Y Ralkloy(7 — kD).

k=—o00

Aplicando la transformada de Fourier se tiene el resultado pro-
puesto en el enunciado

S.(F) = TF{Ro(r)} = 5 PO 3 Rulkle 77

k=—00

donde se ha aplicado que la transformada de Fourier de la au-
tocorrelacion de una senal determinista de energia corresponde
al modulo al cuadrado la transformada de Fourier de la propia
sefial, en concreto TF{¢,(1)} = |P(f)|’. Esta equivalencia se
puede consultar en el esquema de la figura 2.1.

b) Segin se indica en el enunciado, la senial aleatoria discreta a[n]

estd formada por variables aleatorias independientes. En esta
situacion, la autocorrelacion R,[n| adopta una expresion muy
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sencilla que solo depende de @ y 2. En concreto, es inmediato
demostrar que R,[n] = 02+ (a)? paran = 0y R,[n] = (a)? para
n # 0. Sustituyendo este resultado en la expresion general de la
dep S.(f) obtenida en el apartado anterior se tiene

5.0 = 5 1P (az H@? Yy e-f%f’fD) .

k=—o00
El sumatorio se puede simplificar recurriendo a la férmula del
sumatorto de Poisson

o0 o

—j2m 1
k:z—ooe kD — 5k;w5(f —k/D).
Con esto, resulta
o 2 a\’ 2
S =G IPUI + () IPOF 3 ot /D)

Ejercicio 2.20.

Determinar y representar la dep de las siguientes seniales PAM:

a) Senal Unipolar RZ (Return to Zero). Esta construida con pulsos
rectangulares de duracion D /2, siendo D el periodo de bit. Las
amplitudes son 0 y A independientes entre sf asociadas a los bits
0 y 1 respectivamente.

b) Senal Bipolar NRZ (Non Return to Zero). Esta construida con
pulsos rectangulares de duraciéon D, siendo D el periodo de bit.
Las amplitudes son —A, 0 y A y estan relacionadas con los bits
de forma que un bit 0 da lugar a una amplitud 0 mientras que
un bit 1 da lugar a amplitudes alternadas —A y A.
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¢) Senal Diferencial NRZ. Esta construida con pulsos rectangulares
de duracion D, siendo D el periodo de bit. Las amplitudes son
—A y Ay estan relacionadas con los bits de forma que un bit 0
mantiene la amplitud anterior mientras que un bit 1 conmuta la
amplitud anterior de —A a A o viceversa .

En la figura 2.18 se muestra un ejemplo de cada una de estas senales
para una determinada secuencia de bits.
Nota: Considerar bits independientes y equiprobables.

1 0 1 1 0 1
A :— . . Unipolar RZ
1 1 1
D t
>
A i —
| | Bipolar NRZ
| ! t
1 1
-A
A 1 T |
| | | Diferencia NRZ
1 1 1
| | | t
1 1 1
-A

Figura2.18 Ejemplos de tres sefiales PAM. a) Unipolar RZ, b) bipolar NRZ y c)
diferencial NRZ del ejercicio 2.20.

Solucién

a) Dado que los bits son independientes, también lo seran las am-
plitudes de los pulsos, pues hay una correspondencia biunivoca
entre ambos. La expresion de la dep para una senal PAM con
amplitudes independientes ha sido obtenida en el apartado b)
del ejercicio 2.19. Para evaluarla es preciso determinar el valor
medio @ y la varianza o2 de la secuencia de amplitudes, asi como
el modulo al cuadrado de la transformada de Fourier del pulso
empleado.
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La secuencia de amplitudes a[n] es una sefial aleatoria discreta
que puede tomar los valores 0 y A de forma independiente y
equiprobable. Es inmediato comprobar que la media de esta senal
es @ = A/2 y que la varianza es 02 = A%/4.

Por otra parte, el pulso prototipo empleado es rectangular de
duraciéon D/2 y amplitud 1, por tanto el modulo al cuadra-
do de su transformada de Fourier viene dado por la expresion
|P(f)]* = %sian(fD/Q), siendo sinc(x) = sen(mwz)/(7wx). Susti-
tuyendo estos valores en la expresion general de la dep de senales

PAM con amplitudes independientes se tiene

S.(f) = s (/D)2
+’14—63mc2<fp/2) > o(f - k/D)
k=—o00

El primer sumando de la expresion corresponde la parte continua
de la dep mientras que el segundo término estd formado por
deltas a frecuencias multiplos de 1/D. De todas estas deltas, las
de indice par se anulan, ya que la funcion sinc?(fD/2) por la
que van multiplicadas es nula para f = k/D con k par.

La dep resultante se muestra en la figura 2.19. La existencia de
una delta a frecuencia cero se debe a que la senal tiene valor
medio distinto de cero y por tanto, existe potencia de continua.

En este caso las amplitudes no son independientes, por lo que
habra que emplear la expresion general para la dep obtenida en el
apartado a) del ejercicio 2.19. Para evaluarla hay que conocer la
autocorrelacion de la secuencia de amplitudes R,[n] y el modulo
al cuadrado de la transformada de Fourier del pulso prototipo
empleado.

La secuencia de amplitudes de esta senal corresponde a la senal
discreta que se analizo en el ejercicio 2.6 y cuya autocorrelacion
viene dada por

Ra[n] = (A2/2)8[n] — (A2/4)6[n — 1] — (A%/4)5[n + 1.
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S5, (f)
A’D

16 Unipolar RZ

N

A A°D
367°

0 1 2 3 4 D

Figura2.19 Densidad espectral de potencia de la senial unipolar RZ analizada en
el ejercicio 2.20.

El pulso empleado es rectangular de duraciéon D cuya transfor-
mada de Fourier es D%sinc?(f D). Sustituyendo estos valores en
la expresion general se llega a

A2 A2

S:(f) = DSinCQ(fD) - Z(63'27rfD + 6—j27rfD)

Tras cierta manipulacion, la expresion anterior se puede simpli-
ficar como

S.(f) = A2Dsinc?(f D)sen?(w f D)

En la figura 2.20 se representa esta dep. En este caso queda pa-
tente el hecho de que el perfil de la dep no sélo depende del es-
pectro del pulso prototipo empleado sino que también influye de
forma determinante la regla de construccion de dicha secuencia
de amplitudes a partir de los bits, que modifica sus estadisticos
de la secuencia de amplitudes.

En este caso las amplitudes tampoco son independientes. La
secuencia de amplitudes de esta senal corresponde a la senal
discreta que se analiz6 en el ejercicio 2.7 y cuya autocorrelacion
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es Ry[n] = A%§[n]. El pulso prototipo empleado es rectangular
de duraciéon D y amplitud 1, cuya transformada de Fourier al
cuadrado es |P(f)|° = D2sinc?(fD). Sustituyendo se llega a

S.(f) = A2Dsinc*(f D)

Su representacion se muestra en la figura 2.20.

S, (f)
A*D
Diferencial NRZ
Bipolar NRZ
| = | ] ]
0 1 2 3 4 fD

Figura2.20 Densidades espectrales de potencia de las senales diferencial NRZ y
bipolar NRZ analizadas en el ejercicio 2.20.

Ejercicio 2.21.

Las senales digitales PAM multinivel permiten aumentar la velocidad
de transmision binaria en enlaces con una relacion senal a ruido elevada
sin aumentar el ancho de banda ocupado respecto a la correspondiente
senal PAM de dos niveles.

Considerar la sefial PAM multinivel NRZ-M (siendo M potencia de
2), construida a partir de una secuencia binaria, de forma que cada
secuencia de logs(M) bits sirve para seleccionar una de las M posibles
amplitudes que van desde 0 hasta M — 1.

Sabiendo que los simbolos binarios son independientes y equiprobables
y que el pulso empleado es rectangular de duraciéon igual al periodo
de simbolo D, determinar una expresion para la dep de dicha senal.
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Solucion

En la figura 2.21 se representa un tramo de una realizacion de la senal
propuesta para el caso de M = 4.

11 00 01 11 10 01
N ,
2
1 1
0
t
<«

Figura2.21 Tramo de realizacién de la sefial PAM multinivel para M = 4 definida
en el ejercicio 2.21.

Como se puede apreciar, cada pareja de bits de la secuencia de parti-
da se emplea para seleccionar uno de los 4 niveles posibles. El pulso
prototipo empleado es rectangular de duracion D y amplitud 1 y la
secuencia de amplitudes puede tomar los valores 0,1,2,3 de forma
equiprobable e independiente, pues asi ocurre con la secuencia de pa-
rejas de bits. La expresion para la dep es la obtenida en el apartado
b) del ejercicio 2.19, repetida aqui por comodidad

5.0 = S 1POE+ (F) IPOF X 67— #/D)

k=—o0

Para evaluarla es preciso determinar el valor medio @ y la varianza o2
de la secuencia de amplitudes, asi como el moédulo al cuadrado de la

transformada de Fourier del pulso empleado. Las variables aleatorias
de la secuencia a[n] son discretas y pueden tomar valores desde 0 hasta
M — 1 de forma equiprobable. La media se calcula como producto de
posibles valores por sus probabilidades, segtin (1.32)

=

-1

1
M

a =

k= (M—1)/2.

i
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De forma anéaloga, el valor cuadratico viene dado por

i - k= (M —1)(2M —1)/6,

M
k=0

con lo que la varianza toma el valor
o2 =a?—(a)*=(M*-1)/12.

El modulo al cuadrado de la transformada del pulso rectangular de
duracion D es |P(f)|* = D?sinc?(fD). Sustituyendo estos valores se
obtiene la expresion

2 _ )2
S:(f) = MDSiHCQ(fD) + %

- i(f)

Observar que el sumatorio de deltas que aparece en la expresion gene-
ral se anula, pues las deltas estdn ubicadas en los nulos de la funcién
sinc?(fD), salvo la correspondiente a frecuencia cero (ya que la sefial
tiene media distinta cero).

Curiosamente, la dep es la misma (salvo por un factor de escala) sea
cual sea el nimero de niveles empleados M. El ancho espectral de
la senal depende solamente del periodo de simbolo D. Esto significa
que, fijado D, se puede aumentar ilimitadamente el ntimero de bits
por segundo ( %) que la senal conlleva sin mas que aumentar el
ntmero de niveles M, manteniéndose el mismo ancho de banda.

La técnica multinivel es muy ttil y se emplea en la mayoria de los
sistemas de transmision digital, aunque existe un limite, pues aumen-
tar M supone un aumento de la amplitud maxima de la senal y, por
tanto, de su potencia. Incluso en el caso de que se mantenga la am-
plitud méxima y se aumente M a costa de reducir la separacion entre
niveles, también se encontraria un limite, ya que llegaria un momento
en el que el ruido presente en toda transmision impediria al receptor
distinguir entre los diferentes niveles de la senal.
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Ejercicio 2.22.

Considérese una senal digital binaria que emplea dos pulsos diferentes
p1(t) v p2(t) para representar los digitos binarios. Analiticamente, este
tipo de senal se puede expresar como

[e.9]

w(t) =Y [alk] - pi(t — kD — ) + b[k] - pa(t — kD — )],

k=—o00

donde D es el periodo de bit, ¥ es una variable aleatoria uniforme en el
intervalo [0, D], a[n] es igual al bit n-ésimo y b[n| = 1—a[n|. Asumiendo
que los digitos binarios son independientes y equiprobables, obtener
una expresion para la dep de z(t).

Solucién

Inicialmente es preciso determinar la autocorrelacion y las correlacio-
nes cruzadas de las secuencias aleatorias alk] y b[k], pues se van a
necesitar posteriormente.

Las secuencias a[n] y b[n] son secuencias blancas con media, con au-
tocorrelacion R,[n] = Ry[n] = 1d[n] + 1. Por otra parte, es inmediato
comprobar que Rgp[n] = Ry [n] = —16[n] + 1.

Considerar a continuacion la descomposicion de z(t) en dos senales:

x(t) = x1(t) + x2(t), siendo

o0

w(t) = all]-pi(t — 1D — ),

l=—o00

xo(t) = Z b[n] - pa(t — nD — ).

n=—oo

La autocorrelacion de x(t) se puede expresar como
Ry(7) = Ryy (T) + Ry (T) + Riyon (T) + Raya, (7).

Para el calculo de estas cuatro correlaciones se van a aplicar resultados
conocidos de la PAM monopulso abordada en el ejercicio 2.19.
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» R, (7). La senal x1(t) es PAM monopulso. La autocorrelacion
viene dada por la expresion

ZR k] ¢p, (T — kD).

kf—oo

» R, (7). La senal xs(t) es también PAM monopulso y su autoco-
rrelacion viene dada por la expresion

Rea(r) = 5 S Rilléya(r — kD).

k=—o00

» R, ., (7). Siguiendo los mismos pasos que en el ejercicio 2.19
se llega facilmente a la siguiente expresiéon para la correlacion
cruzada

xlasg Z Rab ¢p1p2 )

k—foo
siendo ¢,,,(7) la correlacion cruzada determinista de las sefiales
pi(t) y pa(t).

" Ry, (7). De igual forma se tiene que

xga:l Z Rba ¢p2p1 )

k—foo

A continuacion se calcula la transformada de Fourier de cada una de
estas funciones para obtener la dep de cada término

u TF{RI1 (7')} = SIl (f)

5 () = 15 IPDP + 155 1P Z 5(f ~ k/D).

n TF{RJ;Z (T)} = S:cz(f)

1

Self) = 15

[P + 75 [Pa(f Z o(f —k/D).

k=—o00

4D2
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2 TE{Ru12y(T)} = Spyan (f)-

Seie(F) = THPUDB () + 1 PDB () 3 (7 — k/D).
o TF{Rypu,(T)} = Supas (f)-
Suan () = T5PH DR + s AR S o = K/ D).

En la obtencién de las dos tltimas expresiones se ha aplicado la si-
guiente identidad, valida para senales de energia

[e.e]

17 (6.0} =7 { [

—00

-+ a0} = 24(1) - 230,
La dep buscada S,(f) se obtiene como

Se(f) =TF{R.(7)} = Su, (f) + Sin (f) + Saran (f) + Sinr, (f)-
Aplicando las identidades complejas
|A+ B|* = |A? + |B]* + AB* + A*B

|A— B|> = |A]*+ |B|> — AB* — A*B,

se llega finalmente a la expresion

+— [P(f) + P(f)? D 8(f - k/D)
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Ejercicio 2.23.

En la modulacién digital de pulsos por posicion N-PPM (Pulse Posi-
tion Modulation) la informacion digital determina la posicion de un
pulso rectangular dentro del periodo de simbolo, donde N es el niimero
de posiciones posibles. Un ejemplo para N = 4 se muestra en la parte
superior de la figura 2.22.

N NI

Figura2.22 Tramo de realizacién de una senal 4-PPM y secuencia correspondiente
de amplitudes en el ejercicio 2.23.

De forma analitica, una senal N-PPM se puede expresar como

[e.9]

o(t) =AY p(t— Rdlk] — kD - ¢),

k=—o0

donde D es el periodo de simbolo, d[k] es una variable aleatoria dis-
creta que puede tomar valores forma equiprobable dentro del rango
0,...,N —1, p(t) es un pulso rectangular de amplitud 1 y duracion
D/N y ¢ es una variable aleatoria uniforme en el intervalo [0, D].
Esta senial N-PPM se puede identificar con una senal PAM como la
definida en el ejercicio 2.19 mediante la siguiente expresion:

o

w(t) = ) alk— ko] -p(t — kT — ),

k=—00

donde k( es una variable aleatoria discreta que puede tomar valores de
forma equiprobable dentro del rango 0,..., N — 1, ¥ es una variable
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aleatoria uniforme en el intervalo [0, D/N] e independiente de kg y
alk] es una secuencia de amplitudes formada por la concatenacion
de bloques de N muestras asociados a cada una de las posiciones de
los pulsos PPM. En la parte inferior de la figura 2.22 se muestra la
secuencia de amplitudes correspondiente al tramo de la realizacion de
la senal 4-PPM representada en la parte superior.

En el ejercicio se determin6 una expresion general para la dep de una
senal PAM, que particularizada para este problema es

S(F) = SIPIP S Rk PN (2.49)

k=—o00

Asumiendo simbolos binarios independientes y equiprobables, calcular
la dep de la senal x(t).

Solucién

Para resolver este problema es necesario calcular la autocorrelacion de
la secuencia de amplitudes a[k — ko] y la transformada de Fourier del
pulso P(f) y sustituirlas en la expresion (2.44).

La secuencia de amplitudes descrita es idéntica a la que que se estudio
en el ejercicio 2.10 y cuya autocorrelacion resulto ser

A?/N n=20
Ru[n] =< A%n|/N3 |n|=1,..,N -1
A2N? [n|> N,

que se puede expresar de una forma mas compacta como

Rufin) = 5 [1 = Al + -ofn],

siendo u
1-% |n|<N
A = N =
N[n] { 0 resto,

es decir la funcién tridngulo de base 2N + 1 muestras. El sumatorio
que aparece en (2.44) corresponde a la transformada de Fourier de la
secuencia discreta R,[n] con argumento Q = wD/N. En particular, si
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se denota con 5,(2) a la dep de aln], entonces S,(Q2) = TF{R,[n]} y

Z Ro[k] - e RPN — Sa(Q)|Q:wD/N' (2.45)

k=—00
Es inmediato comprobar consultando las tablas de transformadas que

A2{ sen?(mfD) } = A2
k

Sa(Q)‘Q:wD/N = N - N2S6H2(7TfD/N) — ﬁd(f_kN/D)7

(2.46)
donde w = 27 f. Respecto a la transformada de Fourier del pulso

2

P2 = %sian( FD/N). (2.47)

Sustituyendo (2.45), (2.46) y (2.47) en (2.44), se tiene

2

5.(0) = s/ (1 5()

sen?(mwfD) A?
~ N2sen?(w fD/N)> e

0 1 2 3 4 5  fIR,

Figura 2.23 Densidad espectral de potencia de una senal PPM para diferentes
valores de N en el ejercicio 2.23.

En la figura 2.23 se representa la dep de una senal PPM de potencia
unitaria para los casos de N = 4,8 y 16, donde el eje de frecuencias
esta escalado por el régimen binario R, = log,(N)/D.
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Ejercicio 2.24.

Sea x(t) una senal digital binaria que emplea dos pulsos diferentes p; (t)
y po(t) para representar los dos digitos binarios como la presentada en
el ejercicio 2.22. Considerar el caso de que los dos pulsos sean:

pi(t) = cos(2rfit) - [u(t) — u(t — D)
pa(t) = cos(2mfot) - [u(t) — u(t — D)),

donde D es el periodo de bit, fi = k1/D y fo = ko/D, siendo k1 y ko

dos valores enteros positivos y distintos.

La senal resultante corresponde a una modulacion FSK (Frequency

Shift Keying) binaria con continuidad de fase. En la figura 2.24 se
muestra un tramo de una realizacién de esta senal.

0 1 0 0 1

AN AR AA N AR
VIV VIV VI

Figura2.24 Tramo de realizacién de una senal FSK binaria en el ejercicio 2.24.

a) Aplicando lo resultado del ejercicio 2.22, calcular la dep de x(t).

b) Calcular y representar graficamente la dep de la senial FSK ob-
tenida en el apartado anterior para el caso de k; = 10, ks = 11
y para el caso de k1 = 10, ky = 20.
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Soluciéon

a) La expresion obtenida en el ejercicio 2.22 para la dep de una
senal digital binaria que emplea dos pulsos diferentes es

S.(f) = i|P1<f>—P2<f>|2

|Py(k/D) + Py(k/D)|? Z 5(f — k/D),

k=—o00

4D2
(2.48)

Basta, por tanto, sustituir en ella la transformada de Fourier de
los dos pulsos FSK cuya expresion es

Pi(f) = g sinc((f — f1)D) - e I"U=f0)D

D .
+ 5 sinc((f + f1)D) - e Im(f+f)D

B(f) = g sinc((f — fo)D) - e I™U=f2)D

D .
+ 5 sinc((f + f2)D) - e Im(f+f2)D

Desafortunadamente, una vez realizada la sustitucion en (2.48),
el sumando -5 |Pi(f) — Py(f)° da lugar a una expresion ela-
borada que no admite simplificaciéon. Sin embargo, el segundo
término de (2.48) si se puede simplificar notablemente. Sabien-
do que fi = k1/D y fo = ko/D, se puede escribir

1 1 '
Py(k/D) = 5D sinc(k—ky)-e 754D sine (keky )-e 744,

(2.49)
Esta expresion (2.49) se anula para todos los valores de k excepto
para k = ky y k = —ki, en cuyo caso toma el valor D/2. Lo

mismo ocurre con Pp(k/D), con lo cual S,(f) queda

So(f) = 5 [Pi(f) — Po(f)]* + £6(f — k1/D)

+160(f — k2/D) + 350(f + k1/D) + 350(f + k2/ D)
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b) En la figuras 2.25 y 2.26 se representa S, (f) para la parte positiva
del espectro para los dos casos indicados. Observar que en los
dos casos hay una delta en cada una de las frecuencias f; y fs.
Esto ocurrird en una senal FSK siempre que k; y ko sean enteros.

S, (f) A N

10 15 20 D

Figura2.25 Dep de sefial FSK para f; = 10/D, fo = 20/D en el ejercicio 2.24.

S (f)

10 11 /D

Figura2.26 Dep de sefial FSK para f1 = 10/D, fo = 11/D en el ejercicio 2.24.

Observar asimismo, que cuando ambas frecuencias estan sufi-
cientemente separadas, se pueden distinguir dos perfiles de ti-
po sinc correspondientes a cada uno de los pulsos individuales,
mientras que si ambas frecuencias estan proximas, ambos perfiles
se mezclan resultando un solo 16bulo centrado en la frecuencia
promedio de f1y fs.
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Ejercicio 2.25.

En este ejercicio se plantea el célculo de la dep de una senal de tipo
OFDM (Orthogonal Frequency Division Modulation), que es la mo-
dulaciéon empleada en numerosos sistemas digitales de alta velocidad
como ADSL, DVB, WiMax, PL.C, WiFi, etc. Para ello, considerar ini-
cialmente la siguiente senal digital QAM, formada por la suma de dos
senales PAM:

[e.9]

wlt) = D alipra(t —iD = v) + 3 bililpelt —iD =),

i=—00 i=—00

donde k es un parametro entero, D es el periodo de simbolo, 1 es una
variable aleatoria uniforme en el intervalo [0, D] y las secuencias de
amplitudes ax[i] y bgli] son independientes entre si. En cada una de
estas secuencias, a su vez, las muestras asociadas a diferentes instantes
i son independientes entre si, de media nula y misma varianza o2. Los
pulsos pra(t) v pro(t) se definen como

Pra(t) = cos(wokt) - [u(t) — u(t — D)]

pro(t) = sen(wokt) - [u(t) — u(t — D)),

con wy = 2w/ D.

a) Aplicando los resultados del ejercicio 2.19, calcular la dep de
xp(t).

b) La sefial OFDM consiste en la suma de N sefiales del tipo de
zy(t), independientes entre si

Demostrar que la dep de z(t) es la suma de las dep de cada una
de las seniales x(t) por separado.

¢) Obtener una expresion para la dep de z(t) y hacer una represen-
tacion gréfica para el caso de N = 5.
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Solucion

a) La sefial z(t) se puede expresar como la suma de dos senales
PAM. Llamando

o0

Ika<t) = Z ak[i]pka(t — ZD — ¢)

i=—00

Trp(t) = Z bi[i]pes(t —iD — ),

1=—00

se tiene g (t) = Tga(t) + xpp(t). La autocorrelacion de la suma
de dos senales viene dada por

Rmk <T> = kaa (7-) + Rﬁkb (T> + kaaxkb <T> + Rzkbxka (7-)

Al ser las secuencias ay[i] y b[i] independientes entre si y de
media nula, las correlaciones cruzadas se anulan. Concretamente,

o0

Ropo(7) = E{ S aulilpalt +7— iD — )

1=—00 J=—00
X b jlprs(t — D — )|,

y aplicando linealidad del operador esperanza,

kaaﬂﬂkb(T) - Z Z E {ay[i]by[]]

1=—00 j=—00

X Elpra(t + 7 — 1D — )prp(t — 7D — )],

donde se ha hecho uso de que 1) es independiente de las amplitu-
des. A su vez, a[i] y b[j] son independientes entre si y de media
nula,

E [ay[t]br[7]] = E [ar[1]] E [bi[j]] = 0,

con lo cual, R (1) =R (1) = 0. Por tanto,

LkaTkb

ka <T> = kaa (T) + kab (T)

LrbTka
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Sﬁvk (7) = Sxka (T> + Sﬂfkb (T)

Para el célculo de la dep de S,, (7) se pueden aplicar los resul-
tados del ejercicio 2.19 . Para S,,,(7) se puede escribir

2

S (f) = % | Pea(f)I (2.50)

La transformada de Fourier de p,, (t) es

P (f) = g sinc((f — fok)D) - e Im(f=fok)D

D ,
+5 sinc((f + fok)D) - eI UMD,
Teniendo en cuenta que fo = 1/D, y tras cierta manipulacion
algebraica, el modulo al cuadrado de la transformada se puede
expresar como

2

Po(F)P = 2 (sine(7D — k) + sine(fD + k)

De forma analoga se puede proceder para xy(t), obteniéndose el
mismo resultado. Finalmente, sustituyendo en (2.50), se tiene

S:Ek(f) - Sﬂcm(f) + S:Jckb(f)

2

_ 02D (sinc(fD — k) +sinc(fD + k) )?

Asi,

2

Su,(f) = (sinc(fD — k) +sinc(fD + k) )?

Se trata de N senales de media nula con amplitudes indepen-
dientes entre si. Esto va a provocar que sean senales ortogonales,
lo que significa que la dep de la suma es la suma de las dep in-
dividuales. En el apartado anterior se ha demostrado este hecho



184 Capitulo 2. Caracterizacion de senales aleatorias. Ejercicios

para el caso de dos senales xp,(t) y zxp(t). Se procede a la de-
mostracion para el caso de las N senales propuestas.

La autocorrelacion de la suma de senales es la suma de las au-
tocorrelaciones maés las correlaciones cruzadas, es decir,

R.(r) = E[z(t+7)z(t)]=E|> > ax(t+7)zp(t)

= D R (M) 4D > Ru, (7). (2.51)

Las correlaciones cruzadas son todas nulas para el problema bajo
estudio. En efecto, para k # k'

Ry, (1) = Elai(t + 7)aw (1))

=F Zak[i]pka(t +7—1D — ¢) + bk[’i]pkb(t +7—19D — ¢)
< " awlilpralt — iD= ) + b ljlprslt — D — w>]

-y ¥ (E aulilaw ]

) X_E' [pka(t +7—1D — w)pk’a(t - ]D - 1/))]
+ E lag[ilbw [j]] E [pra(t + 7 —iD — )prp(t — jD — )]
+ E [bg[i]aw [j]] E [pro(t + 7 —iD — ) prra(t — jD — 1))

+ B [br[i)bw [7]] E [pro(t + T — 1D — )pry(t — jD — 1 ]),
(2.52)

donde se ha aplicado la independencia entre las amplitudes y la
fase aleatoria.
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Finalmente, segin se indica en el enunciado, las amplitudes de
las distintas senales son independientes entre si y de media nula
con lo que son ortogonales, es decir, Vi, j se cumple que

E [ay[d]aw [j]]=E [ax[i]bw 5] = E [bx[i]ar [j]] = E [be[i]bw[j]] = O,
(2.53)

Sustituyendo (2.53) en (2.52) se tiene Ry, ., (7) = 0 para k # ¥/,
lo que significa que las senales son ortogonales entre si.
Con esto, (2.51) se reduce a R.(7) = S.p_, Ry, (7) ¥, por tanto,
S.(f) =320, s, (f), como se queria demostrar.

¢) Segim el resultado del apartado b) S,(f) = S_r_, Sy, (f). En el
apartado a) se ha calculado la dep S, (f) de una sefal QAM,

con lo cual, la expresion para la dep de una la senal OFDM
propuesta es

> (sine(fD — k) + sinc(fD + k))*

o?D

5.5 =7

En la figura 2.27 se representa la parte de frecuencias positivas
de la dep de una senal OFDM para N=5, junto con las dep de
cada una de las senales QAM que la componen. La componente
correspondiente a £ = 0 no se ha incluido.

S.(H|

o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 fD

Figura2.27 Dep de senal OFDM para N =5 en el ejercicio 2.25.
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Ejercicio 2.26.

En un sistema inalambrico la senal que llega a un receptor movil se
puede modelar como la suma de /N senales provenientes de N caminos
distintos, lo que provocara el conocido fenémeno de desvanecimiento
o fading debido a la posible interferencia destructiva. Cada una de
estas senales llega al receptor con un angulo distinto 6; que se puede
considerar una variable aleatoria uniforme en el intervalo [—7, 7] y
con un desplazamiento de frecuencia Doppler & = Aiccos(ﬁi), donde v
es la velocidad del movil y A. es la longitud de onda a la frecuencia
central de funcionamiento. La sefial recibida se puede expresar como

2(t) = SN, xi(t), con
zi(t) = Acos(2m fot + 2m&it + 1),

siendo f. la frecuencia central de funcionamiento, v); una fase aleato-
ria uniforme en el intervalo [—7, 7] y donde se asume que todas las
contribuciones tienen la misma potencia A%/2, siendo P la potencia
total de la senal recibida. Las variables &; y v;, 2 = 1,..., N son todas
independientes entre si.

a) Calcular la fdp de &;.
b) Calcular la dep de z(t) suponiendo f. > v/A..

\ Ly

Figura2.28 Esquema del enlace inaldmbrico multicamino del ejercicio 2.26.
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Soluciéon

a) Se trata de una sencilla transformacion de una variable uniforme

mediante la funcién coseno

v
& = )\—Ccos(ei).
Dada la simetria par tanto de la funcién de transformacion como
de la fdp de 6;, basta con realizar los calculos para 0 < 0, < 7
y duplicar el resultado. Aplicando el método directo de trans-
formacion de variables aleatorias, segin se indica en (1.43), se
tiene

db; A

Fel6) = (8| = Futeos o) e

Sustituyendo fy, (-) por su expresion e incluyendo el factor 2 men-
cionado se llega a

Ae
fgv(é—l) = 1—(%&)
0 &l >

cuya representacion grafica se muestra en la figura 2.29.

Se demostrara primero que las distintas contribuciones son in-
dependientes entre si y de media nula, lo que significa que son
ortogonales, es decir que Ry, (7) = 0 para i # j.

La independencia de las distintas senales x1(t), ..., zx(t) es facil
de verificar, puesto que x;(t) depende de las variables aleatorias
& v 1y, mientras que x;(t) depende de las variables aleatorias ¢;
y ¥j. Dado que estas variables son todas independientes entre
si, asf lo seran las senales.
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£ (&)

-1 0 1 5[ '/i’z:/v

Figura2.29 Funcién densidad de probabilidad de la desviacién de frecuencia Dop-
pler del ejercicio 2.26.

Siendo las correlaciones cruzadas R, (7) nulas, la autocorrela-

cion de la sumaes R, (1) = Zfil R.,(7). Dado que todas las con-
tribuciones son senales estadisticamente idénticas, todas tendran
la misma autocorrelacion y, en consecuencia, R,(7) = NR,, (7).
De aqui se deriva que S,(f) = NS, (f).

Por altimo, S,,(f) se puede determinar aplicando directamente
el resultado del ejercicio 2.4, pues x;(t) es una sinusoide con
desviacion aleatoria de frecuencia. Asi,

SN =N | Gr )+ )| @

Teniendo en cuenta que la potencia total P es N veces la poten-
cia de cada contribucion A?/2, segin se indica en el enunciado, y
aplicando los resultados del apartado a), S, (f) se puede expresar
finalmente como

P
S.(f) = 2rv A Ry
Vi- [ - ) A A

donde se ha tenido en cuenta que f. > v/\., lo cual garantiza
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que no hay solapamiento entre las dos contribuciones espectrales
de (2.54). En la figura 2.30 se representa graficamente S, (f).

S.(H)

f.=v/A, fe f+v/4, !

Figura2.30 Dep de la senal recibida en el sistema radio del ejercicio 2.26.

La dep obtenida corresponde a lo que se conoce en el contexto de
comunicaciones inalambricas como espectro Doppler. El modelo
del sistema inaldmbrico considerado en este ejercicio se conoce
como modelo de Jakes.






Capitulo 3

Procesado de senales aleatorias

3.1. Senales aleatorias y sistemas LTI: Ana-
lisis

Sea la senal discreta, aleatoria y estacionaria x[n] la entrada de un
sistema lineal invariante en el tiempo (LTI) causal cuya respuesta al
impulso es h[n], segun se indica en la figura T3.1.a La sefial de sa-
lida y[n] es también aleatoria y se puede expresar como la suma de
convolucion

o)

yln] = x[n] « hin] = hlklzn — k] (3.1)

k=0

Cada variable aleatoria de la senal de salida es una combinacion lineal
de variables aleatorias de la senal de entrada, donde las constantes de
la combinacién son los valores de la respuesta al impulso del sistema.

Las mismas consideraciones se pueden aplicar para un sistema LTI de
tiempo continuo, como el indicado en la figura T3.1.b. En este caso,
la senal a la salida viene dada por la expresion

[e.e]

mw:x@*mw:/)hﬁn@—ﬂ (3.2)

7=0

191
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aln] —>  hn] o>yl ozt o R(E) > (D)

(a) (b)

Figura T 3.1 (a) Sistema LTI de tiempo discreto con entrada z[n], salida y[n] y
respuesta al impulso h[n]. (b) Sistema LTI de tiempo continuo con entrada z(t),
salida y(t) y respuesta al impulso h(t).

3.1.1. Caracterizaciéon completa de la senal a la sa-
lida

La determinaciéon de la fdp conjunta de las variables de la senal de
salida y[n] requiere conocer la fdp conjunta de las variables de la se-
nal de entrada y aplicar alguno de los métodos de transformacion de
variable aleatoria descritos en el tema 1. En la préctica, tanto conocer
la fdp conjunta de las variables de la senal de entrada como aplicar la
transformacion es una tarea muy complicada.

Existe una excepcion, que es el caso de que la senal de entrada sea gaus-
siana, ya que la salida serd entonces también gaussiana, pues la trans-
formacion lineal de N variables conjuntamente gaussianas en otras N
variables da como resultado variables conjuntamente gaussianas.

Las mismas consideraciones se aplican para senales de tiempo conti-
nuo.

3.1.2. Caracterizacion parcial de la senal a la salida

La media de la senal y[n| se puede calcular como

T

hik] =7 - H(Q = 0), (3.3)

o]
k=

donde H(£2) es la respuesta en frecuencia del sistema LTT.
La autocorrelacion de la sefial y[n] viene dada por

Ry[n] = R,[n| * hin] % h[—n]. (3.4)
La densidad espectral de potencia de de y[n] es

Sy(Q) = S:(Q) - [H(Q)[*. (3:5)
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La correlacion cruzada de entrada-salida es
R.yIn] = Ry[n] * h[—n], Ry.[n] = R.[n]* hin]. (3.6)

Estas mismas expresiones son trasladables al caso de senales aleatorias
continuas:

7 - ﬁ/ih(ﬂzf-H(sz), (3.7)
Ry(7) = Ru(r)*h(r)h(—7), (3.8)
Sy(f) = S(f) - 1H ()P, (3.9)
R,y (1) = Ru(7)*h(-7), (3.10)
R, (1) = Ry(7)*h(r). (3.11)

3.2. Senales aleatorias discretas y sistemas
LTI: Diseno. Filtros de Wiener

Suponer que se desea estimar los valores de una senal aleatoria, que
se va a denominar senal deseada d[n|, a partir de la observacion de
los valores de otra senal aleatoria x[n], que se llamara senal obser-
vada, mediante un sistema LTI aplicado a la senal observada. A la
estimacion se la denotard como ci[n] Todas las senales son de media
nula. El criterio para disenar el sistema consiste en minimizar el error
cuadratico medio cometido en la estimacion (criterio MSE).

En la figura T3.2 se muestra un esquema del procedimiento indicado,
donde y[n] = d[n] es la salida del filtro y £[n] es la sefial de error en la
estimacion, e[n] = d[n] — d[n).

y[n]

n] —>  h[n] —»?—» £[n]

d[n]

Figura T 3.2: Configuracion del sistema de filtrado 6ptimo.

Se trata, en dltimo término, de un problema de estimacion de variable
aleatoria, que ya se abordd en el capitulo 1. El criterio MSE adopta
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en este contexto la forma

r}?[m {E[(£’[n])]} = r}?[m {E[(d[n] — d[n])*]}. (3.12)
Para el caso sencillo de filtro causal de respuesta al impulso finita
(FIR) de orden P, el sistema de ecuaciones que permite obtener los

valores de los P+ 1 coeficientes de la respuesta al impulso del filtro se
obtiene a partir de (3.12)

P
> hlkR = Rgp[m], m=0,...,P. (3.13)
k=0

Este es el sistema de ecuaciones de Wiener y al filtro resultante se
le denomina filtro de Wiener o filtro 6ptimo MSE. EI MSE minimo
(MMSE) obtenido viene dado por

MMSE = E[e?[n]] = Ra[0] = ) ho[k] Rax[k], (3.14)

siendo h,[n] la solucion de (3.13).
El aspecto de la matriz del sistema de ecuaciones de Wiener para
P = 3 es, segln se deriva de (3.13),

donde se ha aplicado la propiedad R,[n] = R,[—n]. La matriz es si-
métrica y ademés todos los elementos dentro de la diagonal y cada
subdiagonal tienen el mismo valor. A este tipo de matriz se le llama
Toeplitz.

En un problema de estimacion 6ptima se cumple el principio de or-
togonalidad, que establece que el error es ortogonal a cada una de las
observaciones, es decir

Ele[nlz[n —m]] =0, m=0,...,P. (3.15)
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Tabla T 3.1: Tipos de problema que se resuelven con filtrado MSE.

’ Nombre \ Senal observada \ Senal deseada ‘
Filtrado clésico s[n] + n[n] s[n]
Igualacion s[n] * g[n] + n[n| s[n]
Prediccion s[n] s[n +m)|
Alisamiento s[n| s[n —m)|

El diseno de filtros MSE permite resolver una gran variedad de proble-
mas de procesado estadistico de senales aleatorias segiin sean la senal
observada y la senal deseada. En la tabla T3.1 se indican algunos de
los mas representativos. En esta tabla, s[n] es una senal aleatoria, n[n]
es una senal de ruido, g[n] es la respuesta al impulso de un sistema

LTI y m es una constante entera y positiva.






Ejercicios

Ejercicio 3.1.

Calcular la autocorrelacion de la sefial discreta aleatoria s[n| que se
obtiene a partir de la siguiente féormula recursiva:

sln] = ps[n — 1] 4+ wn/],

donde w(n] es una senal blanca de potencia o y |p| < 1, siendo p un
nimero real.

Solucién

w{n|—» h[n] — s[n)|

Figura3.1 Sistema que modela la senal s[n| del ejercicio 3.1.

La forma maés sencilla de abordar el problema es considerar la senal
s[n] como la salida de un sistema LTI (ver figura 3.1) cuya entrada
es w[n]. Para obtener la respuesta al impulso h[n| de dicho sistema se
puede aplicar la transformada Z a la féormula recursiva del enunciado

S(z) = pS(2)z ' + W (2),
de donde se puede extraer la funcién de transferencia del sistema

S(z) 1

H(z) = W(z) T pz L

cuya transformada Z inversa corresponde a la respuesta al impulso
hin] = p"uln).

La relacion entre la autocorrelacion de una senal a la salida de un sis-
tema LTT y la autocorrelaciéon a la entrada viene dada por la expresion

197
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(3.4), Rg[n] = h[n]*h[—n]* R,[n]. Segin el enunciado, la senal w[n] es
blanca de potencia o2, lo que significa que R, [n| = 02d[n|. Calculando
la convolucion R,[n] = 028[n] * p"u[n] * p~"u[—n] se llega a

Ejercicio 3.2.

La senal aleatoria z[n| estd formada por variables aleatorias incorre-
ladas y su dep a frecuencia cero es Sx(0) = 1/a®. La senal y[n| es la
salida de un sistema lineal con entrada x[n]. La respuesta impulsiva de
dicho sistema es h[n] = ad[n] + bd[n — 1]. Calcular la autocorrelacion

de y[n].
Solucién

Al ser y[n] la salida de un sistema LTI, su autocorrelacion viene dada
por (3.4), R,[n] = Ry[n| * h[n] * h[—n]. A partir de la informacion del
enunciado se puede deducir R,[n] teniendo en cuenta las siguientes
consideraciones:

» El hecho de que Sx(0) = 1/a® significa que Sx(Q2) no tiene
una delta en el origen (pues en ese caso Sx(0) tomarfa un valor
infinito). Esto significa que la potencia de continua de la senal
z[n] es nula y, segun (2.28), también su media es nula T = 0.

= Las diferentes muestras de z[n] son incorreladas, lo que implica
que Rg[n] = 2? para n = 0y Rg[n] = T° para n # 0. Al ser
Z =0, queda R,[n| = 22§[n].

= Por tltimo, se sabe que

e}

Sx(@) = TF{R[n]} = 3 Rin]e "

n=—oo

y, por consiguiente, Sx(0) = S2°° R.[n] = 1/a*> = 22. En

n=—0oo

consecuencia, R,[n] = (1/a*)d[n].
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Sustituyendo en (3.4) y calculando las correspondientes convoluciones
se obtiene

Ryn] = (“2 +b2) 5n] + S Sln— 1]+ g 5l +1]

a?

Ejercicio 3.3.

La senal aleatoria estacionaria x[n] con media T y autocorrelacion
R.[n] es expandida por un factor N como se indica en la figura 3.2,
resultando la sefial y[n].

Aqn]— AN )il

Figura3.2 Sistema expansor propuesto en el apartado a) del ejercicio 3.3.

a) Demostrar que y[n] no es estacionaria.

b) Considerar a continuacion el sistema formado por un expansor
de factor N seguido de un retardo discreto aleatorio, como se
muestra en la figura 3.3, siendo D una variable aleatoria que
puede tomar valores enteros entre 0 y N — 1 de forma equipro-
bable. Demostrar que la sefal resultante z[n| es estacionaria,
determinar su media y su funciéon de autocorrelacion.

yln]
z[n]—> TN 2V b 2[n]

Figura3.3 Sistema expansor seguido de retardo aleatorio propuesto en el apartado
b) del ejercicio 3.3.
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Solucion

a) En la figura 3.4 se muestran tres realizaciones de la senal z[n] y de

la correspondiente senal y[n] a la salida del expansor para el caso
particular de N = 3. La simple inspeccion de las realizaciones de
y[n] es suficiente para concluir que la senal no es estacionaria en
la media, puesto que las variables aleatorias asociadas a indices
no miltiplos de 3 (de N en general) siempre toman un valor nulo,
por lo que la media de dichas variables es nula. Esta operacion
se indica con la primera linea vertical de la figura 3.4.

Por otra parte, las variables asociadas a indices multiplos de 3 (de
N en general) tendran una media igual a la media de conjunto
de la senal x[n], como se indica con la segunda linea vertical de
la figura 3.4.

En definitiva, la media de las diferentes variables aleatorias que
componen y[n] no es constante (salvo en el caso particular de
que la media de z[n] fuese nula), por lo que la senal y[n] no es
estacionaria.

En el segundo sistema las realizaciones de y[n| se retrasan un
ntmero D aleatorio de muestras. Varias realizaciones de la senal
z[n] y las correspondientes de z[n] para N = 3 y diferentes valo-
res de D se muestran en la figura 3.5. En este caso, la situacion
es claramente distinta. En concreto, atendiendo a los valores que
toman cada una de las variables aleatorias (mirar en vertical) se
puede apreciar que en 2 de cada 3 realizaciones tomaré valor cero
mientras que en 1 de cada 3 tomaré el valor correspondiente a la
variable de z[n]| de la que procede. Este razonamiento es valido
sea cual sea el indice elegido. Aplicando la ley de la probabilidad
total se tiene que E[z[n]| = Z/3 y, en el caso general,
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x[n]

1 o

o—e

vy
kT gk +1

Figura3.4 Realizaciones de las seniales x[n] e y[n] en el ejercicio 3.3.

z[n]

or—e

Figura3.5 Realizaciones de las senales z[n] y z[n] en el ejercicio 3.3.
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Respecto a la autocorrelacion se procede para diferentes valores
de n por separado.

» n=0. R,[0] = E[2?[k]]. Razonando igual que con la media
se tiene facilmente que R,[0] = E[z?[k]]/N = R,[0]/N.

= n # miltiplo de N. Si se toman dos variables separadas
un nimero de posiciones que no es multiplo de N, entonces
el producto de ellas siempre serd nulo, puesto que siem-
pre sera nula al menos una de ellas. La figura 3.5 pue-
de ayudar a entender esta afirmacion. Esto significa que
R.[n] = E[z[k]z[k + n]] = 0.

» n = multiplo de N, es decir, n/N = [, siendo [ un nimero
entero cualquiera distinto de 0. La autocorrelacion se puede
expresar entonces como R.[n] = E[z[k]z[k + [N]]. Se trata
de calcular el promedio del producto de dos variables alea-
torias que estén separadas un nimero entero de veces N.
A modo de ejemplo, sea l = 1y N = 3 (lo que significa
n = 3). En la figura 3.5, se han marcado los valores que
toman dos variables separadas n = 3 con lineas verticales
discontinuas. Como se puede apreciar, en 2 de cada 3 reali-
zaciones el producto de los valores sera igual a cero mientras
que en 1 de cada 3 el producto corresponde al de dos varia-
bles de la senal original z[n| que inicialmente (antes de la
expansion) estaban separadas 1 muestra. Esto significa que
R.[3] = R.[1]/3. Generalizando para cualquier N, resulta
R.[N] = R.[1]/N. Sien lugar de I = 1 se toma [ = 2 se ten-
dria, siguiendo el mismo razonamiento, R,[2N| = R,[2]/N
y, en general, R,[IN] = R,[l]/N.

Resumiendo estos resultados se tiene finalmente

L R.[n/N] n/N entero
—J Nl
R:[n] = { 0 resto de valores.

La senal es, por tanto, estacionaria. Observar que R,[n] corres-
ponde a la expansion de R,[n] por un factor N.
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Por supuesto, este problema se puede abordar de forma exclu-
sivamente analitica sin recurrir a la ayuda que supone la repre-
sentacion de distintas realizaciones y razonamientos basados en
ellas. A continuacién se presenta el calculo de la autocorrelacion
con esta forma alternativa de resolucion.

Sabiendo que

In] = xz[n/N] n/N entero
=1 o resto de valores,

y que
Z[n] = y[n_DL

la relacion entre z[n| y x[n] se puede expresar como

n—D] n=D
2[n] :{ r["%] "F~ entero

0 resto de valores,

donde D es una variable aleatoria. La autocorrelacion viene dada
por

R.[n] = Elz[M5-Lle[25P)] si H0=D y EL son enteros
0 caso contrario

Definiendo los sucesos

k+n—-D k—D

A es entero, B =

es entero.

N
la expresion de R.[n] se puede reescribir como
R[] = { R.[n/N] si ANB .
0 caso contrario

Aplicando a continuacién la ley de la probabilidad total se tiene
R.[n] = R.[n/N]-Pr(AN B), (3.16)

Observar que Pr(A|B) = 1 si y solo si n/N es entero (caso
contrario vale 0) y que Pr(B) = 1/N puesto que dado un k
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cualquiera, s6lo uno de los posibles valores de k— D sera miltiplo
de N, con lo cual

1/N n/N entero
0 resto de valores
(3.17)

Pr(An B) = Pr(A|B) Pr(B) = {

Sustituyendo (3.17) en (3.16), resulta

L R.[n/N] n/N entero
_J Nt
R.[n] = { 0 resto de valores,

que es el mismo resultado obtenido anteriormente.

Ejercicio 3.4.

Sea la sefal aleatoria estacionaria x[n], cuyas variables aleatorias son
uniformes en el intervalo [—A, A] e independientes entre si. La sefial
x[n] es la entrada de un sistema cuya relacion entrada salida se muestra
en la figura 3.6, siendo y[n| la senal a la salida. Determinar:

a) La autocorrelacion de las senales x[n], y[n] y z[n].

b) La correlacion cruzada de z[n] con y[n|. Indicar si estas senales
son o no independientes, incorreladas, y ortogonales entre si.

¢) La autocorrelacion de w(n].
d) La funcion densidad de probabilidad de las variables de w(n)].

e) La funcion densidad de probabilidad de las variables de w(n] en
el caso de que no exista la unidad retardo entre x[n] y z[n].

Soluciéon

a) Para calcular R,[n] = E[x[k + n|x[k]] es necesario distinguir dos
Casos:

» n=0. R,[0] = E[z?[k]]. Definiendo X = z[k] se tiene

00 A
R.[0] = E[X?] = / 2% fx(v)dr = /A z?- ida: = A?Q
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42 ——

Zn]

Figura3.6 Diagrama de bloques del sistema propuesto en el ejercicio 3.4.

» n # 0. En este caso z[k + n] y z[k] son independientes vy,
por tanto,

R.[n] = Elzlk + n)z[k]] = Elz[k + n]] Elz[k]] = 0,

va que E[z[k+n]] = E[z[k]] = 0, como se puede comprobar
facilmente.
Por tanto,
A2
Reln] = ST

Respecto al célculo de R,[n], conviene tener en cuenta que se
trata del calculo de un promedio estadistico que involucra a las
variables de la senal y[n], por lo que basta con expresar dicho
promedio en funcion de promedios estadisticos de z[n]. No es
necesario en ningun caso calcular la fdp de las variables de y[n].
Es decir,

Ryn] = Elylk + nly[k]] = Elg(z[k + n])g(z[k])],

donde g(-) es la funciéon que relaciona y[n] con x[n].
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De nuevo, es necesario distinguir dos casos:

Asi,

n = 0. R,[0] = E[¢*(x[k])]. Definiendo X = z[k] y aplican-
do (1.29) se tiene

R0 = Ew%xn:/fg%wfﬂ@mv

A g2 2
_ / A lp-4

n # 0. En este caso z[k + n] y z[k] son independientes, lo
que implica que g(z[k +n]) y g(x[k]) también lo son y, por
tanto,
Ryln] = Elylk +nlylk]] = Elg(z[k + n])g(«[k])]
= Elg(z[k +n])] - Elg(z[k])] = 0,

va que E[g(z)] = 0, como es inmediato comprobar.

Procediendo de forma anéloga con z[n|,

R.[n] = E[z[k+n]z[k]] = Elz[k4+n—1]z[k—1]] = R.[n] = %2(5[71],

seglin se ha obtenido mas arriba. Por tanto,

Rfn] = 2ol
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b) R.y[n] = Elz[k + nly[k]] = E[z[k + n]g(z[k])]. Se distinguen dos

» n = 0. R,y[0] = E[z[k]g(z[k])]. Definiendo X = z[k], se
puede escribir

» n # 0. En este caso z[k + n] y g(z[k]) son independientes
y, por tanto, R,,[n] = E[z[k + n]] - E[g(z[k])] = 0 ya que
Elz[k +n]] =0, y asi

Respecto a la relacion estadistica entre z[n] e y[n| se puede decir
lo siguiente:

= Dos senales son independientes si todas las variables de una
de las senales son independientes de todas las variables de
la otra senal. En este caso las senales son dependientes ya
que y[n] se obtiene como funcion de z[n].

s Dos senales son incorreladas si todas las variables de una
de las senales son incorreladas con todas las variables de la
otra senal. Analiticamente esto significa que

Elxlk + nly[k]] = Elx[k + n]]Ely[k]]

0, escrito de forma mas compacta, R, [n] = T - 7. En este
caso no se cumple, puesto que T -y = 0, siendo R,,[n] # 0.
Las senales son, por tanto, correladas.
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= Dos senales son ortogonales si todas las variables de una de
las senales son ortogonales a todas las variables de la otra
senal, es decir, si se cumple que E[x[k+n]y[k]] = 0, o escrito
de otra forma, R,,[n] = 0. Claramente esto no se cumple
para las senales bajo estudio, asi que no son ortogonales.
En resumen, las senales x[n] e y[n] son

Dependientes, correladas, no ortogonales

¢) Como wln| = y[n] + z[n|, se puede escribir
R,[n] = Ry[n] + R.[n| + R.y[n] + R,.[n|.

Las autocorrelaciones han sido calculadas anteriormente. Falta
por determinar las correlaciones cruzadas R, [n] y R,.[n].

Rey[n] = Elz[k + nly[k]] = Elz[k +n = 1y[k]] = Rey[n - 1].

Aplicando los resultados del apartado anterior,

R.,[n] = 460 —1]
Ry.[n] = R.[-n]=46n+1].

Sustituyendo, se llega a

TA? A? A?

Ry[n] = 1

d) La variable aleatoria w[n] se puede expresar en funciéon de varia-
bles aleatorias de x[n], cuya fdp es conocida. En concreto,

wn] = yln] + z[n] = g(x[n]) + 2[n —1].

Dado que z[n] y z[n — 1] son independientes, también lo seran
g(z[n]) y x[n—1], lo que significa que la fdp de la suma de ambas
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variables corresponde a la convoluciéon de las fdp individuales,
segin se indica en (1.84). Definiendo W = w(n], Y = g(z[n]) y
X = z[n — 1], se puede escribir W =Y + X y, segin lo anterior,
folw) = fr(y) * fx(z).

Por inspeccion se obtiene facilmente fy(y), que resulta ser
fr(y) = 30(y — A/2) + 30(y + A/2),

mientras que fx(z) es conocida del enunciado del problema y

siendo su expresion fy(z) = 55[u(z + A) — u(z — A)]. Asi,

Ju(w) = %fX(W —A/2) + %fx(w + A/2).

Sustituyendo se obtiene la expresion definitiva

folw) = ﬁ[u(w + A/2) — u(w — 3A4/2)]

i lulw +34/2) —u(w — A/2)].

La representacion grafica de f,(w) se muestra en la figura 3.7

Jo(@)

34/2 -A)2 A)2 34/2 @

Figura3.7 Funcion densidad de probabilidad de las variables de w[n] del ejercicio
3.4.

e) En este caso w[n] = y[n| + z[n] = g(z[n]) + z[n]. Definiendo
W = wln] y X = z[n] se puede escribir que W = ¢(X) + X.
Se trata de un problema de transformacion de variable aleatoria
que se puede resolver por alguno de los métodos sistematicos o,
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como en este caso sencillo, recurriendo a la ley de la probabilidad
total.

fow) = fox<o)(w) - Pr(X < 0) + fox>0)(w) - Pr(X = 0).
(3.18)
Se determinan a continuacién las fdp condicionales:

» Cuando X < Oresulta W = (X—A/2)|(X < 0). La variable
aleatoria X|(X < 0) ("X condicionada a X negativa”) es
una variable formada por los valores negativos de la variable
X, por tanto, sera uniforme en el intervalo [—A, 0]. Si a esta

variable le restamos A/2, obtenemos W lo que significa que
W es uniforme en [-3A4/2, —A/2].

fw|(X<0)(w) = %[u(w +3A/2) —u(w + A/2)]. (3.19)
= Procediendo de la misma forma se llega a

fulxso) (W) = Flu(w — 34/2) —u(w — A/2)].  (3.20)

Jo(®@)

34/2 -A)2 AJ2 34/2 @

Figura3.8 Funcion densidad de probabilidad de las variables de w[n] del ejercicio
3.4 sin la unidad de retardo.

Sustituyendo (3.19) y (3.20) en (3.18), queda (ver figura 3.8)

Folw) = i[u(w +34/2) — u(w+ A/2)]

+ﬁ[u(w —A/2) —u(w—3A/2)]
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Ejercicio 3.5.

Considérese la senal aleatoria z[n| compuesta por variables aleatorias
uniformes en el intervalo [—A, A] e independientes entre si. La senal
y[n] resulta de pasar la senal z[n] retardada un ntumero entero de mues-
tras N por el sistema cuya relacion entrada-salida es la que aparece en
la figura 3.9. Finalmente, la senal z[n] se obtiene como suma de x[n]
e y[n]. Calcular la autocorrelacion de z[n].

yln]
z[n] zV ’k“/ > 2[n]

Figura3.9 Diagrama de bloques del sistema propuesto en el gjercicio 3.5.

Solucién

En este tipo de problemas, interesa expresar todas las senales en fun-
cion de la senal de entrada, ya que es de ésta de la que se conocen los
parametros estadisticos. Asi, se puede escribir

z[n] Elz[k + n]z[k]]
El(xlk +n] + g(xlk +n = N]))(z[k] + g(z[k = N]))]
Elalk + njz[k]] + Elz[k + n]g(z[k — NJ)]
+E[fr[/<f] (z[k +n — NI+ Elg(z[k +n — N))g(z[k — N])],

donde g(-) es la relacion entrada-salida del sistema no lineal. Como se
puede apreciar, se trata de calcular esperanzas de productos de varia-
bles. Para ello es 1til determinar si dichas variables son o no indepen-
dientes entre si. Las variables involucradas son: x|k +n], x[k|, z[k — N]
y x|k +n — N]. El valor de los parametros n y N determina posibles
identidades entre ellas.



212 Capitulo 3. Procesado de senales aleatorias. Ejercicios

En particular, para n = 0 ocurre que z[k + n] y z[k] son la misma
variable, al igual que ocurre con z[k — N]y z[k+n— N]. Paran = N,
zlk] y [k +n — N] son la misma variable mientras que para n = —N
ocurre lo propio con x[k+n] y z[k— N]. Para cualquier otro valor de n
las cuatro variables son diferentes. Por tanto, hay que distinguir cuatro
casos. Por comodidad se llamara X a cualquier variable aleatoria de
z[n]. Teniendo en cuenta que

E[X] = o,
By = A
Bl(X)] = A4

los calculos quedan de la siguiente manera:

= n=0.
R0 = BLX*) + 2E[X|Elg(X)] + El(X)] = 2
= n=2N.
RIN] = (BIX]P + BIXIE[(X)
+ B[Xg(X)] + (Elg(X)]) = 2
s n=—N.
RI-N = (BIX)? + BlXg(X) }

n n;zéO,n;éN,nsé—N
R.[n] = (E[X])* + 2E[X]E[g(X)] + (E[g(X)])* =0,

donde los promedios E[g(X)] y E[Xg(X)] se calculan como

0o 0 A
Bl = | s@ix@is = [ (~A)5gdes ["aziar—o.

—A



Capitulo 3. Procesado de senales aleatorias. Ejercicios 213

E[Xg(X)] = /_ o) fx () = / (—A)xider /0 Axidm- A?

00 —A
Por tanto,

4A* A? A?
R.[n] = ?5[71] + ?5[71 — N+ 75[71 + N]

Ejercicio 3.6.

Considérese la senal aleatoria z[n| compuesta por variables aleatorias
uniformes en el intervalo [—A, A] e independientes entre si. La sefal
y[n] resulta de pasar la senal xz[n] por el sistema que aparece en la
figura 3.10. La senal z[n] se obtiene como producto de x[n| e y[n].

A I—
y[n]

Figura3.10 Sistema propuesto en el ejercicio 3.6.

a) Calcular la autocorrelacion de z[n|.

b) Calcular la funcién densidad de probabilidad de las variables
aleatorias de z[n].

Solucién

a) La autocorrelacion de z[n| es
R.[n] = FE[z[k + n]z[k]]
= Elzlk + nly[k + n]z[k]y[k]]
= Elalk +nlg(lk + n)z[k]g(z[k])],
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donde ¢(-) es la relacién entrada-salida del sistema. Se deben
distinguir dos casos:

» n=0. Llamando X = z[k] se tiene que

A4

R.[0] = BIX*¢(X)] = =

» n # 0. En este caso x[k + n| y z[k] son independientes, por
lo que la esperanza se puede factorizar dando lugar a

R.[n] = (E[Xg(X))* = —

con lo que el resultado es

AY/3 n=0
Beln _{ A4 n£0

b) La variable aleatoria z[n] sera expresada en funcion de variables
aleatorias de x[n| cuya fdp es conocida,

Definiendo por comodidad Z = z[n] y X = z[n] se puede escribir
Z = Xg(X). Se trata de un problema sencillo de transformacion
de variable aleatoria que se puede resolver recurriendo a la ley
de la probabilidad total.

f2(2) = fz1x<0)(2) - Pr(X < 0) + fz)x20)(2) - Pr(X > 0).

La variable Z|(X < 0) est4 compuesta por los valores que toma
la variable Z cuando X toma valores negativos, por tanto

Z|(X < 0) = (—AX)|(X < 0).

La variable Z|(X > 0) estd compuesta por los valores que toma
la variable Z cuando X toma valores positivos. Sustituyendo se
tiene

Z|(X = 0) = (AX)|(X = 0)
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Por su parte, la variable X|(X < 0) consiste en los valores de
X cuando X toma valores negativos, por tanto es uniforme en
el intervalo [—A, 0]. Asi, la variable (—AX)|(X < 0) sera unifor-
me en el intervalo [0, A%] con lo que fz(x<o)(z) = (1/A?) en el
intervalo 0 < z < A2

Analogamente, la variable X|(X > 0) consiste en los valores
de X cuando X es positivo, por tanto es uniforme en el inter-
valo [0, A]. Asi, la variable (AX)[(X > 0) sera uniforme en el
intervalo [0, A%] con lo que fz/(x<0)(2) = (1/A%) en 0 < z < A%

Contando con que Pr(X < 0) = Pr(X > 0) = 1/2, resulta

1
fz(z)zﬁ 0<z< A?

Una forma alternativa mucho mas sencilla en este caso para
solucionar este apartado consiste en resolver el problema de
transformacion de variable aleatoria observando que la funciéon
Z = Xg(X) = A|X]| es lineal (en dos tramos), por lo que Z man-
tiene la naturaleza uniforme de X, ahora en el intervalo [0, A%],
que es el resultado obtenido arriba.

Ejercicio 3.7.

Una senal aleatoria gaussiana z[n] con media nula y funcion de au-
tocorrelacion R, [n] = 0%d[n] es la entrada de un sistema lineal cuya
respuesta impulsiva es h[n] = d[n] — kd[n — 1], obteniéndose a la salida
la senal w[n|. Calcular la probabilidad de que w[ng+ 1] > wy dado que
wlne] = wp y expresarla en funcion de los parametros del problema, k,
0y wp, haciendo uso de la funcion Q(-) definida en (1.24).

Solucién

Por simplicidad en la notacién, a las variables aleatorias involucradas
en los calculos wlng] y wlng + 1] se las renombra como X e Y respec-
tivamente, tal y como se indica en la figura 3.11. Segin el enunciado,
se trata de calcular la siguiente probabilidad condicionada:
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r'e a
X =afn,] Y =afn, +1]

Figura3.11 Identificacién de variables aleatorias en el ejercicio 3.7.

Pr((Y > wo) (X = w)).

El célculo de esta probabilidad requiere conocimiento de la fdp condi-
cionada de Y a X, que se puede expresar en funcion de la fdp conjunta
de X e Y y de la fdp marginal de X, segtn la expresion

Pr((Y 2 )l (X =wn)) = [ frslon gy = [~ L2y,

(3.21)
donde se ha aplicado (1.56). Puesto que la senal a la entrada del sis-
tema LTI es gaussiana, también lo serd a la salida, es decir, todas las
variables aleatorias de la senal de salida son gaussianas y conjunta-
mente gaussianas, lo que significa que:

= La variable aleatoria X es gaussiana con fdp genérica

fx(z) = \/;T—U% exp (—%) :

» La variable aleatoria bidimensional (X,Y) es gaussiana bidimen-
sional con fdp genérica

1
T,y) = exp(—a(zx,
fxv(@,y) 210,0,\/1— P2, p(—a(e,y))
con
! (x—7)*  (y—7) (r—7)(y —7)
CL($7 y) - 2(1_p%y) 0_926 + 0_5 - Qny 000, .
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Los parametros estadisticos T, 7, 02, 03, Py, S€ pueden obtener a partir
de los pardmetros del problema de la siguiente forma:

» Segun (3.3), T = y = Fw[n]] = E[z[n]] Z hk] = 0 ya que
El2[n]] = 0 S
" 0 =0, = Elw’[n]] = Ru[0]
. poy = S T Blelnot o] Rull]
ooy 02 Bl R0

Los parametros estadisticos buscados quedan, pues, en funcién de la
autocorrelacion de la sefial w[n]. Esta autocorrelacion se puede deter-
minar sabiendo que R,[n] = hln| *x h[—n] * R,[n], segtin (3.4). Reali-
zando la convolucién indicada se tiene que

Ru[n] = (1 + Ek*)o?0[n] — ko*§[n — 1] — ka®d[n + 1].
A partir de R,[n] se obtiene

= oL =o0, =0 (1+Fk).
 —k
Pov = T4 2

Volviendo al célculo de la probabilidad (3.21), se sustituyen las fdp
por su expresion

> fX,Y(v”C = W(J,Z/) dy

Pr((Y = wo)|[(X = wp)) = Ix(z = wo)

_ /OO 1 exp (_(y - wOpacy)Z) dy
wo V2moE(1=p3y) 202(1 — p2,)
Observar que el dltimo integrando corresponde con una fdp gaussiana

con media wypy y varianza o2(1 — p3,). Por tanto, la probabilidad
buscada es

Pr((Y = wo)[(X =wo)) =@Q (—:O _—ffp;y >

y sustituyendo o2 y p,, por los valores anteriormente calculados se
llega a la expresion final
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Pr — wWo k2+k+1
ov1+ k2 —k+1

Ejercicio 3.8.

En un problema de filtrado 6ptimo MSE, sea x[n] la senal observada,
d[n] 1a sefial deseada, d[n] la sefial estimacion, e[n] = d[n]—d[n] el error
de estimacion, y sea el filtro causal de orden P. Asumiendo senales de
media nula,

a) Demostrar el principio de ortogonalidad, cuya expresion es, segiin
(3.15),
Ee[n]z[n —m]] =0, m=0,...,P.

b) Demostrar que el sistema de ecuaciones lineales que permite ob-
tener los coeficientes del filtro (sistema de ecuaciones de Wiener)
viene dado por la expresion (3.13)

P
> hlkIR = Rgp[m], m=0,...,P. (3.22)
k=0

¢) Demostrar que la expresion para el MMSE es, segun (3.14),
P
MMSE = Ry[0] =~ ho[k] Rao [k (3.23)
k=0
siendo h,[n] la solucion de (3.22).
Solucién

a) Se parte de la expresion del MSE a minimizar

Elen)] = E [(d[n] —dn))?] . (3.24)
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La sefial a la salida del filtro es la sefial estimacion d[n], por
tanto,

Para obtener los valores h[n|, n = 0,..., P que minimizan la
expresion anterior se deriva respecto a cada uno de ellos y se
iguala a cero

OE [(d[n] ~ S hiMln — k])Z]
Oh[m)]

=0, m=0,...,P.

Intercambiando el orden de la derivada y la esperanza y deri-
vando se tiene

E[2(d[n] = > hlklz[n — k]) (~z[n —m])] =0, m=0,...,P,

k=0
eln]

(.

(3.25)
siendo el término marcado con una llave el error €[n]. Asi se llega
a la expresion que se queria demostrar.

b) Aplicando la propiedad de linealidad del operador esperanza a
la expresion (3.25) y reorganizando términos se obtiene

Z hlk]E [z[n — k]z[n — m]] = E[d[n]z[n —m]], m=0,...,P.

El término E [z[n — k]z[n — m]] se identifica con R,[k —m] y el
término E[d[n]z[n—m]] con R4, [m]. Sustituyendo en la ecuacion
anterior se llega al sistema de ecuaciones propuesto.
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¢) Inicialmente se debe obtener una expresion general para el error
cuadratico medio MSE en funcion de los coeficientes del filtro
hin], para n = 0, ..., P. Posteriormente se sustituiran estos co-
eficientes por los 6ptimos obtenidos mediante el sistema de ecua-
ciones deducido en el apartado b), con lo que se obtendra el MM-
SE buscado. El MSE se puede expresar de la siguiente forma:

Identificando los términos de esperanza con correlaciones de las
senales y reordenando se puede escribir la expresion general para
el MSE siguiente:

MSE = E[d*[n]] - QEP: h[k] Rgq (K]
+> (Z h[k)Ry[n — k]) h[m).

El término entre paréntesis corresponde a la parte izquierda de
(3.22). Si los coeficientes h[n] son los 6ptimos h,[n], se puede
sustituir dicho término por la parte derecha del sistema de ecua-
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ciones, que es Ry [m]. Asi el MSE se convierte en el MMSE

MMSE = E[d*[n]] —2 ZP: holk] Rax[K]

+> (Z holk]Ru[n — k])ho[m].

J

g

Ry [m]

Simplificando y sustituyendo E[d?[n]] por R4[0] se llega a la ex-
presion final (3.23).

En los proximos ejercicios, las senales involucradas tienen medias
nulas y, por tanto, las expresiones demostradas en este ejercicio
seran directamente aplicables.

Ejercicio 3.9.

En frecuentes ocasiones es necesario modelar la respuesta de un siste-
ma [IR mediante un filtro FIR. Una posibilidad para conseguir este
objetivo es hacer que las salidas de ambos filtros sean lo mas parecidas
posible en sentido MSE cuando a la entrada se aplica ruido blanco. El
esquema del procedimiento se muestra en la figura 3.12, donde w{n]
es ruido blanco de potencia 1, h[n] es la respuesta al impulso del filtro
FIR a determinar, g[n| es la respuesta del filtro IIR de partida, e[n]
es la senal diferencia entre las salidas de los filtros y D es un retardo
entero.

> g[n] *p > e[n]

wn] —»

Figura3.12 Sistema para modelar un filtro IIR propuesto en el ejercicio 3.9.
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En las condiciones indicadas,

a) Calcular los coeficientes del filtro FIR 6ptimo de orden P para
realizar dicho cometido, dejando resultado en funcién del paré-
metro de retardo D.

b) Demostrar que el MMSE alcanzado se puede expresar de la si-
guiente forma:

MMSE = "¢’[n] = > ¢’[n+ D].

n=0

¢) Determinar el valor 6ptimo del parametro D para que el MMSE
sea minimo.

d) Obtener D y h[n] 6ptimos para el caso particular de P =4y

n n=0,...,6
glnl=< 12—n n=7,...,12
0 resto.

Nota: Suponer filtros causales.

Solucion

a) Inicialmente es necesario identificar la sefial observada z[n] y la
senal deseada d[n|. La sefial observada es siempre la sefnal de
entrada al filtro 6ptimo que se quiere disenar, por tanto, en este
caso se tiene que x[n] = wn — D]. La senal deseada es la salida
del filtro IIR, es decir, d[n] = w[n] % g[n]. A continuaciéon se
calculan R;[n|y Rg:[n].

R;[n] = Elzlk+nlz[k]] = Elw[k+n—D]w[k—D]] = Ry[n] = é[n]

Ry.[n] = Rld[k + n)z[k]] = E[d[k + n]w[k — D]] = Raw[n + D],

donde se ha aplicado que Ry [n] = d[n], ya que se trata de ruido
blanco de potencia unidad.
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El término Rgy[n] corresponde a la correlacion cruzada de la
salida con la entrada del filtro IIR y se puede expresar, segiin
(3.6), como

Raw[n] = Ry[n] x g[n] = g[n].

Asf, Ry.[n] = g[n + D]. Particularizando estas expresiones en el
sistema de ecuaciones de Wiener (3.13), se obtiene

1 0 h[0] glD]
o 1 h[:P] g[D;LP}

cuya matriz es diagonal de unos y su solucion es

holn] =gln+ D], n=0,...,P

b) La expresion general para el error cuadratico medio minimo es,
segin (3.14),

P
MMSE = E[d?[n]] = Y _ ho[k| Ras [k
k=0

En el apartado anterior se ha obtenido Ry,[n] = g[n + D] y
ho[n] = g[n + D]. Resta determinar E[d?[n]], para lo cual se
calcula previamente Ry[n], ya que E[d?*[n]] = R4[0]. Ry4[n] co-
rresponde a la autocorrelacion a la salida de un sistema LTI y se
puede expresar como Ry[n] = Ry[n]* g[n]*g[—n] = g[n]*g[—n].
Sustituyendo, se tiene

E[d[n]] = Ra[0] = gln] * g[-n] = ) ¢°[K].

k=—00

Al introducir en la expresion del MMSE los valores de R.[n],
Rayz[n] y E[d?[n]] obtenidos, la expresion resultante es la indicada
en el enunciado.
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¢) El valor de D que minimiza el MMSE es aquél que hace que el
segundo sumatorio sea maximo. Este segundo sumatorio corres-
ponde a la energia de g[n] en el intervalon = D, ..., D+ P. Por
consiguiente, el valor 6ptimo de D corresponde al inicio de la
ventana de duracion P + 1 muestras en la que la energia de g[n]
es maxima.

d) Tal y como se muestra en la figura 3.13, la ventana de 5 muestras
en la que la energia es mayor comienza en D = 4. En estas

condiciones
Ventana
gln] max. energia
—>

’ L
o 2 4 6 8 10 12 "

Figura3.13 Ubicacion de la ventana de maxima energia de g[n] en el ejercicio 3.9.

Ejercicio 3.10.

En la figura 3.14 se representa el modelo de una canal de transmision
genérico por el que se pretende transmitir una senal s[n] con funcion
de autocorrelacion conocida Rg[n]. La senal n[n] es ruido de media
nula e independiente de s[n|, con funcion de autocorrelacion R, [n].

a) Plantear, en funcion de g[n], Rs[n] y R,[n], el diseno del igualador
lineal 6ptimo MSE de tipo FIR de orden P que habria que ubicar
a la salida del canal para recuperar la senal de partida.
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nin]

s[n] —»> gln] a[n]

Figura3.14 Modelo de canal propuesto en el ejercicio 3.10.

b) Particularizar los resultados del apartado anterior para el caso

del disenio de un igualador MSE de orden 1, siendo R,[n| = d[n/,
gln] = (3)"u[n] y siendo n[n] una sefial de ruido blanco con
potencia o2, Explicar el comportamiento del sistema disefiado

cuando o2 — 0.
Soluciéon

a) El funcionamiento de un igualador en un sistema de transmision
consiste, en términos generales, en recuperar la senal transmitida
a partir de la senal recibida. La senal recibida es la senal obser-
vada por el sistema a disefiar, en este caso z[n] = y[n| + n[n),
donde y[n| es la salida del filtro del canal y la sefial deseada es
d[n] = s[n]. Asi,

Ry[n] = Ry[n] + Ry[n] + Ryy[n] + Ryy[n].

Al ser la sefal s[n] y el ruido n[n| independientes, también lo
seran las senales y[n] y n[n|. Como, por otra parte, el ruido es
de media nula, entonces R,,[n] = R,,[n] = 0, lo que significa
que R,[n] = Ry[n| + R,[n]. Por tltimo, la senal y[n| es la salida
de un sistema LTI, asi que se puede expresar su autorrelacion,
segin (3.4), como Ry[n] = Ry[n] * g[n] * g[—n]. Con esto, la
autocorrelacion de la senal observada es

Ry[n] = Ri[n] * g[n] * g[—n] + Ry[n].
Respecto la correlacion cruzada, se tiene
Ry:[n] = FEd[k + n]z[k]]
= Eldk +n](y[k] + nlk])] = Rey[n] + Rey[n].
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El segundo sumando es nulo, como se ha indicado anteriormen-
te, mientras que el primer sumando corresponde con la corre-
lacién cruzada de la senal de entrada con la senal de salida de
un sistema LTI que, segin (3.6), es Ryy[n] = R;[n] * g[—n]. Asi,
Raz[n] = Rs[n] * g[—n].

En resumen, se trata de resolver el sistema de ecuaciones de
Wiener,

zp:h[k’]Rx[k; —m] = Rgz[m], m=0,...,P

con

Ry[n] = R[n] x g[n] * g[—n] + Ry[n]

Rdx[n] = Rs[n] * g[_n]

Aplicando de forma directa los resultados del apartado a) se
tiene

4 /1

In|
Rl = Rl o gl + Bl = 3 (5) + ool

Rufol = Rl wgl-n] = (3) ul-a]

El sistema de ecuaciones de Wiener resultante es

Vs wste L =L )

cuya solucion para o2 — 0 es
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hol0] =1, ho[l] = —1/2

En estas condiciones se puede comprobar que g[n]* h,[n] = d[n],
lo que significa que el filtro MMSE obtenido en el caso de no
existir ruido es el filtro inverso del filtro del canal, tal y como
corresponde al comportamiento basico de un igualador. En cual-
quier otro caso con o2 # ( la solucion se aleja del filtro inverso
para compensar, no sblo la distorsién introducida por el canal
sino también el efecto del ruido.

Ejercicio 3.11.

Se desea realizar una grabacion musical en un recinto al aire libre
(ver figura 3.15). Debido a las reflexiones en las paredes laterales, el
sonido que llega al equipo grabador estd acompanado por un eco con
un retardo de 1 muestra y la mitad de amplitud de la del camino
directo.

Simultidneamente se estan realizando audiciones en los recintos con-
tiguos que suponen un ruido para el equipo grabador que se puede
considerar blanco, de media nula, de potencia 8 veces menor que la de
la senal emitida en el recinto e independiente de esta.

Disenar un filtro discreto FIR de 2 etapas que elimine al maximo (en
sentido MSE) el efecto conjunto del eco y del ruido sabiendo que la
autocorrelacion de la sefial sonora s[n] es Ry[n] = ()",

Microfono
°
AW
Recinto contiguo e AN Recinto contiguo
7 AN
/ AN
f - - - _ - E
Fuente sonido

Figura3.15 Esquema del recinto de grabacion propuesto en el ejercicio 3.11.
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Solucion

La senal observada es, segtin el enunciado,

ofn] = o] + 55l — 1]+ o],

donde n[n] es la sefal de ruido cuya autocorrelacion es R,[n] = £6[n],
puesto que la potencia de la senal s[n| es R¢[0] = 1y la del ruido debe
ser 8 veces menor. La senal deseada es d[n] = s[n|. La autocorrelacion
de z[n] se obtiene de la siguiente forma:

R.[n] = E[z[k + n]z[k]]

= E| (s[k+n]+ 3s[k +n— 1] +nlk+n]) x

(s[k:] + %s[k: — 1]+ T][ki]) ]
= R[] + 3Rs[n+ 1]+ 3 R.[n — 1] + Ry[n],

donde se han omitido los términos de correlacion cruzada entre senal
y ruido al ser nulos, puesto que senal y ruido son independientes y de
medias nulas. Sustituyendo valores resulta

Ruln] = Z (%)M + % (%) " +% (%)m_l + %5[71].

Respecto a la correlacion cruzada Ry, [n] se tiene
Rdx[n] = Eldk +nlz Uf]]
E [slk 4+ n](s[k] + sk — 1] + n[k])]
Ri[n] + 3 R[n + 1].

}%Am::(%)mk%%(%>nﬂ.

Introduciendo estos datos en el sistema de ecuaciones de Wiener (3.13)
para el caso de un filtro de orden P =1 (2 etapas), resulta

231 )

cuya solucion es

Asi,
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Este problema se podria también haber resuelto aplicando los resul-
tados del apartado a) del ejercicio 3.10 con g[n] = d[n] + 1d[n — 1],
puesto que se trata de un igualador.

Ejercicio 3.12.

La sefial aleatoria s[n], cuya autocorrelacion es Rg[n] = d[n], atraviesa
un canal que estd modelado por un sistema LTI cuya respuesta al
impulso es g[n] = 6[n] + 36[n — 1] y por una ganancia aleatoria que
se representa con la senal a[n], con media @ = 1/2 y autocorrelacion
Ry[n] = (1/2) + 1/4. Finalmente se le suma ruido blanco n[n] de
media cero y potencia 1, como se indica en la figura 3.16.

Sabiendo que s[n|, a[n] y n[n] son senales aleatorias independientes
entre si, determinar la respuesta al impulso de un filtro MSE de dos
coeficientes para recuperar la senal s[n].

s[n] —> g[n] Filtro MSE | y[n]

Figura3.16 Sistema propuesto en el ejercicio 3.12.

Solucién

Aunque se trata del diseno de un igualador MSE, el resultado del
ejercicio 3.10 no es aplicable debido a la presencia de la ganancia
aleatoria a[n], que aparece de forma multiplicativa.

La senal observada es z[n| = v[n]a[n] + n[n|, donde v[n] es la sefial
a la salida del canal. La senal deseada es d[n] = s[n]. Teniendo en
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cuenta que las senales a[n], n[n] y v[n] son independientes entre si, la
autocorrelacion de la senal observada es:

R.[n] = FE[z[k+ n]x[k]]
= Ef(alk +n]v[k +n] + n[n])(alk]vk] + n[n])]
= Elalk + nl|alk]] E [v[k + n]v[k]] + E [n[k + n|n[k]]
R [n]Ry[n] + Ry[n].

Por otro lado,

R,[n] = Rg[n]

Por tanto,

Teniendo en cuenta que la senal y el ruido son ortogonales, la correla-
cion cruzada de la senal deseada y la observada resulta

Ri.[n] = RyzIn] = E

El sistema de ecuaciones (3.13) queda

e ] (48]

I
| — |
—
O~
[\]
| S

y su solucion

hol0] = 0,20 h,1] ~ —0,03
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Ejercicio 3.13.

Sea la senal aleatoria continua s.(t) de media cero y con densidad es-
pectral de potencia constante de valor Sy. Tal y como se muestra en la
figura 3.17, esta senal atraviesa un canal cuya funciéon de transferencia
es H(s) = w./(s+w.) y posteriormente se le suma una senal de ruido
ne(t) de densidad espectral de potencia Ny en la banda [—B, B] Hz. La
senal resultante z.(t) se muestrea con un periodo Ty = % a la entrada
al receptor obteniéndose la senal discreta x[n|. Determinar el sistema
de ecuaciones que permite obtener los coeficientes del filtro 6ptimo de
orden 1 para estimar la senal original a partir de x[n] de forma que
el error cuadratico medio sea minimo. Concretamente, la salida s.q[n]
del filtro diseiado debe ser una estima de s.(nT%).

7.(t)

Canal Receptor

7;(15)}h ()
~\d

s, (t) —> H(s) C/D\>| Filtro MSE | s,,(t)

T

T

Figura3.17 Sistema propuesto en el ejercicio 3.13.

Solucién

La senal observada x[n] es la entrada del filtro 6ptimo a disenar. La
senal deseada es, segin se indica en el enunciado, d[n] = s.(nTy). A
continuacion se calcularan R,[n| y Rg.[n]. Dado que z[n] = z.(nT5),
entonces R,[n] = R, (nTs), donde R, (1) = R,.(T) + R, (T) puesto
que z.(t) = re(t) + n.(t) y la senal y el ruido son independientes y
de media nula. Como r.(t) es la salida de un sistema LTI se puede
escribir, segin (3.8),

R, (7) = Ry, (T) *x h(T) * h(—7).

La respuesta al impulso del filtro del canal se obtiene aplicando la
transformada inversa de Laplace a la funcion de transferencia H(s)



232 Capitulo 3. Procesado de senales aleatorias. Ejercicios

resultando h(t) = w.e “'u(t) y por tanto, (1) xh(—7) = Lw,-e .

Por otra parte, la dep de la senal de informacion es constante e igual
a Sp, lo que significa que su autocorrelacion es R, (1) = Spd (7). Asi,

ch (T) - %SOWC ’ e_wclT"

Para obtener la autocorrelacion del ruido es necesario hacer la trans-
formada inversa de Fourier de su dep, que es constante de valor Nj en
el intervalo [—B, B], dando como resultado R, (7) = 2B Nysinc(2B87).
Con esto, ya se tiene la autocorrelacion de la senal observada

R;n| = R, (nTs) = R, (nT;)+ R, (nT})
= %Sowc e welnTs| 4 2BNyo[n],

va que sinc(2BnT}) = sinc(n) = 6[n], al ser T, = 5.

La correlaciéon cruzada de la senal deseada con la observada es

Ryln] = E[d[k + nlz[k]]
= Blse((k +n)To)z(kT)]
= Blse((k +n)To) (ne(KTs) +re(KT))]
= R (nTy),

donde, de nuevo, se ha tenido en cuenta que la correlacion cruzada
de la senal con el ruido es nula. La funcién Rs_, (7) es la correlacion
cruzada de la senal de entrada a un sistema LTT con la senal de salida,
asi, segun (3.10),

Ry (T) = Ry,s.(T) % B(—T7) = Sow, - €“Tu(—T).

Por tanto,

wenTy

Ri.[n] = Sow, - € u(—n).

El sistema de ecuaciones de Wiener en (3.13) resulta

%Sou)c + 2BN, %Sgwc . G_WCTs h[O] Sgwc

18w, - e7T LSyw, +2BNy hl1] 0
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Ejercicio 3.14.

En el sistema de la figura 3.18, la senal continua s.(¢) es muestreada
con un periodo T dando lugar a la senal discreta s[n] = s.(nTy). Se
desea disenar un filtro interpolador que a partir de la muestra actual de
la senal de entrada s[n| y de la muestra anterior s[n — 1] proporcione
a la salida una estimacion de error cuadratico medio minimo de un
valor intermedio de la senial s;[n| determinado por el parametro p, es
decir
siln] = s.((n — 1)Ts + uTy),

como se indica en la figura 3.19. Considerando que p puede tomar
cualquier valor entre 0 y 1,

a) Calcular los coeficientes del filtro interpolador descrito.

b) Obtener una expresion del error cuadratico medio minimo alcan-
zado en funcion de Ty y p.

¢) Interpretar cualitativamente la dependencia del error cuadratico
medio con ambos parametros.

Dato:

1= <1
RS°(T)_{ 0 7] > 1

Nota: Considerar T, < 1.

s.(t) —C/D > Interpolador ——»y[n]= s [n]
) )
T H

Figura3.18 Diagrama de bloques del sistema interpolador del ejercicio 3.14.
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muestra interpolada o ——

7
4 g -
t - —
s,(t) uUT,
(n-1)T, nTg t

Figura3.19 Ejemplo del procedimiento de interpolacion ideal del ejercicio 3.14.

Solucién

a) Para disenar un filtro 6ptimo MSE es preciso identificar la senial
observada z[n] y la senal deseada d[n], y calcular a continuacion
R.[n] ¥y Raz[n]. Con esta informacion, se resuelve el sistema de
ecuaciones de Wiener en (3.13) que da los valores de la respuesta
al impulso del filtro.

Segin el enunciado, la senal observada es z[n] = s[n], la sefal
deseada es d[n] = s;[n] y el orden del filtro es P = 1. La autoco-
rrelacion de la senal observada se obtiene de la siguiente forma:

R.[n] = Rs[n] = FEls[k + n]s[k]]
= Elsc((k+n)Ts)sc(KT5)]
- RSC (nTs>7

y la correlacién cruzada de la senal deseada con la observada
viene dada por

Rgz[n] = Elsi[k + njz[k]
= Else((k+n — 1T, + pTs)sc(kT)]
= Rsc((n -1+ VJ)TS)'

Estas funciones deben ser evaluadas en n = 0 y n = 1 para
obtener los coeficientes del sistema de ecuaciones de Wiener de
orden 1.
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Sustituyendo en la expresion de R, (7) proporcionada en el enun-
ciado se tiene

R.0] =1

R(] = 1-T,
Ry [0] = 1 —Ts+ pTs
Ra:[1] = 1— T,

con lo que el sistema de ecuaciones queda

e A I

cuya solucién es

Este resultado significa que el filtro interpolador obtiene su salida
segln la relacién

yln] = psln] + (1 — w)sin — 1],

que corresponde a una interpolacion lineal entre los dos valores
de la senal observados, tal y como se muestra en la figura 3.20.
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Figura3.20 Resultado del procedimiento de interpolaciéon del ejercicio 3.14.
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b) El MMSE viene dado por la expresion E[d?[n]]— 520 ho k] Raz K]
indicada en (3.14). Para evaluarla solo resta determinar F|[d*[n]],
que corresponde al valor cuadratico de d[n]. Dado que

dn] = si[n] = sc((n = DT; + pT5),

y teniendo en cuenta que las senales son estacionarias, el valor
cuadrético de todas ellas sera el mismo. Asi,

E[@[n]) = E[s2(t)] = R.,(0) = 1.

C

Sustituyendo valores en la expresion del MMSE, resulta

MMSE= 2T,u(1 — )

¢) En la figura 3.21 se ha representado el MMSE en funcion del
parametro ;. Como se puede ver, tanto en el caso de que yp — 0
como en el caso de que u — 1 el MMSE tiende a cero, hecho
logico, pues la muestra a estimar coincide con una de las dos
muestras que se emplean para la estimaciéon y, por tanto, no
se comete error en la estimaciéon. Precisamente para u = 0,5 el
MMSE alcanza su valor maximo puesto que la muestra a estimar
estd a la méxima distancia de las dos muestras observadas.

MMSE
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2

0 05 1 M

Figura3.21 MMSE en funcion del parametro p del ejercicio 3.14.

Respecto a la dependencia con T, observar que MMSE — 0
cuando T, — 0, puesto que cuanto menor sea el periodo de
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muestreo de la senal continua, més parecidas tienden a ser las
muestras consecutivas y, por tanto, mas precisa sera una interpo-
lacion lineal entre ellas. Consecuentemente, al aumentar el valor
de T, el MMSE aumenta, puesto que las muestras son menos
parecidas y la interpolacion lineal menos precisa.

Ejercicio 3.15.

La sefial de tiempo continuo x.(t) con R, (7) = (1/2)], es muestreada
con un periodo Ty y aplicada a la entrada del sistema que se muestra
en la figura 3.22. El predictor debe estimar, a partir del valor presente
en la entrada, el siguiente valor.

[n
z.(t) —»C/D E'] >\) > £[n]
A _
? Predictor Z7
T

Figura3.22 Sistema propuesto en el ejercicio 3.15.

a) Disenar el predictor 6ptimo MSE de una etapa y demostrar que
la senal error de prediccion €[n] es una senal blanca.

b) Obtener una expresion para el MMSE en funcion del periodo de
muestreo T, e interpretar cualitativamente el resultado.

Solucién

a) Llamando z[n] a la senal x.(t) muestreada, z[n| = x.(nT}). La
senal observada es z[n| y la senal deseada es d[n] = xz[n+1] pues-
to que se trata de predecir el proximo valor de x[n]. El orden del
filtro a disenar es P = 0, es decir un filtro de un solo coeficiente.
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La autocorrelacion de la senal observada viene dada por

R,[n] = Elz[k+ n]z[k]]
= Elx.((n+ k)Ty)x(kT,)]
- Rmc (nTS)

0

La correlaciéon cruzada de la senal deseada con la observada es

Raz[n] = E[d[k+ n]x[k]]
= Elz[k +n+ 1]z[k]]
= Elz(n+k+ )Ty )w(kTy)]
= R ((n+1)T)

1\ |+ DT
SO

El sistema de ecuaciones de Wiener (3.13) para P = 0 es R,[0] -
h[0] = R4.[0]. Sustituyendo valores, resulta 1 - h,[0] = 2775,

hol0] = 27T

Demostrar que la senial de error es blanca significa comprobar
que su autocorrelacion es del tipo R.[n] = Kd[n], donde K es
una constante. La senal de error se puede expresar como

e[n] = x[n] — ho[0]x[n — 1],

siendo h,[0] el anico coeficiente del filtro predictor. Por comodi-
dad de notacion se define p = h,[0].

Para determinar su autocorrelacién se procede de la siguiente
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forma:

Reln] = Elelk +nle[k]]
= E[(z[k +n] — pz[k +n — 1])(z[k] — px[k —1])]
= Elz[k +n]s[k]] — pElelk + nlz[k —1]]
— pE[z[k +n — 1x[k]] + p*Elz[k + n — 1x[k — 1]]
(1+ p*)Ry[n] — pRy[n+ 1] — pRy[n — 1]
(L+p%) - p" = p- pln = p pl =l

- In|

Esta expresion resultante es nula para todos los valores de n
excepto para n = 0 en el que toma el valor (1 — p?), es decir,
R.[n] = (1 — p?)d[n], con lo que queda demostrado que la sefial
es blanca.

Para P = 0, MMSE = E[d?*[n]] — ho[0]R4.[0], segin (3.14). Sa-
biendo que

Eld?n]] = Ela’[n +1]) = Bla?((n + DT,)] = Re,(0) = 1.

se tiene que MMSE =1 — 277 . 2775,

MMSE = 1 — 2721

Para interpretar cualitativamente este resultado hay que tener
en cuenta que en un problema de estimacién, la bondad de la
estima sera tanto mayor cuanto mayor sea la relaciéon estadistica
entre la variable a estimar y las observaciones. Si se emplea un
estimador de tipo lineal, como es el caso, lo que influye es la
relacion estadistica de tipo lineal o correlacion.

Observando el resultado obtenido, se ve que MMSE decrece ten-
diendo a cero conforme T, decrece. Esto se debe a que cuanto
menor es la separacion entre dos muestras de una senal conti-
nua, mayor es su correlacion y mas fiable seré la estima de una a
partir de la otra. Lo contrario ocurre en el extremo opuesto. El
MMSE aumenta hasta su valor maximo conforme 7T crece, pues
la correlacion entre muestras cada vez méas distantes decrece.
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Ejercicio 3.16.

Se desea disenar un sistema que prediga el valor que va a tomar una
senal s[n] en el instante correspondiente a ¢ muestras posteriores al
instante observado. Sabiendo que la funcién de autocorrelacion de la
sefial es Ry[n] = (1/3)I",

a) Determinar, en funcion de ¢, los valores de los coeficientes del
filtro 6ptimo MSE de orden 1 para realizar dicha tarea.

b) Obtener una expresion para el MMSE alcanzado en funcion del
parametro q.

¢) Determinar el valor de dicho error para los dos casos extremos
q =0y qg— oo, e interpretar cualitativamente el resultado.

Solucién

a) En este problema la senal observada es x[n] = s[n] y la deseada,
d[n] = s[n + ¢q|. De forma inmediata se pueden obtener las fun-
ciones R;[n] y Ra.[n] que se requieren para resolver un diseno
de un filtro de Wiener. En concreto,

R = Rifn] = (1/3)"
Ry.[n] = E[d[k+ nls[k]] = E[s[k + n + ¢|s[k]]
= Rin+q = (13l

El sistema de ecuaciones de Wiener para P = 1 es, segin (3.13),

s 1) L ] [

y su solucion
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b) Teniendo en cuenta que
R4[0] = E[d?[n]] = E[s*[n+ q]] = R[0] = 1,
el MMSE definido en (3.14) toma el valor

MMSE = Ry[0] = ) ho[n]a[n —m] =1—379-37,

P
k=0

con lo cual,

MMSE=1— 3~%

¢) El MMSE = 0 cuando ¢ = 0 puesto que en esta situacion se esté
intentando predecir la propia muestra observada. En el otro ex-
tremo, cuando ¢ — oo, el MMSE crece hasta su valor maximo de
1, que coincide con la potencia de la propia senal s[n]. Este com-
portamiento se debe a que cuanto mas alejada esta la muestra a
predecir, menos informacion se puede extraer sobre ella a partir
de las muestras observadas. En estas condiciones, (ver ejercicio
1.25) la prediccion consiste en el valor medio dn] = d = 0,
y el error cuadratico medio cometido coincide con la varianza,

E((d[n] — d)*] = E[d*[n]] = 1.

Ejercicio 3.17.

Considérese un predictor lineal 6ptimo MSE de orden P para predecir
el proximo valor de una senal s[n|. Calcular los coeficientes y el MMSE
alcanzado para los dos casos extremos siguientes:

a) Senial s[n] de media nula, potencia S y muestras incorreladas
entre si.

b) Senal s[n] de media nula, potencia S y muestras totalmente co-
rreladas entre si, es decir, Rg[n] = R;[0], Vn. Explicar cualita-
tivamente los resultados.
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Solucion

a) La sefial observada es x[n] = s[n] y la senial deseada es el proximo
valor d[n] = s[n + 1]. Asi, R.[n] = Rs[n] y Raz[n] = Rs[n + 1].
Las diferentes variables aleatorias que componen s[n] son inco-
rreladas entre si, y como sus medias son nulas, son entonces or-
togonales, lo que se traduce en Rg[n] = 0 paran # 0. Paran =0
toma el valor de la potencia S, por lo tanto, Rs[n| = Sd[n]. Con
esto, Ry[n| = Sd[n|, Raz[n] = Sd[n+1]. El sistema de ecuaciones
que resuelve el problema es el sistema de Wiener en (3.13)

S 0 h|0] 0

o s| Lwe| |

Sustituyendo estos datos en la expresion (3.14)
P
MMSE = E[d2 [n]] - Z Rda:[k]ho[k]a
k=0

se tiene MMSE = E[d?[n]] = E[s*[n]] = S.

MMSE = S

El motivo de este resultado reside en el hecho de que las variables
aleatorias observadas son ortogonales a la variable a estimar,
por lo que no se puede extraer informacion a partir de ellas
con métodos lineales, como es el caso del filtrado 6ptimo de
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Wiener. En esta situacion, la estimacion da como resultado el
valor medio de la senal (previamente conocido), cuyo valor es 0
en este problema. La potencia del error coincide con la potencia
de la senal (que es el maximo valor posible en problemas de
prediccion).

b) En este caso R.[n] = Rs[n] = Rs[0] = S para todo n. Entonces,
Raz[n] = Rsln + 1] = S para todo n también. El sistema de
ecuaciones que resuelve el problema es ahora

S --- S Rh[0] S

S --- S h[P] S
que tiene infinitas soluciones, en concreto, todas las que cumplan
la condicion h[0] + h[1] + --- + h[P] = 1, por ejemplo

que corresponde a la relacion entrada salida y[n] = s[n].

El valor del MMSE particularizado para este apartado es
jo
MMSE = S — 8> ho[k] =0,
k=0

es decir, la estima es perfecta.

MMSE =0

La explicacion de este resultado es sencilla, pues s[n] es un caso
extremo de senal aleatoria en la que todos los valores dentro de
una misma realizacion son iguales entre si, es decir, las realizacio-
nes son senales de valor constante. Por este motivo, su estimaciéon
se puede realizar sin error si se dispone de observaciones de la
sefial en instantes anteriores (con una sola observacion bastaria).
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Ejercicio 3.18.

Un proceso se denomina predecible si es posible predecir sin error su
valor en cualquier instante a partir de un determinado ndmero de
valores anteriores. Demostrar que la senal aleatoria

z[n] = Acos(Qn + ¢),

donde ¢ es una variable aleatoria uniforme en [0, 27|, es predecible a
partir de las dos observaciones consecutivas inmediatamente anteriores
a la muestra que se quiere estimar.

Solucién

La sefial observada es x[n], la deseada es d[n] = z[n + 1] y el orden
del filtro es P = 1, puesto que se emplean dos valores para realizar
la estimacion. La autocorrelacion de x[n| se obtiene de forma inme-
diata, pues se trata de una sinusoide con fase aleatoria. Procediendo,
se obtiene R,[n] = 4% cos(Qn). Para la correlacion cruzada Rg,[n]

2
resulta .

Rasln] = Run +1] = % cos(Qn + 1)).

Sustituyendo valores en el sistema de ecuaciones de Wiener (3.13)

A%/2 A; cos(92) h|0] A; cos(92)
A cos(Q) A%/2 h[1] R A cos(29) |

cuya solucioén, tras cierta manipulacion, es
ho[0] = 2cos(£2)
ho1] = —1.
Introduciendo estos resultados en la expresion del MMSE (3.14) se
obtiene
MMSE = R4[0] — h°[0] - Ry.[0] — h°[1] - Ryn[1]
A? A?

= 5 A? cos?(Q) + - cos(2Q) = 0.

El MMSE es nulo, lo que significa que no existe error en la prediccion,
como se queria demostrar.
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