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7.1. Introduccion

* Recordemos que...

un modelo probabilisticces una representacion matematica deducida de
un conjunto de supuestos con el doble propésitestiediar los resultados
de un experimento aleatorio y predecir su compoigaio futuro, cuando

se realiza bajo las mismas condiciones dadas ilm=ate.

El modelo permite conocer la distribucion de prolidad de los valores
gue toma la variable aleatoria, de ahi que tambs&nmencione con el
nombre de distribucion de probabilidad.

* Modelos probabilisticos para variables aleatortaginuas

Distribucion Uniforme
Distribucion Gamma
Distribucién Exponencial
Distribucion Ji-dos
Distribuciéon Normal
Distribuciont de Student
DistribucionF de Snedecor

© N o Ok DR

Distribuciéon Normal bivariante




IS0 [MODELOS PROBABILISTICOS PARA V.A. CONTINUA]

7.2. Distribucion Uniforme

Es el modelo mas simple

Aparece cuando una variable toma valores dentnandetervalo[a, b] y
sufuncion de densidad permanece constangentro de ese intervalo

Esto implica que la probabilidad de que la variatume valores en
subintervalos de igual amplitud es la misma.

Diremos que una variable aleatoria tiene una distion uniforme en el
intervalo[a, b] si sufuncion de densidades la siguiente:

—— sias<x<b
f(x)=1b—-a

0 en el restc

X ~U[a,bl

En el denominador figura la amplitud del intervatominio def(x)
* Representacion grafica

Figura 5.6
Distribucion Uniforme
(funcion de densidad)

f(x)

X ~U[ab

0 a b x
También recibe también el nombredistribucion rectangular
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* Se comprueba facilmente que es funcion de densidad

* Funcioén de distribucion:

0 X< a
F(x)={X"2 a<x<b

b-a ~b

1

Graficamente:
Figura 5.7

Distribucion Uniforme
(funcién de distribucion)

a b

» Calculo de probabilidades muy simple

P(x < X< %)= H%)- F(>9:)t()2__:_ )é—_:: )&b: 2

La probabilidad de que la variable uniforme tomines en un intervalo
determinado[xl,xz] solo depende de la amplitud de dicho intervalo

(X, —%), de manera que las probabilidades de intervaloslaanisma
amplitud seran idénticas.




IS0 [MODELOS PROBABILISTICOS PARA V.A. CONTINUA]

e Caracteristicas

b+a

a)Esperanza: y=E[ X] =

Es el punto medio del intervalo.

La mediana de la distribucion coincide con la mgdtarece de moda (no
tiene maximo absoluto).

2

zz(b—a)

b)Varianza: o* = u., - (u
) 1= (14) 5

* Un caso particular de distribucion uniforme, de uso muy extendidolaes
distribucion uniforme en el intervdl,1] , es decirX ~U[0,1:

0 x<0
1 O0O<sx<l
f(x) = F(x)=<x 0<x=<1
0 enelrest
1 x>1
1 1
E[X|=u== Var| X]=o?=—
[X] == [X]=0?==

» Aplicacionesde la distribucion uniforme:

1. Situaciones de absoluta incertidumbre respectopadiabilidad de los
resultados de un experimento aleatorio (se admitee con
equiprobables).

2.Redondeo de las diferencias entre valores obsesvgdoeales. Se
supone que el error se distribuye uniformementelantervalo fijado
por el redondeo (por ejemplo, de -0,5 a +0,5).

3.Aproximacion de una distribucion distinta de la fanrme en un
intervalo muy pequeno.

4.La distribucion uniforme [0,1] se utiliza en la geacion de valores
aleatorios (muestras) de cualquier variable.
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Ejempla

Una empresa tiene una curva de costes que vieree padla siguiente
funcion:

C =100+ 2X
dondeX es la demanda. En el mercado vende cada unidsud pi@ducto a 5
euros. Si la empresa considera que la demandatsibuye uniformemente
en el intervald 250,309 ¢ cual seria el beneficio esperado?

Resolucion

X ="demanda en el intervalo [250,30 X ~U[250,304
1

f (x) =4 300- 250

0 en el resto

si 250< x < 30(

El beneficio ser8 =1-C = pX - (( X), donde:

| =Ingresos, G Costespy= precio/unid

Sustituyendo: B=1-C=5X-(100+ 2X )= 3X- 10C

El beneficio esperado vendra dado p&f:B| = E[3X~-100 = 3§ X| - 100

Dado queX se distribuye uniformemente:

a+b_ 300+ 250
2 2

E[X]=u= =275 unidade

de manera queE| B| =3E[ X]-100= 31275 108 725 eurc

También podriamos haber calculado como:

E[B]:E[I—C]:E[J—ES:SE[ X -[100+ 28 X|= 51275 106 2 275

esperados  esperados
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7.3. Distribucion Gamma
e Utilidad:

1)Se trata de una familia de distribuciones. Es umstrilolicion
biparamétrica de parametrasy £, de manera que, en funcion de los

valores de sus parametros, nos encontramos canditabuciones con
nombre propio en Estadistica:

- Distribucién de Erlang cuandm es entero.
- Distribucién exponencial cuando=1.

- Distribucion Ji-dos de parametrocuandoa :% y f=2.

2)Se utiliza para el estudio de la vida de un equimhustrial, como
modelo para tiempos de espera en Teoria de Colasnigién para
modelizar la distribucion de la renta personal.

* Su nombre procede de la relacion que tiene corfun@dn matematica,
la funcion gamma de Euler, que tiene la siguierpzeasion:

(@)= "y dy
que es convergente pasa> 0 y es continua.

e Funcion de densidad:

_ %x”'le_ﬂ x>0; a,8>0
f(X)=<7(a)B
0 en el resto

f(X) cumple las dos condiciones necesarias parageidofude densidad.

Notacion abreviadaX ~ G(a,£) o tambiénX ~/ (a,f)
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 Interpretacion de los parametros:distribucion biparamétricéa, 3) .

1. Al parametroa se le conoce como parametro de formzes el perfil
de esta distribucion cambiara segun lo haga eséenedro (figura 5.8):

- Si a >1 la distribucidon es campaniforme y asimétrica ddeecha,
tendiendo a la simetria cuando creceAlcanza su maximo cuando
x=f(a-1), de forma que para un valor gk dado, a medida que
crecea, el maximo de la funcidn tiende a desplazarsedetacha
y la funcién se hace mas simétrica.

- Si a <1 la distribucion gamma tiene forma de

Figura 5.8
Distribucion Gamma
(funcién de densidad para distintos valores:jle

(%)
0,81

0,7 —G(1,2)
—G(2,2)

G(3,2)
0,5 - —G(5,2)

0,6 1

0,4 1
0,3 1

0,2 A

" )@_

0
0 5 10 15X

2. Al parametrof se le conoce como parametro de escataficamente,
un cambio enfB estirara o comprimira la curva, pero no alterara s
perfil general (figura 5.9):
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Figura 5.9

Distribucion Gamma
(funcién de densidad para distintos valoressile

f(x)
0,8 1

0,7 1
0,6
0,5 1
0,4 1
0,3 1
0,2 1

0,1

—G(2:0,5)
G(2,1)

—G(2:1,5)

—G(2,2)

0,0

0 5

e Caracteristicas de la distribucion:

10

a) Funcion generatriz de momentos
1 1
M,(t)=———+= para t<—
1-p)
b) Esperanza: E[ 4] :/,I:M =ap.
dt t=0
d® M (t)

c) Varianza: Var(x) =og* =

Facilmente se comprueba que:

Si3=1 entonceg! = o’
Si3>1 entonceg/ < o*
Si B<1 entonceg! > o’

15 X

LEA] =as
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* Propiedad reproductiva:

Supongamos queX,, X,,..., X, son n variables aleatorias independientes
tales queX. ~ G(a,, 8) coni= 1,2,..n Entonces:

=Ex-o{Eas)

Demostracion:

M () =E[€"]= | &X ) ]= | & & ®] = E'%]| [E%]- [E%e|=

por independencia

1 1 1 1

[ =
d-pt)" @-Bty>  (@-pty >a
(- A=

n
Esta es la funcion generatriz de momentos de(].(rEai ,ﬁj, luego por el
i=1

1
parat <—

=M (OM, (0)-+ M () =

Teorema de Unicidad de Ila funcibn generatriz de emios,

Y ~ G(iz;:ai,ﬂj.

» Aplicacion de la distribucion gamma a la modelizad@n de tiempos de
espera en la Teoria de Colas

Cuando el pardmetra es entero, a la distribucion gamma se le conoce
también con el nombre de distribucion de Erlangntonces se relaciona
con la distribucion de Poisson:

si X ="numero de sucesos en un intervalo de tiethpo

con X OP(A),

entonces

T ="tiempo de espera hasta que ocurra eesoa —é simo

se distribuyer DG(O’,,B :%J de forma queP(T >t) = P( X< a -1).
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Piénsese, por ejemplo, en que la probabilidad @eunna operadora tenga
gue esperar mas de 15 minutos hasta recibir latajliamada en una
centralita es igual a la probabilidad de que salymoan menos de cinco
llamadas (cuatro 0 menos) en quince minutos.

Ejempla

Supongamos que el numero de llamadas telefénicas llggan a una

centralita sigue una distribucion de Poisson deianddcada 5 minutos.

¢,Cudl es la probabilidad de que la operadora tgungaesperar mas de un
minuto antes de que se produzcan dos llamadas?

Solucion:

Vamos a hacer que la unidad temporal sea el mirdgomodo que la

intensidad del proceso de Poisson%esg:

X ="Numero de llamadas en un intervalo de tiempo deriuto”
X 0O P()l :ﬂj.
5

T representa el tiempo de espera en minutos hastaejuecibe la segunda
llamada, de manera que:

T ="Tiempo en minutos hasta recibir la sada llamada

1 5
TOG a=2,==—=—.
( P A 4j
Hay que calcuIaP(T >1). Podria hacerse a partir de la distribucion gamma,

calculando la siguiente integral definida:

_4
%te > di
[ (2) —

( )( 4j

P(T>1)=[_"

t=1
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Dada la relacion con el proceso de Poisson, resulsacémodo resolver este
ejercicio de manera exacta de la siguiente formanelo en cuenta que:

La probabilidad de tener que esperar mas de 1 roirhasta la segunda
llamada es igual a la probabilidad de que se reaqilmaenos de dos llamadas
en un minuto:

4

0 1
P(T>1)= P(X<1)= P(X=0)+ R X=1)= 0|5 ¥ 1|5 =
4 _4 _4
—es+2es=2 50,8088
5° 5

De tal forma que los célculos se hacen con laillistion de Poisson, sin
tener que integrar.
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7.4. Distribucion Exponencial

Una variable aleatoriaX se dice que se distribuye segun el modelo
exponencial de paramet® cuando sduncion de densidadse expresa

como.

X

1 5 :
f(x) = Ee/” x>0; >0

0 en el resto.

Como notaciéon abreviada emplearemos la siguiexte:Exp(5).

Aplicaciones

La distribucion exponencial es un caso particukarla distribucion de
Erlang (Gamma com entero) en la que el pardmetrotoma el valor 1.
Por ello es un modelo que se presenta con frecaugaca modelizar:

1.La distribucion del tiempo de espera hasta la ecwia de un suceso
de Poisson.

2. Tiempo transcurrido entre la presentacion de sgcesnsecutivos de
Poisson.

3.La duracion de vida de ciertos elementos que paedsiderarse como
el tiempo que transcurre hasta que se producdilecen, averia, fallo
etc.

Relacion entre la distribucion exponencial y la Psson:

Si X ="niimero de sucesos en una unidad de tiempo” XanP(4),

entonces

T ="tiempo hasta ocurrencia de un suct conT [J Exp(,B :%J

Importante: la unidad temporal debe ser la misma.
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e Caracteristicas:

La funcidn generatriz de momentos y las caractesss{media, varianza)
de la distribucion exponencial se deducen del heitcser un caso
particular de la distribucié (a, B) cona =1

G(a, B) EXP(B)
(@=1)

-1 1 _ 1 1

M, (t) Mx(t)—m, t<E Mx(t)_(l—ﬂt)’ t<E
E[X]=u ap B
Var(X) =o? aB? B

Obsérvese que el valor esperado y la desviaciaatie una distribucion
exponencial coinciden.

e Forma de la distribucion:

La funcion de densidad tiende a cero mas deprisatcumenor es el
valor de £ (menor tiempo medio) es decir, cuando mayor es la

intensidad de la distribucion de Poisson subyacente

f(x)

1 -

—Exp(1)
0.8 1 —Exp(1,33)
Exp(2)
0.6 1 —Exp@)

0.4 -
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e Funcion de distribucion:

F=P(X< Q= f(l)dt:j:% X dt{— éﬁ} S+ d=1- & 0

0

F(X) proporciona lgprobabilidad de que ocurra un suceso (por ejemplo,
el fallo en una maquina) en un periodo de tiempo ferior o igual a x.
Ahora bien, comdP(X < XY) =1- P( X> X, se tiene que:

P(X>xX)=e”

es la probabilidad complementaria a la anteriodezsr, laprobabilidad de
gue no se produzca ningun suceso en un intervalo diempo x. Es, por
tanto, la probabilidad de que el tiempo hasta gou@&ra un suceso (por
ejemplo, el fallo de un componente) sea mayor xjues por ello que la
funcion P(X > X) recibe el nombre diincién de fiabilidad o funcion de

supervivencia

* Propiedades:
1.Propiedad de falta de memoria:

Se cumple que la probabilidad de que la vida delemento sea superior a
x+h, habiendo sobrevivido el tiempg es igual a la probabilidad de
supervivencia para el perioto

P(X>x+h X> 3= R X>

Dicho de otro modo, la probabilidad de que no selyzca un suceso (fallo,
averia, etc.) durante un periodas independiente de lo que haya sucedido
antes. Por eso esta propiedad se conoce comaaed¢anemoria.
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P{{Xx>x+ BN{ X> ¥) _P(X>x+ 1 _

P(X > x+ h/ X> 3= X5 % 03

2.Distribucidn de la suma de exponenciales independies:

Supongamos qué&,, X,,..., X, sonn variables aleatorias independientes
tales queX, ~ Exg(3) con i= 1,2,...n (con igual parametrg).Entonces:

Y=§>ﬁ~6(nﬂ)

Ejempla

La duracidon de una bombilla antes de fundirse sigoa distribucion

exponencial de media 8 meses. Se pide:

1)Calcular la probabilidad de que una bombilla seteda al azar tenga
una vida entre 3y 12 meses.

2)Calcular la probabilidad de que una bombilla, gaellrado ya méas de 10
meses, dure mas de 25 meses.

T = “tiempo de duracién de la bombill T ~ E(8=8).

1 -5 )

— >0 > X
f(x)= ﬁe x>0 >0 F(X)=P(X< X=1-e/ »0

0 en el resto.

1) P(3s T<12)= F(12)- F(BF{ 1—e182}—[ T eg}: = ed = 0,464

-15
2)P(T>25/T>10) = P> 15% €8 = 0,153

por la propiedad de
falta de memoria

Veamoslo mediante la relacion entre Poisson y espaal:
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Queremos conoceP(T >15). Esta situacion es equivalente a que no se

rompa ninguna bombilla en 15 meses. El niumero debblas que se
rompen en un mes sigue una distribucion de Poisg®nparametro

X ~ P(,u:%:%j. Por la propiedad reproductiva de la distribucié d
Poisson, el numero de bombillas que se rompen emddes seguira una

distribucionY ~ P(,u:%j. Por tanto:

P(T>15)=P(Y=0)=

Como vemos, el resultado obtenido es el mismo.




IS0 [MODELOS PROBABILISTICOS PARA V.A. CONTINUA]

7.5. Distribucion Ji-dos

* Funcién de densidad:

La distribucién Ji-dos es un caso particular de Gamma con
parametrog=2 y a=v/2, siendov un entero positivo, es decir,

G( :%,,b’ = 2). Su funcién de densidad es:

v, X

———x*e?2 x>0 v>0
f(x) =+ ZZF(V)

0 en el resto

Es una distribucién uniparamétrica (parametjodenominado grados de
libertad:

2
X~X
o : %
* Forma de la distribucion: Cuandov =2, exponencial ¢ = > =1, f=2)
f(x)
0.6 1
0.5 1 —v=2
—v=3
v=5
0.4 - — =8
0.3 1
0.2 -
0.1 1
0
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» Aplicaciones:
De gran intereés, muy utilizada éxferencia Estadistica
Como veremos mas adelante, esta distribucién puedi@irse sin

recurrir a la distribucion Gamma, como sumavdaormales tipificadas
independientes elevadas al cuadrado.

o Caracteristicas:

Se deducen del hecho de ser un caso particulala ddistribucion
G(a,B) cona=v/i2yB=2:

X.
G(a. £) (a=vI2 B=2)
1 Mp=— tes
M () = , . -
M, (t) «(t) (1= Bty <ﬂ 1-2y 2
E[X]=u af %Q:V
Var(X) =0 ap’ %EQZ =

Vemos que la esperanza de la distribucion Ji-dogues al nUmero de
grados de libertad, mientras que la varianza, laledo

* Propiedad reproductiva:

Si X, X,,..., X, sonn variables aleatorias_independientates que
X, ~)(V2i coni=12,.n entonces:

Y:izzn:Xi ~)([2i=n ]

i=1 Vi

Es consecuencia inmediata de la propiedad reprivdwpie se verifica
para la gamma, cuandg3 permanece constante. Dado que
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V, v,
X ~G Y = G l+2y % o) que es unay?
. ( > j Z X ~ ( >t 3 ) q Y
conv, +v, +...+v, grados de libertad.
* Obtencion de probabilidades:
Se puede realizar mediante el manejo de tabladasmue aparece
tabulada la funcion de distribucién para distintesores dev (véase

Anexo 5.1).

Veamos algunosjemplos

1.P(x2<9,24=F(9,29_= 0,¢

tabla

f(x)
0.18

0.16 -
0.14 A
0.12
0.10 1
0.08 ~
0.06 1
0.04 A

0.02 A

0.00
0 9.24 X

P(x25<7.42=F(7,4)_= 0,00

tabla

P(x27,26)=1-P(x%< 7,2= £ F( 7.26=_ 4 0,05 0,

tabla
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4.P(3,94< x, < 2319=P(x{,< 23,1p-P(x5< 3,94= 0,99 0,85 0,

tabla

También podemos estar interesados en obtener satorgcretos de la
variable yalores criticop que cumplen una condicion en términos de
probabilidad:

1.P(x;<a)=0,025 = F(a=0025= a= LE
2.P(x5,<b)=0,95 = F(b= 095 = b= 18
3.P(¥42¢)=01 = FP(x2<9=01=> F¢F 09= &= 19¢
» Uso para la obtencion de probabilidades de una ganan

Si X ~ G(a, B) entonces la variablé =2?X ~ X2, dondev =2a

Ejempla

Supongamos que el numero de clientes que llegavani@nilla de un
banco sigue una distribucion de Poisson con medial ia 20 personas
por hora. ¢Cual es la probabilidad de que el cammga que esperar
mas de 47,115 minutos antes de que llegue el dédierde?

Tomando como unidad de tiempo el minuto, se tieree g

X =*n° de personas que llegan a la verlaen 1 hora’
X ~ P(u=20)

Y = “n° de personas que llegan a la verlaen 1 minuto’
Y ~ P(A :2_on F{/] :_1)
60 3

T =*“Tiempo de espera en minutos hastaégiimo cliente’
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T~G(a:10,,8:%: 3}

La probabilidad solicitada es:

= P(x%> 3L9%

donde?! - X%

(v=2a=20)
=1-P(x%,<314]) = * 0,95 0,0

—
tabla

P(T >47,115)= P(Zl;- > 2@;,11?

Este ejercicio también puede resolverse utilizaladdistribucion de
Poisson. El numero de personas que llegan a lam#aten 47,115
minutos es una variabM/ que sigue una distribucién de Poisson de

pardmetro u=A1 B¢7,115:%D47,115 15,70 De esta forma,

podemos establecer la siguiente igualdad de priodbedbes:
w=9

P(T>47,115= P(W< 9=> H W=
w=0

En este caso, para obtener las probabilidadesidsdfca partir de sus
tablas aproximariamos la media de la distribucidb.a
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7.6. Distribucion Normal

« Utilidad: La distribucion normal es, sin duda, el mas imgue de los
modelos probabilisticos. Es una distribucion clpeea la Inferencia
Estadistica.

« Origen: siglo XVIII
La distribucion empirica de los errores de medigaet una gran
regularidad: forma acampanada y simétrica
- Los errores tendian a concentrarse en el centiadistribucion y
- errores muy grandes poco frecuentes, tanto paositicomo
negativos.

f(x)

X ~ N(u,0)

e Distintos nombres: curva de Gauss, campana de Gauss, distribucion
de Laplace-Gauss, modelo normalistribucion normal

e Ejemplos: la distribucién normal es la mas adecuada para...
- datos meteorologicos como la temperatura o la dadhtide
precipitaciones,
- las calificaciones correspondientes a pruebas tile@dp
- las alturas de individuos de una edad y sexo dado,
- las medidas fisicas de productos manufacturados, et
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» Conveniencia del supuesto de normalidad:

a)Sus propiedades matematicas.

b)Cuando el comportamiento de una variable aleaawial resultado
de una combinacibn de muchas causas relacionadgmcy
importantes, tiende a distribuirse normalmente (@mas Centrales

del Limite).
* Funcion de densidad: l
f(x): 1 e_;(x;ﬂjz —0< X<00 —00< /<00 o> (
O~ 27T

Notacion abreviadaX ~ N(u,0).
 Forma de la distribucion:

f(x)

1/0\/2_77 .................................. .

p-o 4 u+o

1
oN2m
2.Puntos de inflexién (valores en los que se anulaegunda derivada):

H-OY U+0.
3.La funcién de densidad normal es simétrica respedsorectax = i/, ya

que se verifica qué (¢ +k) = f(u—K).
4.Presenta una asintota horizontal en la rgcte0, es decir, en el eje de

abscisas.

1.En x = u alcanza su maximo la funcion de densidad, €¢a) =
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e Caracteristicas de la distribucion normal:

,ut+1c72t2
M, (t)=e 2 —00 < t<oo,

a)Esperanza: E[ X] = u

2

Lo
My (1) = (u+ )€’ 2
E[X] =M} (0)=(u+0)& =
b)Varianza: Var(X) = og?

Loy2 2 M+}0'2t2

M;’((t):azeﬂt+2 +(,u+02t) e 2
MY (0)= 0"+ u*
Var(X) = M; (O)—[M'X(O)]2 =g’ +ut-ut=o’.

Efectivamente y o® son la media y la varianza de la distribucion radrm

La esperanza es warametro de posiciony sus distintos valores lo Unico
gue producen son traslaciones horizontales derleacu
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Por su parteg es unparametro de escalacuyas variaciones afectan a la
dispersion de la variable

M=y = 1
0'1<0'2

# X

c) Momentos con respecto a la medidos de orden impar son todos cero
(ul =M= = :O)debido a la simetria de la distribucion respecto al
ejex=u.

Los coeficientes de asimetria y curtosis paradariducion normal tienen la
siguiente expresion:
. _HM _
;/1—72—0 yz—?j—S—O

Distribucion normal tipificada N(0,1)

Estadisticamente, tipificar una variabtesupone restarle a cada valor su
media (constante) y dividirla por su desviacioicigconstante):

7=2X"Hx

o 4
- _ X =y

Si X ~ N(u,0), entoncesZ = ~ N(0,1).

X

La funcion de densidadle una normal tipificada o estandar es:

2

SiZ~N(0,1) entonces f(z)=——e

1
NV

—00 < 7Z< 400,
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Céalculo de probabilidades en la distribucién normal

« Para obtener la probabilidd{a< X< b, con X ~ N(,u,a) ,en principio
habria que calcular la siguiente integral:

1 é;(x_#

P(as X< b):j: 10 dx:j:a 21

e La resolucion de integrales sobre funciones deidadsiormales resulta
complicada, lo que lleva a la utilizacién de tabla

- Pero precisariamos tablas con 3 entraflasr,a)é (u,0,b), lo que

resulta imposible, teniendo en cuenta qug o pueden tomar infinitos
valores distintos (recordemos qte < /< +co y g > 0).

e Solucidn: tipificar la variable: mediante la tigiéicibn conseguimos
calcular probabilidades de cualquier distribuciltﬂrﬁ,u,a) a partir de la

distribuciéon N (0,1) . Veamoslo:

P(as X< b= P(a_”s XK b—yj: F(ﬂs kMJz

g g g g g

=P(z<Z<2)= E(2- E(

Por tanto, la probabilidad buscada es exactamgotd a la probabilidad
de que la normal tipificada tome valores en elrira® [zo, 21].
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f(2), 1x)

\ Z~N(0,3)

Tipificacion X~ N(u,0)

_

Existen tablas que proporcionan valores aproximag®sla funcién de
distribucionF, (z) para distintos valores delLo que proporcionan es, pues,

la probabilidad acumulada a la izquierda de un @uuncretz,. (véase

Anexo 5.1)
Figura 5.18

Distribuciéon Normal Tipificada
(2




IS0 [MODELOS PROBABILISTICOS PARA V.A. CONTINUA]

Como la funcion de densidad de la distribucion radres completamente
simétrica respectoa0 es queF (-z)) =1- F(z).

Distribuciéon Normal Tipificada
P(z<s-z)=1- A Z> g)

f(2)

Ademéas puede observarse en la grafica qREZ<0)=F,(0)=0,5 de

manera que a valores negativos zlele corresponden probabilidades
acumuladas inferiores a 0,5.

La tabla de la distribucion normal contempla vadadez con dos decimales
entre -3,59 y 3,59. El primer decimal se lee emprimmera columna de la
izquierda, mientras que el segundo decimal se ek @rimera fila de la
tabla. El cuerpo central de la tabla nos da losreal de la funcién de

distribucion F, (z,),es decir, la probabilidad acumulada hasta el vajor
seleccionado.

Ejemplos

1.ConZ ~ N(0,1), calcule las siguiente probabilidades:

a) P(2<3,2)=F,(3,2)_= 0,999

tabla

b) P(221,200=1-P(Z<1,29= + E( 1,2p= 4 0,8849 0,11

tabla
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c) P(-1,23<7<0,89=F,( 0,85-F, (- 1,23=  0,8023 0,1093 O,¢

tabla

2.0btener el valor dk (valor critico):
a) P(Z2k)=0,2946 = P(Z< K=t 0,2946 0,705/
Buscando esa probabilidad en la tabla tenemog=é4.
b) P(k< Z<-0,18)= 0,4199 = F, (- 0,18- F, (k) = 0,419¢
y dado que, segun la tablg, (-0,18) = 0,428€
F, (k)=F,(-0,18 - 0,419 0,4286 0,4189 0,00¢
Buscando esa probabilidad en la tabla se tien&kgue2, 38.
3.Con X ~ N(50,8) , calcule las siguientes probabilidades:

a) P(38< X< 5§

Tal y como hemos visto, para calcular esta proiokoil debemos

tipificar la variable:

38-50_X-50_ 58 5
< <
8 8 8

P(38< X < 58 = P( (j: P(-1,5< z< 1) =

=F(EF(- 5=

0,8413 0,0668 0,7745.

b) P(X =>66)

X—50> 66— 5
8 8

p(xzsa):p(

tablas

Oj: P(z=2)=1-E(J_=_t 09772

0,022
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Aproximacion de la distribucion binomial por la distribucion normal

* Recordemos: la distribucion binomial se aproxina distribucion de
Poissorcuandan— o y p—0. En la préactica>50y p<0,1.

* Cuandon es grande p no esta muy alejado de Qge pueden calcular
las probabilidades correspondientes a una binondial forma
aproximada utilizando una normal.

Figura 5.20
Aproximacion de la distribucién Binomial a la Norima

f(x)
0.030T

0.0251
0.0201
0.0151
0.010T

0.0051

0.000-
C—IB(900;0,6) —— N(540;14,70)

 Fundamento tedrico: Teorema de Laplace-Moivre

Si X es una variable binomiaX~B(n,p), con medianp y desviacion
tipicay/npq, entonces:

y=22"  N©.1).

JNPg n- e

Los limites empiricos para poder realizar estaxapracion son:

Si p< 0,5 se exige quep>
Si p>0,5 se exige queq>

En general, cuanto mas se aleje la probabilidadéxieo p de
0,5,mayor tendra que ser
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« Utilizando este resultado podemos obtener la pibdath de que la
variable binomialX; esté en un interval@p] aproximandoX, con

una normalX,, con mediauz=np y o =./npq y calcular el area entre
ayb:

P(as X, < b= P(as X < B= FEa—npS =2 np}

con XN~N(ann_p() Pq nPa

 La aproximacién mejora si, en la variable normalizaimos el
intervalo a-0,5< X, < b+ 0,%. Esto se conoce conmmrreccion por

continuidad y se hace necesario porque se esta aproximando una
distribucion discreta por otra continua

Piénsese qu@(X; = 8 es distinta de cero para la binomial pero igual

a cero para la distribucion normal por ser contitusague hacemos es
aproximar esa probabilidad por la probabilidad da normal en un
intervalo de longitud uno (que es el incremento ldevariable
binomial), centrado en ese vakor

Ejemplo

La probabilidad de recibir un cheque sin fondosiea determinada sucursal
bancaria es del 15%. Si durante una semana seaagodrir 2000 cheques,
hallense las probabilidades de los siguientes saces

a)Que haya, como maximo, 175 cheques sin fondos.

b)Que el nimero de cheques sin fondos esté complieerdire 260 y 400.

Resolucion

X =*n° de cheques sin fondos recibidosuaa semane

X ~ B(2000;0,15

En este ejemploSi p=0,15< 0,5 ynp= 20000 0,15 300 por lo que
podemos aproximar la distribucion binomial por lstribucion normal

Xy ~ N(1=300,0=/npq= 19
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a) P(X <175 = P( X, <175+ 0,5= P(z_175+05'303 Rz=-778 =
b)

tablas
P(260< X< 400 = P( 260- 0,5 X, < 400 0)5

<Z<
16 16

_P(ZGO 0,5~ 300 4086 0,5 30}):

=P(-2,53<7< 6,2§=F( 6,2p-F(- 2,98 = 4 0,0057 0,99

tablas

Aproximacion de la distribucién de Poisson por la gtribuciéon normal.

Si X, se distribuye segun una distribucion de Poissorpatémetroy,
siendoIﬂZlO, se puede aproximar esta distribucion de Poisswnupa

normal N (4,0 ), con uy =E[X.]=u y g, = Var(X,) =/u.

Teniendo también en cuenta la correccion por comtad, la manera de
aproximar probabilidades de la distribucion sersigaiente:

(as % <H=H als X5 b3 Sy P
Plas X, < h=H a=< X < —jz — £ < K £ |=
P 2 )" T Ji
con Xy~ (/1\/7)
orloy) [(a-io
=F,|—2 |-F,| —2 dondeZ ~ N(0,1).

S
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Distribucion de una combinacidon lineal de variables normales
independientes

Supongamos queX;, X,,..., X, son n variables aleatorias independie;tes
tales queX; ~ N(4,0) parai =1,2,...n Sia, a,,...,3 Son nimeros reale,
entonces la variable aleatoria:

Y=aX+aX+.+3x
sigue una distribucion:

Y~ N(quﬁ Bfly+... Ay BOL+ EO 7+ .+ ﬁtzanz)
0, lo que es lo mismo:

Y~ N(Z Ak, Z azaiz]

i=1

Demostracion

M, (t) - EI:éY] — E|: JaxstaXor+ 4 &)} — E[ B @ .. téxn] _
por
independenci

~e[en ] T € 8] w4 M (9 M (-

1 1 1 1
t.ulal"'itza-lzalz t,uzaz"'*z to fa,’ Wy, 41"'*2 to,%,° (gt gpt-+ WJH)+5 Y gol+ o+ go )
= e ... e = e .

Esta es la funcidn generatriz de momentos de un@mbla aleatoria
distribuida segun una normal de parametposau, +au,+---+a U, y
a:\/a12012+322022+...+ a,°c.’>. Teniendo en cuenta el Teorema de

Unicidad de la funciébn generatriz de momentos, s&claye que,
efectivamente:
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A partir de esta propiedad se deduce la propiedaptbductiva, haciendo
a1:a2:"':aq:1:

La suma den variables aleatorias independiente§, X,,..., X, tales que

X, ~ N(¢,0) coni=12,.n sigueuna distribuciénN(Z,ui, /Zaﬁ).
i=1

i=1

Relacién entre la distribucion normal y la Ji-Dos

Anteriormente se ha definido la distribucigf a partir de la distribucién
Gamma. En concreto, se sefialé que:

X, =G

dinv <
LN

También puede definirse sin recurrir a esa distrdou

Si 72,7Z,,...,Z, son v Vvariables aleatorias independientémles que
Z ~ N(0,1) coni= 1,2,.., entonces:

Y=i Z*~ Xy
i=1

Demostracion

La demostracion se hace en dos fases. Primero,esmeasdtra que Si
Z ~ N(0,1), entoncesZ?® ~ x;. Después se aplica la propiedad reproductiva
de la Ji-dos, para llegar al resultado deseado.

Por tanto, en una distribucioy’ los grados de libertad son el nimero de

variables aleatorias independientes que la intedrani hemos supuesto que
todas las variables aleatorias son independiep&®, podria ocurrir, por

ejemplo, que una variable dependiese de las deffmences tendriamos
v —1 sumandos independientes y los grados de libeetdains’ —1.
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7.7. Distribucion t de Student

 La distribucidont de Student ot-Student estad relacionada con la
distribuciéon normal y con la Ji-dos y es ampliareentilizada en
Inferencia Estadistica.

e Definicion:
SeaZ ON(0,1) y V~x7. Si Zy V son _independiententonces se
puede demostrar que:

T

Z
\/V~L
Vv

es decir, se distribuye como una distribucié®tudent cornv grados de
libertad. Por tanto:

_N@©1)

2

Xv

 Funcion de densidad:
/_(I/ +1j Lﬂ) l
f(t)=

2 t? 1% "
Vj 1+— —oo<t<o YV enteroy positivi

(g

T 3

v

Es una distribucién uniparamétrica; solo depende. de

 Forma de la distribucion:

f(t), 7@
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1.Es simétrica respecto al origen de coordenadas.

2.Alcanza un maximo etx0.

3.El eje de abscisas es una asintota de la funcion.

4.Su forma es muy parecida a la normal tipificadanfzaniforme), pero
es menos apuntada (es decir, es platicurtica)lsiEs colas mas altas
(presenta mayor dispersion que la normal tipifigada

5.Cuandov aumenta, la distribucios Student tiende a la distribucion
N(0,1). En la practica, pana=30es muy poca la ventaja de utilizar la
t-Student en lugar de M(0,1).

e Caracteristicas:

EsperanzaE[T] =0 siv >1 (siv =1 no existe la media

Varianza: Var(T) =Y siv>2 (siv =1 0v =2 no existe la variai:

« Obtencion de probabilidades:

La funcion de distribucion de laStudent esta tabulada para algunas
probabilidades (véase Anexo 5.1). Veamos, a caatidn, algunos
ejemplos para ejercitar el manejo de esas tablas:

1.Si X ~t,:

a)P(X<2,228 = 0,97¢

tabla

b)P(X>0)=0,01 = P(X<H=099= b= 2,76

tabla
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2.Si X ~ty:

a)P(X<1,329_= 0,9

tabla

b)P(X>0)=0,01 = P(X<BH=1099= b= 2,52

tabla
3.Si X ~t,:

P(|X|<2,306 = P(-2,30& X< 2,306= A( X< 2,306 { X<- 2,3p8

=F(2,306-F(-2,30§= 0,975 0,025 O,¢
4.S1 X ~1,:

P(|X|<x)=0,99 = F(x)-F(-%)= 0,995552”,a A x)-| ¢ {x)|= o¢

2F (X )=1+0,99 = |:(x*)=1+0’99

= 0,995= X = 3,08

2 tabla




IS0 [MODELOS PROBABILISTICOS PARA V.A. CONTINUA]

7.8. Distribucion F de Snedecor
e La distribucionF de Snedecor, también conocida como de distribumd#dn

Fischer-Snedecor, es de uso frecuente en Inferdfstiadistica y esta
relacionada con la distribucion normal.

e Definicion:

Si X e Y son dosvariables aleatorias independientegjue se distribuyen
como una ji-dos com, y V,, respectivamente, la variable:

= Xlv,
Yy, "%

se dice que tiene una distribuciéncon v, en el numerador y, en el
denominador. Es decir:

2y
FelitoF,
/sz /V2 1.V2
* Funcion de densidad:
In ( V; + V, j V1Vl/2V2V2/2 f [Vlz 2) l
g(f)= - y E o Pparaf > 0
/'(Sj/'(zzj (v2+|/1f)[ )

Soélo esta definida para valores positivos de labbe. Es una distribucion
biparamétricay, y v,).

o Caracteristicas:

E(F) = Va conv, > 2
v, =
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V22(2V2 + 2/1 - 4)
Vl(Vz - 2)2 (Vz - 4)
 Forma de la distribucion:

Var(F) = conv,> 4

Es campaniforme con asimetria positiva, que disygnal aumentar los
grados de libertad de numerador y denominador.

a(
1.6 -

1.4 4

1.2 4

—F(3,5)

—F(5,15)
F(50,50)

—F(15,20)

1_

0.8 A

0.6

0.4 A

0.2 1

e Obtencion de probabilidades:

Su funcion de distribucion esta tabulada para aguprobabilidades y
valores de sus parametros (véase Anexo 5.1).

En la primera fila de las tablas correspondientdsa distribucionF de
Snedecor apareag, los grados de libertad del numerador. En la p@amer

columna,v,, los grados de libertad del denominador. En elpuéde cada
una de esas tablas aparecen, para los diferentmgs/aey, y v,, los
valores de laF, , que a su izquierda dejan un area bajo la curvea de

funcidén de densidad igual a la indicada en la parperior A).




IS0 [MODELOS PROBABILISTICOS PARA V.A. CONTINUA]

Ejemplos

1.Si X ~ R, P(X<0,25 = 0,0E
tabla

2.S1 X ~ K¢

P(X>b)=0,056 = P(X<BH=095=> b= fge.,,= 2,

tabla

3.8 X~ F,,: P(X<b)=0,01 = b= f,,.,= 0,1€

tabla
Propiedad de reciprocidad

Esta propiedad ayuda a obtener probabilidades déistaibucion F de
Snedecor a partir de las tablas:

: : _ 1
SiF~F,,yF~F_, entonces: f =—
I-py, vy
Ejemplos
1.Para X~F vimos anteriormente que

P(X<b)=0,01 = b= f,, =0,1€ Por la propiedad de reciprocidad
se tiene que:

1 1
f0,01;7,20:]“—._:,_,— =0,16

0,99;20,7 tabla 6’16

2.La distribucion F, ., no aparece tabulada en las tablas. Pero, para esa
distribucién podemos identificar el valbrque hace qud?(X < b) =0,95
si aplicamos la propiedad de reciprocidad, ya queidtribucionF,, , si
aparece tabulada:
1 - 1 .58

f =
0,95,14,10 ; .
f0,05;10,14 @hia 0,39
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Relacion entre distribucionest-Student y F de Snedecor:

I SiT~t, entoncesT* ~ F,,.

Demostracion:

Si T~t se tiene queT =

Z
con Z~N(0,]),X~x> y Zy X
Nl (09 v Zy
independientes, entonces:

2
2 _

conZ?~ x2, X ~ x? y Z*y Xindependientes.
X v ' g

Por tanto,T? ~ F,, 0 escrito de otra forma; ~ F,,.
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7.9. Distribucion normal bivariante

Se dice que dos variables aleatorias contikua¥ se distribuyen segin una
distribucién normal bivariante si su funcién de sidad conjunta es:

1 [X‘ﬂx T-z p[ X ][ Y-ﬂy}{ HYJZ
1 o 2:-p2) oy oy |\ oy ay

270y JY\/l_ ,02

—o0< X<00 —oo<y<oo

f(xy)=

donde:
E[X]=u, E[Y]=n, Va(X)=0% Va(Y)=0’ p :coeficiente de correlaci
Figura 5.23

Distribucion Normal Bivariante
(funcion de densidad conjunta)

f(xy)




IS0 [MODELOS PROBABILISTICOS PARA V.A. CONTINUA]

A partir de esta funcion de densidad conjusaleduce

1.Las distribuciones marginales son distribucionasniatescon

X ~ N(:Ux’ax) Y ~ N(/'IY’UY)

2.Las distribuciones condicionadas son también nasnal

f (X, f (X
R T

3.Las esperanzas condicionadas (lineas de regresinnjneas rectas

E[Y/ X=f=p +p 2 (x ) E[XIY= A= +p Ty i)
X

Y

4. Las varianzas condicionadas son constantes

Var(Y/ X=X =02(1-p%*) Var(X/Y=y=0;1-p?)

5. A partir de la funcion de densidad conjunta seetigne sipo =0, entonces
f(x,y)= f,(x0Of(y. Por tanto, si p=0 las variables son
independientes.

En el caso de variables conjuntamente normale® pakden darse
relaciones lineales entre las variables ya quedman hay relacion lineal
(o =0) no hay ninguna relacion (hay independencia).
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EJERCICIOS RESUELTOS

1.Una universidad estudia la posibilidad de compnarlate grande de
aparatos de deteccion de incendios. Por la exmpaiede otras
universidades se sabe que el 20% de estos apauaies ser defectuosos.
Si se selecciona aleatoriamente una muestra de2&@tos, ¢cual es la
probabilidad de encontrar entre 42 y 50 defectubsos

Resolucion

Y ="NC° de aparatos defectuosos de un td¢al = 200
p = P(defectuoso¥ O,

200
Y ~ B(200;0,2; con f(y)=( y jO,zyo,gowy paray= 0,1,2,...,2

y=50 2
P(42<Y < 50)= Z( ooj 0,2 0,8
y=42 y

Obsérvese quep=0,2<1/2ynp= 40> Epor lo que se cumplen las

condiciones para aplicar el Teorema de Moivre yodmar esa
probabilidad a partir de una distribucién normal:

Y.~ N(npy npg = Y~ N40;5,66

P(42<sY<50) = P@M@L5YX < SO@F{

con correccion
de
continuidad

41,5- 40_ __ 50,5 4
L iy
5,66 5,66 3

=P(0,26sZ<1,8§=F, (L85 F, (0,26 0,9678 0,6026 0,3

tablas
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2.Suponga que la llegada de vehiculos a un cruceepmedelizarse por un

proceso de Poisson. Si la probabilidad de que se pangun vehiculo en

un minuto es 0,135, se pide:

a)¢ Cual es la probabilidad de que pase mas de urcwehén dos
minutos?

b)¢ Cual es la probabilidad de que entre la llegadandeshiculo y la del
siguiente transcurran mas de 15 minutos?

c) ¢ Cudl es la probabilidad de que el tiempo transluentre la llegada
del primer y ultimo vehiculo de un grupo de 5 semon de 2 minutos?

Resolucion

X ="N° de vehiculos que llegan a un cruceleminuto’

X
X ~ P(u) con f(x) = ,lu parax= 0,1,2,.
X!

Desconocemos el valor de la media, pero el enungadporciona un dato
gue permite calcularla:

0

P ey _ o B
P(X=0)=0,135 - T 0,135 - 4= In(0,135) u=

tomando
logaritmos

a)Y ="N° de vehiculos que llegan a un cruoe2¢minutos

La variableY es la suma de dos variables aleator¥gsy X,, que se pueden
suponer independientes y que se distribuyen segarPoissonX. ~ P(2).
Por la propiedad reproductiva de la distribuciériPdesson se tiene que:

_4 y
Y=X+X~HR2u) - Y~ R4)conf(y)= € paray= 0,1,2,.
La probabilidad solicitada es:

e—440 e—44l
P(Y>1)=1- P(Y<1)=1- P(Y=0r- R¥ 1 F - = 0,908

0]




IS0 [MODELOS PROBABILISTICOS PARA V.A. CONTINUA]

b) T ="tiempo en minutos transcurrido entrdl&gada de dos vehiculc

Como sabemos, el tiempo transcurrido entre la ptas®n de sucesos
consecutivos de Poisson sigue una distribucion repoal, de parametro
L =1/u, donde i representa la intensidad del proceso de Poisson. P

tanto:

TU~Em{%j -~ T~ Ex§0,5

_ X _ X

siendo f (x) :OLSG 05 x>0 y P(X> X = e (funcion de supervivencia)

La probabilidad solicitada es:

15

P(T>15) = e%=¢"=(

funcion de
supervivencia

c) W= "“tiempo transcurrido entre la llegada del priméitimo vehiculo de
un grupo de 5”

La variable W es la suma de 4 variables aleatorias independieate
idénticamente distribuidas como una exponencighatémetrofs =0,5. En

esta situacion, se tiene que:

w=>'T

i=1

T, indep.T, , paraz j i j,= 1,2,3;& W OG( 40,
~ Exp(0,5)

2V _2[2
P(W<2)= 05 OSJ F{X8<—J F()(82< %f,_, 0,46t

tabla
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3.El tiempo en minutos que tarda una persona en sudeasa al trabajo
oscila entre 20 y 30 minutos. Si debe llegar day@aa las 8 de la mafnana,

¢a qué hora debe salir de su casa para tener aiabpidad de 0,9 de no
llegar tarde?

Resolucion

X ="tiempo en ir de casa al trabajo (en aios)'
X ~U[20,3(
1 1
f(x)={30-20 10
0 en el resto

20<x< 30

La hora a la que debe salir de casa sera las 880s®, minutos, dondex,
cumple la condici6rP( X < %) =0,9:

X
j%dx:0,9 -~ 0i¥;=09- 0X- 26 09- x=

20

Por tanto, el trabajador ha de salir 29 minutossade las 8:00 para no llegar
tarde con probabilidad de 0,9, es decir, a las fiBltos.




IS0 [MODELOS PROBABILISTICOS PARA V.A. CONTINUA]

4.Suponga que cinco empleados realizan la misma tdesaforma
independiente y que el tiempo, en minutos, que auaquiera de ellos
tarda en terminarlo sigue una distribucién exporame media igual a 80
minutos. Si comienzan la tarea a las 9:00 horasyleala probabilidad de
gue, como minimo, dos de los cinco trabajadorawinen dicha tarea
antes de las 10:00.

Resolucion

Y ="tiempo que un empleado tarda en acdosarea (minutos
Y ~ Ex80)

X ="N° de empleados que acaban su taressadle las 10:00 de=

Los trabajadores realizan su tarea de manera indegge (pruebas
independientes). La variabkese distribuye segun una binomial donde5

y la probabilidad de éxitp es la probabilidad de que un empleado acabe su
tarea antes de las 10:(G9qonstante). Por tanto:

60

Y
p=P(Y<60)= F(60)=1- e = I- e = 0,527
de manera qu& ~ B(5;0,5276 y la probabilidad solicitada es:

P(X 22)=1- P(X< 2)=1- P(X= 0) P(X= 1F

:1—®(0,52763 (0,4724?)—@ (0,5276) (0,4724) 0,84
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5. Los ingresos familiares brutos (en miles de eudes)n determinado pais
siguen una distribucion Ji-dos con media 3. Si sdecsionan
aleatoriamente 15 familias de ese pais, ¢ cualmshabilidad de que 9 6
10 de esas familias tengan unos ingresos brut@sieuvgs a 6250 euros?

Resolucion
Y ="ingresos familiares brutos (en miles de euros)' Y ~ x?
X ="N° de familias con ingresos brutos supees a 6250 euros cor-

Las familias obtienen sus ingresos de manera imdgpate (pruebas
independientes). La variabl¥ se distribuye segun una binomial donde
n=15 y la probabilidad de éxitp es la probabilidad de que una familia
obtenga ingresos brutos superiores a 6250 eproantante). Por tanto:

p=P(Y>6,25)= 1- P(Y< 6,25F t Pf?< 6,25= 4 09 0

tablas

de manera qu&X ~ B(15;0,1) y la probabilidad solicitada es:

tablas

P(X=9)+ P(X:10)2(195j (0,1§ (0,93+G§] 0,1y (0,9) =
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6. Una empresa sabe que, durante un periodo detemnoeadiempo, la
demanda aleatoria del articulo que produce se caanpon arreglo a una
ley normal de media 1500 unidades y desviaciomdatal00 unidades.
Se pide:
a)Determine el niamero de articulos que debe produrcidicho periodo
para poder satisfacer la demanda con una probadbitid 0,95.

b)Si la empresa decide seguir produciendo el artiealel futuro sélo si
la demanda esta comprendida entre 1304 y 1696dssddetermine la
probabilidad de que no siga produciendo tal axicul

Resolucion

X ="demanda del producto (en unidades)> X [ON(1500,100

a) P(X < x)=0,95

100

tablas

Tipificando: P(sto_—ﬁooj:o,% . P(zs3)= 095 = 45

-1500
z, _ X% T1oUL

- X% =1664,5 1665 unidad
100

b)La probabilidad de que no siga produciendo el @ddices igual a
1-P(1304< X < 1696)

P(1304< X < 1696) P(1304' 1500, X~ 1509 1696 1530_

100 100 ~ 100 )

=P ~( 1,96Z< 196 0,95

tablas

Por tanto, la probabilidad de que la empresa dejprdducir su articulo es
del 5%.
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7. Una linea eléctrica se averia cuando la tensiorepaba la capacidad de
la linea. Si la tension se distribuye como una mbrde media 100 y
desviacion estandar 20 y la capacidad como unaatatenmedia 140 y
desviacion estandar 10, calcule la probabilidadwi®ia suponiendo que
la tension y la capacidad son independientes.

Resolucion

X ="Tension" - X ON (100, 2(
Y ="Capacidad” - YON (140,1
X eY son independientes.

Se produce averia cuando>Y, es decir, cuandX —-Y >0. Consideremos
la variable aleatori®V/ = X - Y. Esta variable es una combinacion lineal de

variables aleatorias normales independientes.aPo WV sigue también una
distribucion normal:

W= X- Y- N100-140) 26+ 1) ~ W~ N- 40223
La probabilidad de que se produzca averia es:

pw>0)= A 759740 - p 751 7880 + P(z= 1,7889)  0,03¢
22,36 Tablas
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8. Se supone que las desviaciones diarias, en vadotwb, de la cotizacion
de una moneda respecto a una banda prevista sigadey exponencial
de media 0,05. Se pide:
a)Calcule la probabilidad de que la desviacion emrvabsoluto en un
dia seleccionado al azar sea inferior a 0,02.

b)Calcule la probabilidad de que la suma de las demnes en valor
absoluto en diez dias seleccionados al azar seaaua 0,78526.

c) Calcule la probabilidad de que solo dos de laside®nes anteriores
sean superiores a 0,05.

Resolucion

X ="Desviaciones diarias (en valor abso)

_ X

X OExp0,05) - f(x):oi05 e?® parae 0 yF x9 4 @0 par&

0,02

a) P(X <0,02)= 1- € °% = 0,3297
b)Y ="suma de desviaciones (en valor absqglenn= 10 dias seleccionados al a

La variable Y es la suma de 10 variables aleatorias exponesciale
independientes, de manera giese distribuye segin una gamma de
parametros’ [1G(10;0,05) De esta manera, la probabilidad solicitada es:

2Y < 2[0,78526) _
0,05 0,05

P(Y>0,78526)%= + P (Y< 0,785263 4 F(

= 4P(x5,< 31.4104 0,05.

tablas

c) W ="N° de desviaciones superiores a 0,0 total den= 1C

0,05

W OB(10, p) dondep= P (X> 0,05) = €&*®= 0,36

funcion de
supervivencia

Por tantoW [0 B(10;0,3679) de manera que la probabilidad solicitada es:
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P(W=2)= (120] (0,36795 (0,632%)= 0,155

9. Entre las parejas en las que hombre y mujer trapdgadistribucion
conjunta de los salarios mensua@(s Y), expresados en euros, se ajusta

a una distribucion normal bivariante con los sigtes parametros.

X, salario de los hombres, can =172Cy o, =100
Y, salario de las mujeres, cgn =142Cy o, =80
p, coeficiente de correlacion lineal, 0,71.

Calcule:

a)Salario medio de las mujeres cuya pareja tienalanis de 1800.

b)Probabilidad de que la mujer gane mas que su pawgado el salario
del hombre es 1700.

c)Probabilidad de que la mujer gane menos que syapaneando el
salario del hombre es 1800.

Resolucion

a)La linea de regresion désobreX proporciona los valores medios de la
variableY cuandaX toma el valor concreta En el caso de la distribucion
normal bivariante, su expresion es la de la sigaiBnea recta:

E[Y/ X= = p +p 7 e i)

X

En nuestro cascE[Y/ X= § =1420+ 0,7%( x- 172§

Por tanto,E[Y/ X=1800 = 14206+ 0,7%( 1800 1738 1465,

b) P(Y >1700/ X = 1700

Sabemos qu& /Y = x se distribuye normal con:
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E[Y/ X= )§:,L1Y+p%( x-pt,)  Var[Y/ X=§=0%(1-p?)

X

Por tanto,X /Y =1700 es una variable aleatoria que se distribuye normal
con:

E[Y/ X=170q = 1420+ 0,7%( 176 132 1406,

Var[Y/ X=1704 = 86| + (0,7D|= 31737

La probabilidad solicitada es:

P(Y >1700/X = 1700 H 1140864, 1700 1408’6]": R z>5,17)= 0

3173,76 3173,76

c) P(Y <1800/ X = 1800
X /'Y =180C es una variable aleatoria que se distribuye nocoral

E[Y/ X=1800 = 1465,44 (ya calculada en el apota)

Var[Y/ X=1804 = 86| + (0,79)|= 3173,76 (la misma queapa= 1700




