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INTRODUCCION

Una tesis, se piensa (o al menos asi parece que deberia entenderse) es la
realizacion de un proyecto que, en lo que respecta a las Matematicas, consiste
en unas cuantas conjeturas que se consideraron dignas de ser contestadas, y
que prometian ser ciertas o, en su defecto, una eventual negacién resultara
también interesante.

Pero las cosas no siempre son de este modo. A veces, como ha ocurrido
en nuestro caso, es la propia dindmica del proceso la que lo va esbozando, y el
proyecto en si solo se percibe del todo al final. Por lo que lo dltimo en decidir
puede ser precisamente el titulo, que probablemente serd muy diferente del
que por razones burocraticas tuvimos que asignarle inicialmente. Con el que
hemos bautizado esta memoria, Aspectos locales y globales de la teoria de los
sistemas de Jordan, pretendemos, como no podia ser de otra forma, describir
su contenido. El lector juzgara por si mismo si hemos acertado.

Esta memoria consta de cinco partes: cuatro capitulos y un apéndice. El
Capitulo I estd inspirado en la teoria de los sistemas algebraicos, donde por
sistema algebraico entendemos cualquier sistema algebraico lineal o cuadrati-
co, asociativo o no, binario o ternario: algebras no necesariamente asocia-
tivas, pares o triples asociativos y alternativos, &lgebras, triples y pares de
Jordan (cuadraticos) sobre un anillo de escalares arbitrario ®. Siguiendo
el patrén de los anillos asociativos, se puede definir un producto adecuado
sobre el reticulo de los ideales de cada sistema algebraico, de manera que
la informacién contenida en tal reticulo sea mas que suficiente para obtener
importantes teoremas de descomposicion del sistema, especialmente bajo
ciertas condiciones de cadena. Trataremos también con sistemas algebraicos
en los que hay definida una topologia respecto a la cual las operaciones
algebraicas son continuas. A tales sistemas los denominaremos sistemas
algebraico-topologicos.

Comenzamos este primer Capitulo con una secciéon en la que se des-
criben los sistemas algebraicos con los que trabajaremos en esta memoria,
definiendo en cada uno de los casos un producto de ideales, al que siempre
denotaremos por x. Si A es un sistema algebraico-topoldgico, se sigue de la
continuidad de las operaciones algebraicas, que el producto I * I := I I5
de dos ideales cerrados de A es un ideal cerrado de A, donde, en este caso,
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la juxtaposicion denota el producto de ideales del sistema algebraico co-
rrespondiente, y S — S la operacién de clausura. Para cada ideal (respec-
tivamente ideal cerrado) I de un sistema algebraico (respectivamente, de
un sistema algebraico-topolégico) semiprimo A, se tiene que el usual anu-
lador I+ = ann4(I) de I en A es el maximo ideal (cerrado) K de A con la
propiedad de que I N K = 0. Esto hace que el reticulo Z(A) de los ideales
(cerrados) de un sistema algebraico(-topol6gico) semiprimo A sea un ejem-
plo, y para nosotros el mas importante, de reticulo seudo-complementado.

—Un semurreticulo seudo-complementado es un semirreticulo con ele-
mento minimo 0 y una operacién unitaria  — x tal que, para cada = € S,

tAy=0sy<azt,ycs,

lo que es equivalente a decir que, para cada x € S, existe un elemento (su
seudo-complemento), = € S, que es méximo con respecto a la propiedad
Azt =0.

En la segunda seccion del Capitulo I se esboza la teoria bésica de
los semirreticulos seudo-complementados y su relacién fundamental con las
algebras de Boole, esto es, con los reticulos complementados y distributivos.
En particular, vemos que las seudo-complementaciones retienen, en general,
la mayoria de las propiedades de los anuladores de ideales de un sistema
algebraico semiprimo (I.(2.2)). A pesar de lo que el nombre sugiere, un
reticulo complementado no es necesariamente seudo-complementado: con-
sidérese por ejemplo el reticulo de los subespacios de un espacio vectorial
de dimensién mayor que 1. Sin embargo, toda algebra de Boole es seudo-
complementada, donde z es el inico complemento del elemento z. Por otro
lado, todo semirreticulo seudo-complementado S lleva asociado el algebra
de Boole B(S) := {zt : z € S}; un ejemplo clésico es el algebra de Boole
B(Z(A)) determinada por los ideales anuladores I = ana(I), equivalente-
mente, I = I+, de un sistema algebraico semiprimo A. Ademés del ma-
terial estandar, en esta secciéon también incluimos algunos resultados, que
pensamos son nuevos, y que se inspiran en la teoria de estructura de los
anillos topolégicos y algebras de Banach.

La relacién entre un semirreticulo seudo-complementado S y su algebra
de Boole asociada B(S) puede iluminarse estudiando los elementos uniformes
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de S: un elemento no nulo u de S se dice que es uniforme si cualquier
0 # = < u es esencial en el subsemirreticulo [0,u], donde recordemos que
0 # x es esencial si y A x # 0 para todo elemento no nulo y € S.

En la tercera seccién del Capitulo I repasamos las propiedades de los
elementos uniformes, que fueron primeramente consideradas en [34, 3.1] y
posteriormente recogidas en [43, 2.8]. Los ideales uniformes de sistemas
algebraicos semiprimos aparecen asociados a los productos subdirectos e-
senciales de sistemas algebraicos: si A es un sistema algebraico semiprimo
y satisface la condicion de cadena ascendente sobre los ideales anuladores,
se tiene que el algebra de Boole B(Z(A)) es atdmica, i.e. para todo ele-
mento no nulo x € A, el ideal principal [0, z] contiene un dtomo o elemento
minimal. Pero los dtomos de B(Z(A)) son los elementos uniformes maxi-
males de Z(A) (I.(3.1(4))), de donde se sigue que A es una suma sub-
directa esencial de un ndmero finito de sistemas primos [34, 4.1]. Fina-
lizamos esta seccion introduciendo una nocién de dimension de Goldie para
reticulos seudo-complementados completos. Tener dimensién de Goldie finita
es equivalente a satisfacer las condiciones de cadena sobre los anuladores.

I.(3.10) Para un reticulo seudo-complementado completo L, las siguientes
condiciones son equivalentes,

(i) L tiene dimensién de Goldie finita,
(ii) L no posee cadenas infinitas de anuladores,
(iii) B(L) es finita.

Utilizando la nocién de dimensién de Goldie, caracterizamos los reticulos
seudo-complementados completos que son &dlgebras de Boole finitas como
aquéllos que tienen dimensién de Goldie igual a su longitud (méxima longitud
de sus cadenas) (1.(3.11)).

Aunque la nocién de reticulo seudo-complementado no requiere de la
existencia de un producto, si que es verdad que el ejemplo del reticulo Z(A)
de los ideales (cerrados) de un sistema algebraico(-topolégico) semiprimo A
deriva de uno, que de hecho satisface

(1) siI C J,entonces KxI CKxJel+xKCJxK,
(2) IxJCINJ,



B) Ix (X Ja) = 20T * Ja),

para cualesquiera ideales (cerrados) I,J, K,J, de A. Con respecto a la
primera variable, y debido a la no linealidad de las operaciones de Jordan
z — Uy, x — P,y £ — @, no podemos asegurar sin embargo que (> Jo)*
I =5 (JoaxI). Estas propiedades nos indican los axiomas que debemos
tener en cuenta a la hora de definir productos en reticulos, si queremos
incluir al reticulo de los ideales de un sistema de Jordan cuadratico. En las
restantes dos secciones del primer capitulo trabajamos con reticulos dotados
de un producto, a los que denominamos seudo-multiplicativos.

—Un reticulo L (con 0) se dice que es seudo-multiplicativo si existe una
operacién binaria (x,y) — zy definida sobre L que satisface

(1) Siz <y entonces zz < zy y vz < yz para todos z € L,
(2) zy < x Ay para todos x,y € L,
(3) z(yVz) <zyVzz.

Un reticulo seudo-multiplicativo L se dird que es semiprimo si satisface
alguna de las siguientes condiciones equivalentes,

(i) zy =0 < x Ay =0, para todos z,y € L,
(ii) 22 := 2z =0 =z =0, para todo = € L.

En la cuarta seccién del Capitulo I nos planteamos y abordamos pro-
blemas sobre la existencia y sobre la unicidad de productos en reticulos. En
particular, damos una demostracion elemental de la distributividad de los
reticulos de ideales de un sistema algebraico que es regular en el sentido
de von Neumann y del reticulo de los ideales cerrados de un JB*-sistema
(I.(4.6)). Es bien conocido que un anillo es semiprimo si, y sélo si, la
interseccién de sus ideales primos es cero. Este hecho se utiliza para des-
componer todo anillo semiprimo como un producto subdirecto de anillos
primos. Asimismo todo sistema algebraico semiprimo puede ser expresado
como producto subdirecto de sistemas primos (véanse algunos casos parti-
culares [80], [99] y [108]). Nosotros nos planteamos establecer este resultado
en el contexto mas general de los reticulos seudo-multiplicativos.

—Un elemento p # 1 en L se dice que es primosi zy < p=x <po
y < p, para cualesquiera x,y € L.
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Es claro que si el infimo de los elementos primos de L es cero, entonces
L es semiprimo. Sin embargo, el reciproco no se tiene en general como puede
verse considerando el algebra de Boole de los abiertos regulares de un es-
pacio topolégico (X,T), donde A € T es regular si, y sélo si, A =int(A)
(I.(4.12)). Diremos entonces que un reticulo seudo-multiplicativo es fuerte-
mente semiprimo si el infimo de sus elementos primos es cero. En (I1.(4.13))
establecemos una condicién suficiente para que un reticulo semiprimo com-
pleto sea fuertemente semiprimo, que es de hecho un refinamiento de un
resultado de I. Kaplansky [64], y como consecuencia obtenemos el siguiente

corolario.

I.(4.15) El reticulo de los ideales de un sistema algebraico semiprimo A es
fuertemente semiprimo y por tanto A es un producto subdirecto de sistemas
algebraicos primos.

Es natural preguntarse si para un sistema algebraico-topoldégico semi-
primo A se tiene que la interseccién de los ideales cerrados primos es cero.
Parece que la respuesta a esta cuestién es desconocida incluso si A es un
algebra de Banach conmutativa, aunque se han dado algunas respuestas
afirmativas para casos particulares [98]. En la tltima seccién de este primer
capitulo, damos un teorema de descomposicién para reticulos completos, que
es una extensién natural (y, en nuestra opinién, la més general posible) de
un teorema de Yood para anillos topoldgicos [103, 2.6] (nos referimos a [17],
[24], [42] y [97] para ver la importancia de este resultado).

I.(5.2) Para un reticulo completo L, las siguientes condiciones son equiva-
lentes,

(i) L es seudo-complementado y el mayor elemento 1 es el supremo de los
atomos de L,
ii) L es anulador (x+ =0 =z =1) y atémico
y )
(iii) L es anulador y se puede definir un producto sobre él para el cual sea

fuertemente semiprimo.

Pasamos ahora a comentar los resultados del segundo capitulo. Aso-
ciado a cada elemento a de un sistema algebraico A, existe un algebra, deno-
tada A,, ala que llamamos el dlgebra local de A en a. Esta nocion de algebra
local asociada a un elemento constituye una herramienta fundamental para
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resolver distintas cuestiones a lo largo de esta memoria. El Capitulo II
esta dedicado a analizar ciertas condiciones locales de finitud de un algebra
asociativa, que proporcionan un nuevo enfoque a toda una generaciéon de
teoremas de estructura que va desde el clasico de Wedderburn-Artin hasta
algunos relativamente recientes debidos a J. Fountain y V. Gould, y que pasa
por el importante teorema de Martindale sobre anillos primos satisfaciendo
una identidad polinomica generalizada (IPG).

—Dada un algebra asociativa A y a € A, el dlgebra homdtopa de A en
a, denotada A(® | es el dlgebra asociativa definida por la misma estructura
lineal que A pero con el nuevo producto .,y = xay, para todos x,y € A.
El conjunto
kerg(a) ={z € A:aza =0}

es un ideal de A(®) y se define el dlgebra local de A en a, denotada A,, como
el algebra factor

A = A [ker 4 (a).

En la primera seccién del Capitulo II, recordamos algunos resultados
generales sobre las algebras locales de un algebra asociativa. Por un lado,
el algebra local en un elemento permite estudiar las propiedades del mismo:
a € A genera un ideal por la derecha minimal sii A, es de divisién (IL.(1.6)).
Por otro lado, permiten ver la influencia que tienen ciertos elementos sobre la
estructura global de A. Un subconjunto no vacio X C A se dice que es denso
si para todo ideal no nulo I de A, existe un elemento x € X que no pertenece
al anulador de I. Un ejemplo significativo de subconjunto denso viene dado
por E = {e,1—e}, donde e es un idempotente de un dlgebra unitaria A. Otro
ejemplo de conjunto denso es el determinado por cada elemento no nulo de
un algebra prima A: todo subconjunto {z}, 0 # = € A, es denso puesto que
todo ideal no nulo tiene anulador nulo. Se tiene que un algebra semiprima
tiene zocalo esencial si, y sélo si, posee un subconjunto denso de elementos
artinianos, esto es, cuya algebra local asociada sea artiniana (I1.(1.8)).

En la seccién segunda del Capitulo II consideramos elementos a € A que
satisfacen una cierta condiciéon de cadena ascendente, equivalentemente, A,
es un dominio (IL.(2.1)). A estos elementos los llamamos seudo-uniformes.
En esta seccién también introducimos la nocién de par de médulos libres de
torsién duales sobre un dominio.
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11.(2.3)

(1) Si A esprimay u € A es un elemento seudo-uniforme, entonces se puede
construir un par (M, N) de médulos libres de torsién duales sobre el do-
minio A,, de manera que A puede verse como un algebra de operadores
lineales y continuos con respecto al par (M, N) conteniendo al ideal de
los operadores de rango finito.

(2) Reciprocamente, toda algebra de operadores lineales y continuos con
respecto a un par de médulos libres de torsion duales sobre un dominio,
que contenga al ideal de los operadores de rango finito es prima y posee
un elemento seudo-uniforme.

Este resultado puede ser considerado como un remoto antecesor del
teorema de Wedderburn-Artin para algebras simples artinianas, puesto que
en el caso particular de que A posea zdcalo no nulo, el anillo de divisiéon A
asociado a A procede de cualquier elemento de divisién u € A, de manera
que (M, N) es de hecho un par (X,Y) de espacios vectoriales duales sobre
A := A,, y obtenemos asi el teorema de estructura clasico de las dlgebras
primas con ideales por la izquierda minimales [57, 1.2.1].

En la seccion tercera del segundo capitulo, mostramos otra aplicacién
importante de I1.(2.3), que es cuando A es prima, no singular por la izquierda
y u es uniforme por la izquierda. Entonces A, es un dominio de Ore por
la izquierda y A es un orden por la izquierda (en el sentido de Anh-Mérki)
en un &lgebra prima @ con zécalo (II.(3.4)). Por supuesto, si A tiene
dimension uniforme por la izquierda finita, entonces A es un orden cldsico en
un algebra simple y artiniana @, y lo que obtenemos es el teorema de Goldie.
Como aplicacién de estos resultados, vemos que las algebras semiprimas que
tienen bien un subconjunto denso de elementos cuyas locales son dominios
o un subconjunto denso de elementos cuyas locales son dominios de Ore,
son precisamente los productos subdirectos esenciales de familias de algebras
primas que poseen elementos seudo-uniformes o elementos no nulos de Goldie
por la izquierda, respectivamente (I1.(3.6)).

Finalizamos el Capitulo II con una breve seccién dedicada al teorema
de Martindale sobre anillos primos que satisfacen una IPG [15]. Tanto este
teorema como la definicion de IPG hacen uso de la clausura central de un
anillo. P.N. Anh y L. Mérki dieron en [6] caracterizaciones internas de estos
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anillos eliminando la clausura central. En particular, un algebra prima A
satisface una IPG si, y sélo si, A tiene un elemento de cuadrado cancelable a
tal que el algebra aAa satisface una identidad polinémica, i.e., es PI, pero la
subalgebra aAa es isomorfa al dlgebra local de A en a? (II.(3.2)). Luego,
se tiene que un algebra prima A satisface una IPG si, y sélo si, contiene un
elemento PI no nulo. Con esta terminologia, el teorema de Martindale se
enuncia como sigue: un algebra A es prima y contiene un elemento PI no
nulo si, y sé6lo si, A es un orden Anh-Marki por la izquierda en un algebra
primitiva ) con zd6calo no nulo cuya &algebra de division asociada A es de
dimensién finita sobre su centro (II.(4.1)).

A continuaciéon comentamos los resultados del tercer capitulo. La nocién
de zécalo para algebras de Jordan fue introducida por J.M. Osborn y M.L.
Racine [87] y mas tarde extendida por A. Fernandez et al [39] al contexto de
los sistemas triples de Jordan y por O. Loos [71] al de los pares de Jordan.
Esta nocién ha demostrado ser una herramienta muy 1til en la reciente teoria
de estructura de Jordan ([14], [27], [83]). Los sistemas de Jordan fuertemente
primos con zdcalo pueden ser considerados como un eslabén entre la teoria
general, sin condiciones de finitud ([25], [27], [82], [106]), y la teoria clésica,
con capacidad finita ([61], [70]). En [30] y [40] se determinan los sistemas
de Jordan con zocalo no nulo bajo ciertas restricciones en la caracteristica,
refinando la clasificacién de Zel’'manov de los sistemas primos ([104], [105],
[106]). Sin ninguna restriccién en la caracteristica, las dlgebras y los pares de
Jordan de capacidad infinita fueron determinados en [35] y [71]. El objetivo
del Capitulo III es dar una descripcion de los pares de Jordan fuertemente
primos con zoécalo no nulo sin restriccién en la caracteristica, lo que ha sido
recogido en [45]. Los pares de Jordan fuertemente primos con zécalo no nulo
son o bien simples con capacidad finita (de clifford o albert), o especiales
conteniendo un ideal amplio Hy(A, %), donde (A, *) es un par asociativo *-
simple que coincide con su zécalo y * es una involucién polarizada, por lo
que su descripcion se reduce a la descripcion de los pares asociativos simples
con zocalo no nulo e involuciones polarizadas, a la descripcion de sus pares
amplios Ho(A,*) y a la de sus correspondientes sistemas de cocientes de
Martindale.

Comenzamos este tercer capitulo con una seccién en la que se recuer-
dan las principales nociones que se utilizan a lo largo del mismo, tales como
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algebra local asociada a un elemento de un sistema de Jordan, capacidad de
un sistema de Jordan, zocalo de un sistema de Jordan, ideales hermitianos,
etc. En la segunda seccién, introducimos la nocién de par de espacios vectori-
ales semi-duales sobre un algebra de division con involucién y determinamos
la estructura de los pares asociativos primos con z6calo no nulo e involucion
polarizada.

ITI.(2.8) Sea A un par asociativo primo con z6calo no nulo y una involucién
polarizada *. Entonces

(1) A puede verse como un par de operadores lineales y continuos con res-
pecto a un par de espacios vectoriales semi-duales sobre un algebra de
divisién con involuciéon A, a — @, con zd6calo isomorfo al ideal de los
operadores de rango finito.

(2) La involucién * se corresponde bien con #, o con —#, donde # es la
involucién adjunta de operadores. Si se da lo segundo, A es de hecho
un cuerpo F'y a = @ para todo a € F.

Cuando el par de espacios vectoriales semi-duales en II1.(2.8) se de-
fine a partir de un espacio vectorial de dimension finita, entonces el par
de los operadores lineales y continuos con la involucién adjunta no es mas
que el par definido por un dlgebra de matrices cuadradas con la involucion
conjugada traspuesta (II1.(2.9)). Culminamos esta segunda seccién con un
teorema (III.(2.12)) que puede ser considerado como una extensién natural
del conocido como teorema *-Litoff para anillos asociativos con involucién
[15, 4.6.15]. En la tercera seccién del Capitulo III describimos los pares
amplios Hy(A, *), donde A es un par asociativo simple que coincide con su
zocalo y * es una involucién polarizada y demostramos, de una manera ele-
mental, que tales pares son simples y coinciden con su zécalo (ITL.(3.3)) y
(ITI1.(3.6)). Ya con todos los ingredientes, en la seccién cuarta alcanzamos
nuestro objetivo de determinar los pares de Jordan fuertemente primos con
z6calo no nulo.

IT1.(4.1) Un par de Jordan es fuertemente primo con zécalo no nulo si, y
solo si, es isomorfo a uno de los siguientes,

(1) un par de Jordan simple y excepcional, que es de dimensién finita sobre
su centroide [70, (12.12(v)) y (12.12(vi))],
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(2) un par de Jordan simple (especial) de tipo clifford [27, 8.14],

(3) un par de Jordan V' de operadores continuos con respecto a dos pares
de espacios vectoriales duales sobre la misma algebra de division, con
zécalo isomorfo al ideal de los operadores de rango finito.

(4) un par de Jordan V' de operadores continuos antisimétricos con respecto
a un par de espacios vectoriales semi-duales y su opuesto sobre un cuerpo
F' con la identidad como involucién, con zdcalo isomorfo al ideal de los
operadores alternantes, y donde # es la involucién adjunta,

(5) un par de Jordan V' de operadores continuos hermiticos con respecto a
un par de espacios vectoriales semi-duales y su opuesto sobre un dlgebra
de divisiéon con involucion, con zoécalo isomorfo a un par amplio no
alternante, y donde # es la involucion adjunta.

Como caso particular, describimos las algebras de Jordan fuertemente
primas con zécalo no nulo (ITI.(4.2)).

Pasamos a describir los resultados del cuarto capitulo. El conocido
como teorema de Goldie para algebras de Jordan, debido a E. Zel’manov
para el caso lineal [107] y extendido al caso cuadratico por A. Ferndndez,
E. Garcia Rus y F. Montaner en [37], caracteriza las dlgebras de Jordan
que son oOrdenes en algebras de Jordan no degeneradas y artinianas. Sin
embargo, la condicién natural de finitud en algebras de Jordan es la tenencia
de capacidad finita. Inspirdndose en el caso asociativo, los autores de [37]
caracterizan los érdenes en algebras de Jordan no degeneradas con capacidad
finita. Tales algebras son aquéllas que tienen la propiedad de que un ideal
interno es esencial si, y sélo si, posee un elemento inyectivo. Para designarlas
hemos elegido la denominacion de algebra de Lesieur-Croisot, como pequeno
homenaje a estos autores cuyo trabajo sobre anillos primos con condiciones
de cadena ascendente es con frecuencia ignorado en las referencias.

Siguiendo la filosofia del Capitulo II, en el Capitulo IV estudiamos el
conjunto LC(J) de los elementos de Lesieur-Croisot de un algebra de Jordan
fuertemente prima J, esto es, elementos cuya local asociada es un algebra de
Jordan de Lesieur-Croisot. Nuestra conjetura es que tal conjunto (incluso
en el caso no degenerado) es de hecho un ideal, lo que constituiria un primer
paso de un proyecto mas amplio que busca desarrollar una teoria local de
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Goldie para sistemas de Jordan. En este capitulo damos una respuesta
parcial a tal conjetura.

El Capitulo IV consta de dos secciones, la primera de introduccion, en la
que se establece la notacién y se recuerdan los resultados fundamentales sobre
la teoria de Goldie para dlgebras de Jordan obtenidos en [37]. En la segunda,
por un lado, se demuestra que el conjunto de los elementos de Lesieur-Croisot
de un &lgebra de Jordan fuertemente prima J con elementos PI no nulos
constituye un ideal de J (IV.(2.1)). Por otro lado, se demuestra que para
un algebra de Jordan fuertemente prima sin elementos PI, el conjunto LC(J)
de los elementos de Lesieur-Croisot de J coincide con el conjunto F(J) de los
elementos de J cuyas locales tienen dimension uniforme finita y el resultado
principal de este capitulo es el siguiente.

IV.(2.8) Sea J un &lgebra de Jordan fuertemente prima sin elementos PI y
R una x-envolvente asociativa ajustada de J. Entonces

donde I;(R) denota al conjunto de elementos de R que tienen dimensién uni-
forme por la izquierda finita. Ademads, si R es prima, entonces la dimensién
uniforme de .J, coincide con la dimension uniforme por la izquierda de R,
para todo a € F(J).

De donde, se sigue que si I;(R) es un ideal de R, entonces F(J) = LC(J)
es un ideal de J, como queriamos. Esto ocurre por ejemplo, si R es prima
o si la involucién * es diagonal, pues en esos casos se tendria que R es no
singular (porque J es de hecho no singular) y bajo no singularidad es bien
conocido que I;(R) es un ideal de R [7, Prop. 1]. Sin embargo, el problema,
en general, queda abierto y se reduce a probar que para un algebra asociativa
con involucién (R, *) que sea x-prima y *-no singular por la izquierda, esto
es, Zi(R)N Z;(R)* =0, se tiene que el conjunto I;(R) es un ideal de R.

Esta memoria acaba con un pequeno apéndice en el que se recoge parte
del contenido de unos seminarios impartidos por los Profesores J.A. Anquela
y T.Cortés durante el otono de 2000 en la Universidad de Oviedo. En parti-
cular, se recogen una serie de resultados en los que se demuestra la existen-
cia de ideales hermitianos del algebra de Jordan libre especial conteniendo
polinomios de zelmanov en el caso lineal.
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Capitulo 1.

EL RETiCULO DE LOS
IDEALES DE UN
SISTEMA ALGEBRAICO

Sea R un anillo asociativo. Ignoremos el producto de elementos y con-
centrémosnos en el producto de ideales (bildteros). En el caso particular
de que el anillo R sea semiprimo, el reticulo Z(R) de los ideales de R es
seudo-complementado, y la informacién contenida en el mismo es mas que
suficiente para obtener importantes teoremas de descomposicion del anillo
R, especialmente bajo ciertas condiciones de cadena.

Nos proponemos en este capitulo, explorar esta idea en estructuras mas
generales que la de un anillo, y que englobaremos en la denominacién de
sistema algebraico, o sistema algebraico-topolégico, que pasamos a definir.

1. Sistemas algebraicos y algebraico-topoldgicos.

En esta primera seccién mostraremos que para cada ideal (respecti-
vamente, ideal cerrado) I de un sistema algebraico (respectivamente, de

21



un sistema algebraico-topolégico) semiprimo A, existe un ideal (respectiva-
mente, ideal cerrado), que denotaremos I, que es méximo con respecto a
la propiedad I N K = 0 para todo ideal (respectivamente, ideal cerrado) K
de A, y que, como veremos, se corresponde con el usual anulador de I en A.

Siguiendo [34], por sistema algebraico entendemos cualquier sistema al-
gebraico lineal o cuadrdtico, asociativo o no, binario o ternario: &algebras
no necesariamente asociativas, pares o triples asociativos y alternativos,
algebras, triples y pares de Jordan (cuadraticos) sobre un anillo de escalares
arbitrario ®. Adoptamos como referencias generales para resultados basicos,
notacién y terminologia, los libros [61], [70] y [108], aunque destacaremos
algunas definiciones y propiedades elementales. Las identidades JPx que
aparecen en [70] se citardn con su numeracién original sin hacer referencia
explicita.

—Si A es un algebra no necesariamente asociativa y X,Y son dos sub-
conjuntos no vacios de A, denotamos por [XY] al ideal de A generado por la
expansion lineal de los productos xy, x € X e y € Y. Entonces el producto
de dos ideales I; e I de A viene dado por el ideal

Il *IQ = [11[2]

Notese que si A es asociativa o incluso alternativa, se tiene que Iy x I =
I,15. Por otro lado, un sistema triple asociativo es un ®-médulo A junto
con un producto trilineal

AxAx A — A
(,y,2) = wyz

satisfaciendo
(uvz)yz = u(vey)z = wv(zyz)

cualesquiera que sean u,v,,y,z € A, y un par asociativo es un par A =
(AT, A7) de ®-mbdulos que actiian sobre cada uno como un sistema triple
asociativo a través de dos aplicaciones trilineales

A9 x A 9 x A° — A°
(z,y, 2) = Ty
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para o = +. Nétese que un algebra asociativa A es un sistema triple aso-
ciativo para el producto triple zyz, y por tanto A := (A,.A) es un par
asociativo.

—Si A= (AT, A7) es un par asociativo e I, = (I, I;), I = (I, )
son ideales de A, entonces el producto de I; e Iy viene dado por el ideal

LixIy:= (I AL + ATIT AT AT ITATL; + ATIFATTS A7)

de A. Si A es un sistema triple e I, I5 son ideales de A, entonces I1 x I :=

IlAIQ + AIl.AIQ.A.

Como veremos, todo sistema (4lgebra, par o sistema triple) algebraico
asociativo determina un sistema de Jordan. Recordemos que un dlgebra de
Jordan es un ®-modulo J junto con dos aplicaciones cuadraticas

()2: J — J y U: J — Ends(J)
xr — x? T U,

que satisfacen las siguientes identidades en toda extension escalar de J,

donde xoy := (z+y)2 — 2% —y? y Voyz == Up,y := (Ups. — U, — U,)y
son sus linealizaciones. Se emplea también la notacién {z,y, 2z} := U, .y. La
validez de las identidades anteriores en toda extensién escalar de J equivale
a que todas sus linealizaciones se cumplan en J.

—Si 11, I son ideales de un algebra de Jordan .J, entonces su producto
viene dado por
Il *IQ = UIIIQ,

que es un ideal de J por [79, p. 221], donde recordemos que un submédulo
I C J se dice que es un ideal interno si UrJ + I? C I; un ideal externo si
Ujl +10oJ CI;yun ideal si es interno y externo.
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—Un par de Jordan V es una pareja de ®-médulos (VF, V™) junto con
un par de aplicaciones cuadraticas

Q°: V¢ — Homg(V—7,V7)
x Q7

o = *, tales que las siguientes identidades se satisfacen en toda extensién
escalar de V,

(JP1) DZ,Q7 = Q3D; 1

Y,T?

(JP2) = D7,

QZy.y S

(IP3) Q3,, = QIQ;°Q2,
donde Df 2 := QF .y = {z,y,2} = (Q7,, — Q7 — Q7)y son sus linealiza-
ciones. En adelante omitiremos el superindice o que quedara determinado

por los elementos sobre los que la aplicacién actua.

La categoria de los pares de Jordan es equivalente a la de los sistemas
triples de Jordan polarizados, donde un sistema triple de Jordan T es un
®-modulo sobre el que hay definida una aplicacién cuadratica

P: T — Ends(T)
T P,

de modo que si Ly 42z := P, .y := {x,y,2} := (Py4, — Py — P,)y denota su
linealizacién, las siguientes identidades se cumplen en toda extension escalar
de T,

(JT1) Ly yPy = PyLy 4,
(JTZ) Lny,y = Lm,Py:E?
(JT3) Pp,, = P,P,P;.

—Un sistema triple de Jordan T se dice que es polarizadosiT = TT&T~
con ProT° =0y Pp-T79 CT7.

SiV es un par de Jordan, entonces T'(V) := V@V~ con P+, (y"+
Y7 ) = Qu+y~ + Q,-y" es un sistema triple polarizado; si T es un sistema
triple polarizado, entonces V := (T, T~) con Q% = P, es un par de Jordan.
Por otro lado, duplicando un algebra o sistema triple de Jordan J, con
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operacion cuadratica U o T, respectivamente, se obtiene el par de Jordan
V(J)=(J,J) con Q.y = U,y o Q.y = Ty, respectivamente.

—Si T es un sistema triple de Jordan e I, I, son ideales de T, su
producto se define como

I %I .= P]llg —+ PTP]1]2

que es de nuevo un ideal de T por [79, p. 221], donde recordemos que un
submoédulo I de T se dice que es un ideal interno si P;T C I; un ideal
externo si Prl + Ly I C I; y un ideal si es interno y externo. El producto
de ideales de V se define a partir del producto de ideales de sistemas triples
(utilizando la equivalencia que existe entre pares de Jordan y sistemas triples
polarizados).

A partir de todo sistema asociativo A podemos obtener el sistema de
Jordan A7, sobre el mismo ®-médulo, con productos construidos a partir del
producto asociativo de A. En particular, si A es un algebra asociativa , en-
tonces determina el dlgebra de Jordan A’ mediante las operaciones =2 = zx
y U,y = xyz, para cualesquiera x,y € A. Por otro lado, todo par asociativo
A = (AT, A7) (sistema triple asociativo) da lugar a un par (sistema triple)
de Jordan A”, definiendo Q,y = xyx, para cualesquiera x € A%, y € A~°,

o = £ (P,y = zyx, para cualesquiera z,y € A).

—7Un sistema de Jordan (algebra, par o sistema triple) se dice que es
especial si es un subsistema de A7 para algin sistema asociativo A. Un
sistema de Jordan que no es especial se dice que es excepcional.

A continuacion recogemos una serie de propiedades que son comunes al
producto de ideales de los distintos sistemas algebraicos que ha sido definido
en cada caso y al que denotaremos por . Como siempre, si A es un sistema
algebraico, la notacién I < A indicara que I es un ideal de A.

1.1 Si A es un sistema algebraico, entonces es claro que para cua-
lesquiera ideales I, J, K, J, de A se satisfacen las siguientes propiedades,

(1) SiI CJ,entonces KxI CK*xJelxKCJxK,
(2) IxJCINJ,
(3) I*(Ea JCY) :Ea(‘[*']‘l)'
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Con respecto a la primera variable, y debido a la no linealidad de las
operaciones de Jordan x — U, x — P, y x — )., no podemos asegurar sin
embargo que (Y, Jo)*I =) (Jo*I). Este hecho ha de tenerse en cuenta
a la hora de definir productos en reticulos.

—Un sistema algebraico A se dice que es semiprimo si I? := I x I =
0 = I =0, para todo ideal I de A.

1.2 Si A es un sistema algebraico semiprimo, claramente se tiene que
LxIhb=0&1L1Nlhb=0&1,x1; =0,

para todo par de ideales I, I5 de A. De aqui, junto con (1.1(1)) y (1.1(3)),
se sigue que para cada ideal I de un sistema algebraico semiprimo A, el ideal
It :=Y{K<A: KxI=0} verifica

INK=0& K CI,

para todo K < A. A I+ lo llamaremos el seudo-complemento de I.

La nocién de seudo-complemento de un ideal de un sistema algebraico
semiprimo es coherente con la de anulador: recordemos que dada un algebra
alternativa A y X C A, el anulador por la izquierda de X se define como
lang(X) = {a € A : aX = 0}, el anulador por la derecha ran4(X) = {a €
A: Xa =0}y el anulador como an4(X) = lan (X )Nran4(X). Si I es un
ideal de A, entonces an 4(I) es un ideal de A [108, p. 168] y si ademds A es
semiprima, entonces an4(I) = lany(I) = ran(I).

Por otro lado, si A es un par asociativo, el anulador por la izquierda de
un conjunto X C A7 se define como lang(X) = {z € A7 : 2XA7 =0 =
A=7zX}. De forma anéloga se define el anulador por la derecha ran,(X)
de X. Es claro que lans(X) (respectivamente rans (X)) es un ideal por
la izquierda (respectivamente por la derecha) de A. Finalmente, se define
el anulador de X como la interseccién an4(X) = lany(X)Nrans(X). El
anulador de un conjunto de un sistema triple asociativo se define de manera
similar. Si A es un par asociativo semiprimo e I = (I*,17) es un ideal de
A, entonces ang(I) = (ana (I~ ),ana(I1)) < A, donde anys(I7) ={z € A7 :
xI?z = 0}. Quitando el o, se tiene la caracterizacién del anulador de un
ideal de un sistema triple asociativo semiprimo.
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Siguiendo [77], el anulador de un subconjunto X de un dlgebra de Jordan
J es el subconjunto an;(X) de todos los elementos z € J que satisfacen

(Ai) U,z =0, (Aii) U,z=0  (Aiii) V,.J =
(Aiv) V,.J'=0 (Av) U U,J =0 (Avi) U, U,J =0

para todo z € X. Las propiedades de los anuladores se pueden encontrar en
[77]. En particular, an;(X) es un ideal interno de J para cada subconjunto
X de J, y si I es un ideal de J, entonces su anulador también lo es. Notese
que las seis condiciones se reducen a cuatro, dado que (Aiii) < (Aiv) (por
la féormula V, . + V.. = Vio.) ¥ (en presencia de (Ai) y (Aiii)) (Av) &
(Avi) (por la férmula U, Uy + U,U, = Usop — Vo u Vs + Viyz2). Si J es
no degenerada, esto es, U, = 0 = x = 0, en particular si J es semiprima,
entonces any(I) = {x € J: U, I = 0}.

—Si T es un sistema triple de Jordan, se sigue de [70, p. 104] que el
anulador de un conjunto X C T viene definido por

any(X)={z€T:P. X =Pxz=0 y
PZPX:PXPZ:LX,Z:LZ,XZO})

donde, al igual que en el caso de &algebras de Jordan, el anulador de un
conjunto es siempre un ideal interno, y el anulador de un ideal es también
un ideal. Cambiando el U por el Q o por el P en la caracterizacién del
anulador de un ideal de un &algebra de Jordan no degenerada, se tiene la
correspondiente caracterizacion del anulador de un ideal de un par o sistema
triple de Jordan no degenerado, respectivamente.

1.3 PROPOSICION. Si A es un sistema algebraico semiprimo e I es un
ideal de A, entonces

It =any(I),
esto es, INK =0« K Cana(I), para todo K < A.

DEMOSTRACION: Dado que I N I+ = 0, claramente se tiene que I+ C
ana(I). Por otro lado, de la definicién de anulador en cada caso se sigue que
ang(I)xI =0, y por tanto ans(I) = I+. m
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—Llamaremos sistema algebraico-topologico a todo sistema algebraico
A dotado de una topologia que haga continuas las operaciones algebraicas

de A.

1.4 Sean A un sistema algebraico-topolédgico e I, I ideales cerrados
de A. Denotemos por juxtaposicién al producto algebraico de ideales tal y
como se ha descrito en cada caso y por S — S la operacién de clausura. Se
sigue de la continuidad de las operaciones algebraicas que, en cada caso, el
producto I; x I := I; I, es un ideal cerrado de A. Ademés se satisfacen las
condiciones (1), (2) y (3) de (1.1) para cualesquiera ideales cerrados de A:

por ejemplo, I x (>, Jo) CID ., Ja) =D o IJa =D, 1% Ja.

Por otro lado, es inmediato comprobar que la semiprimidad algebraico-

topoldgica de A es equivalente a la semiprimidad algebraica. Ademas, si A
es semiprima, entonces

IK=0IxK=0&1INK=0

para todo par de ideales cerrados I, K de A. Luego I+ = any(I), para cada
ideal cerrado I de A, satisface IN K =0 < K C anx(I), para todo ideal
cerrado K de A.

Como veremos en la seccién siguiente, la operacién I +— ana(I) = I+
define una seudo-complementacién en el reticulo de los ideales (cerrados) de
un sistema algebraico (algebraico-topoldgico) semiprimo A.

2. Reticulos seudo-complementados y algebras de Boole.

Esbozaremos en esta secciéon la teoria basica de los reticulos seudo-
complementados y su relacién fundamental con las dlgebras de Boole. Ade-
mas del material estandar, incluiremos algunos resultados, que pensamos son
nuevos, y que se inspiran en la teoria de estructura de anillos topoldgicos y
algebras de Banach.

Recordemos que un semirreticulo es un conjunto parcialmente ordenado
(S, <) en el que todo par de elementos a y b de S tiene un infimo, a A b. Si
ademas todo par de elementos a y b de S posee un supremo, a VvV b, entonces
se dice que S es un reticulo. Un semirreticulo en el que todo subconjunto
posee un infimo es de hecho un reticulo completo.
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Siguiendo [16, p. 125], un semirreticulo seudo-complementado (a veces
denominado s-semirreticulo) es un semirreticulo con elemento minimo 0 y
una operacién unitaria (la seudo-complementacion) = — xt tal que, para
cada x € S,

tAy=0sy<azl, yesb,

lo que es equivalente a que para cada x € S exista un elemento (su seudo-
complemento) =+
Nétese que todo s-semirreticulo tiene un elemento méximo 1 = 0+,

€ S méaximo con respecto a la propiedad z A zt = 0.

Los semirreticulos seudo-complementados que satisfacen la Condicion
de Cadena Descendente (en particular, los s-semirreticulos finitos) son de
hecho reticulos (reticulos seudo-complementados): todo par de elementos
e y posee la cota superior 1 y de ahi un supremo.

El primer ejemplo de reticulo seudo-complementado nos lo proporcionan
los sistemas algebraicos: el reticulo Z(A) de los ideales (cerrados) de un sis-
tema algebraico (algebraico-topolégico) semiprimo es seudo-complementado,
siendo el seudo-complemento I+ de cada I € Z(A) su usual anulador an 4 (/)
(ver (1.3) y (1.4)).

Las seudo-complementaciones en general, retienen la mayoria de las
propiedades de los anuladores de ideales de un sistema algebraico semiprimo.

2.1 PROPOSICION.  Sean S un semirreticulo seudo-complementado,
x,y €S, e {ya} una familia de elementos de S. Entonces

1 x<y$yL<x
2
3
1

x<a:
11

:L. Y
(z A y)J_J_ gl Aytt,

5) si ambos \/ ,ya y N\, vz ezisten, entonces (\/,ya)t = N, ¥z,

(1)
(2)
(3)
(4)
()
(6)

6) si ambos \/,y~ y \V (zt Ayl) ezisten, entonces z+ A (\/, y2)tt =
(Val@t Aya))

DEMOSTRACION: (1) y (2) son inmediatos; (3) se sigue de (1) y (2)
dando como consecuencia, junto con (1) y (2), que la operacién z — z+ es

una operacion de clausura; la prueba de (4) no es trivial y puede encontrarse
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en [49, (18)] mientras que (5) fue probado en [98, 1.1]. Por tanto sélo tenemos
que probar (6). Su prueba se basa en la siguiente técnica estandar: zt+ =yt
sii, para todo a € S, z+ < a' es equivalente a y*~ < a*. En nuestro caso,

AN ) =t A (A <at
(67 (67
ot A (/\yofL)L ANatt =0
(67

szt ratt < (/\yofL)LL = (\/yof)L = /\yo%L
(0% o o

@xL/\aLLSij v a@xL/\aLL/\yjzo V «

srtAyr<at V ae (\/(a:L Ayt <ottt =at

(e

Ejemplos de reticulos seudo-complementados que no estan ligados a
estructuras algebraicas son los siguientes.

El reticulo de los abiertos de un espacio topoldgico. Sea (X,T) un espa-
cio topoldgico. Entonces T es un reticulo completo donde el supremo viene
determinado por la unién, y el infimo por el interior de la interseccion, i.e.,
VAs, =UJAa vy AN Aa = int(() An) para toda familia {A,} de abiertos de
X. Este reticulo es seudo-complementado con el ortogonal de un abierto A
de X siendo su exterior: A+ = ext(A).

Reticulos distributivos noetherianos. Todo reticulo distributivo L que
sea finito, o mas generalmente, que satisfaga la Condicion de Cadena Ascen-
dente, es seudo-complementado. Para z € L, tomemos z maximal entre
todos los y € L tales que x Ay = 0. Se sigue de la distributividad que =+ es
de hecho maximo. Entonces,  — x define una seudo-complementacién en

L.

Recordemos que un reticulo L se dice que es complementado si para
cada a € L, existe a’ € L tal que aANad’ =0y aVa =1. A pesar de lo
que el nombre sugiere, un reticulo complementado no es en general seudo-
complementado; considérese por ejemplo el reticulo de los subespacios de
un espacio vectorial de dimension mayor que 1. Sin embargo, todo reticulo
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complementado y distributivo es seudo-complementado, donde = es el 4nico
complemento del elemento .

2.2 Los reticulos distributivos y complementados se conocen como
algebras de Boole. Una caracterizacion de las algebras de Boole es la si-
guiente: un semirreticulo S con elemento 0 es un algebra de Boole si, y sélo
si, tiene una operacién unitaria z +— z’ tal que z Ay’ = 0 < z < y [48].

Tomando prestada terminologia de la teoria de algebras de Banach [17]
(o anillos topoldgicos [103]), diremos que un s-semirreticulo S es anulador si
xt # 0 para todo z # 1 en S. Un s-reticulo no es necesariamente anulador,
como puede verse considerando la cadena de tres elementos Cy = {0, z, 1}.
Ademas, los ideales principales de semirreticulos anuladores no heredan, en
general, la condicién anuladora: consideremos el pentagono no modular L5

1
/
N
x\/
0

Nétese que z+ = 2+ = y e y- = 2. Luego Ls es anulador. Sin embargo,
el ideal principal [(), z] es una cadena de tres elementos y por tanto no es
anulador.

—Un semirreticulo anulador que sea un reticulo, se dice que es un
reticulo anulador. No todo semirreticulo anulador es un reticulo: considere-
mos S el conjunto parcialmente ordenado obtenido como la unién disjunta
de S =P(A)UCy, donde P(A) es el conjunto de las partes de A = {a, b, c}
y Cx @ X1 > X2 > ... es una cadena infinita decreciente satisfaciendo que
{a,b} > z1, {a} < x, y {b} < z,, para todo n. Entonces S es un semi-
rreticulo anulador y no es un reticulo, porque el par de elementos a y b no
posee un supremo en S.

El siguiente resultado, que constituye el objetivo de [69], es de hecho
una consecuencia de (2.1(5)).
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2.3 PROPOSICION.  Un reticulo seudo-complementado L es anulador,
si, y solo si, es complementado.

DEMOSTRACION: Supongamos primero que L es complementado y sea
2 # 1. Tomemos un complemento =’ de . Entonces 1 = xVz’ implica 2’ # 0,
y Az’ = 0 implica que 0 # 2’ < x*, luego L es anulador. Reciprocamente,
si L es anulador tenemos, por (2.1(5)), que (zVz+)t =zt Azttt =0, 1o
que implica que zVzt =1. m

—7Un elemento no nulo v de un semirreticulo (con 0) S se dice que es
un datomo si 0 < z < u implica x =0 6 £ = u, para todo z € Sy S se dice
que es atémico si, para todo elemento no nulo x € S, el ideal principal [0, z]
contiene un atomo. Los semirreticulos que satisfacen CCD son claramente
atémicos.

Una cuestién importante en relacion con los anuladores es cuando el
elemento maximo 1 de un s-reticulo completo L es la unién de sus atomos.
De hecho, muchos teoremas de estructura de algebras de Banach o anillos
topoldgicos se pueden establecer en estos términos ([103], [42]).

2.4 PROPOSICION.  Para un reticulo seudo-complementado completo
L, las siguientes condiciones son equivalentes,

(i) El mayor elemento 1 es la union del conjunto A de los dtomos de L,
(ii) L es anulador y atémico.

DEMOSTRACION: (i) = (ii). Sea 1 # = € L. Entonces existe un dtomo
a € A tal que a no es menor o igual que x, luego a A x = 0 y por tanto
xzt # 0, lo que prueba que L es anulador. Para ver que L es atémico, sea
0 # x € L. Entonces [0,z] contiene al menos un dtomo, puesto que de lo
contrario tendriamos por (2.1(5)) que = < (\/ A)+ =11t =0.

(ii) = (i). Dado que L es atémico, (\/ A)* = 0. Luego \/ A = 1 puesto
que L es anulador. m

Siguiendo con la terminologia de los anillos topolégicos [103], un semi-
rreticulo seudo-complementado S se dice que es dual si -+ = x para todo
xz € S. Por (2.1(3)), un s-semirreticulo S es dual si, y sélo si, la seudo-

1

complementacion x — z— es inyectiva. Por tanto, es claro que los semi-

rreticulos duales son anuladores: z+ = 0 = 1+ = z = 1. Sin embargo, e-
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xisten semirreticulos anuladores que no son duales: el pentdgono no modular
L5 es anulador y no es dual.

Por la caracterizacién de algebra de Boole dada en (2.2), es claro que
todo semirreticulo dual (L, A,0, L) es un algebra de Boole (tomando y' =
y*). Sin embargo, no utilizaremos este hecho en la demostracién del si-

guiente resultado que proporciona varias caracterizaciones de las algebras de
Boole.

2.5 PROPOSICION. Para un semirreticulo L, las siqguientes condiciones
son equivalentes,

(i) L es un reticulo anulador que es modular,

(ii) L es seudo-complementado y [0, z] es anulador para todo x € L,
(iii) L es dual,

(iv) L es un reticulo seudo-complementado con aV b= (at Abt)*t,
(v) L es un dlgebra de Boole.

Ademds, para un reticulo completo L, las siguientes condiciones son
equivalentes,

(vi) L es un dlgebra de Boole atomica,

(vii) L es un reticulo seudo-complementado con x = \[{a € A:a < z} para
cada x € L, donde A denota el conjunto de los dtomos de L,

(vili) L es isomorfo al conjunto P(A) de las partes de A.

DEMOSTRACION: (i) = (ii). Seanz,y € Lcony <z, eyt =y Az el
ortogonal de y en [0, z]. Siy** = 0, entonces se sigue de (2.3) y modularidad
quez=xAl=xzA(yVyt)=uy, luego [0, z] es anulador.

(ii) = (iii). Sea z € L. Dado que [0,z>"] es anulador y z < z* por

(2.1(2)), z+ A z++ = 0 implica z = -+, Luego, L es dual.

(iii) = (iv). Paraa,b € L, at Abt <at = a<att < (at ADD)Ly
de manera andloga b < (a~ A b1)L. Luego (at A bt)L es una cota superior
del par de elementos a y b. Entonces, si x € L es otra cota superior de a y
b, se tiene que - < a’t A bt y por tanto (a® A bt)t < 1t = 2. Luego,
(at Abt)t es el supremo del par a, b.
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(iv) = (v). Tomando a = b en (iv), tenemos que L es dual y entonces
anulador, como ya se ha observado. Luego es complementado por (2.3). Se
sigue de (2.1(6)) que L es, por tanto, distributivo.

(v) = (i). Dado = € L, escribimos z’ para denotar al tinico complemento
de z. SizAy =0paraalginy € L, entoncesy =yAl=yA(zVa')=yAx
implica y < z’. Luego, L es seudo-complementado con z+ = z’. Ahora,
zt =0 implica x = z Vot = 1, y por tanto L es anulador, y modular dado
que es distributivo.

Supongamos ahora que L es un reticulo completo y sea A el conjunto
de sus atomos.

(vi) = (vii). Por (v) = (ii), [0, z] es anulador, y dado que también es
completo y atémico, z = \/{a € A:a < z} por (2.4).

(vii) = (viii). Consideremos la aplicacién f : P(A) — L dada por
f(X) :=V X, donde P(A) es el conjunto de las partes de A. Claramente,
f es sobreyectiva. Obsérvese que si X,Y € P(A) son tales que (\/Y)+ <
(\V X)*, entonces X C Y, en efecto, pues de lo contrario, sea z € X que no
estd en Y. Se tendrfa que z < (\/Y)* por (2.1(5)). Pero = no es menor o
igual que (\/ X)*, dado que z < (\/ X)* <z, lo que implicarfa z = 0, que
es una contradiccion. Como consecuencia se tiene que f es inyectiva, donde
fy f~! conservan el orden. Por tanto, f es un isomorfismo de reticulos.

(viii) = (vi) es trivial. m

La equivalencia (ii) < (iii) de (2.5) se debe a B. Yood para el reticulo
de los ideales cerrados de un anillo topolédgico [103, 2.9]. Por otro lado,
B. E. Johnson dio en [62] un ejemplo de algebra de Banach semisimple y
conmutativa cuyo reticulo de los ideales cerrados es anulador y no dual.
Luego, por (i) < (iii) de (2.5), este reticulo no puede ser modular. Por
tanto, mientras que los reticulos de ideales son modulares, los de ideales
cerrados no lo son necesariamente.

—Un anillo topolégico semiprimo se dice que es anulador generalizado
(dual generalizado) si el reticulo de sus ideales cerrados es anulador (dual).
Los anillos topoldgicos anuladores generalizados y duales generalizados fue-
ron estudiados por B. Yood en [103].
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Se sigue de [103, 2.6] (resultado que serd extendido al caso méis ge-
neral de los reticulos seudo-complementados en la iltima seccion de este
capitulo) que el reticulo de los ideales cerrados de un anillo dual genera-
lizado cuyos ideales primos cerrados tengan interseccién nula es un algebra
de Boole atéomica. Otros ejemplos de sistemas algebraico-topoldgicos semip-
rimos cuyos reticulos de ideales cerrados son algebras de Boole atémicas son:
(1) los anillos duales cuyos ideales primos cerrados tengan interseccién nula
(ver [63]): las H*-4lgebras propias de W. Ambrose [2], las dlgebras de Banach
duales semiprimitivas de F.F. Bonsall y A.W. Goldie [17], las B*-dlgebras
compactas de J.C. Alexander [1], las algebras de Banach complementadas
por la derecha y semiprimitivas de B.J. Tomiuk [101]. (2) Las H*-dlgebras
propias no necesariamente asociativas ([28], [96], [102]); los triples propios
de Hilbert hermitianos [86, p. 157]. (3) Las JB-dlgebras duales [19]. (4) Los
B*-triples asociativos compactos [31]. (5) Los JB*-triples con z6calo denso
[18], mds generalmente, los JB*-triples compactos [20]. (6) Los JBW*-triples
atémicos [86, p. 176].

Veamos que todo semirreticulo seudo-complementado S lleva asociado
un algebra de Boole. Denotemos

B(S) = {z* :z € ).

Por (2.1(3)), se tiene que y € B(S) & y = y*++.

2.6 TEOREMA. (Frink-Glivenko) Sea S un semirreticulo seudo-comple-
mentado. Entonces

(i) B(S) es un dlgebra de Boole con la determinacidn original del infimo, el
complemento Booleano de un elemento siendo su seudo-complemento, y
el supremo de dos elementos x e y dado por xVy = (z+ Ayt)*.

(ii) Si S es un reticulo completo, entonces el dlgebra de Boole B(S) es
también completa.

(iii) La aplicacion x — x+ de S sobre B(S) conserva el infimo, el elemento
0, seudo-complementos, y uniones cuando éstas existen.

COMENTARIOS SOBRE LA DEMOSTRACION: El apartado (i) del teo-
rema fue probado para reticulos distributivos completos por V. Glivenko y
en toda su generalidad por O. Frink en [49, Th. 1]. Ambas pruebas usan a-
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xiomatizaciones especiales de las dlgebras de Boole (como (2.2)) para superar
la dificultad que plantea probar la distributividad. Una prueba directa de (i)
se da en [54]. Otra es como sigue: para z,y € B(S) tenemos por (2.1(4)) que
rAy =zt Aytt = (2 Ay)tt € B(S). Por tanto, B(S) es un semirreticulo
claramente dual por la seudo-complementacién heredada de S. Luego, es un
algebra de Boole por (iii) = (v) de (2.5), con el supremo de dos elementos
z e y dado por zVy = (z+ A yt)*t.

Los apartados (ii) y (iii) fueron primeramente probados por V. Glivenko
bajo algunas restricciones (véase [16]) y més tarde extendida por O. Frink
[49, Th. 2] a la presente forma. m

Un ejemplo clésico de algebra de Boole asociada a un reticulo seudo-
complementado es el determinado por los ideales anuladores an4(I), equi-
valentemente, I = I+, de un sistema algebraico semiprimo A (véase [68,
p. 111]). Como aplicacién de (2.5), vedmos una demostracién en términos
reticulares de un conocido teorema debido a J. Dieudonné [95, Th. 2.6].

2.7 TEOREMA. Sea A un dlgebra (no necesariamente asociativa)
semiprima de dimension finita sobre un cuerpo F', con una forma traza,
esto es, una forma bilineal simétrica no degenerada <,>: A X A — F tal
que < xy,z >=< x,yz >, para todos x,y,z en A. Entonces A es una suma
directa finita A = M1 ® ... ® M, de sus ideales simples M;, i =1,...,r.

DEMOSTRACION: Consideremos el dlgebra de Boole asociada al reticulo
Z(A) de los ideales de A. Como A es de dimensién finita, se tiene que B(Z(A))
satisface ambas condiciones de cadena (CCA y CCD son equivalentes porque
el tercer anulador coincide con el primero) y entonces, por (2.5(vi) = (viii)),
es finita. Ademds, para todo ideal I € Z(A), se tiene que I = I+, donde
I+t =any(I) = {x € A :< I,x >= 0}, esto es, Z(A) = B(Z(A)). Luego,
aplicando (2.4), se tiene que A = M; & ... ® M,, donde los M;, i =1,...,r
son sus ideales simples. =

El teorema de Dieudonné en el caso de que A sea un algebra de Jor-
dan lineal se debe a A. Albert [95, Cor. 4.6]. Por otro lado, si A es un
algebra alternativa semiprimitiva sobre un cuerpo de caracteristica 0, en-
tonces (z,y) := traza(pypy), donde p;, p, son los operadores de multipli-
cacién por la derecha de A, es una forma traza de A [95, p. 44]. Si A es un
algebra de Lie sobre un cuerpo de caracteristica 0, la forma Killing definida
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sobre A es también una forma traza [58, p. 21]. En [42, Th. 15], se da una
version infinito-dimensional del teorema de Dieudonné para una H*-algebra
no asociativa semiprima A, donde el dlgebra de Boole B(Z(A)) asociada al
reticulo Z(A) de los ideales cerrados de A, es atémica y no necesariamente
finita.

3. Elementos uniformes y dimension de Goldie.

La relacién entre un s-semirreticulo S y su algebra de Boole asocia-
da B(S) puede iluminarse estudiando los elementos uniformes de S. En
esta seccion repasaremos las propiedades de los elementos uniformes e in-
troduciremos la nociéon de dimension de Goldie de un s-reticulo completo,
analizando su aplicacién a la obtencion de teoremas de descomposicién de
sistemas algebraicos semiprimos como productos subdirectos esenciales de
sistemas primos, bajo ciertas condiciones de cadena. Finalizaremos esta
seccion caracterizando los s-reticulos completos que son algebras de Boole
finitas como aquéllos que tienen dimensién de Goldie igual a su longitud
(méxima longitud de sus cadenas).

—Un elemento e de un semirreticulo S (con elemento 0) se dice que es
esencial si e A x # 0 para todo elemento no nulo z € S. Un elemento no
nulo u de S se dice que es uniforme si cualquier 0 # x < u es esencial en el
subsemirreticulo [0, u].

Las propiedades de los elementos uniformes fueron primeramente con-
sideradas en [34, 3.1] y posteriormente recogidas en [43, 2.8]. A continuacién
recordamos algunas de ellas.

3.1 PROPOSICION. Sea S un semirreticulo seudo-complementado.

(1) Siu € S es uniforme, entonces todo elemento 0 # x < u también lo es,

(2) un elemento no nulo u de S es uniforme si, y solo si, su anulador u*

es mazimal entre todos los anuladores -, con 0 # x € S,

(3) para cada elemento uniforme u de S, existe un unico elemento uniforme

mazimal v de S tal que u < v, a saber, v = ut",

(4) los elementos uniformes mazimales de S son los dtomos de B(S),
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(5) los elementos uniformes mazimales son mutuamente ortogonales, i.e., si
u y v son elementos uniformes maximales con u # v, entonces uA\v = 0,

(6) si S es atémico, también lo es B(S). Ademds, la aplicacion a — a*=+

es una biyeccion del conjunto A de los dtomos de S sobre el conjunto
M de sus elementos uniformes mazximales.

DEMOSTRACION: (1) es inmediato. (2). Supongamos que u es un
elemento uniforme de S. Afirmamos que b- = u' para todo elemento no
nulo b < u. Dado que b < u se tiene que ut < bt por (2.1(1)). Por
otro lado, si b no es menor o igual que u’ entonces b Au # 0 y por
tanto b A bt = b A (u A bt) # 0 por la uniformidad de u, lo que es una
contradiccién. Sea ahora ¢ un elemento no nulo de S tal que ut < ¢*. Si
cAu =0, entonces ¢ < ut < ¢+ y por tanto ¢ = 0, que es de nuevo una
contradiccién, luego ¢ A u # 0. Entonces tenemos, por la primera parte de
la prueba, que ¢t < (c Au)t = ut, y por tanto ¢t = ut, con lo cual ut es
maximal.

L es maximal entre todos los anuladores d=,

Supongamos ahora que u
siendo d un elemento no nulo de S. Si b es un elemento no nulo de S tal
que b < u, entonces u~ < bt y por tanto ut = b* por la maximalidad de
ut. Para cualquier otro elemento no nulo ¢ de S tal que ¢ < u, se tiene
que bAc # 0. Porque, si bAc = 0 entonces ¢ < bt = ul, y por tanto

c <ut Au=0, lo cual es una contradiccién.

(3). Sea u € S un elemento uniforme. Por (2.1(2)), u < u**. Ademds,
utt es uniforme porque, por (2.1(3)), vttt = ut que es maximal por (2).
Sea ahora b un elemento uniforme de S tal que u < b. Entonces, por (2.1(1)),
bt < ut lo que implica que b+ = u' por la maximalidad de b-. Entonces,

b < b+t =yt como se pedia.

(4). Se sigue de (2) y (3) que todo elemento uniforme maximal de S es
de la forma u = u'+, donde u* es anulador maximal o, equivalentemente,
maximal en B(S) \ {1}. Ahora, por la dualidad de B(S), u es maximal si,

11

y sblo si, u = u—— es minimal, i.e., un adtomo de B(S).

(5). Se sigue de (4), dado que el infimo en Sy en B(.S) de dos elementos
coinciden, y que atomos distintos son mutuamente ortogonales.
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(6). Sea b un elemento no nulo de B(S). Entonces existe un dtomo a de
S tal que a < b. Luego a** < b+t con a’* siendo un elemento uniforme
maximal de S por (3) (porque los dtomos son claramente uniformes), y por
tanto un dtomo de B(S) por (4). Por (3) se tiene que a*+
maximal para cada a € A, luego a — a*+ define una aplicacién de A en
M. Si att = bt+ para dos 4tomos a y b, entonces at = bt por (2.1(3)) y
entonces a = b. Para a # b = a < b+ = at, lo que es una contradiccién.
Luego, la aplicacion es inyectiva. Finalmente, dado u € M existe un a € A

+1 = 4 lo que implica que a*t = u

es uniforme

tal que a < u, y por tanto att < u

porque a1 es uniforme maximal por (3). m

Los ideales uniformes de sistemas algebraicos semiprimos aparecen aso-
ciados a los productos subdirectos esenciales, donde recordemos que un pro-
ducto subdirecto de una coleccién de sistemas algebraicos {A,} es un sub-
sistema A del producto directo (completo) [[ A, tal que las proyecciones
canénicas T, : A — A, son sobreyectivas. Un producto subdirecto esencial
es un producto subdirecto de los A, que contiene un ideal esencial del pro-
ducto directo [[ An. Si A estd de hecho contenido en la suma directa ©A,,
entonces A se dice que es una suma subdirecta esencial. Los productos sub-
directos esenciales juegan un papel muy importante en la teoria general de
anillos de cocientes [51].

Utilizando propiedades de los elementos uniformes, A. Fernandez y E.
Garcia dieron un teorema de estructura caracterizando los sistemas alge-
braicos que son productos subdirectos esenciales de sistemas primos, a saber,

3.2 TEOREMA. [34, 4.1] Sea A un sistema algebraico.

(1) Si A es un producto subdirecto esencial de sistemas algebraicos primos
A, entonces A es semiprimo y todo ideal no nulo de A contiene un
ideal uniforme.

(2) Reciprocamente, si A es semiprimo y todo ideal anulador, equivalente-
mente, I = I+, no nulo contiene un ideal uniforme, entonces A es un
producto subdirecto esencial de los sistemas Ay = A/M donde {M,}
es la familia de todos los ideales uniformes maximales de A.

Un caso particular en el que se dan las hipdtesis de (3.2(2)) es cuando
el sistema algebraico A es semiprimo y satisface la CCA sobre los ideales
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anuladores (equivalentemente, la CCD sobre los ideales anuladores), puesto
que estas condiciones de cadena implican la atomicidad del algebra de Boole
(completa) B(Z(A)) asociada al reticulo Z(A) de los ideales de A, y teniendo
en cuenta que los atomos de B(Z(A)) son precisamente los elementos uni-
formes maximales de Z(A) (3.1(4)), se tiene que todo ideal no nulo I = [++
de A contiene un ideal uniforme. Las condiciones de cadena sobre los ideales
anuladores son importantes porque aparecen en teoria de Goldie y en teoria
de Goldie local (véanse [33, Th. 3] y [34, section 5]). Como consecuencia de
(3.2) se tiene el siguiente resultado.

3.3 COROLARIO. [34, 4.2] Un sistema algebraico semiprimo que sa-
tisface las condiciones de cadena sobre los ideales anuladores es una suma
subdirecta esencial de un numero finito de sistemas primos.

Es claro que el algebra de Boole B(L) asociada a un s-reticulo completo
L es atémica sii (\/ A)* = 0, donde A es el conjunto de sus dtomos. Como,
por (3.1(4)), los dtomos de B(L) son los elementos uniformes maximales de
L, se tiene que si B(L) es atémica (por ejemplo si L satisface las condiciones
de cadena sobre los anuladores), entonces (\/ M)+ = 0 para la familia M de
los elementos uniformes maximales de L.

3.4 PROPOSICION. Para un reticulo L seudo-complementado completo,
las siguientes condiciones son equivalentes,
(i) el dlgebra de Boole B(L) es atémica,

(ii) B(L) es isomorfa al conjunto de las partes P(M), donde M es el con-
junto de los elementos uniformes maximales de L,

(iii) para todo anulador no nulo x+ existe un elemento uniforme mazimal u
de L tal que v < z+,

iv M es un elemento esencial en L, equivalentemente, M)+t =0.
(iv) V

DEMOSTRACION: (i) = (ii). Por (2.6(ii)), B(L) es completa, y dado
que es atémica, es isomorfa al conjunto de las partes del conjunto de sus
atomos por (2.5). Pero los dtomos de B(L) son precisamente los elementos
uniformes maximales de L (3.1(4)).

(ii) = (iii). Claramente B(L) es atémica, y por tanto se sigue, de nuevo
por (3.1(4)), que para todo anulador no nulo x existe u € M tal que u < z=.
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(iii) = (iv). Si (\/ M)* # 0 entonces existe un elemento u € M tal que
u < (\/ M)*, lo cual es una contradiccién. Luego, (\/ M)+ = 0.

(iv) = (i). Sea 0 # b € B(L). Como (\/ M)+ = 0, se sigue de (2.1(5))
que b A u # 0 para algin v € M. Fijemos v := b Awu. Por (3.1(1)), v es
uniforme, con v+ < b++ = b. Pero v+ es uniforme maximal por (3.1(3)),
y por tanto un dtomo en B(L) por (3.1(4)). Luego, B(L) es atémica. m

Como ya hemos dicho, un caso particular de (3.4) se da cuando L sa-
tisface las condiciones de cadena sobre los anuladores. En este caso se va a
tener que B(L) es, de hecho, finita, y esto, a su vez, va a ser equivalente a
que L tenga “dimension de Goldie” finita en el sentido que a continuacion
definimos.

—=Sea L un reticulo completo. Un conjunto X de elementos no nulos de
L se dice que es independiente si x A \/(X \ {z}) = 0 para todo =z € X.

3.5 PROPOSICION. Sea L un reticulo seudo-complementado completo.
Para un conjunto X de elementos no nulos de L, las siguientes condiciones
son equivalentes,

(i) X es independiente,

(ii) X es “finitamente independiente”, i.e., todo subconjunto finito X es
mndependiente,

(iii) los elementos de X son mutuamente ortogonales.

En este caso, cualquier subconjunto de n elementos {x1,x2, -+, z,} de
X da lugar a una cadena 0 < x1 < x1Vas <---<x1V---Va, de longitud
n.

DEMOSTRACION: (i) = (ii) y (ii) = (iii) son triviales. Para probar
que (iii) = (i), sea X un conjunto de elementos mutuamente ortogonales
de L. Dados z en X, z < y* para todo y € X \ {z}, y entonces, por
21(5), 7 < Ayt = (Vys ) = (VX \ {2})*, equivalentemente,
z AV (X \{z}) =0.

La tultima parte es una consecuencia directa de (ii). m

Se sigue de la anterior proposicién junto con (3.1(5)) que todo subcon-
junto de atomos o de elementos uniformes maximales en un reticulo seudo-
complementado completo es independiente.
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—Sea «a un cardinal. Un reticulo seudo-complementado completo L se
dice que tiene dimension de Goldie a, dim(L) = a, si L contiene un subcon-
junto independiente X de cardinal o y para todo subconjunto independiente
Y de L, card(Y) < a.

Como L y B(L) tienen la misma determinacién del infimo, se sigue de
(3.5) que todo subconjunto independiente de B(L) sigue siendo indepen-
diente en L. Por otro lado, la aplicacién © — a1 conserva la ortogonali-
dad (2.1(4)), y por tanto también la independencia. De aqui se deduce el
siguiente resultado.

3.6 Sea L reticulo seudo-complementado completo. Entonces L tiene
dimensién de Goldie si, y sélo si, B(L) tiene también dimensién de Goldie.
En este caso,

dim(L) = dim(B(L)).

El siguiente resultado proporciona una condicién suficiente para que un
s-reticulo completo tenga dimension de Goldie.

3.7 PROPOSICION. Sea L un reticulo seudo-complementado completo.
Si L contiene un subconjunto independiente U de elementos uniformes cuyo
supremo es esencial, entonces L tiene dimension de Goldie igual a card(U).

DEMOSTRACION: Sea X un subconjunto independiente de L. Dado que
\/ U es esencial, se tiene por (2.1(5)) que para cada x en X existe un elemento
uniforme u en U tal que uAx # 0. Sea U, :={u € U : u Az # 0}. Entonces
los U, son mutuamente disjuntos: si u € U, N U, (para z,y € X, = # y) se
tendria que u Az # 0, uAy #0con (uANz)A(uAy) <z Ay=0,loque
contradice la uniformidad de u. Sea ¢ una funcién de eleccién de la familia
de los U,. Por lo dicho arriba, la aplicacién x — ¢(U,) es una inyeccién de
X en U, y por tanto card(X) < card(U). =

3.8 COROLARIO. Sea L un reticulo seudo-complementado completo.
Si L satisface las condiciones equivalentes de (3.4), entonces L tiene di-
mension de Goldie igual al cardinal de M, donde M es el conjunto de los
elementos uniformes maximales de L. En particular, si L es atomico, en-
tonces dim(L) = card(A), donde A es el conjunto de los dtomos de L.
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DEMOSTRACION: El conjunto M es claramente independiente, y dado
que L satisface las condiciones equivalentes de (3.4), \/ M es esencial. Luego
dim(L) = card(M) por (3.7). Si L es atémico, por (3.1(6)) se tiene que
dim(L) = card(M) = card(A4). =

Sin embargo, la existencia de un subconjunto independiente de elemen-
tos uniformes cuya unién sea esencial no es una condiciéon necesaria para
que un s-reticulo tenga dimensién de Goldie, como vemos en el siguiente
contraejemplo.

3.9 Sea F el reticulo seudo-complementado completo definido por
la topologia usual (euclidea) de los nuimeros reales R. Notese que E no
posee elementos uniformes. Sin embargo, E tiene dimension de Goldie, con
dim(E) = 8. Claramente, E posee un conjunto independiente contable.
Por otro lado, todo subconjunto independiente de FE tiene cardinal < RNg:
sea {Oy : A € A} un conjunto independiente de subconjuntos abiertos (no
vacios) de R. Para cada A € A, Oy N Q # (), donde Q representa a los
racionales, y podemos tomar una funcién de eleccion de la familia de los
O, N Q. Entonces la aplicaciéon A — ¢(Ox N Q) es una inyeccién de A en Q.

Ademas, la dimensién de Goldie finita es equivalente a las condiciones
de cadena sobre los anuladores.

3.10 TEOREMA. Para un reticulo seudo-complementado completo L,
las siguientes condiciones son equivalentes,

(i) L tiene dimension de Goldie finita,
(ii) L no posee cadenas infinitas de anuladores, y
(iii) B(L) es finita.

En este caso, la dimension de Goldie de L, digamos dim(L) = n, es
tgual al nimero de elementos uniformes maximales de L, coincide con la
longitud anuladora de L (longitud de la mdzxima cadena de anuladores) y
B(L) es el conjunto de las partes de un conjunto de n elementos.

DEMOSTRACION: (i) = (ii). Es suficiente con probar que a toda cadena
de anuladores 1 = ag > ai > --- > a,- de longitud n podemos asociar un
subconjunto independiente {z1, -, z,} de cardinal n. En efecto, para cada
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1 <k <mn,seazy:=a; | Aax. Como ai- | > a, zp # 0. Ademés, para
xi # xj, digamos 1 < j < k < n, se tiene

xj/\xkgaj/\ajza

lo que prueba que {z1,---,z,} es un conjunto independiente por (3.5).

(ii) = (iii). B(L) satisface ambas condiciones de cadena (CCA y CCD).
Luego, por (3.4(1)=(ii)), B(L) es isomorfo al conjunto de las partes de un
conjunto finito, y por tanto B(L) es también finito.

(iii) = (i). Por (3.6), dim(L) = dim(B(L)) es finita.

Supongamos ahora que L tiene dimensiéon de Goldie finita, digamos
dim(L) = dim(B(L)) = n. Como hemos visto en la prueba de (i)=(ii),
cualquier cadena de anuladores tiene longitud < n. Reciprocamente, si
{z1,...,2,} es un conjunto independiente de L, construimos una cadena
de anuladores, 1 = ag- > ai” > ... > a,, como sigue.

Claramente, 1 # 1 porque x; # 0, y 1 > (21 V o2)*. Pero zi es

de hecho mayor que (z; V z2)*. Puesto que si (z; V z2)* = x{, entonces
r1 Ay = 0 implicarfa que =5 < 1 = (21 V 22)t < 23, lo que es una
contradiccién dado que x5 # 0. Sean a9 = 0,a; = 1 y az = (1 V .’1?2)J‘.
Entonces obtenemos la cadena de anuladores 1 = ag- > ai > a3, y se sigue
por recurrencia. M

—Un semirreticulo S se dice que tiene longitud finita n (long(S) = n) si
posee una cadena de longitud n y toda cadena de S tiene longitud a lo sumo
n. Por (3.10), todo s-reticulo completo L de longitud finita tiene dimensién
de Goldie finita, con dim(L) < long(L). Sin embargo, el reciproco no es
cierto, como puede verse considerando una cadena infinita.

Para un algebra de Boole finita L, dim(L) = long(L) = n, donde n es el
numero de los dtomos de L (2.5). Como veremos, esta igualdad caracteriza,
de hecho, a las algebras de Boole finitas dentro de la clase de los reticulos
seudo-complementados.

3.11 TEOREMA. Un reticulo seudo-complementado completo L es un
dlgebra de Boole finita si, y solo si, L tiene longitud finita y long(L) =
dim(L).
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DEMOSTRACION:  Claramente, un algebra de Boole finita satisface
la condicién de arriba. Para el reciproco, es suficiente con probar por
(2.5(vii)=-(viii)), que cada x € L es una unién de dtomos. Sea A el con-
junto de los dtomos de L y supongamos que \/{a € A : a < z} < = para
algin x € L. Pongamos A = {a1,...,0m,@m+1,--.,0n}, donde a; < z para
1<i<mya; ANz =0 param < j <n. Se tiene que dim(L) = n por (3.8)
y, por la ultima parte de (3.5),

O<a;<...<a@qyV..Vap<z<zxVapt1 <...<zxVapy1V...Va,

es una cadena de longitud n + 1, lo que es una contradiccién. Luego, L es
un algebra de Boole finita. m

4. Reticulos seudo-multiplicativos.

Aunque la nocién de reticulo seudo-complementado no requiere de la
existencia de un producto, si que es verdad que los ejemplos de s-reticulos
mas interesantes para nuestros propdésitos derivan de uno. Introduciremos en
esta seccion la nocién de producto compatible en un reticulo y presentaremos
los principales ejemplos. Nos plantearemos y abordaremos problemas sobre
la existencia y sobre la unicidad de productos compatibles. Daremos una
demostracién elemental de la distributividad de los reticulos de ideales de
un sistema algebraico que es regular en el sentido de von Neumann y del
reticulo de los ideales cerrados de un JB*-sistema. También veremos un
refinamiento de un resultado de I. Kaplansky que establece una condicién
suficiente para que el infimo de los elementos primos de un reticulo semiprimo
completo sea cero, asi como su repercusion en teoremas de estructura de
sistemas algebraicos y problemas abiertos en el caso de sistemas algebraico-
topoldgicos. Finalizaremos esta seccion demostrando, como consecuencia de
la relacion que existe entre los elementos primos y los elementos uniformes,
que el infimo de los elementos primos de un s-reticulo semiprimo completo
que tenga suficientes elementos uniformes es cero.

4.1 Siguiendo [43], un reticulo L con elemento minimo 0 se dird que
es seudo-multiplicativo si existe una operacién binaria (z,y) — zy definida
sobre L que satisface
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(1) Siz <y entonces zz < zy y zz < yz para todos z € L,
(2) xy <z Ay para todos x,y € L,y
(3) z(yVz) <zyVzz.
Se sigue de (1) y transitividad que
(4) siz <yyz<w,entonces rz < yv.
Ademas, por (1), (3) es equivalente a
(5) z(yVz)=zyV zz.
Y por (2), se tiene
(6) 0 = 0 = Oz para todo = € L.

La nocién de reticulo seudo-multiplicativo es bastante general, aunque
nosotros estaremos especialmente interesados en aquéllos en los que el pro-
ducto sea compatible con el infimo.

4.2 Un reticulo seudo-multiplicativo L se dird que es semiprimo (o que
su producto es compatible) si satisface alguna de las siguientes condiciones
equivalentes,

(1) zy =0 < x Ay =0, para todos z,y € L,
(2) 22 := 22 =0= 1 = 0, para todo = € L.

De nuevo, el ejemplo de reticulo semiprimo mas interesante nos lo pro-
porcionan los sistemas algebraicos: el reticulo de los ideales (cerrados) de
un sistema algebraico (algebraico-topol6gico) semiprimo con el producto x
es semiprimo ((1.1), (1.2) y (1.4)). Como se comenté en (1.1), el producto
de ideales de sistemas algebraicos no es, en general, distributivo sobre sumas
arbitrarias: nuestra decision de adoptar la condicién de distributividad no
simétrica (4.1(3)) se debe precisamente a la no linealidad de los operadorores
cuadraticos de Jordan U, @Q y T. Sin embargo, como consecuencia directa
de la identidad fundamental (JP3), los sistemas de Jordan satisfacen la si-
guiente condicién débil de distributividad,

4.3 (yVz)r<yzxVzaxV(yAzAz).

Recordemos que la existencia de seudo-complementos en el reticulo de
los ideales (cerrados) de un sistema algebraico (algebraico-topolégico) semi-
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primo se debe a la distributividad infinita del producto con respecto a la
segunda variable, de hecho, en general se tiene que todo reticulo semiprimo
completo L en el que el producto sea infinitamente distributivo, esto es, el
producto satisfaga

4.4 2V, ¥a) = Vo (TYa),

para todo z € L y toda familia {y, } C L, es seudo-complementado, donde el
seudo-complemento 2+ de un elemento x viene dado por el supremo de todos
los y € L que anulan a z, i.e., xy = 0. Los reticulos seudo-multiplicativos
completos e infinitamente distributivos fueron estudiados en [34] bajo el
nombre de reticulos algebraicos y en este contexto se definié la nocién de
anulador de un elemento x como su seudo-complemento . Sin embargo,
el término de reticulo algebraico habia sido utilizado previamente en teoria
de reticulos con otro significado [54, p. 106].

Es natural preguntarse sobre la existencia y sobre la unicidad de pro-
ductos en un reticulo seudo-complementado que lo hagan semiprimo. En lo
que sigue, intentaremos contestar a estas cuestiones.

Es claro que todo reticulo distributivo L es semiprimo para el producto
definido por el infimo, esto es, zy := z Ay, x,y € L. Notese que este producto
es idempotente, es decir, x>
cierto.

= x para todo = € L. El reciproco también es

4.5 PROPOSICION.

(1) Un reticulo L es distributivo si, y sélo si, posee un (dnico) producto
idempotente; de hecho, tal producto coincide con el infimo. Luego, si
L es completo, entonces L es infinitamente distributivo si, y sélo si, el
producto satisface (4.4).

(2) Un reticulo es un dlgebra de Boole si, y solo si, es anulador y tiene un
producto idempotente.

DEMOSTRACION:  (1). Sea L un reticulo dotado de un producto
idempotente xy. Para todos x,y € L tenemos, por (4.1(2)) y (4.1(4)),
rAy = (xAy)? <ay < xAy, luego zy = x A y. Por tanto, L es dis-
tributivo por (4.1(5)).
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(2). Claramente, toda algebra de Boole satisface estas condiciones, por
(2.5). Supongamos entonces que L es un reticulo anulador con un producto
idempotente. Entonces L es distributivo por (1) y complementado por (2.3).
|

Por un C*-sistema nos referimos a cualquiera de las siguientes estruc-
turas algebraicas: una C*-algebra asociativa o alternativa, una JB*-algebra,
un JB*-triple, o una JB-dlgebra (ver [29], [55], [90] y [94] para definiciones y
resultados bésicos). Es bien conocido que el reticulo de los ideales cerrados
de una C*-algebra es infinitamente distributivo (es de hecho el reticulo de
los abiertos de un espacio topolégico [29, 3.2.2]). También es infinitamente
distributivo el reticulo de los ideales de un algebra regular von Neumann [52,
7.3]. A continuacién vamos a ver que ambos resultados se pueden obtener a
partir de (4.5).

4.6 COROLARIO. Fl reticulo de los ideales cerrados de un C*-sistema
y el reticulo de los ideales de un sistema algebraico reqular von Neumann
son infinitamente distributivos.

DEMOSTRACION: La demostracién es consecuencia directa del hecho
de que el reticulo de los ideales cerrados de un C*-sistema y el de los ideales
de un sistema algebraico regular von Neumann son idempotentes (incluso
algebraicamente idempotente en el primer caso) para el correspondiente pro-
ducto reticular. Una prueba unificada en el caso del reticulo de los ideales
cerrados de un C*-sistema se sigue de que todo C*-sistema puede ser con-
siderado como un JB*-triple (real o complejo) y que todo elemento en un
JB*-triple posee una raiz cibica (véase [85, 1.2]). m

Un reticulo seudo-complementado distributivo puede tener dos produc-
tos diferentes que lo hagan semiprimo. Por ejemplo, consideremos la cadena
de tres elementos Co = {0,x,1} con el producto definido por el infimo por
un lado y con el producto definido mediante 1 = 1z = 22 = 12 = z por
otro. En ambos casos C5 es semiprimo y los productos son distintos. Esta
anomalia desaparece si nos restringimos a reticulos distributivos complemen-
tados, esto es, dlgebras de Boole. Necesitamos el siguiente lema.

4.7 LEMA. Sea S un s-semirreticulo semiprimo con producto xy.
Entonces se tiene
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1) (@)t =z,

(2) (zy)* = (zry)*

DEMOSTRACION:  (1). Dado que z? <
rt < (x ) Por otro lado, de nuevo por (4.1
(x2)tz < (2)t A z. Ademss, de (22)1x
((22)2)? < . Luego (( )LJL’)2 < (2°)+
por la semiprimidad de S. Por tanto (z2)+

x por (4.1(2)), se tiene que
2)), se tiene que ((z2)1x)? <
x se sigue por (4.1(4)) que
2—0ydeaqu1( Hlr =0

<
A
< z+ como queriamos.

(2) es una consecuencia directa de (1). En efecto, zy < xAy implica (zA
y)*t < (zy)t. Reciprocamente, (z A y)? < zy implica (zy)* < (z A y)2L =
(x Ay)t por (1). m

Teniendo en cuenta que las dlgebras de Boole son duales (2.5), como
consecuencia de (4.7(2)) se tiene el siguiente resultado.

4.8 COROLARIO. St L es un dlgebra de Boole semiprima, entonces el
producto de dos elementos coincide con su infimo.

Con el fin de dar una respuesta parcial al problema de la existencia de

productos en reticulos s-complementados, necesitamos el siguiente lema.

4.9 LEMA. Sea L un reticulo completo y A el conjunto de sus dtomos.
Entonces la aplicacion

L — P(A)
r +— sop(x)

donde sop(z) :={a € A:a <z} y P(A) denota al conjunto de las partes de
A, satisface las siguientes propiedades para todos x,ys,y € L,

(1) sop(z A y) = sop(x) (N sop(y),
(2) Usop(ya) < sop(V ¥a),
(3) sop(0) =0,
(4) sop(1) = A.
Si L es seudo-complementado, entonces
(5) Usop(ya) = sop(V ya),
(6) sop(z A (Vya)) = Usop(z A ya).-
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DEMOSTRACION:  (1),(2),(3) y (4) son faciles de comprobar. Por otro
lado, sea a € A tal que a no pertenece a | Jsop(y,). Entonces a A yo = 0
para todo yq, luego \/ yo < at = a & sop(\/ ¥a), 1o que prueba (5). Ahora
(6) se sigue de (1) y (5). m

4.10 TEOREMA. Sea L un reticulo seudo-complementado completo
y atomico. Entonces L es semiprimo para el producto definido por xy =
zoc(z A y), donde zoc(z) := \/sop(zx), para todos z,y € L.

DEMOSTRACION:  Veamos que el producto xy satisface los axiomas
(4.1(1)), (4.1(2)) y (4.1(3)). De hecho, (4.1(1)) y (4.1(2)) se siguen de las
siguientes propiedades,

(4.10.1) = <y = zoc(z) < zoc(y),
(4.10.2)  zoc(zx) < x,

respectivamente, y (4.1(3)) es una consecuencia de (4.9(6)). Por otro lado,
se sigue de la atomicidad de L que el producto xy satisface las condiciones
equivalentes de (4.2), estoes, zy =0siiz Ay =0. ®

Por (4.8), se tiene que para un algebra de Boole completa atémica L, el
producto definido en (4.10) es el tinico que hace a L semiprimo y por tanto
coincide con el infimo, i.e., z Ay = zoc(x A y) para todos z,y € L. Si L
es simplemente anulador en vez de dual, tenemos atin una unicidad parcial
para los productos que hacen que L sea semiprimo.

4.11 PROPOSICION.  Sea L un reticulo completo anulador y atémico.
Entonces para todo producto xy que haga a L semiprimo, se tiene que x° =
zoc(z).

DEMOSTRACION:  Se sigue de (4.7(1)) que zoc(x) = zoc(x?) < 22, y de
(2.4) que 1 = zoc(z) V zoc(zt). Luego, 2 < x1 = x(zoc(x) V zoc(zt)) =
rzoc(x) < zoc(z). Por tanto, 22 = zoc(z). ™

La unicidad parcial probada en (4.11) no se mantiene sin la condicién
anuladora: considérese de nuevo la cadena de tres elementos. Por otro lado,
es posible dar un ejemplo de un reticulo anulador completo y atémico que
tenga dos productos que lo hagan semiprimo: para construir tal ejemplo,
anadamos tres nuevos elementos, digamos y, z, v, al conjunto de las partes
P(A) del conjunto A = {a, b, c}, satisfaciendo las relaciones (i) 0 < y < {b},
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(ii) {a,b} < z < Ay (iii) {b,c} < v < A. Es facil comprobar que el reticulo
L asi obtenido es anulador, y dado que es finito, es atémico y completo.
Por tanto, por (4.10), se tiene que L es semiprimo para el producto definido
tomando el supremo del soporte comin de dos elementos. Pero también
podemos definir un nuevo producto tal que zv = {b} # y = zoc(z A v) que
dote a L de estructura de reticulo semiprimo.

—=Sea L un reticulo seudo-multiplicativo con elemento maximo 1 y pro-
ducto xy. Un elemento p # 1 en L se dice que es primo si

xy <p implica z<p o y<p

para cualesquiera z,y € L. Es claro que si el infimo de los elementos primos
de L es cero, entonces L es semiprimo. Sin embargo, el reciproco no se
tiene en general. Para demostrarlo, consideremos el dlgebra de Boole de los
abiertos regulares de un espacio topoldgico (X,T'), donde A € T es regular
si, y sélo si, A =int(A). Por [89, p. 60], este dlgebra de Boole coincide con el
algebra de Boole B(T') asociada al reticulo seudo-complementado 7', siendo

el seudo complemento A+ de un abierto A su exterior.

4.12 PROPOSICION.  El dlgebra de Boole completa (B(E), A, V) de los
abiertos requlares de los reales R con la topologia usual y el producto definido
por la interseccion BC' = BAC = BN C, es un reticulo semiprimo que no
posee elementos primos.

DEMOSTRACION:  Sea P un abierto regular de R con P # R. En-
tonces P no puede ser el complementario de un elemento de R, por lo que
deben existir dos niimeros reales x e y, digamos = < y, que no estan en P.
Tomemos z € R tal que x < z < y y consideremos los abiertos regulares
B = (—00,2)VP, C = (z,+00)VP. Por la distributividad de las operaciones
Booleanas, BC' = BAC = BN C = P, pero ni B ni C estan contenidos en
P. Por lo que P no es primo. ®

—Diremos entonces que un reticulo seudo-multiplicativo es fuertemente
semiprimo si el infimo de sus elementos primos es 0. Por otro lado, siguiendo
[91], un elemento u de un reticulo completo L se dice que esté por debajo de
x € L, y lo denotaremos u < z, si siempre que exista una cadena {y,} con
x <\ Ya, entonces u < y,, para algin y,. Claramente, u < £ = v < z. Un
elemento ¢ € L es compacto sii ¢ < c.
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Como hemos visto, todo reticulo fuertemente semiprimo es semiprimo
pero el reciproco no es cierto en general. En [64], I. Kaplansky establecia
el siguiente resultado: un reticulo semiprimo completo con un producto que
satisfaga (4.1(2)), (4.1(5)) y (y V 2)x = yx V zz, y en el que para todo e-
lemento no nulo x existe un elemento compacto no nulo ¢ tal que ¢ < =z,
es fuertemente semiprimo. Con este resultado, que podia ser aplicado al
caso del reticulo de los ideales de un anillo no necesariamente asociativo y a
otros reticulos no ligados a sistemas algebraicos, I. Kaplansky generalizaba
un teorema debido a K. Keimel [65] para reticulos multiplicativos (reticulos
con un producto que es conmutativo, asociativo, distributivo sobre uniones
arbitrarias y en el que el 1 actia de identidad multiplicativa) completos
semiprimos algebraicos (en el sentido cldsico). Por otro lado, J. Rosicky
apunté en [91, Ex. 1], que el intervalo unidad [0, 1] es un reticulo multiplica-
tivo completo fuertemente semiprimo que, sin embargo, no es algebraico (de
hecho, el tnico elemento compacto de [0, 1] es el 0) y extendié el teorema
de Keimel a reticulos multiplicativos continuos, cubriendo asi el ejemplo del
intervalo unidad.

Estos resultados (el de Kaplansky y el de Rosicky) siguen siendo cier-
tos bajo condiciones un poco mas generales que nos permiten incluir los
reticulos de ideales de sistemas algebraicos no necesariamente lineales como
los sistemas de Jordan.

4.13 TEOREMA. Sea L un reticulo semiprimo completo cuyo producto
satisface (4.3) y tal que para todo 0 # x € L existe un elemento no nulo
u € L tal que uw < x. Entonces L es fuertemente semiprimo.

DEMOSTRACION:  Unicamente tenemos que demostrar que para todo
0 # x € L, existe un elemento primo p € L tal que x no es menor o igual
que p. Por hipétesis, existe un elemento no nulo f; con f; < x. Teniendo
fn, tomemos f, 11 un elemento no nulo tal que f,11 < fn2. Usando el
lema de Zorn, se tiene que existe p € L que es maximal con respecto a la
propiedad de que f, no sea menor o igual que p para todo n. Afirmamos
que p es primo. Supongamos por el contrario que tenemos y, z € L tales que
yz < p con y y z que no sean menores o iguales que p. Tomando ¢y =y V p
y 2 = 2V p, se tiene que ¥y’ > p and 2z’ > p, y entonces, por la maximalidad
de p, existen f, < vy y fin < 2’ para ciertos n,m, digamos m > n. Luego
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fms1 < f2 < y'Z'. Pero, por (4.1(2)), (4.1(3)) y (4.3),
Y2 =(yVvp)(zVp)=(yVpzV(yVpp<yzVp=p,

lo cual es una contradiccién porque f,, no es menor o igual que p para todo
n. Luego p es primo. Ademds, x no es menor o igual que p, puesto que
si lo fuera se tendria que fi1 < * < p = f1 < p, que seria de nuevo una
contradiccion. ®

Se sigue de (2.1(5)) que todo dtomo en un s-reticulo completo es com-
pacto, por tanto como consecuencia de (4.13) y (4.10) se tiene el siguiente
corolario.

4.14 COROLARIO.  Todo reticulo completo atomico con un producto
compatible satisfaciendo (4.3) es fuertemente semiprimo. En particular, todo
s-reticulo completo atomico es fuertemente semiprimo para el producto xy =
zoc(z A y) definido en (4.10).

Sin embargo, la aplicacién més importante de (4.13) es el siguiente coro-
lario, que proporciona una prueba unificada del conocido hecho de que un
sistema algebraico semiprimo puede ser expresado como producto subdi-
recto de sistemas primos, permitiendo asi reducir cuestiones sobre sistemas
semiprimos a las correspondientes para sistemas primos.

4.15 COROLARIO.  El reticulo (Z(A),*) de los ideales de un sistema
algebraico semiprimo A es fuertemente semiprimo y por tanto A es un pro-
ducto subdirecto de sistemas algebraicos primos.

DEMOSTRACION:  Claramente Z(A) satisface (4.3). Veamos que para
todo 0 # 1 € Z(A) existe 0 # K € Z(A) tal que K < I. Sea 0 #xz €1y
consideremos K el ideal de A generado por x. Sea {I,} una cadena tal que
I C\/I,. En particular z = x4, + -+ 4, con Tay, € 1oy, J=1,---,m,
y entonces K C \/7_, Ia,,, luego K < I. Por tanto Z(A) satisface las
hipétesis de (4.13), por lo que es fuertemente semiprimo. El resto se sigue
por un argumento estandar. m

Se conocen distintas versiones de (4.15) para casos particulares, por
ejemplo, para &lgebras alternativas [108], para algebras de Jordan [99] o
para sistemas triples de Jordan [80]. Es natural preguntarse si para un
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sistema algebraico-topoldégico semiprimo A se tiene que la interseccion de los
ideales cerrados primos es cero. Parece que la respuesta a esta cuestion es
desconocida incluso si A es un &dlgebra de Banach conmutativa, aunque se
han dado algunas respuestas afirmativas para casos particulares [98].

Nuestro siguiente objetivo es estudiar los elementos primos en reticulos
seudo-complementados semiprimos.

4.16 LEMA. Sea L un reticulo seudo-complementado con un producto
compatible, y sea © € L tal que x+ # 1. Entonces x* es primo si, y sdlo si,

es anulador mazimal. En este caso, - es primo minimal.

DEMOSTRACION:  Supongamos primero que - # 1 es primo. Si
xzt <yt paraalginy € L, se tiene por la primidad de z+ que 0 = yy* < z+

implica y < ' o y+ < zt. Si se da lo primero, y < z* < y* implica y = 0,

1 1

= y+. Luego z* es anulador

€1

y entonces y— = 1; si se da lo segundo, x
maximal. Reciprocamente, supongamos que x— es anulador maximal, y sean
a,b € L tales que ab < z1. Entonces, por (4.1(1)) y (4.1(2)),

(4.16.1) a(bz) < (ab) ANx = 0.

Por otro lado, bz < x implica 2+ < (bz)* y entonces, por la maximal-
idad de z+, x+ = (bz)* o (bz)t = 1. Si se da lo primero, z+ = (bz)+
implica por (4.16.1) que a < z; si se da lo segundo, (bx): = 1 implica
br < (bz)tt =1+ =0, luego b < z*. Por tanto 1 es primo.

Finalmente, supongamos que x~ satisface las condiciones equivalentes
de arriba, y sea p un elemento primo tal que p < z*. Como antes, 0 =
zzt < p implica z < p o 2+ < p. En el primer caso, z = 0 lo que es una
contradiccién porque z1 # 1. Por tanto - < p, lo que prueba que z es

primo minimal. =

La siguiente proposicién, que generaliza un conocido resultado para el
reticulo de los ideales de anillos semiprimos (ver [66, 11.41]), proporciona
una manera de producir elementos primos a partir de elementos uniformes.
Nétese que ademds completa el enunciado de (3.1).

4.17 PROPOSICION.  Sea L un reticulo seudo-complementado con un
producto compatible. Para un elemento no nulo uw € L, las siguientes condi-
ctones son equivalentes,
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1

(i) u— es anulador mazimal,

)
(ii) ut es primo minimal,
)
)

(iii) ut es primo,

(iv) u es uniforme.

DEMOSTRACION: (i) = (ii) se sigue de (4.16), y (ii) = (iii) es trivial.
Finalmente, (iii) = (iv) y (iv) = (i) se siguen de (3.1(2)) y (4.16). =

4.18 COROLARIO. Sea L un reticulo seudo-complementado completo
con un producto compatible. Si L satisface las condiciones equivalentes de
(3.4), entonces L es fuertemente semiprimo. En particular, esto es cierto si
L tiene dimension de Goldie finita.

DEMOSTRACION:  Por (2.1(5)), Auzr = (Vus)t = 0, donde u, se
mueve dentro del conjunto de los elementos uniformes maximales de L; pero
cada uZ es primo por (4.17). La tltima parte se sigue de (3.10). m

5. Extension de un teorema de descomposicion de Yood a reti-
culos seudo-complementados.

Culminaremos este primer capitulo con un importante teorema de es-
tructura para reticulos, que es la extensién natural (y, en nuestra opinién, la
mas general posible) de un teorema de Yood para anillos topolégicos. Para
destacar la importancia de este teorema, recogeremos algunos teoremas de
estructura para algebras completas normadas no necesariamente asociativas.

—Un anillo topoldgico R se dice que es descomponible si es la clausura
de la suma directa de sus ideales cerrados minimales (cada uno de los cuales
es, en este caso, topolégicamente simple).

B. Yood probé [103, 2.6] que R es descomponible si, y sélo si, la inter-
seccién de sus ideales cerrados primos es cero y todo ideal cerrado propio
de R tiene anulador no nulo. Como consecuencia de este resultado, pudo
refinar algunos teoremas estdndar de descomposicién (ver [17], [97] y [101]).
Posteriormente, A. Fernandez y A. Rodriguez [42] consideraron esta cuestién
de descomponibilidad en el contexto de las algebras completas normadas no
necesariamente asociativas. En términos reticulares, un &algebra completa
normada no asociativa es descomponible si, y solo si, el reticulo completo de
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sus ideales cerrados es fuertemente semiprimo y anulador. Este enfoque per-
mitié a los autores de [42] dar versiones no asociativas del teorema de Yood,
obteniendo teoremas de descomposiciéon para algebras normadas completas
alternativas y de Jordan, y una nueva prueba de un teorema de estructura
para H*-dlgebras no asociativas que habia sido previamente probado en [24,
Th. 1]. Del punto de vista adoptado en [42], cabe esperar que pueda obte-
nerse una versién puramente reticular del teorema de Yood, ese es el obje-
tivo de esta seccién. La clave estd en producir &tomos a partir de elementos
primos.

5.1 LEMA. Sea L un reticulo anulador semiprimo. Entonces un
elemento ¢ # 1 es primo si, y sélo si, c = a* para algin dtomo a € L.

DEMOSTRACION: Sea ¢ # 1 primo. De hecho, se tiene que c¢ es un
codtomo, esto es, si ¢ < x implica c =z 6 x = 1, para x € L. En efecto, sea
z € L tal que ¢ < z. Entonces < ¢ 6 - < ¢. Si se da lo primero, entonces
x = ¢, mientras que si - < ¢ < z, entonces £~ = 0 y como L es anulador,
se tendria que z = 1. Luego ¢ es un coatomo.

Veamos que a := (c)? es un atomo. Nétese que a # 0 por ser L
semiprimo. Sea z < a < ¢*. Entonces se tiene que cVz =cécVz =1. Si
se da lo primero, entonces x < ¢ A ¢t = 0 y se tendria que = 0; mientras

que si ¢V z = 1, entonces por (4.1(1)), (4.1(2)) y (4.1(3)), se tiene que

a=(c")?<ctl=ct(cvz)<u,

de donde se a = z y por tanto a = (c)? es un dtomo.

Por otro lado, como ¢ # 1, se tiene que ¢+ # 0, luego ¢ < ¢+ # 1,
lo que implica, por ser ¢ un codtomo, que ¢ = ¢+ y de aqui, por ser a un

dtomo, se sigue de (4.7(1)) que at = ((¢c)?)t =ctt =c

Para el reciproco, sea ¢ = a® # 1 para un cierto 4tomo a € L. El
elemento a es claramente uniforme por ser un dtomo. Por (3.1(2)), se tiene

que a’ es maximal entre todos los anuladores z+, con 0 # x € L. Veamos

que a* es primo. Sean z,y € L tales que xy < a*. Entonces, por (4.1(1)) v

(4.1(2)), se tiene que
(5.1.1) z(ya) < (zy) ANa < at ANa=0,
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y por la maximalidad de at, dado que ya < a = a < (ya)=, se tiene que
o bien a* = (ya)* o (ya)* = 1. En el primer caso, por (5.1.1) se tendria
que z < at, mientras que si (ya)- = 1, entonces ya < (ya)*t =1+ =0, de
donde y < at. Luego a* es primo. m

5.2 TEOREMA. Para un reticulo completo L, las siguientes condiciones
son equivalentes,

(i) L es seudo-complementado y el mayor elemento 1 es el supremo de los
datomos de L,

(ii) L es anulador y atémico,

(iii) L es anulador y se puede definir un producto sobre él para el cual sea
fuertemente semiprimo.

DEMOSTRACION: (i) = (ii) se sigue de (2.4) y (ii) = (iii) se sigue de
(4.14). (iii) = (i). Se sigue de (2.1(5)) y de (5.1) que 0 = Aa," = (\V 4)+,
donde A = {an} es el conjunto de los dtomos de L. Como L es anulador,
entonces se tiene que 1 =\/ A. =
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Capitulo II.

CONDICIONES DE FINITUD EN
ALGEBRAS ASOCIATIVAS

Asociado a cada elemento a de un algebra asociativa A, existe un algebra
Aq, también asociativa, llamada el algebra local de A en a. Como veremos
en los préximos capitulos, esta nocién no es exclusiva de las dlgebras aso-
ciativas, las algebras locales en elementos se definen en general para todo
sistema algebraico de los descritos en el Capitulo I. En este capitulo estu-
diaremos ciertas condiciones de finitud de un algebra asociativa, tales como
tener zécalo no nulo, o satisfacer las condiciones de cadena sobre los anu-
ladores de elementos, en términos de sus algebras locales. También se dara
un enfoque local a los teoremas de Martindale y Amitsur sobre anillos pri-
mos y primitivos, respectivamente, satisfaciendo una identidad polinémica
generalizada.
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1. Las algebras locales de un algebra asociativa. Elementos ar-
tinianos.

La nocién de algebra local asociada a un elemento de un sistema al-
gebraico constituirda una herramienta fundamental para resolver diferentes
cuestiones a lo largo de toda esta memoria. En este capitulo centraremos
nuestra atencién en las dlgebras locales de un algebra asociativa. En particu-
lar, en esta primera seccién recordaremos algunos resultados generales sobre
ellas, que son, en su mayoria, bien conocidos. Por otro lado, introduciremos
la nocién de conjunto denso y demostraremos que un algebra semiprima
tiene zocalo esencial si, y sélo si, posee un subconjunto denso de elementos
artinianos. Para finalizar veremos que el algebra local en un elemento de
rango finito de un algebra prima con zdcalo se representa como un algebra
de matrices sobre un algebra de division.

—Dada un algebra asociativa A y a € A, el dlgebra homdtopa de A en
a, denotada A(®) | es el dlgebra asociativa definida por la misma estructura
lineal que A pero con el nuevo producto .,y = xay, para todos x,y € A.
El conjunto
kera(a) = {z € A: azxa =0}

es un ideal de A(®) y se define el dlgebra local de A en a, denotada A,, como
el algebra factor
A, = A(a)/kerA(a).

Escribiremos z — T para denotar la proyeccién canénica de A(® sobre
A,. No es dificil comprobar que la localizaciéon en elementos es transitiva,
esto es,

(Aa)g = Aaba

para todos a,b € A.

En todo lo que sigue, a menos que se especifique lo contrario, A deno-
tard un &lgebra asociativa (no necesariamente unitaria) sobre un anillo de
escalares arbitrario ®. Para definiciones y propiedades elementales, adopta-
mos como referencias generales los libros [59], [66], y [67].

Tomando prestadas nociones de la teoria de Jordan, un ®-submédulo 1
de A se dice que es un ideal interno si x Az C I para todo x € I. Claramente,
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todo ideal por la izquierda o por la derecha es interno y la interseccion de
ideales internos es también interno. Todo elemento a € A define dos ideales
internos: [a] := ada, y (a) := ®a + aAa, que no necesariamente coinciden,
de hecho, [a] = (a) si, y s6lo si, a es regular von Neumann.

1.1 PROPOSICION. [44, 1.2] Si a = aba es reqular von Neumann, en-
tonces A, es isomorfa al dlgebra de los endomorfismos Enda(aA), y por
tanto A, es unitaria con b como el elemento unidad. En particular, si
a = e es un idempotente de A, entonces A. mo es mds que el corner eAe.
Reciprocamente, si A es semiprima y A, unitaria, entonces a es reqular von
Neumann con a = aba, donde b es el elemento unidad de A,.

Ademas, existe un isomorfismo entre el reticulo de los ideales internos
de A, y el de los ideales internos de A contenidos en aAa, a saber,

1.2 PROPOSICION. Dado a € A, la aplicacién ¢ : A, — A, T — aza,
es un monomorfismo de ®-mddulos satisfaciendo

(1) o(T0TV-aZ) = ¢@)yp(Z), para todos x,y,z € A.
(2) T+ o(I) es un isomorfismo del reticulo de los ideales internos de A,

sobre el de los ideales internos de A contenidos en aAa

DEMOSTRACION:  Que la aplicacién ¢ estd bien definida, es un iso-
morfismo de ®-médulos de A, sobre aAa, y que satisface la identidad (1) es
claro.

(2). Usando la identidad (1) en la “forma Jordan” U,y = ¢(Uz¥),
obtenemos que ¢(I) es un ideal interno de A para todo ideal interno I de
A,, claramente contenido en aAa. Reciprocamente, todo ideal interno I de
A contenido en aAa es la imagen ¢(T) de un tinico ideal interno I de A,. =

Recordemos que el ideal singular por la izquierda de A, que se denota
por Z;(A), consiste en

Zi(A) = {z € A: lany(z) esunideal porlaizquierdaesencial de A},

y A se dice que es no singular por la izquierda si Z;(A) = 0. De forma
analoga se define el ideal singular por la derecha Z,(A) de A y se dice que A
es no singular por la derecha si Z,(A) = 0.
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1.3 [44, 1.4(ii)] Si A es semiprima y a € A, entonces se tiene que

Zi(A) C Zi(Aq).

Las propiedades de un algebra asociativa son heredadas por sus locales
y viceversa, hecho que constituye una extension natural del proceso de paso
de informacién de un dlgebra A al corner eAe y vuelta [93, p. 215]. Como ve-
remos, algunas veces, para asegurar que A satisface una cierta propiedad, es
suficiente con que algunas (no necesariamente todas) de las dlgebras locales
de A la satisfagan.

—Un subconjunto no vacio X C A se dice que es denso si para todo ideal
no nulo I de A, existe un elemento x € X que no pertenece al anulador de I.
Un ejemplo significativo de subconjunto denso viene dado por E = {e, 1 —e},
donde e es un idempotente en un algebra unitaria A. Otro ejemplo de
conjunto denso es el determinado por cada elemento no nulo de un algebra
prima A: todo subconjunto {z}, 0 # = € A, es denso puesto que todo ideal
no nulo tiene anulador nulo.

Dada P una propiedad concreta de las algebras asociativas (tal como
semiprimidad, primidad, etc.), diremos que un elemento a € A es P si el
algebra local A, satisface la propiedad P y que A es localmente P si todos
sus elementos no nulos son P. Por otro lado, el dlgebra A se dira que es débil
localmente P si todo elemento de X es P, donde X es un subconjunto denso

de A.

Con esta terminologia, [93, Prop. 2.7.14] puede ser enunciado como
sigue: un anillo semiprimitivo R es artiniano si, y sélo si, es débil localmente
artiniano relativo al subconjunto denso E = {e,1 — e}.

1.4 PROPOSICION. Sea 0 # a € A.

(1) Si A es (semi)prima, semiprimitiva, primitiva por la izquierda (derecha)
o simple, entonces A, es (semi)prima, semiprimitiva, primitiva por la
izquierda (derecha) o simple, respectivamente,

(2) si A es semiprima y no singular por la izquierda (derecha), entonces A,
no singular por la izquierda (derecha),

(3) si a es regular von Neumann y A es artiniana (noetheriana) por la
izquierda, entonces A, es artiniana (noetheriana) por la izquierda.
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Reciprocamente,
(4) si A es semiprima y localmente prima, entonces A es prima,

(5) si A es semiprima y débil localmente semiprimitiva o débil localmente
no singular por la izquierda (derecha), entonces A es semiprimitiva o
no singular por la izquierda (derecha), respectivamente,

(6) si A es prima y A, es primitiva por la izquierda (derecha) para algin
0# a € A, entonces A es primitiva por la izquierda (derecha).

DEMOSTRACION: (1), (2), (4) y (6) son bien conocidos [44, 1.9].

(3). Sean L1, L, ideales por la izquierda de A, tales que L; estd estricta-
mente contenido en Lo. Siempre podemos tomar ker(a) C L; estrictamente
contenido en Lo, donde los L; son ideales por la izquierda de A(®). En-
tonces el ideal por la izquierda Aal, de A estd estrictamente contenido en
el ideal por la izquierda AalLs de A. Puesto que si Aal; = AalLs, entonces
Ag-qL1 = Ao Loy de aqui Ly = Ly, dado que A, es unitaria por (1.1). De
donde se sigue que si A es artiniana (noetheriana) por la izquierda, entonces
A, es artiniana (noetheriana) por la izquierda.

(5). Supongamos que A es semiprima y débil localmente no singular por
la izquierda, con respecto al conjunto denso X C A. Por (1.3), para cada
x € X se tiene que m C Zi(A,); pero A, es no singular por la izquierda,
luego xZ;(A)xz = 0y por tanto x € an4(Z;(A)), lo que implica que Z;(A) =0
por la densidad de X. El mismo argumento sirve para el caso en que A sea
semiprima y débil localmente semiprimitiva. |

Recordemos que el zécalo de un dlgebra asociativa semiprima A se define
como la suma de sus ideales por la derecha minimales, que coincide con la
suma de los ideales por la izquierda minimales de A. Es bien conocido [59,
p. 65] que un ideal por la izquierda, respectivamente por la derecha, de un
algebra semiprima es minimal si, y sélo si, estd generado por un idempotente
de division, esto es, un idempotente e tal que eAe es un algebra de division.
Por (1.1) se tiene que e es de divisidn si, y sélo si, el dlgebra local en e es de
division, donde recordemos la siguiente caracterizacion.

1.5 PROPOSICION. A es un dlgebra de division si, y solo si, es
semiprima y no posee ideales internos no triviales.
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DEMOSTRACION: Claramente, si A es un dlgebra de divisién, se tiene
que A es semiprima y no posee ideales internos no triviales. Reciprocamente,
supongamos que A es semiprima y no posee ideales internos no triviales.
Entonces, para cada elemento no nulo x en A y cualquier y € A, existe
a € A tal que xaxr = y. Esto prueba que el semigrupo multiplicativo de los
elementos no nulos de A es de hecho un grupo, esto es, A es un algebra de
divisién. =

Veamos que la caracterizacion local de los elementos que generan ideales
por la derecha minimales en un algebra semiprima no es exclusiva de los
idempotentes.

1.6 PROPOSICION. Para todo elemento no nulo u de un dlgebra
semiprima A, las siguientes condiciones son equivalentes,

(i) uA es un ideal por la derecha minimal,
(ii) A, es un dlgebra de division,
(iii)) wAu es un ideal interno minimal.

DEMOSTRACION: (i) = (ii). Sea uA = eA para un idempotente de
divisién e € A. Entonces u es regular von Neumann: e = ux para algin
x € Ay (u—eu)A = 0, de donde u = eu = wzu. Luego, por (1.1),
Ay = Enda(uA) que es un algebra de divisién por el lema de Schur [66, p.
35).

(ii) < (iii). Se sigue de la correspondencia que existe entre los ideales
internos de A, y los ideales internos de A contenidos en uAu (1.2(2)), y la
caracterizacién de las dlgebras de divisién (1.5).

(ii) = (i). Dado que A, es unitaria, u es regular von Neumann por
(1.1). Ahora, para todo 0 # = = ua € uA, zAz # 0 por la semiprimidad
de A y entonces uabu # 0 para algin b € A; pero u € uAu = (xbu)A(uabu)
por la minimalidad de uAu, luego uA = A y de aqui uA es un ideal por la
derecha minimal. =

—Un elemento no nulo u € A se dice que es de division si satisface
las condiciones equivalentes de (1.6). Se tiene entonces que el z6calo de un
algebra semiprima es la expansion lineal de sus elementos de divisién, equi-
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valentemente, la suma de sus ideales internos minimales. Esta descripcion
del zocalo permite obtener la siguiente caracterizacion local de sus elementos.

1.7 PROPOSICION. Sea A un dlgebra semiprima. Entonces, a € A estd
en el zocalo de A si, y solo si, A, es artiniana. Por tanto, A coincide con
su zocalo si, y solo si, es localmente artiniana.

DEMOSTRACION: Supongamos que A, es artiniana, equivalentemente,
unitaria y coincide con su zécalo, y sea b el elemento unidad de A,. Entonces
b=71+...+Tp, donde T; € I; para cada 1 < i < n, y donde los I; son
ideales internos minimales de A,. Por (1.2(2)), se tiene que a = aba =
aria + ...+ axnpa € alia+ ...+ al,a, donde los al;a son ideales internos
minimales de A, de donde se sigue que a € Zoc(A).

Reciprocamente, sea a € Zoc(A). Por la regularidad de los elementos del
zbcalo, podemos suponer que a = aba con b € Zoc(A). Escribimos entonces
a = aba = axria + ...+ axr,a, donde x; € I; para ciertos ideales internos
minimales I; de A. Entonces se tiene que b =T + ... + Ty, € Zoc(A,), con
b siendo la unidad de A, (1.1). Por tanto, A, es unitaria y coincide con su
z6calo, equivalentemente, A, es artiniana. m

A continuacién damos una caracterizacién local de las algebras semipri-
mas con zocalo esencial.

1.8 TEOREMA. Un dlgebra semiprima A posee zocalo esencial, equiva-
lentemente, ana(Zoc(A)) = 0, si, y solo si, A es débil localmente artiniana.

DEMOSTRACION:  Si A tiene zécalo esencial, entonces Zoc(A) es clara-
mente un subconjunto denso y para cada z € Zoc(A), A, es artiniana (1.7),
luego A es débil localmente artiniana.

Reciprocamente, supongamos que A contiene un subconjunto denso X
tal que A, es artiniana para cadax € X. Sea I :=any4(Zoc(A)). SiI fuerano
nulo, existirfan € X ey € I tales que xyx # 0; pero entonces Agy, = (Az)y
serfa artiniana (1.4(3)) y (1.7), luego, zyz € Zoc(A)N ans(Zoc(A)) = 0, que
es una contradiccién. Por tanto ang(Zoc(A)) =0. m

Como consecuencia de un resultado en términos reticulares (ver 1.(3.2)),
un algebra semiprima tiene zdcalo esencial si, y sélo si, es un producto sub-
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directo esencial de algebras primas con zdcalo no nulo,

P Zoc(A) <A < [](Aq).

1.9 Por otro lado [57, 1.2.1] y [15, 4.3.8], un &lgebra A es prima con
zocalo no nulo si, y sdlo si, es, salvo isomorfismo, una subalgebra

0# Fy(X) <A < Ly(X)

de operadores lineales y continuos conteniendo a los operadores de rango
finito, con respecto a un par de espacios vectoriales duales (X,Y’) sobre un
algebra de divisién A. De hecho, el par se puede construir a partir de un
idempotente de divisién e: A =eAe, X =eAeY = Ae, con < z,y >= xy
[59, p. 77].

Por el teorema de Wedderburn Artin [59, p. 40], toda dlgebra semisim-
ple (semiprima y artiniana) B es isomorfa a M,,, (A1)®...®M,, (A,), donde
n;, A;, 1 =1,...,r, estdn determinados de forma tunica, y n =ny + ...+ n,
es la capacidad de B, que coincide con el nimero de idempotentes e; ortogo-
nales de division tales que 1 = e; + ... + e,. Este hecho nos permite dar
una definicién intrinseca del rango de un elemento semisimple, esto es, por
(1.7), de un elemento del z6calo de un algebra semiprima.

—Sea A un &lgebra semiprima y a € Zoc(A). El rango de a se define
como la capacidad del dlgebra local A,, esto es,

rank(a) = capacidad(Ay).

1.10 PROPOSICION.  Sea A un dlgebra prima con zécalo no nulo S

y dlgebra de division asociada A. Si a € S tiene rango n, entonces A, =
M, (A).

DEMOSTRACION: Dado que a € S es regular von Neumann, se tiene
que A, = S, y de aqui que es un algebra simple y artiniana de capacidad
n. Sea aS = e 1SP...Pe,S, donde los e; son idempotentes de divisién.
Entonces, por (1.1), S, 2 Endg(aS) = Endg(e1 5@ ... ®e,S) XM, (A). m
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2. Elementos casi noetherianos.

En la seccién anterior, vimos que los elementos de un algebra semiprima
A que generan ideales por la derecha minimales son aquellos a € A para los
que A, es un algebra de division. En esta seccion caracterizaremos aquellos
elementos a € A para los que A, es un dominio, obteniendo como conse-
cuencia inmediata un importante resultado clasico sobre anillos. Al igual
que un algebra prima que posea elementos de division se representa como
un algebra de operadores lineales y continuos (1.9), veremos que un dlgebra
prima que contenga un elemento cuya local sea un dominio también se puede
representar como una subalgebra de operadores lineales y continuos, pero en
este caso, con respecto a un par de médulos libres de torsién duales sobre
un dominio, nocién que sera introducida en esta seccién. Finalmente, ca-
racterizaremos los elementos cuyas locales son un dominio de Ore por algin

lado.

2.1 TEOREMA. Sea A un dlgebra semiprima. Para un elemento no
nulo u € A, las siguientes condiciones son equivalentes,

(1) lang(ua) =lang(u) siempre que ua # 0,
(ii) A, es un dominio,
(iii) rang(au) =rang(u) siempre que au # 0.

DEMOSTRACION:  Por la simetria de la condicién (ii), s6lo tenemos
que probar las implicaciones (i) = (ii) y (ii) = (iii). N6tese ademds que las
inclusiones lan4 (u) C lang(ua) y rang(u) C rana(au) se dan en general.

(i) = (ii). Sea T+, ¥ = 0 con T # 0. Entonces uzu # 0y ux € lan (uyu).
Si 7 # 0, entonces lan s (uyu) = lan4(u) lo que conduce a una contradiccién,
dado que uz ¢ lan 4 (u).

(ii) = (iii). Supongamos que rany(u) # rana(au) para algin au # 0.
Sea x € A tal que auxr = 0 pero ux # 0. Por la semiprimidad de A, existen
b,c € A tales que ubau # 0 y uzcu # 0. Entonces ba, T¢ son elementos no
nulos de A, con ba -, T¢ = b(auz)c = 0. =

—Un elemento no nulo u € A se dice que es seudo-uniforme o entero si
satisface las condiciones equivalentes de (2.1).
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Ntese que las condiciones (i) y (iii) de (2.1) son equivalentes en general.
Por otro lado, un algebra que satisfaga la CCA sobre los anuladores por
la izquierda de elementos tiene elementos seudo-uniformes en abundancia,
puesto que cada ideal por la izquierda no nulo contiene uno. Este hecho,
junto con (2.1), nos permite obtener un importante resultado clasico sobre
teoria de anillos.

2.2 PROPOSICION.  Si A es semiprima y satisface la CCA sobre los
anuladores por la izquierda de elementos, en particular si A es noetheriana,
entonces A no posee ideales por la izquierda ni por la derecha no nulos que
sean nil.

DEMOSTRACION: Notese que si A no posee ideales por la izquierda no
nulos que sean nil, tampoco posee ideales por la derecha no nulos que sean
nil, puesto que (za)™ = 0 para un cierto n, implica que (ax)"™! = 0, para
x,a € A. Veamos entonces que A no posee ideales por la izquierda no nulos
que sean nil.

Si L # 0 es un ideal por la izquierda nil de A, tomemos 0 # u € L tal
que lan 4 (u) sea maximal en el conjunto de los lan4(x) con 0 # x € L, esto
es, u es seudo-uniforme pero A, es nil, lo cual es una contradiccion. =

El resultado (2.2) se utiliza para dar una prueba alternativa al conocido
teorema debido a J. Levitzki [66, 10.30] que establece que si R es un anillo
noetheriano por la derecha, entonces todo ideal por un lado de R que sea nil
es nilpotente, en particular los nilradicales superior e inferior coinciden y son,
de hecho, el mayor ideal por la derecha (respectivamente, por la izquierda)
nilpotente de R.

Por otro lado, los elementos seudo-uniformes juegan un papel muy im-
portante en algunas de las recientes extensiones de los teoremas de Goldie
[34], debido principalmente al hecho de que los elementos seudo-uniformes
generan ideales uniformes [34, 5.3] y por tanto proporcionan descomposi-
ciones subdirectas esenciales del &lgebra. Nuestro siguiente objetivo es el
de obtener una representacion de las algebras primas con elementos seudo-
uniformes, para ello, necesitamos introducir algunas definiciones.

—Diremos que (M, N) es un par de D-mddulos (libres de torsion) duales
sobre un (dominio) D si M es un mddulo por la izquierda libre de torsién
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sobre D, N es un médulo por la derecha libre de torsiéon sobre D y <, >:
M x N — D es una forma bilineal no degenerada. En este caso, un operador
lineal a : M — M se dice que es continuo (con respecto al par dual (M, N))
si existe un operador lineal (necesariamente tinico) a* : N — N tal que
< za,y >=< z,aly >, para todos z € M,y € N. Nétese que escribimos
las aplicaciones de un médulo por la izquierda a la derecha (componiéndolas
entonces de izquierda a derecha) y las aplicaciones de un moédulo por la
derecha a la izquierda (componiéndolas de derecha a izquierda).

El conjunto Ly (M) de los operadores lineales y continuos con respecto
al par dual (M, N) es un algebra asociativa prima que contiene al ideal
N ®p M (que hace las veces del ideal de los operadores lineales y continuos
de rango finito) que consiste en la expansién lineal de los elementos y ® z,
donde y ® x es el operador de £ (M) definido por z/'(y @ ) =< 2/, y > x
para todo 2’ € M, con adjunto (y ® )by =y < =,y >.

2.3 TEOREMA.

(1) Si A es prima y u € A es un elemento seudo-uniforme, entonces se
puede construir un par (M, N) de mdédulos duales sobre el dominio A,
de manera que A puede verse como una subdlgebra de Ly (M) que con-
tiene a N @p M.

(2) Reciprocamente, toda subdlgebra A de Ln(M) que contenga a N @ p M
es prima y posee un elemento seudo-uniforme.

DEMOSTRACION: (1). Si A es primay u € A es seudo-uniforme, témese
el dominio D := A,, M := uA con la accién por la izquierda sobre A, dada
por @-ux = uaux, N := Au con yu-a = yuau, y definase <,>: M x N — D
como < ux,yu >= Ty, para todos ux € M, yu € N,a € A,. Claramente
(M, N) es un par de médulos duales sobre A,,.

La aplicacién A — Ly (M) dada por a — p,, donde zp, = za, para
todo x € M, es claramente un monomorfismo y dado que yu ® ur = pyuq
para todos z,y € A, se tiene que N ® p M = AuA C A.

(2). Sean a,b € A tales que aAb = 0 y supongamos que b # 0, esto es,
xb # 0 para algtin z € M. Para todo y € N se tiene que afy ® zb = a(y ®
x)b = 0, por lo que < M, aly > xb = 0, lo que implica que < M, aly >= 0
porque M es libre de torsién, y entonces afy = 0 por la no degenerancia de
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<,>. Dado que y € N es arbitrario, a® = 0, y entonces a = 0. Luego, A es
prima. Veamos que © = y ® z, donde ambos x € M, y € N son no nulos, es
seudo-uniforme, i.e., lan(u) = lan(ua) para todo 0 # ua € A. Si b € lan(ua),
para 0 # ua € A, entonces 0 = bua = bfy ® za, lo que implica que bly = 0
puesto que za # 0 (porque ua # 0), entonces bu = bly@z =0y deaquibe
lan(u). m

El teorema (2.3) permite apreciar el papel fundamental que juegan los
elementos seudo-uniformes. De hecho, puede ser considerado como un re-
moto antecesor del teorema de Wedderburn-Artin para dlgebras simples ar-
tinianas, puesto que en el caso en que A posea zdcalo no nulo, el anillo de
division A asociado a A procede de cualquier elemento de divisién u € A,
de manera que (M, N) es de hecho un par de espacios vectoriales duales
(X,Y) sobre A := A, y obtenemos asi el teorema de estructura clasico de
las &lgebras primas con ideales por la izquierda minimales (1.9).

El motivo por el cual hemos elegido el término “seudo-uniforme” para
designar a los elementos enteros de un algebra semiprima quedard justifi-
cado estudiando elementos uniformes por un lado. De hecho, los elementos
seudo-uniformes fueron presentados en algebras de Jordan con el nombre
de elementos uniformes [33]. En todo lo que sigue, las definiciones y los
resultados se estableceran sélo por la izquierda, siendo también vélidas sus
versiones por la derecha.

—Un elemento a € A se dice que tiene dimension uniforme por la
izquierda finita, udim;(a) = n, si Aa contiene una suma directa esencial
Li®...® L, de n ideales por la izquierda uniformes no nulos L; (esto es,
cada ideal por la izquierda no nulo contenido en L; es esencial) de A y toda
suma directa de ideales por la izquierda no nulos de A contenida en Aa tiene
a lo sumo n sumandos. Por [7, Prop. 1], se tiene que si A es no singular
por la izquierda, entonces el conjunto de los elementos de A que tienen
dimension uniforme por la izquierda finita es un ideal de A. Finalmente, si
udim; (a) = 1, entonces a se dice que es uniforme por la izquierda. Por otro
lado, la dimension uniforme por la izquierda de un anillo R es la dimension
uniforme de R visto como médulo por la izquierda sobre si mismo, y R se
dice que es uniforme por la izquierda si tiene dimensién uniforme por la
izquierda 1, esto es, udim,;(R) = 1.
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2.4 PROPOSICION. Sea A semiprima y a € A. Entonces
udim; (a) = udim;(A4,),

cuando se tenga que alguna de ellas es finita.

DEMOSTRACION:  Por la semiprimidad de A se tiene que todo ideal
por la izquierda no nulo L de A contenido en Aa tiene intersecciéon no nula
con aAa. Por tanto, toda suma directa € L, de ideales por la izquierda no
nulos de A contenidos en Aa da lugar a la suma directa de ideales por la
izquierda no nulos L, :={T € A, : axa € Ly} de A,.

Reciprocamente, si {£,} es una familia de ideales por la izquierda no
nulos de A, cuya suma es directa. Para cada indice «, tomemos un elemento
no nulo Iy € L. Entonces la suma de los ideales por la izquierda no nulos
Aal,a C Aa es directa. Pues, si bialia + bsalsa + ... + bpal,a = 0 con
bialia # 0, entonces, por la semiprimidad de A se tiene que axbialia # 0
para algin ¢ € A y de aqui 0 # b1 gl € L1 N 2?22 L;, lo cual es una
contradicciéon. m

Recordemos que un dominio D se dice que satisface la condicion de Ore
por la izquierda si

DanDb#0 para a,be D —{0}.

—Un dominio que satisface la condicién de Ore por la izquierda se dice
que es un dominio de Ore por la izquierda.

2.5 LEMA.  Si A es no singular por la izquierda y uniforme por la
izquierda, entonces A es un dominio de Ore por la izquierda.

DEMOSTRACION: En efecto, dado que para todo 0 # z € A se tiene
que lany(z) = 0. Pues si lang(x) # 0, por la uniformidad por la izquierda
de A, se tendria que es esencial y entonces x € Z;(A), luego x = 0 por la no
singularidad de A y por tanto A seria un dominio. La condiciéon de Ore se
sigue de la uniformidad de A. =

2.6 PROPOSICION.  Sea A semiprima y no singular por la izquierda.
Entonces u € A es uniforme por la izquierda si, y solo si, es un elemento de
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Ore por la izquierda, esto es, A, es un dominio de Ore por la izquierda. En
particular, los elementos uniformes por la izquierda en dlgebras semiprimas
no singulares por la izquierda son seudo-uniformes.

DEMOSTRACION: La suficiencia de la condicién se sigue directamente
de (2.4), sin necesidad de pedir no singularidad. Por otro lado, sea u € A
uniforme por la izquierda. Entonces A, es uniforme por la izquierda de nuevo
por (2.4), y no singular por la izquierda por la herencia de la no singularidad
de A (1.4(2)). Por tanto A, es un dominio de Ore por la izquierda por (2.5),
y u es seudo-uniforme por (2.1). m

Nétese que para todo elemento no nulo u del zécalo de un &lgebra
semiprima A, las siguientes condiciones son equivalentes: (i) u es seudo-
uniforme, (ii) u es uniforme por la izquierda y (iii) u es un elemento de
division.

3. Teoremas de Goldie locales.

El resultado principal de esta seccion es la caracterizacion de las algebras
primas que poseen elementos de Goldie por la izquierda, equivalentemente
las algebras primas que poseen elementos de Ore por la izquierda. Este
resultado, junto con (2.3), permitird describir las dlgebras semiprimas con-
teniendo un conjunto denso de elementos de Goldie por la izquierda o un
conjunto denso de elementos enteros, respectivamente. Comenzamos recor-
dando las nociones que apareceran en esta seccion.

—Un anillo R se dice que es de Goldie por la izquierda si tiene dimensién
uniforme por la izquierda finita y satisface CCA para los anuladores por la
izquierda. Si R es semiprimo, entonces R es de Goldie por la izquierda
sii tiene dimension uniforme por la izquierda finita y es no singular por la
izquierda [51, 3.32].

Recordemos ademas que una subalgebra A de un algebra asociativa y
unitaria @ se dice que es un orden (cldsico) por la izquierda en @ si

(1) Reg(4) € Inv(Q), ¥
(2) paracada g€ Q, ¢ =u" 'z,
para ciertos z € A, u € Reg(A). El teorema de Goldie [51, 3.35] establece

que
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3.1 R es semiprimo y de Goldie por la izquierda si, y sélo si, es un
orden por la izquierda en un anillo semiprimo y artiniano (). Ademas, R es
primo sii @ es simple.

En 1990, J. Fountain y V. Gould introducen una nocién de orden, lla-
mados “Fountain-Gould”, en anillos que no son necesariamente unitarios y
caracterizan los érdenes bildteros en anillos semiprimos que coinciden con
su zécalo (posteriormente, P.N. Anh y L. Marki extienden este resultado a
érdenes por un lado).

—Un elemento a en un algebra A se dice que es de cuadrado cancelable
por la derecha si
za’=0=za=0

para x € A’ (la unitizada de A). Andlogamente, a es de cuadrado cancelable
por la izquierda si a?
por la izquierda y por la derecha, entonces a se dice simplemente que es de
cuadrado cancelable.

x=0= ax = 0. Si a es ambos, de cuadrado cancelable

Denotemos por LocInv(A) al conjunto de los elementos a € A que son
localmente inversibles en el sentido de que existe un idempotente e € A
tal que a es inversible en el anillo unitario eAe. Entonces, el inverso local
a” € eAe de a es precisamente el inverso de grupo de a, y viene caracterizado
por las siguientes condiciones,

aa” =a”a, a=ad’a, o =a"aa”.

El idempotente e es también tnico, e = aa™ = a”a. Ademas, a es
localmente inversible si, y sélo si, a € a?Aa® (véase [41]). Entonces, si
a € A es localmente inversible en algin algebra Q D A, se tiene que a es de
cuadrado cancelable en A.

3.2 Sia € A es de cuadrado cancelable, entonces A,z es isomorfa a la
subalgebra aAa, via la aplicacién A,2 — aAa, T — axa.

—Una subalgebra A de un algebra @) se dice que es un orden Fountain-
Gould por la 1zquierda en @) si

(1) todo elemento de cuadrado cancelable en A es localmente inversible en

Q,y
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(2) para todo q € @, se tiene que g = afb donde a,b € Ay a es localmente
inversible en Q.

Se dice que A es un orden Fountain-Gould por la izquierda débil en @)
cuando la condicién (2) de arriba se satisface. Por otro lado, se dice que
un algebra no singular por la izquierda A es un orden Anh-Mdrki por la
izquierda en @ si el ideal I;(A) de los elementos de A que tienen dimensién
uniforme por la izquierda finita es un orden Fountain-Gould por la izquierda

en Zoc(Q).

Dado que toda algebra semiprima que coincide con su zécalo satisface la
CCD sobre los ideales por la izquierda principales (hecho que puede deducirse
de (1.7)), se sigue de [47, Prop. 2.6] el siguiente resultado.

3.3 Todo orden Fountain-Gould por la izquierda débil en un algebra
semiprima @ que coincida con su zécalo es de hecho un orden Fountain-Gould
por la izquierda en Q.

3.4 TEOREMA. Para un dlgebra A, las siguientes condiciones son
equivalentes,

(i) A es prima y contiene un elemento de Goldie por la izquierda no nulo,
(ii) A es prima y contiene un elemento de Ore por la izquierda,

(iii) A es isomorfa a una subdlgebra de Ly (M) que contiene a N @p M,
donde (M, N) es un par de médulos duales sobre el dominio de Ore por
la izquierda D,

(iv) A es un orden Anh-Mdrki por la izquierda en un dlgebra prima ) con
zocalo no nulo. En este caso, el dlgebra de division A asociada a Q) es
isomorfa al dlgebra de fracciones del dominio de Ore por la izquierda
Ay, donde u es cualquier elemento uniforme por la izquierda de A,

(v) A es prima, no singular por la izquierda y contiene un elemento uni-
forme por la izquierda.

En particular, A es un orden Fountain-Gould por la izquierda en un
dlgebra simple QQ que coincide con su zdcalo si, y solo si, A es prima, no sin-
gular por la izquierda y cada uno de sus elementos tiene dimension uniforme
por la izquierda finita.
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DEMOSTRACION: (i) = (ii). Sea a € A un elemento de Goldie por la
izquierda no nulo. Entonces A, es un algebra de Goldie por la izquierda y por
tanto contiene un elemento w uniforme por la izquierda. Por la transitividad
de la localizacién y (2.6) se tiene que Aguq = (Aq)z es un dominio de Ore
por la izquierda, luego aua € A es un elemento de Ore por la izquierda.

(ii) = (iii). Sea A prima con un elemento de Ore por la izquierda w.
Por (2.3(1)), existe un par (M, N) de mddulos duales sobre el dominio de
Ore por la izquierda D := A, tal que N ®p M <A < Ly(M).

(iii) = (iv). Por (2.3(2)) y (1.4(5)) A es prima y no singular. Ademads,
todo operador de rango uno u = n ® m es uniforme por la izquierda en A: si
au = a*n®m y bu = b'n ® m son no nulos para a,b € A, témese x1, x5 € M
tales que < x1,afn >=a # 0y < x9,bfn >= 3 # 0. Por la condicién de
Ore por la izquierda, existen A\, u € D tales que Aa = uf # 0. Entonces
para todo y € N no nulo tenemos

(y @ Az1)au =y @ dam =y @ ufm = (y @ uxs)bu # 0,

lo que prueba que udim;(Au) = 1, esto es, u es uniforme por la izquierda. En
este punto de la demostracién, podriamos apelar a [7, Th. 1] para concluir
que A es una subalgebra de un algebra prima @ con zécalo no nulo tal que
el ideal I;(A) es un orden Fountain-Gould por la izquierda en Zoc(Q). Sin
embargo, daremos una construccién explicita del algebra () y mostraremos
cémo I;(A) puede ser visto como un orden Fountain-Gould por la izquierda
en Zoc(Q).

Sea A el algebra de division de fracciones del dominio de Ore por la
izquierda D, y consideremos el par de espacios vectoriales duales (X, Y") sobre
A, donde X = A ®p M es la localizacién de M e Y = X es el dual de A X.
Entonces @ := Ly (X) es un élgebra prima con zécalo Fy (X) =Y ®a X, y
N®pM<A < Q. Necesitamos probar que I;(A) es un orden Fountain-Gould
por la izquierda en Zoc(Q), lo que, por (3.3) se reduce a probar que todo
q € Zoc(Q) se puede expresar como q = afb, donde a,b € I;(A) y a tiene un
inverso de grupo en Zoc(Q).

Escribamos ¢ = y1 ® al_lml + ...+ Y ® a; tm,., donde los ozi_lmi e X,
y los y; € Y son linealmente independientes. Sea {y} = 8; 'v;} (v; € M)

1
dual a {y;}, i.e., < y,,y; >= &;;. Entonces, por la condicién de Ore por
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la izquierda, existen A;,p; € D tales que B;o; 1= A 1 # 0. Tomando
a:=mn\ Q1Y) + ... +n\ ® Byl para r elementos nq,...,n, de N que
sean linealmente independientes en Y, se comprueba con un simple célculo
que ¢ = abcon b:=aq = Y 1<icr i @ uim;, donde a,b € N®p M C I;(A).
Nétese que por la unicidad de los érdenes Fountain-Gould por la izquierda
[53, Th. 5.9], si partimos de un elemento uniforme por la izquierda u € A
(2.3(1)), obtenemos que A es isomorfo al algebra de fracciones del dominio
de Ore por la izquierda A,.

(iv) = (v). Se sigue de [7, Th. 1].

(v) = (i). Se sigue de (2.6) dado que todo elemento de Ore por la
izquierda es en particular un elemento de Goldie por la izquierda. ®

Los anillos que satisfacen las condiciones equivalentes de (3.4) fueron
estudiados por S.A. Amitsur [4] en el marco de los contextos de Morita (el
papel jugado por el algebra local en un elemento de Ore en nuestro enfoque es
alli jugado por el anillo de los endomorfismos de un médulo por la izquierda
uniforme), y por P.N. Anh y L. Marki, quienes probaron la equivalencia (iv)
< (v) [7, Th. 1] y obtuvieron la caracterizacién (ii) < (v) [7, Th. 2] en
términos de la realizacién del dlgebra local en a? dada en (3.2). En particular,
los 6rdenes Fountain-Gould por la izquierda en anillos simples que coinciden
con su zécalo habfan sido previamente caracterizados por P.N. Anh y L.
Marki [5], asi como una extensién del caso bildtero [46]. Para un estudio
de los 6rdenes Fountain-Gould por la izquierda, via las dlgebras locales, nos
referimos al reciente articulo debido a M. Gémez y M. Siles [50].

Usando los resultados (2.3) y (3.4), podemos describir la estructura
de las algebras semiprimas que contienen bien un subconjunto denso de
elementos enteros o un subconjunto denso de elementos de Ore.

3.5 LEMA. Sea A semiprima e I un ideal de A que contenga un
elemento seudo-uniforme (no nulo de Goldie por la izquierda) u. Entonces
u sigue siendo seudo-uniforme (de Goldie por la izquierda) en el dlgebra
semiprima A := A/ana(I).

DEMOSTRACION: No es dificil comprobar que A es semiprima. Ahora,
si T € lan(ua) con ua # 0, entonces zua € I Nana(I) = 0 implica, por la
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seudo-uniformidad de u, que zu = 0, y por tanto zu = 0. El caso en el que
u sea de Goldie por la izquierda se sigue de [36, 6.4]. =

3.6 TEOREMA. Para un dlgebra A, las siguientes condiciones son
equivalentes,

(i) A es un producto subdirecto esencial de una familia de dlgebras primas
Ay cada una de las cuales contiene un elemento seudo-uniforme (no
nulo de Goldie por la izquierda),

(ii) A es semiprima y débil localmente entera (débil localmente de Goldie
por la izquierda).

En ambos casos, A es no singular (por la izquierda y por la derecha,).

DEMOSTRACION: Vamos a probar el caso seudo-uniforme y a saltarnos
el caso de Goldie por la izquierda cuya prueba es similar. (i) = (ii). En
general, todo producto subdirecto de algebras semiprimas es también un
algebra semiprima. Sea entonces M < A < [[(A4), donde cada A, es un
algebra prima conteniendo un elemento seudo-uniforme u, y M un ideal
esencial del producto directo. Para cada indice «, existe un elemento 0 #
UaTo € M que sigue siendo seudo-uniforme en A, y por tanto también en
A. Luego, sin pérdida de generalidad, podemos suponer que u, € M C A.
Claramente, X := {u,} es un subconjunto denso de A y por tanto A es
débil localmente entera. Como las dlgebras enteras son no singulares por
la izquierda y por la derecha, la no singularidad de A se sigue de (1.3):
Z1(A) CZi(A,.) = 0 implica que uq € any(Z;(A)) para todos los indices a,
y por tanto Z;(A) = 0 por la densidad de X.

(ii) = (i). Sea X un subconjunto denso de A formado por elementos
seudo-uniformes. Para todo ideal no nulo I de A existe x € X que no
anula a I, por lo que I contiene un elemento seudo-uniforme, y por tanto un
ideal uniforme [34, 5.3]. Luego se tiene (ver 1.(3.2)) que A es un producto
subdirecto esencial de 4lgebras primas A, := A/anj(M,), donde cada M,
es un ideal de A que contiene un elemento seudo-uniforme. Entonces, por
(3.5), cada A, contiene un elemento seudo-uniforme. m

Nétese que por (1.4(5)) y (2.4), un dlgebra semiprima A es localmente de
Goldie por la izquierda si, y sélo si, es no singular por la izquierda y cada uno
de sus elementos tiene dimensién uniforme por la izquierda finita. Entonces,
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por [5, Th. 1], tales dlgebras son precisamente los 6rdenes Fountain-Gould
por la izquierda en un algebra semiprima que coincide con su zdcalo.

4. Algebras primas con elementos PI. Teorema de Martindale.

La definicién de identidad polindmica generalizada (IPG) y la carac-
terizacién de Martindale de los anillos primos que satisfacen una IPG [15]
hacen uso de la clausura central de un anillo. P.N. Anh y L. Mérki dieron en
[6] caracterizaciones internas de estos anillos eliminando la clausura central.
En particular, un dlgebra prima A satisface una IPG si, y sélo si, A tiene
un elemento de cuadrado cancelable a # 0 tal que el dlgebra aAa satisface
una identidad polinémica, i.e., es PI (véase [92] para resultados bésicos en
teoria PI). Pero, como observamos en (3.2), la subédlgebra aAa es entonces
isomorfa al algebra local de A en a®. Luego, se tiene que un algebra prima
A satisface una IPG si, y sdlo si, contiene un elemento PI no nulo. Con esta
terminologia, el teorema de Martindale se enuncia como sigue.

4.1 TEOREMA. Un dlgebra A es prima y contiene un elemento PI no
nulo si, y solo si, A es un orden Anh-Mdrki por la izquierda en un dlgebra
primitiva ) con zdcalo no nulo cuya dlgebra de division asociada A es de
dimension finita sobre su centro.

DEMOSTRACION:  Si el elemento 0 # a € A es PI, entonces el 4lgebra
A, es PI y por tanto un algebra de Goldie por los dos lados [56, 7.3.2]:
tomemos un elemento de Ore por la izquierda w en A,. Entonces A,,q =
(Ag)7 es un dominio de Ore PI y por tanto, por (3.4), A es un orden Anh-
Marki bilatero en un algebra primitiva con zécalo no nulo, cuya algebra de
division asociada A es isomorfa a la localizacién central de A,,, que es de
dimensioén finita sobre su centro por el teorema de Posner [22, p. 420].

Reciprocamente, si A es un orden Anh-Marki por la izquierda en un
algebra prima @) con zocalo no nulo y cuya &lgebra de division asociada A
sea de dimensién finita sobre su centro, entonces A es prima (3.4) y todo
elemento a € A de dimensién uniforme por la izquierda finita cae en Zoc(Q).
Dado que, por (1.10), Q, = M, (A), con n = rank(a), se tiene que @, es de
dimension finita sobre su centro y por tanto PI. Luego, el dlgebra A, < @,
es también PI. m
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Mientras que en [74], el teorema de Posner se obtiene como consecuencia
del teorema de Martindale para anillos primos satisfaciendo una IPG, y lo
mismo ocurre con el conocido como teorema PI de Kaplansky [22, p. 407], en
nuestro enfoque de las dlgebras primas satisfaciendo una IPG, hemos seguido
el camino opuesto. Ahora, utilizando el teorema PI de Kaplansky en lugar
del de Posner, obtenemos el siguiente refinamiento de (4.1) que se debe a
Amitsur [3].

4.2 COROLARIO. Un dlgebra es primitiva y contiene un elemento PI
no nulo si, y solo si, tiene zocalo no nulo y su dlgebra de division asociada
tiene dimension finita sobre su centro.

Una de las piezas claves en el articulo de Martindale sobre anillos primos
satisfaciendo una IPG es la nocién de centroide extendido [15]. No es dificil
comprobar que para un algebra primitiva A con z6calo no nulo, el centroide
extendido de A es isomorfo al centro de su algebra de divisiéon asociada.
Por otro lado, se prueba en [100, 4.7] que si A es primitiva y a € A es un
elemento PI no nulo, entonces el centro Z(A,) de A, es isomorfo al centro
del dlgebra de divisién asociada a A. Si A es simplemente prima en lugar
de primitiva, entonces Z(A,) es un dominio de integridad cuyo cuerpo de
fracciones es entonces isomorfo al centroide extendido de A.

Los elementos PI en el contexto de los sistemas de Jordan han sido
estudiados por F. Montaner [83], quien en [84] ha extendido las nociones
de Martindale de centroide extendido y de clausura central a los sistemas
de Jordan y ha desarrollado una teoria PI local a la que recurriremos en la
cuarta seccion de esta memoria.
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Capitulo III.

SISTEMAS DE JORDAN
FUERTEMENTE PRIMOS

CON ZOCALO

En este capitulo describiremos los pares de Jordan fuertemente primos
con zocalo no nulo, equivalentemente, conteniendo ideales internos mini-
males, sin restriccién alguna en la caracteristica. Tales pares de Jordan son
o bien simples con capacidad finita (de albert o de clifford) o bien especiales
conteniendo un ideal amplio Hy(A, x), donde (A, *) es un par asociativo *-
simple coincidiendo con su zécalo (y * es una involucién polarizada). Nuestra
principal tarea serad la de describir estos ideales amplios.

Como consecuencia obtendremos la descripcién de las algebras de Jor-
dan fuertemente primas con zécalo no nulo. La clasificacién de los sistemas
triples fuertemente primos con zécalo es una tarea aun por hacer.
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1. Nociones generales.

Comenzamos recordando la nocién de algebra local asociada a un ele-
mento de un sistema (algebraico) de Jordan.

—=Sea V un par de Jordan y a € V7. Entonces la homdtopa de V en
a, que denotaremos por V(®) | es el 4lgebra de Jordan definida por la misma
estructura de ®-médulo que V7 y los productos Jordan Ué“) = Q:Qu ¥
2%(?) := Q. a. El conjunto kery (a) := {z € V7 : Quz = Q,Q.a = 0} (donde
la segunda condicién sobre z es superflua si V' es no degenerado) es un ideal
de V(@) y el cociente V, := V(%) /kery (a) es un &lgebra de Jordan, a la que
se conoce como el dlgebra local de V' en a.

Las algebras locales de un algebra de Jordan o de un sistema triple
de Jordan J en elementos se definen bien a través del par de Jordan V (J)
(obtenido duplicando J) o directamente [26]. Si J es un dlgebra de Jordan
y el elemento a € J es inversible (esto es, U, es inversible), entonces J(®
se dice que es la isotopa de J en a; las isétopas de un algebra de Jordan no
unitaria se definen a través de un algebra de Jordan unitaria K que contenga
a J como subdlgebra y un elemento a € K que sea inversible en K y satisfaga

UgJ = J, Ujya C J.

Por ejemplo, esta condicion se satisface si J es un ideal de K; en particular,
si K es la unitizada de J. Entonces la isétopa J(® es J con la multiplicacién
inducida por K (.

Igual que en el caso asociativo (II.(1.4)), las propiedades buenas de un
sistema de Jordan son heredadas por sus locales, asi como se trasmiten de
las dlgebras locales a todo el sistema (véanse [9], [13] y [26]). Recordemos
que un sistema de Jordan V se dice que es primosi Iy xIs = 0= 1; =0
6 Iy = 0 para todo par de ideales I1,I5 de V, donde x es el producto de
ideales definido en el Capitulo I. Claramente, todo sistema de Jordan primo
es semiprimo, y lo mismo es vélido para sistemas de Jordan no degenera-
dos. Pero, a diferencia de los sistemas asociativos, un sistema de Jordan
semiprimo (incluso primo) no es necesariamente no degenerado, aunque un
contraejemplo ha de buscarse entre los monstruos creados por S. Pchelintsev
[88]. Se dice entonces que un sistema de Jordan es fuertemente primo si es
primo y no degenerado.
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La clasificacién de las dlgebras de Jordan fuertemente primas se debe a
E. Zel’'manov en el caso lineal ([104],[105]) y a K. McCrimmon y E. Ze’'manov
([78],[82]) en el caso cuadratico. La clasificacién de los pares y sistemas
triples de Jordan fuertemente primos se debe a E. Zel'manov [106] para
caracteristicas distintas de 2 y 3, y a A. D’Amour y K. McCrimmon en el
caso cuadrético ([25], [27]). La clave para la clasificacién de las dlgebras de
Jordan fuertemente primas especiales estd en la existencia de los llamados
polinomios de zelmanov, esto es, polinomios en el algebra de Jordan libre
especial FSJ(X) que no se anulan en H3(®) := H(M;3(®),t) y que pertenecen
a un ideal hermitiano, donde recordemos que un ideal T'(X) de FSJ(X) se
dice que es hermitiano si satisface

(1) si p(z1,-+-,2n) € T(X), entonces p(o(z1),-+,0(zn)) € T(X) para
toda permutacion o de los elementos de X, y

(2) es cerrado para las n-tadas, esto es, {x1 - zp} =1 Tp+xp 21 €
T(X) para cualesquiera z1,---,x, € T(X) y todo n > 4.

Por la propiedad universal de FSJ(X), todo polinomio hermitiano, esto
es, todo elemento de un ideal hermitiano 7'(X), se puede evaluar en cualquier
algebra de Jordan especial J. Los valores que toman los polinomios de T'(X)
en J constituyen un ideal de J, que denotaremos por T'(J), llamado parte
hermitiana de J.

1.1 Existen ideales hermitianos no nulos H(X) que poseen polinomios
de zelmanov y que satisfacen que para cada natural n, una potencia sufi-
cientemente alta de H(X) es no nula y come n-tadas, esto es,

{z1...2h_1H(X)™} CFSI(X),

para todos z1,- -, z,—1 € FSJ(X). En particular, (n) = 1 para n <5.

De ahora en adelante, reservaremos la notacién H(X) para designar
exclusivamente a los ideales hermitianos de FSJ(X) con las propiedades
descritas en (1.1). Asimismo reservaremos la notacién G(X) para los ide-
ales hermitianos del par de Jordan libre especial FSJP(X) con propiedades
andlogas a las de #(X). En un apéndice al final de esta memoria recogeremos
la demostracién de (1.1) para el caso lineal.
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—Un par de Jordan no degenerado V se dice que tiene capacidad finita
si satisface ambas CCA y CCD sobre sus ideales internos principales. En
este caso, todas las cadenas maximales de ideales internos principales tienen
la misma longitud (V) (llamada la capacidad de V'). Existen varias condi-
ciones que son equivalentes a tener capacidad finita [73]. Si J es un dlgebra
de Jordan o sistema triple de Jordan, decimos que J tiene capacidad finita si
el par de Jordan V' (J) tiene capacidad finita, y escribimos x(J) = (V' (J)).
Notese que un algebra de Jordan no degenerada con capacidad finita es nece-
sariamente unitaria [78, 1.5]. Si V satisface la CCD sobre todos los ideales
internos, entonces V' se dice que es artiniano.

1.2 Se sigue de [70, 12.12] que los pares de Jordan no degenerados
artinianos tienen capacidad finita, pero el reciproco no es cierto ni siquiera
para algebras de Jordan [76, corolario del Th. 6].

Siguiendo [71], el zdcalo de un par de Jordan no degenerado V' viene
dado por
Zoc(V) = (Zoc(V™), Zoc(V 7)),

donde Zoc(V7) es la suma de todos los ideales internos minimales de V7.
El zécalo es una suma directa de ideales simples, y satisface la CCD sobre
los ideales internos principales. Las nociones de zécalo de un algebra o
sistema triple de Jordan se definen de manera andloga. Se tiene la siguiente
caracterizacién local de los elementos del zécalo [83, 0.7(b)] de un par de
Jordan no degenerado.

1.3 z € Zoc (V) si, y s6lo si, el dlgebra local V,, tiene capacidad finita.

Como veremos en este capitulo, la descripcién de los pares de Jordan
fuertemente primos con zécalo no nulo se reduce a la de los pares asociativos
simples con zbcalo no nulo (e involucién polarizada), donde el zdcalo de un
par asociativo semiprimo A se define como

Zoc(A) := Zoc(A7),

y se tiene que Zoc(A) es un ideal de A [21]. La caracterizacién local de los
elementos del zécalo (1.3) en el contexto de los pares asociativos generaliza
la dada en el de las &lgebras asociativas (II.(1.7)), a saber: = € Zoc(A?)
sii el dlgebra local A, es semiprima y artiniana. Por otro lado, si A es un
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par asociativo, una involucién polarizada de A es un par de aplicaciones
lineales involutivas * : A2 — A7 tales que (xyz)* = z*y*x*, para todos
x,z € A%, y € A77. Nébtese que si * es una involucién polarizada, entonces
—% : x — —x* es de nuevo una involucion polarizada.

1.4 Sea A un élgebra asociativa y unitaria con dos idempotentes no
triviales ey, ey tales que e; + e = 1. Consideremos la descomposicion de
Peirce

A=A11 & A2 ® Az & Azs = e Ae; @ erAex @ eaAe; @ eaAes

de A con respecto a ey, es. Entonces (Ajz,.421) es un par asociativo con el
usual producto triple. Reciprocamente, todo par asociativo A = (AT, A7)
se puede obtener de esta manera [70, 2.3], i.e., existe un algebra asociativa
y unitaria A con dos idempotentes, e; + e = 1, tal que A se identifica
con el par asociativo (A;j2,.421) definido arriba, donde A;; (respectivamente
Ajs2) es la expansiéon de ey y los productos x12y21 (respectivamente ey y los
productos yo1x12) para x12 € Aja, Y21 € As1, y tiene la propiedad de que
r11A12 = A21211 =0 implica 1, =0, y
(1.4.1)
.’1?22./421 = .A12.’I?22 =0 implica Tog = 0.
El dlgebra A se llama la envolvente estindar de A. Si A es semiprima,
entonces (1.4.1) es equivalente a

211 A12 =0 implica z1; =0, y
TooAo1 =0 implica x99 =0,

As1x11 =0 implica x11 =0, y
Ai12295 = 0 implica x93 =0,
Los pares asociativos se ajustan bien en sus envolventes estandar.

1.5 PROPOSICION. Sea A un par asociativo con envolvente estdndar
A (e1 + ey =1). Entonces

(1) toda involucion polarizada de A se extiende de manera unica a una
involucion (de algebras) de A que satisface e = es,

(2) A es semiprima (prima) sii A es semiprima (prima),
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(3) A, =2 A, para todo a € A,

(4) si A es semiprima, entonces
Zoc(AT) = Zoc(A) N AT = e1Zoc(A)es.

Andlogamente, Zoc(A™) = Zoc(A) N A~ = exZoc(A)e;.

DEMOSTRACION:  (1). Dado a;; = ae; + > ajpaz € Ajp, defini-
mos af; := aey + Y ajai, € Azp. Por (14.1), ai; = 0 & a3 = 0.
Andlogamente, se define a3, para cada ags € Agzz. Se tiene que la aplicacién
x: A — A dada por

* .k * * *
(@11 + a12 + ag1 + ag2)™ 1= a3, + ajy + az; +aj;

define una involucién de A, que es la tinica extension de la original involucién
)
polarizada de A que verifica e] = es.

(2) es [36, 4.2].

(3). Sea a = a1z € Ajz. La aplicacién T — T es un isomorfismo de A,
sobre A, dado que a13xa12 = a12x21a12 para todo x = x11+x12+To1 +Xo9 €
A. De manera similar se razona para a € As;.

(4) se sigue de (3) y la caracterizacién local del zécalo. m

Siguiendo [15], denotamos por Qs(A) al dlgebra de cocientes simétrica
de Martindale de un dlgebra semiprima A. Notese que las involuciones de
A se pueden extender de manera tnica a Qs(.A). Ademads, utilizando la
caracterizacién intrinseca de Passman [15, 2.2.3], se demuestra que si A
es un &lgebra asociativa prima con zécalo no nulo, entonces @Qs(A) es la
mayor algebra prima con el mismo zécalo que A y que contiene a 4 como
subdlgebra.

Una nocién de sistema triple de cocientes simétricos de Martindale fue
introducido por K. McCrimmon [81] y usado por A. D’Amour [25] en su
extension cuadratica de la parte hermitiana del teorema de estructura de
Zel’'manov para sistemas triples de Jordan fuertemente primos. Si A es un
par asociativo con envolvente estandar A (e; + e2 = 1), el par de cocientes
simétricos de Martindale de A viene dado por

Qs(A) = (e1Qs(A)ez, e2Qs(Aer).
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2. Pares asociativos primos con z6calo no nulo e involuciones po-
larizadas.

El objetivo de esta seccion es el de describir los pares asociativos pri-
mos con zbécalo no nulo que posean una involucién polarizada. Para ello
introducimos la nociéon de par de espacios vectoriales semi-duales y la de o-
perador continuo con respecto a un par de espacios vectoriales semi-duales y
su opuesto. Prestaremos especial atencién al caso finito dimensional, culmi-
nando con un teorema que puede ser considerado como una extensiéon natural
del conocido como teorema *-Litoff para anillos asociativos con involucién
[15, 4.6.15]. Comenzamos la seccién recordando la estructura de los pares
asociativos primos con zécalo no nulo.

2.1 Sean P = (X,Y,q) y P' = (X',Y’',¢’) dos pares de espacios vec-
toriales duales sobre la misma &dlgebra de division A. Un operador lineal
a: X — X' se dice que es continuo (con respecto a los pares Py P’) si
existe a” : Y/ — Y, necesariamente tnico, tal que

g (za,y’) = g(z,a™y’) para todos z€ X,y €Y'

Al operador a¥ se le llama el adjunto de a. Nétese que de nuevo es-
cribimos las aplicaciones de un espacio vectorial por la izquierda a la derecha
(componiéndolas entonces de izquierda a derecha), y las aplicaciones de un
espacio vectorial por la derecha a la izquierda (componiéndolas entonces
de derecha a izquierda). Denotamos por £(X,X’) al conjunto de los o-
peradores continuos de X en X' y por F(X, X’) al subconjunto de aque-
llos operadores continuos que tienen rango finito. Para a,c € L(X,X’),
b € L(X',X) se tiene abc € L(X,X'), con (abc)# = a#b*c#. Entonces
L(P,P) = (L(X,X),L(X', X)), con los productos definidos por la com-
posicién de operadores, es un par asociativo. Ademas, todo subpar de
L(P,P’") que contenga a F(P,P’) := (F(X,X'),F(X’,X)) es primo con
zocalo igual a F(P,P’).

Paray € Y, 2/ € X'/, escribimos y ® 2’ para denotar al operador de X
en X' definido por

r(y@s) =g(x,y)z’, zelX.
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Entonces y®z' € F(X, X') con adjunto (y®z')* dado por (y®z')#y' =
yg' (z',y"), v € Y'. Ademds, tenemos que

(2.1.1) aly®z)b=a’yx®2'b

para todos a,b € L(X’, X). Por restriccién de escalares, los espacios vecto-
riales X e Y son de hecho ®-médulos, ademas

ply@a) =ypor =y ez’
para todos y €Y, 2’ € X', p € ®.

2.2 Todo a € F(X, X’) se puede expresar como a = Y y; ® x;, donde
ambos {z;} C X' e {y;} C Y son linealmente independientes, lo que significa
que F(X,X') es isomorfo como ®-médulo al producto tensorial Y ®a X'.
Ademas se tiene que

(11 @ 21) (Y @ ) (y2 @ z5) = 11 @ ¢' (27, ¥ )g(@, y2)zh, y

(Y1 ®@z1)(y @ a")(y5 @ x2) =y ® g(z1,v)9 (', y3)x2.
para tOdOS T, T1,T2 S X? Y, Y1,Y2 S Y7 xlﬂxlhx/Q S X/ € y/ayillﬂyé € Y/'

Cuando P = P’ = (X,Y,g), entonces L£(X, X) es de hecho el dlgebra
asociativa Ly (X), con zécalo Fy (X) = F(X,X) (ver I1.(1.9)).

Los pares asociativos primos con zécalo no nulo fueron determinados
en [23] y [32]. Nosotros damos aqui una prueba alternativa que incluye el
calculo del par de cocientes simétrico de Martindale.

2.3 TEOREMA. Un par asociativo A es primo con zdcalo no nulo si, y
solo si, es, salvo isomorfismo, un subpar

0 75 .7:(731,732) q4A< 5(731,732)

para dos pares de espacios vectoriales duales P; = (X;,Y;,9:), 1 = 1,2, sobre
la misma dlgebra de division A.

DEMOSTRACION:  Sélo demostraremos que la condicién es necesaria.
Sea A un par asociativo primo con z6calo no nulo y A (e; + e3 = 1) su
envolvente estdndar. Por (1.5(2)) y (1.5(4)), A es un &lgebra prima con
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z6calo no nulo. Entonces (ver I1.(1.9)), existe un par de espacios vectoriales
duales (X,Y, g) sobre un dlgebra de divisién A tal que

Zoc(A) = Fy(X) 4 A< Ly(X) = Q(A).

Escribamos X; = Xe; e Y; = e;%Y (i, =1,2). Paraz; € X;,y; € Y;
(i # j), tenemos
9(xi,y;) = glxies, el y;) = g(zi, e el y;) = g4, (eiej) *y;) = 0.
Entonces, por restriccion del producto interno g, obtenemos dos pares P; =
(X:,Y5,9:), i = 1,2, de espacios vectoriales duales sobre A. Denotemos por
& : Xy =+ X ymj: X = X; las correspondientes inclusiones y proyecciones
(i,j = 1,2). Claramente e; = m;§; y el par de aplicaciones ajs +— £1a1272,
azy +— &2a21m1, define un isomorfismo de (e1Ly (X)es,eaLy (X)er) sobre
(L(X1,X3), L(X2,X7)). Bajo este isomorfismo, (€1 Fy (X )es, eaFy (X)ey) =
F(P1,Ps), y de aqui y (1.5(4)), Zoc(A) = F(P1,Ps2). También, Q(A) =
(61Q3(.A)62, 62Q3(A)61) = (elﬁy(X)eg,egﬁy(X)el) = E(Pl,PQ). |

2.4 Por [36, 2.4(i)], los ideales internos I C F(X,X') de F(P,P’)
son de la forma W ®a V' donde W, V' son subespacios de Y, X', respec-
tivamente. De donde, F(P,P’) tiene capacidad finita sii uno de los pares
de espacios vectoriales duales, digamos P, es de dimensién finita. En tal
caso, F(P,P") = A(M,R,¢) [70, 6.4], con R = M,(A) (n = dimaX),
Mt = F(X,X"), M~ = F(X',X), y ¢(a,b) = ab. Por tanto, el teorema
(2.3) es una extensién del teorema de estructura de los pares asociativos sim-
ples que tienen capacidad finita [70, 11.16]. Es més, ambos P y P’ tienen
dimensién finita, digamos n and m, sii F(P,P’) es artiniano. En este caso,

F(P,P') = (Mpxn(A), Mpym(A)) [70, 11.17].

Recordemos [57, p. 17] que un producto interno h de un espacio vectorial
autodual V sobre un algebra de divisién con involucion A, a — @, se dice
que es hermitico si h(x,y) = h(y,x) para todos xz,y € V, y alternado si
h(z,z) = 0 para todo x € V. En el caso alternado, A es de hecho un
cuerpo F'y a = @ para todo a € F. Denotamos por Ly (V) al dlgebra de
los operadores continuos a : V. — V y por a — a* su involuciéon adjunta:

h(za,y) = h(x,ya*) para todos z,y € V.
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2.5 PROPOSICION. [57, 1.2.2] Sea (A,x) un dlgebra prima con in-
volucion. Si A tiene zdcalo mo nulo, entonces existe un espacio vectorial
por la izquierda V' sobre un dlgebra de division A que es autodual con res-
pecto a una forma hermitica o alternada, de manera que, salvo isomorfismo,

Zoc(A) = Fy (V)< AC Ly (V) = Qs(A),

siendo * la involucion adjunta de A con respecto a esta forma. Ademds, los
casos hermitico y alternado son mutuamente excluyentes, dependiendo de la
existencia o no, de un idempotente de division autoadjunto.

Con objeto de describir las involuciones polarizadas de pares asociativos
primos con zdécalo, extendemos la nocién de espacio vectorial autodual al
contexto de pares.

2.6 Un par de espacios vectoriales semi-duales sobre un algebra de
divisién con involucién A, a — @, es un par X, Y de espacios vectoriales
por la izquierda sobre A junto con una aplicacion g : X x Y — A tal que
(X,Y,g) es un par de espacios vectoriales duales sobre A, donde Y coincide
con Y como grupo abeliano pero se considera como espacio vectorial por la
derecha sobre A definiendo y.a = @y, para todos y € Y, a € A.

Sean P = (X,Y,q) y P' = (X',Y’,¢') pares de espacios vectoriales
semi-duales sobre la misma algebra de divisién con involucién A. Un o-
perador a : X — X' se dice que es continuo (con respecto a Py P’) si es
continuo con respecto a (X,Y, g) vy (X', Y7, ¢'), esto es, existe a™ : Y’ =Y,
necesariamente tnico, tal que

g (za,y’) = g(z,y'a™) para todos z€ X,y €Y'

Denotaremos por £(X, X’) al conjunto de los operadores continuos de
X en X' y por F(X,X’) al subconjunto de aquellos operadores que tienen
rango finito. Por (2.3), se tiene que (£(X, X"), £(X’, X)) es un par asociativo
primo con zdcalo

(F(X, X), F(X', X)) = (Y @1 X', Y @4 X),

donde los productos Y ®a X' e Y’ ®a X son semi-balanceados en el sentido
de que
ayRr =yRar vy ay @z =1y Qaoz.
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Dado un par P = (X,Y, g) de espacios vectoriales semi-duales sobre un
algebra de divisién con involucién (A, —), definimos el opuesto de P como
el par de espacios vectoriales semi-duales PP := (Y, X, g°P), donde

9P (y,z) := g(z,y)

para x € X ey € Y. Notese que para el par de los operadores continuos
(L(X,Y),L(Y, X)) con respecto a P y P°P, tenemos que

ac L(X,)Y)=>a® € L(X,)Y), v beLY,X)=b"cL(Y,X), con

(2.6.1) g°P(za,z’) = g(x,2'a™) vy g(yb,y') = g°P(y,y'b")

para todos z,2’ € X, v,y € Y. En particular, sia =y Q2 y b = 21 ® 2o,
tenemos

(26.2) (O =y vy (11Qx)# =10z
Se sigue de (2.6.1) que si a,c € L(X,Y) y b€ L(Y, X), entonces

9% (z(abe),z') = g((za)b,a'c?) = g (za, (z'*)b¥) = g(z, 2’ (Fb¥a¥)),

esto es, (abc)® = c#b¥a*. En resumen, tenemos

2.7 Sea P = (X,Y,g) un par de espacios vectoriales semi-duales
sobre un 4lgebra de divisién con involucién (A,—). Entonces L(P) :=
(L(X,Y),L(Y,X)), con respecto a P y P°P, es un par asociativo primo
con zécalo F(P) := (F(X,Y),F(Y,X)) e involucién polarizada (a,b) —
(a¥,b%). Reciprocamente,

2.8 TEOREMA. Sea A un par asociativo primo con zécalo no nulo y
una involucion polarizada x. Entonces

(1) A es, salvo isomorfismo, un subpar
Zoc(A) = F(P)< A< L(P)=Qs(A4),

donde P = (X,Y, g) es un par de espacios vectoriales semi-duales sobre
un dlgebra de division con involucion A, o — @.
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(2) La involucién x se corresponde bien con #, o con —#, donde # es la
involucion adjunta de L(P). Si se da lo seqgundo, A es de hecho un
cuerpo F', con a =@ para todo o € F' si la caracteristica de F' no es 2.

DEMOSTRACION:  Sea (A, *) (e1 + ez = 1) la envolvente estdndar de
A con la involucién definida a partir de la de A (1.5(1)). Entonces e} = es
y A es prima con zécalo (1.5(2) y (1.5(4)). Luego por (2.5) A es, salvo
isomorfismo, una x-subdlgebra

Zoc(A) = Fy (V)1 A< Ly (V) = Qs(A),

para un espacio vectorial (V,h) autodual hermitico o alternado sobre un
algebra de divisién con involucién A (a + @), y donde * se corresponde con
la involucién adjunta de Ly (V') con respecto a esta forma.

Pongamos X :=Ve; e Y := Vesy. Es claro que V = X &Y y tenemos
que h(z,z') = h(zey,x’e;) = h(z,x’'ere}) = h(x,2’e;e5) = 0 para todos
xz,z’ € X; asimismo h(y,y’) = 0 para todos y,y" € Y. Esto nos permite

dotar a (X,Y) de estructura de par de espacios vectoriales semi-duales sobre
(A, —) definiendo

9(z,y) := h(z,y)
para z € X, y € Y. Consideremos ahora la aplicacion

e=(pT,07): (e1Ly(V)ez,ealy(V)er) — (L(X,Y),L(Y, X))
(a*,a7) = (&aTma, fea"m)

donde & : X — V, & 'Y — V son las correspondientes inclusiones, y
m V. — X, m : V — Y las correspondientes proyecciones: £1m = lyx,
§omy = 1y, m&; = e; para i,j = 1,2,y §m; =0, 1 # J.

Veamos que ¢ estd bien definida: para todo a™ € e; Ly (V)es, tenemos

(28.1)  g%®(zpt(a™),2') = g(z', vt (aT)) = h(z', za™T),

para todos z, " € X. Supongamos primero que h es hermitica, i.e., h(v,w) =
h(w,v) para todos v,w € V. Entonces, (2.8.1) sigue como

gP(zpt(a™),2’) = h(a',za™) = h(zat,2’) = h(z, 2" (a™)*) =
= gz, z'¢"((a™)")),
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y por tanto ¢ (a™) € L(X,Y) con ¢ (a™)# = pt((at)*). Mientras que
si h fuera alternada, i.e., h(v,v) = 0 para todo v € V (A seria entonces
un cuerpo F', con la identidad como involucién si su caracteristica no es 2),
(2.8.1) seguirfa como

g (2gt(ah),2') = h(e',30") = —h(za®,o) = ~h(z,7'(a*)") =
= —g(z, 76" (a*))),

luego ot (at) € L(X,Y) con o (a™)# = ¢T((aT)™*). Andlogamente se
comprueba que ¢~ (a~) € L(Y, X) para todo a~ € ea Ly (V)ey.

La aplicacién ¢ = (¢, ™) es un isomorfismo de pares asociativos,

et (a™dct) =& (aTb ¢ )m = &at(exb er)ctmy =
= (&1aTm2) (E2b7 1) (&1cTm2) = 0t (aT )™ (b7 )T (ch)

para a®,ct € e1Ly(V)ez, b~ € eaLly(V)er, y ¢! = (¢T,¢~) viene dado
por

PTOF) =mbTE, T (7) =mb &,
para bt € L(X,Y) y b~ € L(Y, X).

at Tyt =1 (GaT )l = (m&)at (mé) =eratea =a™, y

bt = & (mbT&)my = (Eam)bT (Eome) = 1xbT 1y = b,

para at € e1Ly(V)ey, bt € L(X,Y). Bajo este isomorfismo, Zoc(A4) =
(e1Fy(V)ea,eaFy(V)er) = F(P). Luego A se identifica con un subpar de
L(P) conteniendo a F(P), lo que prueba (1). Nétese que (2) ha sido probado
implicitamente. m

Cuando el par de espacios vectoriales semi-duales en (2.8) se define a
partir de un espacio vectorial por la izquierda X (equivalentemente Y') de
dimensién finita, entonces el par £(P) no es mas que el par definido por un
algebra de matrices cuadradas.

2.9 TEOREMA. Sea P = (X,Y,g) un par n-dimensional de espacios
vectoriales semi-duales sobre un dlgebra de division con involucion (A, —).

Entonces L(P) = F(P) es isomorfo al par (M,(A), M, (A)) de matrices
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n x n sobre A. Ademds, la involucion adjunta # de L(P) se corresponde
con la involucion conjugada traspuesta * : M, (A) — M, (A), a — a* =a".

DEMOSTRACION: Sea {z1,...,2Z,} C X una base de o X. Por dualidad
del par (X,Y,g) (véase (2.6)), podemos encontrar una base {yi,...,yn} de
Y que sea dual a {zi,...,2,}, esto es, g(z;,y;) = 0 salvo si ¢ = j, en
cuyo caso, g(z;,y;) = 1, para todos i,j € {1,...,n}. Entonces, el operador
T:X — Y, definido por z; — y; para todo i € {1,...,n}, es un isomorfismo
con T# =T dado que

(291) gOp(:L.iT’ xj) - gop(yiaxj) - g(xjayz) - g(xzayj) = g(xz,x]T)

para todos 7, j. Por tanto, definiendo
h(z,z') := g(z,2'T)

para todos z,z’ € X, obtenemos un espacio vectorial autodual (X, h) sobre
(A, —), que es hermitico dado que, por (2.9.1),

h(z,z") = g(z,2'T) = g°P (2T, 2") = g(',2T) = h(z', ).

Afirmamos que la aplicacion

T2 ((fX(X))j:X(X))’*) — ((f(X’Y af(KX))a#)
(a*,a7) = (pT(at), e (a7))

donde ¢ (a*) := a*T, ¢~ (a”) := T 'a~, y * denota la involucién ad-
junta de Fx(X), es un isomorfismo de pares asociativos con involuciones
polarizadas. De hecho, para a™ € Fx(X), tenemos

g (zp™(aT),a") = g"p(m+T ') = g(z',2a*T) = h(a’,za™) =
= h(za™,2') = h(z,2'(a")") = g(,2"(a")"T) =
= g(z, 2’9" ((a™)")),
lo que prueba que 9T (a™) € F(X,Y), con pt(at)# = ¢t ((ah)*). Igual-

mente, ¢~ (a”) € F(Y,X), con o~ (a”)* = ¢~ ((a™)* ) Que ¢ es un iso-
morfismo lineal es claro, ademas

et (a0 )t () = (@ T)(T07) (e T) = atb et T = ot (atbet),
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para todos a™,b, ¢t € Fx(X); también tenemos ¢~ (a”)pt(bT ) (c7) =
¢ (a~btc™), lo que prueba que ¢ es de hecho un isomorfismo de pares.
Finalmente, dado que (X, h) es un espacio vectorial autodual hermitico con
una base ortonormal {z1,...,x,}, tenemos que Fx(X) = M, (A) donde la
involucién adjunta de Fx(X) se corresponde con la conjugada traspuesta
a+ a* =a’, para todo a € M,(A). =

Por (2.9), el par asociativo con involucién polarizada definido por un
espacio vectorial de dimensién finita autodual hermitico (V, g) que no posea
una base ortonormal, sigue siendo isomorfo a un par de matrices cuadradas
con involucién hermitica a* = @'. De la misma manera, si (V, g) es alternado,
entonces ((Fy (V), Fv(V)),#) = (Fw (W), Fw (W)), —#) para algun espa-
cio vectorial autodual hermitico (W, ¢’), y entonces es isomorfo a un par de
matrices cuadradas con involucién a* = —al.

—Dado un par P = (X,Y, g) de espacios vectoriales (semi-)duales so-
bre un algebra de divisién (con involucién) A, un par Py = (X, Yo, go) de
espacios vectoriales (semi-)duales sobre A se dird que es un subpar de P, si
X es un subespacio de X, Yj es un subespacio de Y, y go(z,y) = g(x,y)
para todos z € X,y € Yp.

Un subpar Py de P se dird que es directo si X = Xo @ Y-, donde
Y5t = {x € X : g(z,y) = Oparatodoy € Yo}, e Y = Yy & X", con Xg
definido andlogamente. Como ejemplos mas importantes de subpares di-
rectos tenemos a todo subpar finito dimensional Py de P. Por otro lado,

todo subespacio cerrado Hy de un espacio de Hilbert H determina el subpar
directo (Hy, Hy, go) de (H, H, g).

De hecho, en la siguiente proposicién mostramos que todo par de sub-
espacios finito dimensionales de un par P se puede sumergir en un subpar
finito dimensional de P.

2.10 PROPOSICION.  Sea P = (X,Y,g) un par de espacios vectoriales
(semi- )duales sobre un dlgebra de division (con involucion) A. Si V < X
y W <Y son subespacios finito dimensionales de X e Y respectivamente,

entonces existe un subpar finito dimensional Py = (Xo, Yo, 90) de P tal que
Vv Q X() y w g Yo.
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DEMOSTRACION: Claramente sélo tenemos que considerar el caso en
el que P sea un par de espacios vectoriales duales. Veamos primero que
podemos encontrar un subespacio finito dimensional Yy de Y que contenga
a W y tal que g(v,Yy) = 0 implique que v = 0, para v € V. De hecho,
supongamos que g(v, W) = 0 para algin elemento no nulo v € V. Entonces
tomemos yo € Y tal que g(v,yo) # 0. Remplacemos W por Wy := W & Ayp.
Nétese que v € W NV pero v ¢ Wi~ y entonces

dima (W5 N V) < dima (W N V).

Dado que V tiene dimensién finita, podemos repetir el argumento hasta
obtener un subespacio finito dimensional Yy D W de Y tal que g(v,Yy) #
0 para todo 0 # v € V, lo que es equivalente a decir que V puede ser
considerado como un subespacio de 1}0 (el dual de Yp).

Sea ahora {z1,...,x,} una base de V. Por dualidad, existe una base
{z1,...,2,} de Yy tal que g(x;, zj) = 0 salvo i = j, en cuyo caso g(x;, z;) = 1,
para todos ¢ € {1,...,r}, j € {1,...,n}, r < n. Completemos {z1,...,2,}
hasta obtener un sistema {zi,...,Z,,Zr41,...,%,} dual a {z1,...,2,} ¥
sea X el subespacio de X generado por {zi,...,z,}. Entonces Py =
(X0, Y0,90), con go(x,y) := g(x,y) para todos = € Xy, y € Yo, es un subpar
finito dimensional de P tal que V C Xy y W C Y}, como queriamos. H

La importancia de los subpares directos se hace patente en el siguiente
resultado.

2.11 PROPOSICION.  Sea Py = (Xo, Yo, 90) un subpar directo de un
par de espacios vectoriales semi-duales P = (X,Y,g) sobre un dlgebra de

division con involucion A. Entonces, (L(Po),#) es isomorfo a un #-subpar
de (L(P),#), donde # es la involucion adjunta.

DEMOSTRACION: Dado que Py es un subpar directo, se tiene que para
todo a* € L(Po)* = L(Xo,Ys), podemos considerar a* : X — Y la tinica
extensién lineal de at a X tal que (Y5 )a™ = 0. De la misma manera, todo
a~ € L(Py)~ puede ser extendido a un tnico operador lineal a= : ¥ — X

—_—

~ —~ —
que satisfaga (X5 )a— = 0. De hecho at € L(P)* con at™ = (at)# para
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todo a™ € L(Py)*T. En efecto, sea x = xg + 29, &’ = zh + 2) € Xo ® Y5-.
Dado que zoa™ € Yy y z)(a™)# € Yy, se tiene que
g (@at, @) = g (woa”, af + 20) = g (woa ™, ap)

— golzo,zh(at)#) = g(z, ' (at)#).

= g (woa ™, z() =

— N# —_—
Andlogamente, a= € L(P)~ con a~ = (a~)# para todo a™ € L(Py)~

Por tanto, la aplicacion

(L(P), #)

_>
= (at,a7)

(£ (7’0),#)
(a*,a”)

esta bien definida y conserva la involucion. Ademas, esta aplicacién es clara-
mente un monomorfismo. M

Como vimos en (2.9), en el caso particular en que Py sea un subpar de
dimension finita de un par de espacios vectoriales duales P sobre un algebra
de divisién con involucién A, se tiene que (L(Pp),#) es el par asociado
a un &lgebra de matrices cuadradas M, (A) con la involucién conjugada
traspuesta a — a* = @'. De hecho, los pares de la forma (F(P),#) son
localmente matriciales en el sentido de que

2.12 COROLARIO. Sea P = (X,Y,g) un par de espacios vectoria-
les semi-duales sobre un dlgebra de division con involucion A. FEntonces,
para cada nimero natural n < dima X, el par (F(P),#), con la involucion
adjunta #, contiene un #-subpar isomorfo a ((M,(A), M,(A)),*) con la
involucion conjugada traspuesta a — a* =a'. Ademds, todo conjunto finito

+

a; = (ai,ay),...,a, = (a},a,;) € F(P) estd contenido en tal subpar.

DEMOSTRACION:  Para cada natural n < dimaX, consideremos un

conjunto {z1,...,z,} € X de vectores linealmente independientes y sea X
el subespacio de X generado por {z1,...,x,}. Tomemos {y1,...,yn} C Y
dual a {z1,...,2,} vy definamos Yy como el subespacio de Y generado por

{y1,...,yn}. Entonces Py = (Xo, Y0, 90), con go(z,y) := g(z,y) para todos
z € Xo,y € Yy es un subpar directo n-dimensional de P. Luego, (F(Py), #)
puede ser considerado como un #-subpar de (F(P),#) por (2.11), y por
(2.9), (F(Po),#) es isomorfo a un par de matrices ((M,(A), M, (A)), *).
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Para la segunda parte, dados a; = (a],a;),...,a, = (af,a;) € F(P),
sea V el subespacio de X generado por {im(a; ) Uim((a; )¥),1<i<r}y
W el subespacio de Y generado por {im(a; ) U im((a;)#), 1 <i < r}. Por
(2.10), existe un subpar (directo) finito dimensional, Py = (Xo, Yy, go) de
P tal que V C Xgy W C Yy. De nuevo (F(Py),#) puede ser considerado
como un #-subpar de (F(P),#), que claramente contiene a todos los a;s.

El corolario anterior puede ser considerado como una extensién natural
del conocido como teorema *-Litoff para anillos asociativos con involucién
[15, 4.6.15], y es de hecho un refinamiento de un resultado de D’Amour y
McCrimmon [27, 3.1], que es, a su vez, una extensién natural del clasico teo-
rema de Litoff para anillos asociativos [15, 4.3.11]. Un andlogo del teorema
de Litoff para pares de Jordan fue probado en [71, Th. 3].

3. Sistemas amplios de operadores continuos.

En esta seccién, vamos a demostrar que todo par amplio Hy(A, ) de
un par asociativo simple A que coincida con su zdcalo y que estd dotado de
una involucién polarizada * es simple y coincide con su zécalo. Asimismo
describiremos tales pares amplios.

—Si (A, %) es un par asociativo con una involucién polarizada, entonces
el par hermitiano

H(A, %)= (H(AT, %), H(A™, %)),

donde H(A%,%) = {a € A% : a* = a}, es un par de Jordan especial. Mais
generalmente, podemos considerar pares amplios, esto es,

Ho(A, >I<) = (Ho(A+, *), Ho(A_, *)) g H(A, *)

tales que a+a* € Hy(A%, %)y aHo(A™%,%)a* C Hyo(A’,*), paratodoa € A7
(si 1/2 € ®, el tnico par amplio de (A, *) es H(A,x)). De manera andloga
se definen los triples amplios de un triple asociativo con involucién. Para
el caso de un &dlgebra asociativa con involucién (A, *), las dlgebras amplias
Hy(A, %) deben también contener a todas las normas aa*.
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Nétese que el conjunto T'(A, %) de todas las trazas a + a* de un sistema
asociativo con involucién (A, *) es un ideal externo de Hy(A,*), y si A es
un par o triple, entonces T'(A, *) es el inico par o triple, respectivamente,
amplio minimal de (A, *).

Los pares antisimétricos de un par asociativo A con involuciéon pola-
rizada *, esto es,

Skew (A, *) = (Skew (AT, %), Skew(A™, %)),

donde Skew (A7, *) = {a € A : a* = —a}, constituyen otra familia de pares
de Jordan especiales, y mas concretamente los pares alternantes

Alt(A, ) C Skew(A, )

formados por las trazas antisimétricas Alt(A,*) = {a —a* : a € A°}. Los
triples antisimétricosy triples alternantes (dlgebras antisimétricasy dlgebras
alternantes) de un sistema triple (dlgebra) asociativo con involucién se de-
finen de manera analoga.

Si (A, *) es un algebra, triple o par con involucién (polarizada en el caso
del par), entonces Alt(A, ) es siempre un ideal externo de Skew(A,x). Si
1/2 € ®, se tiene que Alt(A, x)=Skew(A, %), mientras que si la caracteristica
de @ es 2, entonces Skew(A,*) = H(A,*) y Alt(A,x) = T(A,%). Si A es
un par o triple, dado que —% : a — —a* es de nuevo una involucién de
A, Skew (A, x) = H(A,—x) y Alt(A,x) = T(A, —x) es el tnico par o triple,
respectivamente, amplio minimal de (A, —x).

3.1 PROPOSICION. Sea (A,*) un dlgebra (par) asociativa con in-
volucidon (polarizada). Entonces

(1) para cada a € H(A,x), el dlgebra asociativa A, hereda la involucion de
A: T = x*. Ademds, Hy, = Ho(Aq,*) es un dlgebra amplia de (Aq, *)
para todo Hy = Hy(A, *).

(2) Si Hy = Hy(A, x) es no degenerado y A es semiprima, entonces se tiene
Zoc(Hp) = Zoc(A) N Hy es un dlgebra (par) amplia de (Zoc(A), *).

(3) Ademds, si (A,*) es x-prima con zécalo no nulo, entonces cualquier
dlgebra (par) amplia Hy(Zoc(A),*) es simple y coincide con su zdcalo.
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DEMOSTRACION: La prueba de (1) es inmediata. (2). Sea (A,x) un
par asociativo con involucién polarizada y a € Hf un elemento de rango uno,
i.e., que genera un ideal interno minimal. Por [83, 0.7], Hy, es un &dlgebra
de Jordan de divisién; pero Hy, es un algebra amplia de (A,, *). Entonces,
por [57, 2.1.8], (Aq, *) es una de las siguientes

(i) un anillo conmutativo de caracteristica 2, sin elementos nilpotentes
no nulos, en la que T5 = T para todo T € A,,

(ii) un anillo de divisién,

(iii) un producto directo de un anillo de divisién y su opuesto, con
respecto a la involucién de intercambio,

(iv) el anillo de matrices 2x2 sobre un cuerpo con respecto a la in-
volucién simpléctica.

Noétese que en el caso (i) A, es de hecho un cuerpo, dado que todas las
normas T T son inversibles en Hy, y entonces en A,. Luego en todos los
casos, A, es semisimple y artiniana, lo que implica, por la caracterizacion
local del zécalo, que a € Zoc(A7), y entonces que Zoc(Hy) C Zoc(A) por la
estructura del zécalo [71].

Reciprocamente, que a € Zoc(A%) N HJ implica que A, es semisimple
y artiniana; pero Hy, es un &lgebra amplia de (A,,*) y por tanto Hy,
tiene capacidad finita [76, Prop. 4]. Luego a € Zoc(H{), de nuevo por la
caracterizacion local del zécalo.

Si (A,*) es un algebra, la demostracién es la misma quitando los su-
perindices.

(3). Dado que (A, %) es *-primo, tenemos que (Zoc(A),*) es x-simple.
Por (2), todo algebra o par amplio Hy(Zoc(A), *) coincide con su z6calo, y de
aqui se tiene que es regular von Neumann [71, Th. 1]. Luego Hy(Zoc(A), )
es simple por [10, (2.7(ii))] y [10, (3.7(ii))]. =

Como hemos visto en la seccién anterior (2.8), todo par asociativo simple
A con involucién polarizada * y que coincida con su zécalo es de la forma
(A, %) = (F(P),*), donde P es un par de espacios vectoriales semi-duales
sobre un algebra de divisién con involucién (A, —), y * es bien la involucién
adjunta # o —#. Si se da lo tdltimo, A es de hecho un cuerpo F' (con
la identidad como involucién si la caracteristica no es 2), en este caso, si
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la caracteristica del cuerpo F' es 2, entonces # = —#, mientras que si la
caracteristica de F' no es 2, entonces el inico par amplio de (F(P), —#) es

ALL(F(P),#).
3.2 FEl caso alternante Alt(F(P),#).

Sea P = (X,Y,g) un par de espacios vectoriales semi-duales sobre un
cuerpo F' con la identidad como involucién. Consideremos F(P) con la
involucién adjunta #. Es claro, por (2.2) que

at € Skew(F(X,Y),#) sii am =) oy ®y;,

donde los {y;} son linealmente independientes y a;; = —a;; de la misma
manera tenemos a~ € Skew(F (Y, X),#) si, y sblo si, a= = > ay,z; ® zj,
donde los {z;} son linealmente independientes y a;; = —a;.

Sea Alt(F(P),#) =(Alt™, Alt™). De nuevo se sigue de (2.2) que

0#at € AltT sii ot =Y yyiyjl,

i<j
donde [y;,y;] == yi ® y; — y; ® y;, los {y;} son linealmente independientes
y Aij € F; andlogamente, si a= € Alt™, se tiene que a~ = ZKj [Nijzi, ;]
para un conjunto linealmente independiente {z;} y A;; € F. No es dificil
comprobar que

(3.2.1) para at = Y ;jy; ® y; € Skew(F(X,Y),#), las siguientes condi-
ciones son equivalentes,

(i) at € Alt™,
(ii) ay = 0 para todo i, y
(iii) g(x,za™) = 0 para todo = € X.

Se tiene una caracterizacion similar para los a= € Alt™. Veamos que
todo elemento no nulo a™ € Alt™ se puede escribir como

(3.2.2) at =>7_1[vok, yar—1),

donde {yi1,...,y2,} son linealmente independientes, en cuyo caso, es una
base de #m(at) y de manera similar, a= = Y, [Tok, T2k—1], donde los
vectores {1, ..., Tam } son linealmente independientes, para todo a~ € Alt~.

101



De hecho, si 0 # a™ = 33, _ic,[Nijyi,y5] € AltT para un conjunto
linealmente independiente {y;} y A;; € F, podemos suponer que A2 # 0y

escribir
T = [y1, Maya] + [y1, v1] + [y2, v2] + Z [NijYi, )
3<i<j<n
donde v; = Z3§j§n AijYj, para ¢ = 1,2, estd en la expansion lineal de

(Y3, Un} ¥ b= D scicicnlMijyi, ys] € AltT. Entonces,

= [y1, >\1292] [y1 — Alp v2,v1) + (A3 v2,01] — (A3 02, Adaye) + b =
= [y — 12 Fv9, Aray2] + [Y1 — Ay v2, 1] + Ay vg, 01] + b =

= [y1 — Ao 02, Mayz +o1] + A v, 1] + b =

= |21, 22] + [A\]5 Uz,vl] + b,

donde {z 1= y1 — )\1_21'02, z9 := A12y2 + v1} son linealmente independientes
y [A\zv2,v1] + b € AltT. Ahora por induccién se obtiene (3.2.2).

De hecho, la descomposicién at = Y ) _;[yor, y2x—1] dada en (3.2.2)
establece que at € Alt™ puede ser extendido a un idempotente e = (a™,a™)
que es una suma e = e; + ...+ e, de idempotentes de division mutuamente
ortogonales e; := ([y2i, Y2i—1], [€2i, X2i—1]), donde {x;} es dual a {y;}. En
particular, todo a™ € Alt* es diagonalizable [72].

Nétese que por (3.1(3)) se tiene que el par alternante Alt(F(P),#) es

simple y coincide con su zdcalo, sin embargo, este resultado se puede probar
de una manera elemental, como muestra la siguiente proposicion.

3.3 PROPOSICION.  El par alternante Alt(F(P),#) es simple y coincide
con su zocalo.

DEMOSTRACION:  Podemos suponer que 0 # Alt(F(P),#). Sea 0 #
I = (I",I7) un ideal de Alt(F(P),#). Observemos primero que I es in-
variante por F: sean 0 # a € IT y a € F. Por (3.2.2), se tiene que

a =Y 1_Yok, y2k—1] € I'", donde {y1,---,y2,} son linealmente indepen-
dientes y 1 < n. Sea {z1,--,Z2,} un sistema dual a {y1,---,y2,}. En-
tonces

n

aZ[awzk_l,ka]a —aac It
k=1
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porque a € IT y Y7 |awop_1,22k] € Alt™. Por otro lado, para todo
k=1,---,n tenemos que

a[l‘zk—l,wzk]a = [y2ka3/2k—1][-772k—17-772k][y2ka3/2k—1] = [y2kay2k—1] ert.

En particular, [y1,y2] € I'" y esto implica que
(3.3.1)  [y1,y] €I y [y2,y] € IT paratodoy €Y.

De hecho, dado que I es F-invariante, (3.3.1) es inmediato si y depende
de {y1,y2}. Supongamos entonces que {yi,¥y2,y} son linealmente indepen-
dientes. En este caso, tomemos {x1, 2, x} un sistema dual a {y1,y2,y} y se
tiene que

w1,y = {ly1, v, [22, 21], [y1, 9]} € T,

anadlogamente, [y2,y] € I para todo y € Y. Sea ahora [y;,y;—1] € Alt™ con
{yi,yi—1} linealmente independientes. Afirmamos que [y;,y;—1] € IT.

Usando la F-invarianza de I junto con (3.3.1) podemos suponer que
{y1,Y2,¥i—1,yi} son linealmente independientes. En este caso, para un sis-
tema {x1, %2, z;_1,%;} dual a {y1,y2,¥:—1,¥;}, se tiene que

i, vi—1] = {[yi 1], [21, 23, lya, i} € TT

como querfamos, dado que [y;,y1] € I por (3.3.1). De aqui y (3.2.2) se
concluye que I™ =Alt™ (de manera similar I~ = Alt™) lo que implica que

Alt(F(P),#) es simple.

Veamos que Alt(F(P),#) tiene zbcalo no nulo. Sea 0 # a = [y1,y2] €
Alt™, donde {y1, y2} son linealmente independientes. Sea {x1, x5} un sistema
dual a {y1,y2} y definamos la aplicacién lineal

w: F7 — AW(F(P),#)a

a alzo, 1]

)

donde Alt(F(P),#), es el dlgebra local de Alt(F(P),#) en a. Afirmamos

que ¢ es un isomorfismo de algebras de Jordan. Sean «, 3 € F'. Dado que

aaxa, 1]afre, T1)aa(ze, 1]la = afalyr, yo]
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se tiene que U;C(L()x)go(ﬁ) = ¢(UyB). De manera similar se comprueba que

©(a)*®) = p(a?). La inyectividad de ¢ es inmediata; ahora para b € Alt~
se tiene por (3.2.1) que

aba = (y1 ® y2b — y2 @ y10)[y1, y2] = y1 ® 9(y2b, y1)y2 + y2 ® g(y1b, y2)y1 =
= g(y2b7 yl)[y17 yQ]

porque b# = —b, lo que significa que b = ¢(g(y2b,y1)) y entonces ¢ es
biyectiva. Luego, Alt(F(P),#), es un algebra de divisién, y por tanto a €
Zoc(Alt™) por (1.3). =

3.4 El caso no alternante Ho(F(P),#).

Sea P = (X,Y,g) un par de espacios vectoriales semi-duales sobre un
algebra de divisién con involucién (A, —). Consideremos F(P) con la in-
volucion adjunta #. Notese que

ot e HFE(X,Y),#) sii at =) aijyi ®y;,

donde los {y;} son linealmente independientes y «;; = @;;; andlogamente
tenemos o~ € H(F(Y,X),#) si, y sblo si, a~ = > ay;z; ® z;, donde los
{x;} son linealmente independientes y «a;; = @;;.

3.5 PROPOSICION. Ezxiste una correspondencia biunivoca entre los
triples amplios de (A, —) y los pares amplios de (F(P),#).

DEMOSTRACION:  Dado un triple amplio Ay de (A, —), definamos
Hy = (Hy ,Hy ), con Hy (respectivamente, H,, ) siendo la clausura aditiva
de todos los operadores continuos de la forma ay®y (respectivamente, az®x)
ey®y + vy ®y (respectivamente, z ® 2’ + ' ® x), para a € Ag. Veamos
que Hj es un par amplio.

Seaa € F(X,Y). Por (2.2),a=3"_,y; ®y. y por (2.6.2),

n

at+a? =D "y@y+Y Yey=Y ey +yey)cH].
=1 1=1 =1
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Sea ahora h = Y 7" | (ajz; @z, + (2} @z +2 @x})) € Hy (con a; € Ag
para todo j). Por (2.1.1),

m
aha = (ayaja? @ aga + (ot @ aja? + afat © o)) € Hy
j=1

esto es, aHO_a# C HSF para todo a € F(X,Y). De manera anéloga, se llega
aque b+ b" € Hy y ngLb# C H, para todo b € F(Y,X), de aqui se
concluye que Hy es un par amplio.

Reciprocamente, para un par amplio Hy = (Hy ,H, ) de (F(P),#),

consideremos

Ag:={ac HA,~):ay®y c H para 0#ycY}.

Afirmamos que Ag es un triple amplio de (A, —). Nétese primero que
sia € Agcon ayRy € H(]L, entonces ax ® x € H; para todo x € X tal que
g(z,y) =1, dado que para tal x

(z@z)ay@y)(z@2) =z@ar =arx @z € Hy .

Ademss, si ¢y’ € Y, entonces para x € X tal que g(x,y) = 1, se tiene
que
YV oy)(xx)(y @y =y ay =ay @y € H,

dado que ax ® x € H por lo visto arriba, y entonces
(35.1) Ag={a€cH(A,~):ay®y € Hf para todo y€Y}
={ac HA,—-):az®z € H, para todo z € X}

Claramente Ag es invariante por ®. Ahora dados a, (8 € Ag, tomemos
0#y €Y. Por (3.5.1) se tiene que

(@+Bly@y=ay@y+Pyeyc Hy

y entonces a + 3 € Ay.

Sea u € A. Dado que HSF contiene a todas las trazas,

pyRy+ (uyey* =weytyuy = p+nyeyc H,
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para todo y € Y, lo que implica que u + 7 € Ag. Ahora, si @ € Ay con
ar @ x € H, para algin 0 # z € X, entonces para cada y € Y tal que
g(z,y) = 1 se tiene que

(hy ® y)(oz @ 2)(py @ y)* = py @ apy = Fopy @ y € Hf

y entonces, mau € Ag, lo que completa la prueba de que Ag es un triple
amplio de (A, —). Finalmente, es facil comprobar que las correspondencias
Ao — Hy y Hy — Ag son inversas la una de la otra. m

En la correspondencia dada en (3.5), si Ag = 0, entonces a + @ = 0
para todo a € A, lo que implica que A es un cuerpo de caracteristica 2 y
su involucién es la identidad. En este caso, Ho(F(P),#) = Alt(F(P), #).
Luego, el caso no alternante ocurre si, y sélo si, Ay # 0. Notese ademas que
en el caso no alternante Hy(F(P),#), cualquier traza y ® y' +y' ® y € Hy
se puede expresar como

YRy +y @y=uY+MA )X y+A) -y A ly— N 0y,

para cualquier 0 # A\ € Ag. Luego, Hy (respectivamente, H; ) es de hecho
la clausura aditiva de todos los operadores continuos de la forma ay ® y
(respectivamente, ax ® a:) para o € Ag.

De nuevo por (3.1(3)) se tiene que los pares amplios (no alternantes)
Hy(F(P),#) son simples y coinciden con su zécalo, y asi como en el caso
alternante, este resultado se puede probar de una manera elemental.

3.6 PROPOSICION.  Todo par amplio no alternante Ho(F(P),#) es
simple y coincide con su zdcalo.

DEMOSTRACION:  Supongamos que 0 # Hy. Sea A el triple amplio
de (A, —) asociado a Hyp por (3.5). Como Ho(F(P),#) es no alternante,
se tiene que Ag # 0. Sea 0 # I = (I'*,I7) un ideal de Hy = (Hy , Hy ).
Entonces

(3.6.1) existe ay ® y € I para algin 0 £y €Y, 0 # a € Ay.

Sea 0 # a = 2?321 a;jyi ® y; € I't, donde los {y;} son linealmente

independientes y «;; = @j; y consideremos {z;} un sistema dual a {y;}.
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Podemos suponer que existe a;; # 0 para algin ¢, porque en caso contrario,
tomando o, ;, # 0 para algin ip,jo y 0 # 8 € Ay, tendriamos

n,m

a(Bzj, @ j,)a = Z VijYi @y € I,
i,5=1

dado que Bz, ® x;, € Hy , con 0 # viyi, = WigjoBigjo € Ao. Supongamos
entonces que o, 7 0 para algin i y sea Bx;, ® x;, € H, . Tenemos que

(ﬁxio ® xio)a(ﬁxio ® xio) = ﬁaioioﬁxio ® Ty, € I~

y entonces, dado que 0 # 3 € Ag = B! = 3718871 € Ay, se tiene que
(ﬁ_lyio ® yio)(ﬁaioioﬁxio ® xio)(ﬁ_lyio ® yio) = QyigYio ® Yip € I con
0 # a4y, € Ao, lo que prueba (3.6.1).

Sea ay®@y € [T paraalgin 0 Z#y €Y, 0 # a € Ay. Afirmamos
(3.62) aly®yelt,

( ) ar®ax € I paratodo x € X tal que g(z,y) =1,
(3.6.4) PBy®ye It para todo 8 € Ay,

( ) ay ®y €It paratodoy €Y,y

( ) Y1 QyYs+y2®y; € I para todos y1,y2 € Y.

De hecho, dado que a~! € Ay, se tiene que a3z ® z € H,, lo que
implica que (ay @ y)(a2r@z)(ay®y) = a ly®y € I probando (3.6.2).
De aqui, (azx @ z)(a "y @ y)(ar ® ) = ar ® x € I~ para todo z € X tal
que g(x,y) = 1, lo que prueba (3.6.3).

Sea 3 € Ay. Nétese que a~1Ba~1 € Ay y entonces (az®z)(a 1Ba"ly®
Y)(ax @ x) = fr ® z € I~ para todo z € X tal que g(z,y) = 1 dado que
a1Baly®y € Hf y ar®x € I~ por (3.6.3). Por la simetria de (3.6.3),
se tiene que By ® y € I'" lo que prueba (3.6.4).

Ahora, tomemos v’ € Y. Si y' = Ay para algin A\ € A, entonces
oy’ @y = Aaly®y € I por (3.6.4) dado que Aa) € Ag para todo A € A. Si
{y, 3’} son linealmente independientes, consideremos un sistema {z, 2’} dual
a{y,y'} y se tiene que (y@y'+y' ®y)(az®z)(y@y' +y' ®Y) = ay' @y € I
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dado que y @y + 9y ®y € HSL y ar ® x € I~ por (3.6.3), lo que prueba
(3.6.5).

Finalmente, sean y1,y2 € Y. Si yo = Ay; para algin A € A, entonces
Y1 QY2 +1y2Qy1 = A+ N)y1 ®y1 € I por (3.6.4) y (3.6.5) dado que A+ )\ €
Ay para todo A € A. Ahora, si {y1,y2} son linealmente independientes,
consideremos el sistema {x1,z2} dual a {y1,y2} y tenemos que {(ay; ®
Y1), (21 @ T2 + T2 @ 1), (@ Y2 ® Y2)} = y1 ® Y2 + Y2 @ y1 € I porque
1R+ T2 R X1 € HO_ y oy1 Q Yy, a‘lyg QY2 € It por (3.6.5) y (3.6.2).

Se sigue de (3.6.4),(3.6.5) y (3.6.6) que I = H; (andlogamente I~ =
H;), y entonces que Hy es simple. No es dificil comprobar que Hj tiene
z6calo no nulo: considérese el isomorfismo de dlgebras de Jordan

@ : (A_O)a — (H())a

I} = fr®x

donde 0 #a=ay®y=y®ay € H yr € X estal que g(z,y) =1. m

4. Pares de Jordan fuertemente primos con zé6calo no nulo.

En esta seccién alcanzamos nuestro objetivo de refinar la clasificacién de
los pares de Jordan fuertemente primos (que se debe en su caso mas general
cuadratico a A. D’Amour y K. McCrimmon) al caso en que el par tenga
z6calo no nulo. Como caso particular, describiremos también las algebras de
Jordan fuertemente primas con zoécalo no nulo.

4.1 TEOREMA. Un par de Jordan es fuertemente primo con zécalo no
nulo si, y solo si, es isomorfo a uno de los siguientes,

(1) un par de Jordan simple y excepcional, que es de dimension finita sobre
su centroide [70, (12.12(v)) y (12.12(vi))],

(2) un par de Jordan simple (especial) de tipo clifford [27, 8.14],

(3) un par de Jordan V' de operadores continuos
0+ F(P,P) «V < L(P,P)’,

donde P, P’ son pares de espacios vectoriales duales sobre la misma
dalgebra de division,
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(4) un par de Jordan V de operadores continuos antisimétricos
0 # Alt(F(P), #) 9V < Skew(L(P), #),

donde P es un par de espacios vectoriales semi-duales sobre un cuerpo
F' con la identidad como involucion, y donde # es la involucion adjunta,

(5) un par de Jordan V' de operadores continuos hermitianos
0# Ho(F(P),#) <V < H(L(P), #),

donde P es un par de espacios vectoriales semi-duales sobre un dlgebra
de division con involucion, # es la involucion adjunta, y Ho(F(P),#)
es no alternante.

DEMOSTRACION:  Sea V un par de Jordan fuertemente primo con
z6calo no nulo M. Entonces V' es primitivo por [83, 4.4(i)]. Por otro lado,
por el teorema de dicotomia primo de Zel’'manov ([25],[106]) se tiene que
o bien V posee una extensién escalar que es un par de Jordan simple y
excepcional de dimensiéon finita, o V' es especial. En el primer caso, V
satisface una identidad polinémica homotopa y entonces, él mismo es un par
de Jordan simple y excepcional de dimensién finita sobre su centroide [83,
4.10(ii)], como en (1) del enunciado.

Supongamos ahora que V es especial. Entonces M también lo es y,
para un ideal hermitiano G(X) < FSJP(X), donde FSJP(X) denota al par
de Jordan libre especial (véase (1.1)), G(M) = 0 6 G(M) = M, por la
simplicidad de M. Si se da lo primero, M es de tipo clifford y entonces
V = M es simple (especial) de tipo clifford por [27, 7.1 (2)], como en (2) del
enunciado. Si se da lo segundo, tenemos por el teorema de estructura para
pares de Jordan simples [25, 5.5] que o bien

O M=A47aV <Q,(4), o
(II) M = Ho(A, %) 4V < H(Q4(A), %),

para un par asociativo simple A (con involucién polarizada * en el segundo
caso), donde Q;s(A) denota al par asociativo de cocientes simétricos de Mar-
tindale de A. En ambos casos A coincide con su zécalo por la herencia del
z6calo [71] y (3.1(2)). Apliquemos (2.3) si V' es como en (I) para obtener que
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V es como en (3) del enunciado; mientras que si V' es como en (II), aplicando
(2.8) se obtiene que

M = Hy(F(P),*) aV < H(L(P), ),

donde P es un par de espacios vectoriales semi-duales sobre un algebra de
divisién con involucién (A, —), y * es bien la adjunta # o —#. Si se da lo
segundo, A es de hecho un cuerpo F', con la identidad como involucion si
su caracteristica no es 2. Si x = —# y la caracteristica del cuerpo F' no
es 2, entonces el tnico par amplio de (F(P),—#) es Alt(F(P),#) y V es
entonces como en (4) del enunciado. Cuando x = —# y la caracteristica de
F es 2 (en cuyo caso # = —#) o * = #, consideremos Ay el triple amplio
asociado a Ho(F(P),#) por (3.5). Si Ay = 0, entonces el par V' es de nuevo
como en (4), mientras que si Ay # 0, estamos en el caso no alternante (5).

El reciproco es bien conocido si V' es como en (1) o (2). Si V es como
en (3), entonces V' es fuertemente primo con zécalo no nulo por (2.3) y [10,
1.7(i)]. Finalmente, si V' es como en (4) o (5), V es fuertemente primo por
[11, Th. 4.3] y tiene z6calo no nulo por (3.1(3)). =

Los pares de Jordan V del tipo (1) o (2) del teorema previo son simples
de capacidad finita. Como observamos en (2.4), si V' es como en (3), entonces
V tiene capacidad finita si, y sélo si, uno de los pares de espacios vectoriales
duales P, P’ es de dimensién finita. En este caso, V = A(M, R, ¢)”’, [70,
12.12(I)], y V es de hecho artiniano sii ambos Py P’ son finito dimensionales,
esto es, V 2 (Myxn(A), Mysxm(A))? [70, 12.13(b)]. Finalmente, si V es
como en (4) o (5), entonces V tiene capacidad finita, equivalentemente, es
artiniano, sii el par de espacios vectoriales semi-duales P es de dimensién
finita y V' es como en [70, (12.12(II))] y [70, (12.12(III))].

Las algebras de Jordan fuertemente primas con zdécalo no nulo fueron
clasificadas en el caso lineal por J.M. Osborn y M.L. Racine [87], sin hacer
uso del teorema de Zel’'manov (una prueba diferente utilizando dicho teorema
fue dada en [30]). Sin restriccién en la caracteristica, las dlgebras de Jordan
simples con zdcalo han sido descritas en [35]. A continuacién, damos una
descripcion de las algebras de Jordan fuertemente primas con zocalo no nulo
en caracteristica arbitraria, omitiendo la demostraciéon que es analoga a la
de (4.1) con los obvios cambios de referencias.
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4.2 TEOREMA. Un dlgebra de Jordan es fuertemente prima con zdcalo
no nulo sti, y solo si, es isomorfa a una de las siguientes,

(1) un dlgebra de albert y por tanto simple y excepcional de dimension 27,
(2) un dlgebra simple (especial) de clifford,

(3) un dlgebra de Jordan J de operadores continuos
0# Fy(X)' aJ < Ly (X)’

con respecto a un par de espacios vectoriales duales (X,Y) sobre un
algebra de division,

(4) un dlgebra de Jordan J del tipo

0# Ho(Fv(V),#)<aJ < H(Lv(V),#),

donde V' es un espacio vectorial autodual sobre un dlgebra de division
con involucion (A, —).

4.3 Por [35], si J es un algebra de Jordan simple con z6calo no nulo
como en (4) de (4.2), entonces J es, salvo isotopia, un algebra amplia J =
Ho(Fv(V),#), donde V es un espacio vectorial autodual con respecto a una
forma hermitica y no alternada sobre un algebra de divisién con involucién
(A, =), 0 J =Alt(Fy(V),#), donde V es un espacio vectorial autodual con
respecto a una forma alternada sobre un cuerpo F' con la identidad como
involucion. Como consecuencia, obtenemos la clasificacion de las dlgebras de
Jordan simples con capacidad finita [61, 6.4.1]: J es simple con capacidad
finita si, y sélo si, J es como en (4.2(1)), (4.2(2)), M, (A)? (donde A es un
algebra de divisién) o (4.2(4)) para un espacio finito dimensional V.
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Capitulo 1V.

ELEMENTOS DE
LESIEUR-CROISOT DE UN

ALGEBRA DE JORDAN

El conocido como teorema de Goldie para algebras de Jordan, debido a
E. Ze'manov para el caso lineal [107] y extendido al caso cuadratico por A.
Fernéndez, E. Garcia Rus y F. Montaner en [37], caracteriza las dlgebras de
Jordan que son érdenes en algebras de Jordan no degeneradas y artinianas.
Sin embargo, la condicion natural de finitud en &lgebras de Jordan es la
tenencia de capacidad finita. Inspirdndose en el caso asociativo, los autores
de [37] caracterizan los érdenes en algebras de Jordan no degeneradas con
capacidad finita. Tales dlgebras son aquéllas que tienen la propiedad de que
un ideal interno es esencial si, y solo si, posee un elemento inyectivo. Para
designarlas hemos elegido la denominacién de dlgebra de “Lesieur-Croisot”,
como un pequeno homenaje a estos autores cuyo trabajo sobre anillos primos
con condiciones de cadena ascendente es con frecuencia ignorado en las re-
ferencias.
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Siguiendo la filosofia del Capitulo II, estudiaremos aqui el conjunto de
los elementos de un algebra de Jordan fuertemente prima cuya local asociada
es un algebra de Jordan de Lesieur-Croisot. Nuestra conjetura es que tal
conjunto (incluso en el caso no degenerado) es de hecho un ideal, lo que
constituiria un primer paso de un proyecto mas amplio que busca desarrollar
una teoria local de Goldie para sistemas de Jordan. En este capitulo damos
una respuesta parcial a tal conjetura.

1. Algebras de Jordan de Lesieur-Croisot.

En esta seccién definiremos la nocién de algebra de Jordan de Lesieur-
Croisot y daremos algunos ejemplos. Antes de eso y con el objetivo de fijar
notacion y hacer a este capitulo autosuficiente, recordaremos los resultados
fundamentales sobre la teoria de Goldie para algebras de Jordan obtenidos
en [37], asi como los conceptos que aparecen en tales resultados.

El problema de encontrar resultados tipo Goldie para algebras de Jordan
fue planteado por N. Jacobson [60, p. 426] en relacién a la construccién de
algebras de Jordan como localizaciones de Ore de dominios de Jordan. Una
respuesta definitiva fue dada por E. Zel’'manov en [107], donde establece un
analogo del teorema de Goldie para algebras de Jordan lineales, usando sus
resultados fundamentales sobre teoria de estructura. Respuesta que ha sido
extendida al caso general cuadratico por A. Ferndndez, E. Garcia Rus y
F. Montaner en [37]. Las condiciones de Ore necesarias y suficientes para
que exista el algebra de fracciones de un algebra de Jordan arbitraria en
caracteristicas distintas de 2 y 3 han sido establecidas en [75], lo que podria
hacer esperable la obtencién del teorema de Goldie en el caso lineal sin
hacer uso de la teoria de estructura. A continuacién recordamos algunas
definiciones.

—Un elemento x € J se dice que es un J-denominador de a € J en el
algebra J > J si los siguientes seis productos llevan a a J,

(Di)  U,a, (Dil) Uz (Diii) UsU,J'

(Diii") U UzJ  (Div) ViaJ'  (Div') Va.J'.

Un subconjunto no vacio S C J se dice que es una monada si Ugt y
s? estdn en S, para todos s,t € S. No es dificil comprobar que Iny(J) =
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{z € Jtal queU, : J — Jesinyectivo} es una moénada de J. Sea J una
subalgebra de un &algebra de Jordan unitaria @), y S C J una moénada de
J. Decimos que J es un orden en ) > J relativo a S, y lo denotamos por
J <<g Q, si se satisfacen las siguientes condiciones,

(1) todo elemento s € S es inversible en @,
(2) todo elemento g € @ tiene un J-denominador en S, y
(3) para todos s,t € S, UsS NUS # 0.

Nétese que (1) implica S C Inv(Q) NJ C Iny(J). Un orden cldsico es
un orden relativo al total S = Iny(J) (entonces @ se dice que es un dlgebra
clasica de cocientes de J). De hecho, los érdenes en algebras de Jordan no
degeneradas de capacidad finita son todos clésicos [37, 2.10].

—Sea J un dlgebra de Jordan. Para un subconjunto X C J, denotamos
por [X]; al ideal interno de J generado por X. Siguiendo [37], decimos que
una familia { K;};c; de ideales internos no nulos de J constituyen una suma
directasi K;N[Y_,,; Kj|; = 0 para cada i € I. Un dlgebra de Jordan se dice
que es de Goldie si satisface la CCA sobre los anuladores (equivalentemente,
CCD), y no posee sumas directas infinitas de ideales internos no nulos (lo
que denotaremos por CCA(®)).

Anélogamente al caso de las dlgebras asociativas, si J es un dlgebra de
Jordan, se define la dimension uniforme de J, udim(J), como el supremo
de los n > 1 tales que existen ideales internos no nulos Ki,..., K, de J que
forman una suma directa.

1.1 Si J es no degenerada, entonces J tiene dimensién uniforme finita
si, y sélo si, satisface la CCA(®) [37, 7.3].

Ya tenemos todos los ingredientes para enunciar el teorema de Goldie
para algebras de Jordan.

1.2 TEOREMA. [37, 9.3] Para un dlgebra de Jordan J, las siguientes
condiciones son equivalentes,

(i) J es un orden (cldsico) en un dlgebra de Jordan no degenerada y artini-
ana Q,

(ii) J es no degenerada y de Goldie,

115



Ademdas, J es prima si, y solo si, ) es simple.

Volviendo a la teoria de Goldie asociativa (véase I1.(3.1)), es bien cono-
cido que existen distintas caracterizaciones de los érdenes por la izquierda
en anillos semiprimos y artinianos, una, en particular, es que R satisfaga
la propiedad de que “un ideal por la izquierda L <; R es esencial si, y sélo
si, posee un elemento regular” [51, 3.34]. La natural versién Jordan de esta
propiedad seria que J satisfaga que “un ideal interno es esencial sii contiene
un elemento inyectivo”. Pero esta propiedad, en general, no implica que
J sea un orden en un &algebra de Jordan no degenerada y artiniana, como
muestra el ejemplo del algebra de Jordan definida por una forma cuadratica
no degenerada sobre un espacio vectorial que contenga un subespacio total-
mente isotrépico de dimensién infinita. Sin embargo, estas algebras aunque
no son artinianas, tienen capacidad finita (véase I11.(1.2)), lo que nos da una
idea de qué tipo de algebra de cocientes puede esperarse para J.

1.3 TEOREMA. [37, 10.1] Para un dlgebra de Jordan J, las siguientes
condiciones son equivalentes,

(i) J es un orden (cldsico) en un dlgebra de Jordan no degenerada de ca-
pacidad finita @,

(ii) J es no degenerada y satisface la propiedad de que “un ideal interno de
J es esencial si, y solo si, contiene un elemento inyectivo”.

Ademdas, J es prima si, y solo si, ) es simple.

Diremos que un &lgebra de Jordan J es de Lesieur-Croisot, abrevi-
ado LC, si satisface las condiciones equivalentes de (1.3). Finalizamos esta
seccion, mostrando algunos ejemplos.

1.4 Si J no degenerada y de Goldie, entonces J es de Lesieur-Croisot.
En efecto, porque J es un orden en un &algebra de Jordan ) que es no
degenerada y artiniana y por tanto con capacidad finita, luego satisface las
condiciones equivalentes de (1.3).

1.5 Si J es fuertemente prima y satisface una identidad polinémica, en-
tonces J es de Lesieur-Croisot. Pues por [84, 0.13] su clausura central I'~1.J

es simple con capacidad finita, luego J satisface las condiciones equivalentes
de (1.3).

116



2. Elementos de Lesieur-Croisot de un algebra de Jordan fuerte-
mente prima.

Para tratar problemas relacionados con la teoria de Goldie en ambiente
Jordan, la dicotomia PI local, esto es, considerar por un lado las &lgebras
que tienen PI elementos no nulos y por otro las que no los tienen, parece ser
mas adecuada que la clasica dicotomia de ser PI o no PI, debido, en parte, a
los recientes avances en la teoria PI local ([83], [84]). Recordemos que un ele-
mento a de un algebra de Jordan J se dice que es PI (respectivamente LC) si
el dlgebra local J, es PI (respectivamente LC). De especial importancia para
las aplicaciones es el hecho de que el conjunto PI(J) = {z € J : J, esPI} de
los elementos PI de un sistema de Jordan no degenerado constituye un ideal
[83, 5.4]. Hecho que se aplica para obtener anélogos de teoremas debidos
a S.A. Amitsur y a W.S. Martindale en ambiente Jordan (véanse II.(4.1) y
11.(4.2)).

En esta seccién vamos a reducir el problema de demostrar que el con-
junto de los elementos de Lesieur-Croisot de un algebra de Jordan fuerte-
mente prima J constituye un ideal al caso en que J sea especial de tipo
hermitiano sin elementos PI. En este caso, utilizaremos métodos zelmano-
vianos para reducir el problema a una cuestién puramente asociativa, en
particular, a demostrar que para un algebra asociativa con involucién (R, *)
que sea *-prima y *-no singular por la izquierda, esto es, Z;(R)NZ;(R)* =0,
se tenga que el conjunto I;(R) de los elementos de R que tienen dimensién
uniforme por la izquierda finita, es un ideal de R. Esto es cierto por ejemplo
si R es de hecho prima, pues entonces es no singular por la izquierda y es
bien conocido que bajo no singularidad I;(R) es un ideal de R [7, Prop. 1].
Pero en general, esta cuestion quedard pendiente para trabajos posteriores
asi como el caso no degenerado.

—Sea J un algebra de Jordan. Denotaremos por LC(.J) al conjunto
LC(J) ={x € J: JyesLC}
de los elementos de Lesieur-Croisot de J.

2.1 PROPOSICION. Sea J un dlgebra de Jordan fuertemente prima con
elementos PI no nulos, esto es, PI(J) # 0. Entonces LC(J) = PI(J) y por
tanto es un ideal de J.
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DEMOSTRACION: Sea = € PI(J). Entonces J, es fuertemente prima
[13, 4.1(iii)] y PI, luego J, es LC por (1.5), esto es, z € LC(J), y por tanto
PI(J) C LC(J).

Sea ahora z € LC(J). Si xz = 0, entonces x € PI(J) trivialmente.
Supongamos que x # 0. Como PI(J) es un ideal de J [83, 5.4] no nulo
en este caso, y J es fuertemente prima, se tiene que an;(PI(J)) = 0 y por
tanto U, (PI(J)) # 0. Tomemos z € PI(J) tal que U,z # 0. En particular
U,z € PI(J) por ser éste un ideal de J, y entonces por la transitividad de
la localizacién, se tiene que (J,)z = Jy, . es PI, luego 0 # z € PI(J,.) que es
un ideal esencial de J, porque J, es fuertemente prima. Como J, es LC y
PI(J;) es un ideal esencial de J,, se tiene que PI(J,) contiene un elemento
inyectivo, esto es,

PI(J;) NIny(Jz) # 0,

pero esto implica por [37, 4.4] que J, es ella misma PI y por tanto = € PI(J).
Luego LC(J) =PI(J)<J. m

Nétese que si J es fuertemente prima y PI(J) = 0, entonces J es especial
de tipo hermitiano, pues si no, serfa de clifford o albert (por [82, 15.2]) y en
ambos casos, la clausura central I'"1.J es PI. Luego PI(J) = PI(T~'J)NJ =

I'~'JnJ = J, lo que contradice que J no posea elementos PI.

2.2 PROPOSICION.  Si J es fuertemente prima y PI(J) = 0, entonces
LC(J) = Gol(J), donde Gol(J) = {z € J : J, esde Goldie}.

DEMOSTRACION: Sea = € Gol(J). Entonces J, es fuertemente prima
y de Goldie, luego J, es LC por (1.4), esto es, x € LC(J), y por tanto
Gol(J) C LC(J).

Sea ahora x € LC(J). Si z = 0, entonces x € Gol(J) trivialmente.
Supongamos entonces que x # 0. Por ser J, LC, se tiene que J, es un orden
en un algebra de Jordan simple () de capacidad finita. Si () no fuera artini-
ana, entonces () seria un algebra de clifford y por tanto PI, pero entonces
J; seria también PI y tendriamos que 0 # x € PI(J), lo que contradice

nuestra hipdtesis. Luego @) es artiniana y por tanto J, es de Goldie, esto es,
z € Gol(J). m

Siguiendo [37], el conjunto singular de J se define como

O(J) ={x € J : any(x)esesencialen J}
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Recordemos que un algebra de Jordan J se dice que es no singular si
©(J) = 0. Dado que para todos z,y € J, anyj(z +y) D anyj(x) Nany(y) y
any(UzJ") D any(x), donde J' es la unitizada de J, el conjunto singular es
de hecho un ideal interno de J. Si J es no degenerada, entonces ©(J) es un
ideal de J [37, 6.1]. Ademas,

2.3 [38, 3.6(i))] Si J es no degenerada con ©(J) = 0, entonces O(J,) = 0
para todo a € J.

Al igual que para &lgebras asociativas [51, 3.32], se tiene la siguiente
caracterizacién, que nos va a permitir afinar un poco mas el resultado (2.2).

2.4 Un algebra de Jordan no degenerada J es de Goldie si, y sélo si,
es no singular y tiene dimensién uniforme finita [37, 9.3 ((ii)<(v))].

2.5 PROPOSICION.  Sea J fuertemente prima tal que PI(J) = 0. Si

J posee elementos de Lesieur-Croisot no nulos, entonces J es no singular y
LC(J) =F(J), donde F(J) ={z € J : udim(J,) < oo}.

DEMOSTRACION: Sea 0 # z € LC(J) = Gol(J) (ver (2.2)). Entonces,
por (2.4), ©(J,) = 0, de donde, por [37, 6.4], 0 # z € an;(O(J)) lo que
implica, por ser O(J) un ideal de J y J fuertemente prima, que ©(J) = 0.
Por la herencia de la no singularidad (2.3), se tiene que todas las locales de
J son no singulares, en particular ©(J,) = 0 para todo = € F(J), de donde
de nuevo por (2.4) se sigue que F(J) = Gol(J) = LC(J) como queriamos.

—Sea J un algebra de Jordan especial. Diremos que un algebra asocia-
tiva con involucién (R, %) es x-ajustada a J si J C H(R, *) y todo *-ideal I de
R corta a J, esto es, I NJ # 0. Por otro lado, recordemos que (R, ) se dice
que es una x-envolvente asociativa de J si estd generada por J C H(R,*),
y una x-envolvente asociativa ajustada si es una x-envolvente asociativa -
ajustada. Notese que una *x-envolvente asociativa ajustada R de un algebra
de Jordan semiprima J es semiprima: si I° = 0 para algin *-ideal I de R,
entonces (INJ)2 C I3 =0=INJ =0 (por la semiprimidad de J) = I = 0
(por lo x-ajustado).

Como principio general utilizaremos el siguiente resultado.

2.6 TEOREMA. [37, 5.11] Sea J un dlgebra de Jordan fuertemente
prima sin elementos PI no nulos (por tanto especial de tipo hermitiano) y

119



R una x-envolvente asociativa ajustada de J. Entonces J tiene dimension
uniforme finita si, y solo si, R tiene dimension uniforme por la izquierda
finita. Ademds, en tal caso, la dimension uniforme de J coincide con la
dimension uniforme por la izquierda de R si R es prima.

Para demostrar el resultado principal de este capitulo, utilizaremos una
estrategia que aparece en la demostracién de [83, 6.5] y que merece la pena
ser destacada por su posible aplicacion a otras cuestiones. Lo enunciamos
como lema.

2.7 LEMA. Sea J un dlgebra de Jordan fuertemente prima sin elemen-
tos PI no nulos y R una *-envolvente asociativa ajustada de J. FEntonces,
para cada 0 # a € J, la subdlgebra S de J generada por el derivado de un
ideal hermitiano no nulo H(J) de J y el elemento a, es fuertemente prima
de tipo hermitiano. De hecho, S = Hy(A,x), donde A es una x-envolvente
asociativa ajustada de S.

DEMOSTRACION:  Consideremos H(J) # 0, donde H(X) es un ideal
hermitiano de FSJ(X) (ver IIL(1.1)), y sea I := H(J)V) = Uy yH(J), el
ideal derivado de H(J). Denotemos por S la subédlgebra de J generada por
I y el elemento a, por A la x-subalgebra de R generada por S y por B la
x-subalgebra de R generada por I.

Notese que S es fuertemente prima porque contiene a I que es un ideal
no nulo de J [13, 2.4]. Ademds S es de tipo hermitiano porque no es PI:
si S fuera PI, entonces I también seria PI y dado que el cociente J/I es
PI (cualquier polinomio de Uy (x)H(X) se anula en J/I), tendriamos que .J
también seria PI [12, p. 190], lo cual es una contradiccién.

En [13] se demuestra que S = Hy(A, %) es un &lgebra amplia de (A, *):
la clave esta en observar que todas las trazas y las normas de elementos de A,
asi como los elementos de la forma xtx*, x € A, t € S, son, médulo S, sumas
de n-tadas de elementos de IU{a} (A estd generada como &lgebra asociativa
por IU{a}). Nétese ahora que utilizando la férmula al C aol+Ta C I+1a
podemos expresar toda n-tada de elementos de I U {a} como una n-tada de
la forma {I...Ia'}, sélo hay que pasear al elemento a hasta el final de la
n-tada, pero {I...Ib} C I, para todo b € J, y cualquiera que sea el n por
el cardcter hermitiano de I [13, 2.2]. De hecho, de la férmula al C I + Ia
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se sigue que A = Zkzo Ba*. Nétese que AI(Y) C B puesto que para todos
z,y € I, se tiene que Ba*U,y C B{a*,z,y}z + ByU,a* C BII C B.

Veamos que A es x-ajustada a S. Sea 0 # L un x*-ideal de A, entonces
LIV C B (porque AIY) C B) y es un ideal: ILI®M + LIMT C LIM +
LIMW o)+ LIT™ C LIMY. Como B es ajustada a I (la demostracién es
ansloga a la de [82, Lem. 1.5]), entonces o bien LIY) =060 # LIMNT C
LNS. Si LIW = 0, entonces L C ang(IMR') (donde IMR' = R'IM
es el ideal de R generado por 1Y) [37, 1.12(i)]). Como 0 # IY R’ es un
x-ideal de R y R es #-prima (por ser x-ajustada a un &lgebra de Jordan
fuertemente prima), se tiene que L = 0, lo cual es una contradiccién. Luego
A es x-ajustada a S y por tanto una x-envolvente asociativa ajustada de S.
u

2.8 TEOREMA. Sea J un dlgebra de Jordan fuertemente prima sin
elementos PI no nulos y R una x-envolvente asociativa ajustada de J. En-
tonces

F(J)=L(R)NJ,

donde I;(R) denota al conjunto de los elementos de R que tienen dimension
uniforme por la izquierda finita. Ademds, si R es prima, entonces se tiene
que udim(J,) = udim;(R,) para todo a € F(J).

DEMOSTRACION: Es claro que lo que tenemos que demostrar es que
para todo 0 # a € J, la dimensién uniforme de J, es finita si, y solo si, lo es
la dimensién uniforme por la izquierda de R, (ver I1.(2.4)), y que de hecho
coinciden cuando R es prima.

Obsérvese que J, C H(R,,*), sin embargo, al localizar no se tiene, en
general, que R, sea una *-envolvente asociativa ajustada de .J, a pesar de
que R lo fuera de J, por lo que no se puede aplicar directamente el principio
general (2.6). La estrategia de la demostracién va a consistir precisamente
en ir reduciendo el problema hasta llegar a una situacién en la que podamos
aplicar nuestro principio general.

Por (2.7) se tiene que la subdlgebra S de J generada por el derivado I
de un ideal hermitiano no nulo #(J) de J y el elemento a, es fuertemente
prima de tipo hermitiano y es de la forma S = Hy(A, %), donde A es una
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x-envolvente asociativa ajustada de S y por tanto *-prima.

J H(R, )

S H(A, %)

Veamos que la demostracién se reduce a establecer la relacion entre la
dimension uniforme de S, y la dimensién uniforme por la izquierda de A,.
Por un lado, se tiene que

udim(J,) = udim(S,),

lo cual es una consecuencia directa del hecho de que S, contiene al ideal
0 # I de J,, que es esencial porque J, es fuertemente prima por la herencia
de la primidad fuerte de J [13, 4.1(iii)]. Por otro lado, tenemos que

udiml (Ra) = Udiml (Aa) 5

lo que se debe a que A, C R, C Qs(A,), donde A, es #-prima porque
a € H(A,x)y Aes x-prima, y Qs(A,) denota al anillo de cocientes simétrico
de Martindale de A,. Que A, C R, es claro, por otro lado, R C Q4(A)
porque A contiene a la *-subdlgebra de R generada por I. Luego, si 0 # % €
R,, entonces axa # 0, en particular, existe un x-ideal no nulo K de A tal
que 2K + Kz C A. Claramente K es un ideal de A,, con K # 0 porque
ang(K) =0, y dado que zaK + Kax C A, se tiene que Z., K + K.,T C A,,
esto es, R, C Qs(A,) como queriamos.

Nétese que PI(S) = 0. En efecto, pues si PI(S) # 0 se tendria por [83,
6.5] que PI(A) # 0, de donde se sigue que A satisfaceria una IPG [83, 1.1]
y entonces @Q(A) satisfaceria la misma IPG (ver [15]) y por tanto también
R C Qs(A), de aqui, de nuevo por [83, 1.1], se tendria que PI(R) # 0, lo
cual es una contradiccién porque PI(R)NJ = PI(J) =0

La demostracién de (2.8) se reduce entonces a probar que la dimensién
uniforme de S, es finita si, y sélo si, lo es la dimensién uniforme por
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la izquierda de A, y que de hecho coinciden si R es prima, donde por
II1.(3.1(1)), se tiene que
Sa - HO(Aa) *)a

con S, fuertemente prima por serlo S y tal que PI(S,) = 0 por la transitivi-
dad de la localizacién y el hecho de que PI(S) = 0.

Como no tenemos en general que A, sea una *-envolvente asociativa de
S., consideremos la x-subalgebra de A, generada por S,, a la que denotare-
mos por alga,(S,). Veamos que

udim;(A4,) = udimy(alg 4 (Sa)).

De nuevo, esto va a ser consecuencia directa del hecho de que existe
un *-ideal no nulo de A, contenido en alga,(S,). Esta es la parte mas
técnica de la prueba y se basa en el siguiente resultado [57, Th. 6.4.2]:
si zalgy (S.)r* C algy (S,) para todo x € A, y Aq no es PI, entonces
alga, (S,) contiene un *-ideal no nulo de A,. En un razonamiento anterior
vimos que PI(A) = 0, de donde se tiene que A, no es PI. Comprobemos que

ralg, (Sq)z™ Calgy (Sa),

para todo x € A,. Para ello, es claro que basta comprobar que sy - - - s,z* €
alg 4 (Sa) para cualesquiera s; € Sq, 7 =1,---,n, y todo n. Nétese que

xSy Sp ™ =[x, 81][s2  Sn, ] + xS1TT S90Sy

+ 81289+ Skt — S1xL¥ S - Sy,

donde [z1,zs] := 129 — X221, para cualesquiera x1, x5 € A,. Por otro lado
se tiene que
s,2] = (sa + (s2)") — (z +2)s,

para todos s € S,, * € A,. Entonces, dado que [,z], * € A,, es una
derivacién asociativa, se tiene que [alg, (Sq),z] C algy (S,). Ahora, uti-
lizando este hecho junto con las féormulas de arriba y teniendo en cuenta
que S, es un algebra amplia de (Ag,*), se tiene que el problema de ver
que xs1---sp,x* € algy (S,) para s; € Sq, i = 1,---n, se reduce a ver que
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rsy---8,x* € algy (S,) para s; € Sy, i = 2,---,n. Procediendo por re-
cursién, llegamos a reducir el problema a ver que zs,z* € alg, (Sa) para
Sp € S, x € Ag, lo cual es de nuevo una consecuencia de que S, es un
algebra amplia de (Ag, *).

Luego la demostracién de (2.8) se reduce a probar que la dimensién
uniforme de S, es finita si, y sélo si, lo es la dimensién uniforme por la
izquierda de alg 4 (Sa), y que de hecho coinciden si R es prima, donde

Sa € H(algy, (Sa), %),

con S, fuertemente prima sin elementos PI no nulos, y, por lo que acabamos
de demostrar, alg, (Sq) conteniendo a un *-ideal no nulo 7' de A,. Veamos
finalmente que alg, (Sq) es *-ajustada a S,.

Sea K un *-ideal de alg, (S,) y supongamos que K NS, = 0. Dado
que S, es un algebra amplia de A, se tiene que x + x* = 0 y zz* = 0 para
todo z € K, de donde para todo x € K y todo y € alg,_(S.) se tiene que
(xy)x = —(zy)*z = —y*z*x = 0. Luego, en particular, K C any (T) =0y
entonces K = 0.

Por tanto S, es fuertemente prima sin elementos PI no nulos y alg 4 (S,)
es una x-envolvente asociativa ajustada de S,. Aplicando ahora el principio
general (2.6) se tiene que S, tiene dimensién uniforme finita si, y sélo si,
alg 4 (S,) tiene dimensién uniforme por la izquierda finita, y que coinciden
si algy, (Sq) es prima. Obsérvese que si R es prima, entonces alg, (S,)
también tiene que ser prima, porque de lo contrario existiria un 0 # b €
alg 4 (S,) tal que el ideal de alg, (S,) generado por b y el generado por b*
tendrian intersecciéon nula, de donde en particular, se seguiria que bIb* =0y
por tanto R no serfa prima por [37, 5.2(ii)], lo que concluye la demostracién.
|

2.9 COROLARIO. Sea J un dlgebra de Jordan fuertemente prima.
(1) Si PI(J) # 0, entonces LC(J) es un ideal de J.

(2) Si PI(J) = 0, entonces LC(J) es un ideal de J si I;(R) es un ideal de
R, para una x-envolvente asociativa ajustada R de J.

DEMOSTRACION: (1) es (2.1). (2). Si LC(J) = 0, entonces LC(J)
es trivialmente un ideal de J sin ninguna restriccién. Supongamos entonces
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que LC(J) # 0. Por (2.5) se tiene que J es no singular y que LC(J) = F(J),
de donde, por (2.8), tenemos que LC(J) = I;(R) N J. Luego si [;(R) es un
ideal de R, entonces LC(J) es un ideal de J. m

2.10 Si J es fuertemente prima y PI(J) = 0, entonces para una -
envolvente asociativa ajustada R de J se tiene que Z;(R) N J = ©(J) [37,
6.14]. Si J es no singular (por ejemplo si LC(J) # 0), entonces Z;(R) N
Z.(R) = Z;(R) N Z;(R)* = 0 por ser R *-ajustada a J, esto es, R es #-no
singular por la izquierda. En general, no sabemos si bajo estas condiciones se
tiene que I;(R) es un ideal de R. Sin embargo, si R es prima o la involucién
es diagonal (aHpa* = 0 = a = 0 para toda algebra amplia Hj), entonces R
es no singular [37, 6.15] y de aqui se sigue que el conjunto I;(R) es un ideal
de R [7, Prop. 1], luego LC(J) es un ideal de J por (2.9).
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Apéndice.
POLINOMIOS DE ZELMANOV

El objetivo de este apéndice es demostrar el resultado 1.1 del Capitulo
IIT de esta memoria para el caso lineal, esto es, para el caso en que 1/2 € ®.
La estrategia en el caso cuadratico es la misma pero los calculos son mucho
mas complicados. Hemos de aclarar que los resultados que expondremos
en este apéndice no son nuevos, aunque tampoco conocemos una referencia
explicita para la mayoria de ellos.

—7Un polinomio p € FSJ(X) se dice que es un comedor de n-tadas
asoctativas si

ay---an—1p € FSJ(X)FSJ(X)FSJ(X)

para cualesquiera ay,---,a,—1 € FSJ(X), donde FSJ(X) denota al dlgebra
de Jordan libre especial (generada por X U {1} en la simetrizada As[X]’ de
la unitizada del algebra libre asociativa As[X] con conjunto de generadores
arbitrario X). A los elementos de FSJ(X) los llamamos polinomios de Jordan
y a los elementos de As|[X] polinomios asociativos.

Denotaremos por AE,(X) al conjunto de los comedores de n-tadas
asociativas; es claro que AE,(X) C AE,_1(X). Aunque no se sabe si,
en general, los comedores de n-tadas asociativas comen desde cualquier
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posicién, si que se tiene para casos particulares: si p € AE4(X), entonces
araspas = ajaz(poas) —ajazazp € (FSJ(X))3, puesto que ambos sumandos
pertenecen a (FSJ(X))3; andlogamente se ve que p come desde cualquier
otra posicién en la tetrada y a partir de aqui es facil comprobar que p es un
comedor de tetradas asociativas si y s6lo si come tetradas asociativas desde
cualquier posicién. En [8] se demuestra que un comedor de n-tadas asocia-
tivas es, en particular, un comedor de n-tadas. Combinando resultados de
[82] y [8], se tiene

0.1 TEOREMA. Todo ideal de FSJ(X) contenido en el conjunto de los
comedores de tetradas asociativas AE4(X) es hermitiano.

Nuestro objetivo va a consistir en encontrar un ideal de FSJ(X) con-
tenido en AE4(X) que posea polinomios de zelmanov y que satisfaga que
para cada natural n, una potencia suya suficiente alta sea no nula y coma
n-tadas asociativas. Consideremos la aplicacién

FSJ(X) X FSJ(X) X FSJ(X) X FSJ(X) — As[X]
(al,a2,a3,a4) —  a1020304,

Diremos que ¢1 = ¢z si ¢1 — g2 € FSJ(X)FSJ(X)FSJ(X) para ¢1,¢2 €
As[X]. Es claro que p € AE4(X) < F(p,FSJ(X),FSJ(X),FSJ(X)) = 0.
Veamos algunas de las propiedades de F'.

0.2 LEMA. La aplicacion F satisface
(1) es multilineal,
(2) es alternada,

(3) los cuadrados se reparten, i.e., F(a3,az,a3,a4) = F(a1,a1 o az,as,as)
y andlogamente en cualquier otra posicion. Linealizando se obtiene

(3’) F(bl @) b2,(12, as, a4) = F(bl,bg © asg, ag,(l4) -+ F(bg, bl ©az,as, (14).

DEMOSTRACION: (1) es claro. (2) es consecuencia de que si a; = a;
para i # j, i,j7 = 1,---,4, entonces F(ay,as,as,aq) = 0. En efecto, pues
a? € FSJ(X), aaja; = Uy,a; € FSI(X) y también a;ajara; = a;a;(ay o
a;) — (a;aja;)ar, € (FSJ(X))? por el caso anterior. Para (3) obsérvese que
a%a2a3a4 = a1(ay o az)agays — aiaza1a3a4, donde ajazaiazay = 0y utilicese
la alternancia de F' para repartir el cuadrado en cualquier otra posicion. m
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Por simplificacion, en lo que sigue vamos a utilizar variables z,y, z, - - -
(en lugar de aq, az, as, - - ) para denotar a los polinomios de Jordan; a menos
que se indique lo contrario, siempre nos referiremos a elementos genéricos de

FSJ(X).

Utilizando (0.2)(3), se tiene que F(x,y? 2% t) = F(x oy,y,2%t) =
F((zoy)ozy,z2,t) y también que F(x,y? 22,t) = F((xoz)oy,y,z2,t). Por
tanto, F((zoy)oz— (zoz)oy,y,z,t) =0. Definimos entonces el polinomio
de Jordan (lineal en todas sus variables)

Dy.(@) = (zoy)oz — (woz) oy

y lo que se tiene es que F'(D, ,(z),y, z,t) = 0 para todos z,y, z,t € FSJ(X).

Es facil comprobar que D, .(z) = [z, [y, 2]], donde [z,y] = zy — yz,
y que D, ., actia como una derivacién de Jordan, esto es, D, .(x ot) =
D, .(x)ot+xoD,,(t). Notese que [z, —] es una derivacién asociativa y
una derivacién del dlgebra de Lie A~ para un algebra asociativa A. Pero en
general [z,y] ¢ FSJ(X), mientras que [z, [y, z]] € FSJ(X) para cualesquiera
x,y,z € FSJ(X). Estos dobles conmutadores son la clave para construir los
polinomios hermitianos.

—Sean y,z € FSJ(X) fijos. Consideremos la subélgebra de FSJ(X)
generada por todas estas derivaciones, esto es,

D=D,.(X):=<D,.(x),r € FSJ(X) > .

Como consecuencia de (0.2) y de que F(D, ,(x),y,2,t) = 0 para todos
x,t € FSJ(X), se tiene que F(D,y, z,t) = 0. Por otro lado, obsérvese que la
variable t es independiente de {y, z} y por tanto de D. De hecho, se tiene

0.3 LEMA. F(D,D,D,t) =0 para todo t € FSJ(X).

DEMOSTRACION:  Sea (I) F(D, .(z),y, 2,t) = 0. Si sustituimos y por
y+cen (I), lo que se obtiene es: (I') F(D, .(z),¢,z,t) = —F(D..(x),y, 2, 1).
Por otro lado, F(D, ,(x1), Dy »(22),2,t) = —F(Dy .(x1), Dy »(x2), 2,y) por
(I') y también F(D, .(z1), Dt,.(22),2,y) = 0 por (I). Por tanto se tiene
(II) F(Dy,»(z1), Dy »(z2),2,t) = 0. De nuevo linealizamos z +— z 4+ c y
obtenemos (II') F(D, .(z1), Dy .(z2),c,t) = —F(Dy (x1), Dy »(x2),2,t) —
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F(Dy .(x1), Dy c(z2), 2, t). Finalmente, F(D,, ,(x1), Dy (x2), Dy .(23),t) =
—F(Dy (1), Dy,2(72), Dy »(23),2) — F(Dy (1), Dy,t(72), Dy -(23), 2) por
(Il’), y esto a su vez es = 0 por (II).

Luego F(Dy z(xl) Dy z(xZ)

v,
FSJ(X), lo que implica que F(D,D,
(0.2). m

0, para cualesquiera z;,t €

(3),t) =
D,t) = 0 para todo t € FSJ(X) por

)

Lo que nos interesa para obtener un comedor de tetradas asociativas es
ir “liberalizando” variables en la férmula de arriba.

0.4 LEma. F(D, (D, .(D))? p,q) =0 para todos p,q € FSJ(X), donde
(D%z(l)))2 es el ®-mddulo generado por cy o ¢z, para ci,co € D, (D) =
{D, .(u),u € D} (ndtese que c* =1/2(coc)).

DEMOSTRACION: Sea ¢ = D, ,(u), u € D. Veamos que co FSJ(X) C
D: si ¢ € FSJ(X), entonces por ser D, , una derivacion, se tiene coz =
Dy .(uox)—uoD,,(r) € D. En particular, cop € D, lo que implica
por (0.2)(3) y (0.3) que F(D,c?,p,q) = F(D,c,cop,q) = 0. Por tanto,
si ¢1,c0 € Dy (D), entonces F(D,c1 o c2,p,q) = F(D,(c1 + ¢2)?,p,q) —
F(D,c2,p,q) — F(D,c2,p,q) = 0 por el caso anterior. El resto se sigue por
linealidad (0.2)(1). m

0.5 PROPOSCICION.  Sea S(X) := (D, .((D,..(D))?))? el ®-mddulo
generado por c¢1 o c3, con ci,ca € {Dy . (u) : u E (D,..(D))?}, siendo
(D, .(D))?* el ®-mddulo definido en (0.4). Entonces S(X) C AE4(X).

)

DEMOSTRACION:  Hay que comprobar que F(S(X),p,q,r) = 0 para
cualesquiera p, q,r € FSJ(X). Sea ¢ € D, ,((D,..(D))?). Como D, .(D) C
D y D es una subdlgebra de FSJ(X), se tiene que (D, .(D))?> C D, y con-
secuentemente D, .((D, .(D))?) C D, .(D). Luego ¢ € D, (D) y por lo
demostrado en (0.4), se tiene que c o FSJ(X) C D. Por otro lado, veamos
que ¢ € (D, .(D))*: dado que D, , es lineal y (D, .(D))? es un ®-mdbdulo,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que ¢ = D, ,(c; o ¢2) con
c1,¢2 € Dy (D), y en este caso se tiene que ¢ = Dy, ,(c1)oca+c10D, .(c2) €
(D, ..(D))?. Entonces, por (0.2)(3) F(c*,p,q,7) = F(c,cop,q,r) = 0
por (0.4), puesto que ¢ € (D, .(D))? y cop € D y por un razonamiento
analogo al hecho en (0.4) se tiene que F'(cy o ca,p,q,7) = 0, para c1,co €
D, .((Dy.»(D))?). De nuevo el resto se sigue de (0.2)(1). =
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0.6 LEMA. S(Hs(®)) = H3(®), donde H3(®) = H(M;3(®P),t) es
el dlgebra de Jordan especial de las matrices 3 x 3 sobre ® simétricas con
respecto a la transposicion, y S(Hs(®)) es la evaluacion de S(X) en Hs(®P).

DEMOSTRACION:  H3(®) estd generado como ®-médulo por los ele-
mentos {e11, €22, €33, U12, U13, U3}, donde e;5, 1,7 = 1,2,3, es la matriz que
tiene todos sus términos cero salvo el del lugar 75 que es 1, y u;; = e;; + €js,
i,j = 1,2,3, @ # j. Sean y = w13, 2z = uiz. HEs un simple calculo com-
probar que D := Dy, uy, (H3(P)) =< Dyjsup(m) : m € Hy(®) >=<
U12, U13, U3, €22 — €33 >, luego en D estan todos los productos Jordan de es-
tos elementos, en particular, u, = 2(e1;+e22) € D = U(611_|_622)(€22—€33) =
ess € D = e33 € Dy e € D. Como D contiene a todos los gen-
eradores de H3(®), se tiene que D = H3(®). Lo siguiente es calcular
(Duys s (D))? = (Duyys iy, (H3(®)))2. Tras completar los cdlculos se obtiene
que (Dy,s.up,(D))? es el @-mbdulo generado por {e11 + ega, €11 + €33, €22 +
€33, U12, U13, U2z ;. De nuevo, se calcula Dy, upy ((Duss ugs(D))?) que re-
sulta ser el ®-mddulo generado por {ess — e33,u12,u13,uz3} vy finalmente
el cuadrado de éste, quedando que S(H3(®)) es el ®-médulo generado por
{e11 + ea2, €11 + €33, €22 + €33, U12, U13, U23 }. De nuevo, S(Hs(P)) contiene a
todos los generadores de H3(®)), y por tanto S(Hs(®)) = H3(P). =

0.7 AE4(Hs3(®)) = H3(®) (dado que S(X) C AE4(X) y S(Hs(®)) =
H3(®), se tiene que H3(®) C AE4(H3(P))).

0.8 PROPOSICION.  S(X) # 0.

DEMOSTRACION:  El lema (0.6) implica que S(H3(®)) # 0 y por
tanto que en S(X) existen polinomios que no son s-identidades, esto es,
que no se anulan en todas las algebras de Jordan especiales (puesto que
Hs(®) = H(M3(®),t) es especial). Teniendo en cuenta que FSJ(X) hace de
objeto libre en la variedad de las dlgebras de Jordan i-especiales (aquéllas
que son cocientes de una especial, equivalentemente, que satisfacen todas
las s-identidades), el hecho de que en S(X) existan polinomios que no son
s-identidades implica que S(X) # 0. =

—Un polinomio p € FSJ(X) se dice que es de clifford si no se anula en
el dlgebra de Jordan especial H3(®) = H(Ms5(®),t). Si p es un polinomio de
clifford, no sélo no se anula en H3(®) sino que tampoco se anula en cualquier
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algebra que contenga una copia de H3(®) o que tenga una extensién que a
su vez contenga una copia de H3(®). Como consecuencia, un polinomio de
clifford no se anula en un algebra de Jordan que tenga tres o mas idempo-
tentes “interconectados” (dos idempotentes e, es € J ortogonales, esto es,
e1oep = 0 = U, eg, se dice que estan interconectados si existe uiz € Ug, e,
que es inversible en el dlgebra de Jordan U, 1., J).

Como hemos visto en (0.6), en S(X) existen polinomios de clifford. Por
otro lado, si S(X) fuera un ideal de FSJ(X), se tendria por (0.1) que S(X)
serfa un ideal hermitiano. Por tanto en S(X) existirfan polinomios hermi-
tianos que ademas serian de clifford, esto es, polinomios de zelmanov. El
problema es que en principio ni siquiera se puede asegurar que AE,(X) con-
tenga algtn ideal no nulo de FSJ(X). La situacidn se restablece considerando
comedores de pentadas asociativas. Recordemos que si p € AE5;(X), entonces
p € AE4(X) y ademds come tetradas asociativas desde cualquier posicién.

0.9 PROPOSICION. AE;5(X) es un ideal de FSJ(X).

DEMOSTRACION:  Para ver que AE5(X)< FSJ(X) basta comprobar
que AE5(X)o FSJ(X) C AE5(X). Recordemos que dos polinomios aso-
ciativos ¢1 = ¢2 si ¢1 — ¢2 € FSJ(X)FSJ(X)FSJ(X). Sean p € AE;(X),
y € FSJ(X). Entonces para cualesquiera yi,---,ys € FSJ(X) se tiene que
Y1Y2Y3YayP = Y1Y2Y3(Ya © Y)P — Y1Y2Y3YYaD = —Y1Y2Y3YYaP Pues y1y2y3(y4 o
y)p = 0 dado que p € AE5(X). Repitiendo este mismo razonamiento, se
tiene —y1Y2y3yyap = Y1Y29Y3yaP = —Y1YYy2YsysP = Yy1y2ysyap. Por otro
lado se tiene yy1yoy3yap = Y{Y1Y2y3yaP} — YPYayayay1 = —YPYaY3yay1 =
—{YPYays }y2y1 + Y3YapyY2y1 = Y3yapyy2y1 = Ys{Yabyy2}y1 — YsY2ypyay1 =
—Y3Y2YPYay1 = —Y3YolyYpyay1} + Ysyey1YaPy = Y3Y21YapY = {Y3y291}Yapy
—Y1Y2Y3YaPY = —Y1Y2ysyapy. Luego y1y2ysyayp = —Y1Y2ysyapy, esto es,
Y1Y2ysys(poy) =0, y por tanto poy € AE;(X). m

0.10 De hecho, se tiene que en general AE, (X)< FSJ(X) para todo
n impar [8, 2.7]. Como consecuencia, un comedor de n-tadas asociativas
para n impar come desde cualquier posiciéon. Veamoslo para n = 5: sean
p € AE5(X), y1,---,ya € FSJ(X) cualesquiera. Entonces y1y2yspys =
Y192y3(p © ya) — y1y2y3yap = 0 puesto que p o yy € AE5(X) C AE4(X)
(porque p € AE;(X)< FSJ(X)). Anélogamente se comprueba para cualquier
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otra posicién de p en la pentada. La demostracién en el caso n > 5 impar
es similar.

Luego AE5(X) es un ideal de FSJ(X) contenido en AE4(X), lo que
implica por (0.1) que todo comedor de pentadas asociativas va a ser un
polinomio hermitiano. Veamos que también se tiene que AE;5(X) # 0.

0.11 PROPOSICION. 0 # [[AE4(X),AE4(X)],AE4(X)] C AE5(X),
donde [a,b] = ab—ba, a,b € As[X] y en [[AE4(X),AFE4(X)],AE4(X)] existen
polinomios de clifford.

DEMOSTRACION: Sean a,b € AE4(X). Veamos que para cualesquiera
Y1, ,ys € FSJ(X), se tiene que y1y2ysysab = y1y2ysysba. En efecto,
pues y1y2y3ysab = y1{y2y3ysab} — yi1baysysy> = —y1baysysy2 (puesto que
a,b € AE4(X) implica que yoysysa = 0y (y2ysysa)b = 0 y entonces
y1{y2y3ysab} € FSIJ(X)FSJ(X) por lo que y1{y2y3ysab} = 0). Repitiendo
el mismo proceso sucesivas veces se tiene que —y1baysysys = —y1b{aysysy2}
+y1byayszysa = y1byaysysa = y1{byaysysta — y1y4ysy2ba = —y1yaysy2ba =
—y1{yay3y2 }ba + y1y2y3ysba = y1y2y3ysba. Luego y1y2y3ysadb = y1y2y3ysba.
En general, aunque [a,b] = ab — ba ¢ FSJ(X), se tiene que [[a,b],c] =
(cob)oa— (coa)obe FSJ(X) para todos a,b,c € FSJ(X). Entonces, por
lo que acabamos de ver y1y2ysya4[[a, b],c] = 0 para todos a,b,c € AE4(X) ,
esto es, [[AE4(X),AE4(X)],AE4(X)] C AE;(X).

Por otro lado, dado que AE4(H3(®)) = H3(®) (0.7), se tiene que
uiz,u1s € AE4(H3(®)) (donde ujs,u13 son los definidos en (0.6)). Ha-
ciendo los célculos, resulta [[uis,u13],u13] = u12 # 0 lo que implica que
[[AE4(X),AE4(X)],AE4(X)] # 0 (por el mismo razonamiento que en (0.8))
y que [[AE4(X),AE4(X)],AE4(X)] posee polinomios de clifford. m

0.12 De hecho se tiene que AE5(H3(®)) = H3(®): dado que ujp =
[[ui2,u13],u13] € AE5(H3(®)) v que AE5(H3(®)) es un ideal de Hj3(P)
(0.9), se tienen las siguientes series de implicaciones: u%z = e11 + €99 €
AE5(H3(q))) = U, (611 + 622) =e11 € AE5(H3(q))) = €99 € AE5(H3(q))),

U12 O U3 = U3 € AE5(H3((I))) = U%S = €99 + €33 € AE5(H3((I))) = e33 €
AE5(H3(®)) = 1 =e11 +eaa+e33 € AE5(H3(®)), y esto finalmente implica

que AE5(Hs(®)) = H3(®). Nétese que si @ fuera un cuerpo, el resultado
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serfa inmediato puesto que AE5(H3(®)) serfa un ideal no nulo del dlgebra
simple H3(®).

0.13 COROLARIO. 0 # H(X) := AE5(X) es un ideal hermitiano de
FSJ(X) que posee polinomios de zelmanov.

DEMOSTRACION: Es consecuencia de (0.1), (0.9) y (0.11). m

En general, la nociéon de comedor de n-tadas asociativas para un cierto
n > 5 puede ser una herramienta clave para resolver problemas técnicos
(véase [14]). Veamos a continuacién como, para cada m, una potencia sufi-
cientemente alta de AE;(X) no se anula y come n-tadas asociativas.

0.14 PROPOSICION. 0 # AE5(X)™ C AE,, 1 4(X) para todo n impar.

DEMOSTRACION: Veamos primero que AE;(X)" C AE,,;4(X) para n
impar. Lo haremos por induccién sobre n: es trivial paran = 1 (pues lo dnico
que dice es AE5(X) C AE;5(X)). Supongamos el resultado cierto para n — 2
y demostrémoslo para n, con n > 3. Nétese que para n > 3, claramente se
tiene que AE5(X)™ = Uag,(x)AE5(X)" 2, luego basta demostrar que U.d €
AE,, 14(X) para cualesquiera ¢ € AE5(X) y d € AE5(X)" 2. Sean entonces
c € AE5(X), d € AE5(X)" 2 y cualesquiera y1,- - -, ynt3 € FSJ(X). Se tiene
que Y192 - YnYnt1Ynt2Yntscde C yp - Y1 FSI(X)FSJ(X)FSI(X)dc. Por
nuestra hipdtesis de induccién se tiene que d € AE, (X), de donde se
sigue que y1 -+ - Y1 FSJ(X)FSJ(X)FSJ(X)dc C y1 FSI(X)FSJ(X)FSJ(X)c
y esto a su vez esta contenido en FSJ(X)FSJ(X)FSJ(X) porque c € AE5(X).
Luego U.d € AE,,+4(X) como queriamos.

Veamos ahora que AE5(X)™ # 0 para todo n impar. De hecho esto es
una consecuencia de que

AE;(Hs3(®))" = H3(®)

para n impar. De nuevo lo demostramos por induccion sobre n: paran = 1,
se ha demostrado en (0.12). Supongamos que AE5(H3(®))"~2 = H3(®), n >
3. Entonces AE5(H3(‘I>))” = UAEs(H3(¢.))AE5(H3((I)))n_2 = UH3(¢.)H3((I)).
En particular, puede comprobarse que ej; = U, , €22, €22 = U, €11 y €33 =
Uu,se11 por lo que 1 = e11 + ez + e33 € Upya)H3(P) = H3(P) x H3(P) <
H3(®), luego Up,(a)H3(®) = H3(®), y por tanto AE5(H3(®))" = H3(®).
u
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GLOSARIO

abierto regular, 51

adjunto, 87

algebra

alternante, 99

amplia, 98
antisimétrica, 99

de Boole, 31

de Jordan, 23

de Goldie, 115
i-especial, 131

no degenerada, 27

de Lesieur-Croisot, 116
(débil) localmente P, 62
x-ajustada, 119

*-no singular, 117
hométopa, 60, 82
isétopa, 82

local, 60, 82

no singular, 61, 119

anillo

de Goldie, 72

topolégico

descomponible, 55

semiprimo anulador generalizado, 34
semiprimo dual generalizado, 34

uniforme, 70
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anulador
- de un conjunto, 26, 27
- de un elemento, 47
atomo, 32
C*-sistema, 48
capacidad, 66, 84
coatomo, 56
comedor de n-tadas, 83
- asociativas, 127

condicién de Ore, 71

conjunto
- denso, 62
- dual, 75

independiente, 41
- singular, 118
dimension
- de Goldie, 42
- uniforme, 70, 115
dominio de Ore, 71
elemento
- compacto, 51
- de cuadrado cancelable, 73
- entero, 67
- esencial, 37
- inversible, 82
- localmente inversible, 73

_ P, 62
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por debajo de, 51

primo, 51
- seudo-uniforme, 67
- uniforme, 37, 70
envolvente estandar, 85
x-envolvente asociativa, 119
- ajustada, 119
forma traza, 36
ideal, 23, 25
- anulador, 36
- externo, 23, 25
hermitiano, 83

- interno, 23, 25, 60

- singular, 61
idempotentes interconectados, 132
involucién polarizada, 85
J-denominador, 114
longitud

- anuladora, 43

- finita, 44
moénada, 114
n-tada, 83
norma, 98
operador continuo, 69, 87, 90
orden

- Anh-Marki, 74

- clasico, 72, 115
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- Fountain-Gould, 73
débil, 74

- alternante, 99
- amplio, 98
- antisimétrico, 99
- asociativo, 22
- de espacios vectoriales semi-duales, 90
- de Jordan, 24
artiniano, 84
- de moédulos duales, 68
- hermitiano, 98

polinomio

asociativo, 127
de clifford, 131
de Jordan, 127

de zelmanov, 83

hermitiano, 83
producto

- compatible, 46

idempotente, 47

infinitamente distributivo, 47

interno

alternado, 89
hermitico, 89

subdirecto, 39

esencial, 39
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rango, 66

reticulo, 28

algebraico, 47

anulador, 31
complementado, 30
multiplicativo, 52
seudo-multiplicativo, 45
fuertemente semiprimo, 51

semiprimo, 46

s-identidad, 131

semirreticulo, 28

atémico, 32
seudo-complementado, 29
anulador, 31

dual, 32

seudo

-complementacion, 29

-complemento, 26, 29

sistema

algebraico, 22
semiprimo, 26
topoldgico, 28

de Jordan

especial, 25
excepcional, 25
fuertemente primo, 82

primo, 82
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- triple
alternante, 99
amplio, 98
antisimétrico, 99
asociativo, 22
de Jordan (polarizado), 24
subpar, 95
- directo, 95
suma
- directa, 115
- subdirecta esencial, 39
traza, 99
- antisimétrica, 99

z6calo, 84
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