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RESUMEN

El problema de la satisfacibilidad boolena (SAT) fue el primer problema identificado como
perteneciente a la clase de complejidad NP-completo. Este problema, aunque no inicialmente
ligado a la informatica, guarda una estrecha relacion con ella gracias a la teoria de la comple-

jidad computacional.

Se tiene como propdsito crear un material interactivo que facilite la comprension de las redu-
cibilidades entre problemas NP-completos. Se consigue mediante la demostracion de como a
partir de SAT, es posible reducir polinémicamente otros problemas NP-completos relaciona-
dos con la informatica. Para ello, se desarrolla una aplicaciéon web que describe el proceso de

dichas reducciones. Este contempla tres etapas principales:

1. Transformacion de una férmula booleana dada por el usuario a una 3FNC (forma normal
conjuntiva de 3 literales por clausula). Se usan mapas de Karnaugh para una simplifica-

cién méas eficiente de la formula.

2. Reduccidn del problema 3SAT (que expresa formulas booleanas 3FNC) a otro problema

NP-completo que dispone de una representacion visual (como CLIQUE o HAMPATH).

3. Identificacion de posibles soluciones para cada problema individual. Se da la posibilidad
al usuario de elegir una solucion a mostrar entre todas las posibles. La solucion elegida

se representa visualmente.

Las reducciones se detallan para 4 problemas NP-completos: CLIQUE, VERTEX-COVER, HAM-
PATH y SUBSET-SUM.

Asimismo, cada uno de los problemas se complementa con una explicacion detallada de las

reducciones realizadas, con el fin de facilitar la comprensién por parte del usuario.

Palabras clave: Complejidad computacional, NP-completitud, problema SAT, reduci-

bilidad entre problemas, representacion visual
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ABSTRACT

The Boolean satisfiability problem (SAT) was the first problem identified as belonging to the
class of NP-complete complexity. Although this problem was not initially linked to computer

science, it has a close relationship with it, thanks to the theory of computational complexity.

The goal is to create an interactive material that facilitates the understanding of reducibilities
between NP-complete problems. This is achieved by demonstrating how, starting from SAT, it
is possible to polynomially reduce other NP-complete problems related to computer science.
To this end, a web application is developed that performs this reduction. The process involves

three main stages:

1. Transformation of a Boolean formula provided by the user into a 3CNF (conjunctive
normal form with 3 literals per clause). Karnaugh maps are used for more efficient sim-

plification of the formula.

2. Reduction of the 3SAT problem (expressing Boolean 3FNC formulas) to another NP-
complete problem with a visual representation (such as CLIQUE or HAMPATH).

3. Identification of possible solutions for each individual problem. The user has the option
to choose one solution to display among all possible ones. The chosen solution is visually

represented.

This process is carried out with 4 NP-complete problems: Clique, Vertex-Cover, HAMPATH,
and SUBSET-SUM.

In addition, each of the problems is complemented with a detailed explanation of the reduc-

tions performed, in order to facilitate the user’s understanding.

Keywords: Computational complexity, NP-completeness, SAT problem, reducibility

between problems, visual representation



 ——
INDICE GENERAL

1. Introduccion 9
1.1, Motivacion . . . . . . . .. ... 9
1.2, ODbjetivos . . . . o o o e e 10
1.3. Metodologia de trabajoempleada . . . . .. ... ... .. 0L 11
1.4. Estructuradelamemoria . . . . . .. ... ... ... 13
2. Tecnologias usadas 15
2.1. Reacty JSX . . . o . . e 15
2.2. JavaScript y Nodejs . . . . . . . . . 15
23. HTMLy CSS . . . . e 16
24. Docker . . . ... 17
3. Especificacion y analisis 19
3.1. Introduccidn . . . . . . .. 19
3.2. Requisitos . . . . . . .. e 22
33. Casosdeuso . . . ... 25
4. Panorama general: Presentacion de la pagina 31
4.1. Iniciodel proyecto . . . . . . . . ... ... 31



5.

6.

4.2. Puntodeentrada. . . . . . . . . ..

43. Navegador . . . . . . ... .

4.4, VIStas . . . . .

Transformacion de formula booleana a 3FNC

5.1. Simplificar la formula internalizando las negaciones . . . . . . ... ... ...

5.2. Construir el mapa de Karnaugh . . ... ... ... ... ... .........

5.3. Obtener FNC a partir del mapa de Karnaugh (hasta 4 variables) . . . . . . . ..

5.4. Obtener FNC a partir del mapa de Karnaugh (mas de 4 variables) . . . . . . ..

5.5. Conversionde FNC a3FENC . . . . . . . . . . . . s

Reduccion de 3SAT a problemas NP-completos

6.1. Reduccionde 3SAT aCLIQUE . . . . . . . ... .. . . ... ... .......

6.2. Reduccion de 3SAT a VERTEX-COVER . . . . . . . .. . .. . ...

6.3. Reduccion de 3SAT a HAMPATH . . . . . . . . . . . . i i

6.4. Reduccion de 3SAT a SUBSET-SUM . . . . . . . . . . o v it i it

Conclusiones y lineas futuras

7.1. Conclusiones . . . . . . . . . e

7.2. Aportaciones adicionales . . . .. ... Lo Lo L Lo Lo

7.3. Lineasfuturas . . . . . . . . . . . e

45

45

48

50

55

60

63

63

70

73

78

83



Bibliografia

Apéndice

A.1. Listado preguntas de la encuesta

90






CAPITULO

INTRODUCCION

1.1 MOTIVACION

La teoria de la computacion comprende el estudio de qué problemas pueden computarse y
cuales no, con qué rapidez, cuanta memoria se requiere y en qué tipo de modelo computacional
[1, p. xi]. La asignatura Algoritmia y Complejidad del tercer curso de la Mencion Computacion
estudia, entre otros, una de las ramas primordiales de la teoria de la computacion: la teoria de la
complejidad computacional. Este campo se centra en clasificar los problemas computacionales
segun los recursos necesarios para resolverlos, como el tiempo, la memoria u otros que sean
requeridos [1, p. 275]. Los dos primeros, tiempo y espacio, son de los méas importantes en este
analisis, tomando especial relevancia el tiempo [2, p. 402]. Igualmente, esta materia aborda la

demostracion de limites superiores e inferiores de la complejidad de los problemas [2, p. 401].

La clasificacion de los problemas segtin su complejidad es fundamental porque permite evaluar
la eficiencia de los algoritmos que los resuelven y determinar qué tan viable es su implementa-
cion en la practica. La complejidad influye directamente en la eficiencia del algoritmo, y esta,
a su vez, esta estrechamente relacionada con el grado de precision requerido en las soluciones.
Como regla general, mientras mas precisa sea la solucidon que se busca, mayor sera el tiem-
po que demande el algoritmo. Por el contrario, si se desea reducir el tiempo de ejecucion, a
menudo es necesario sacrificar parte de esa precision (se realiza una aproximacion). Por ello,
comprender la complejidad de un problema es esencial para encontrar un equilibrio adecuado

entre tiempo y precision, segun las necesidades especificas de cada caso.

La pagina web desarrollada se enfoca justo en esta rama tan necesaria, aunque con frecuen-
cia relegada, ya que suele resultar especialmente desafiante para los estudiantes debido a su

naturaleza altamente abstracta, formal y a menudo alejada de aplicaciones inmediatas.

Con el fin de hacer méas accesible este conocimiento, la aplicacion propone un enfoque pe-

dagogico que combina representaciones visuales, explicaciones detalladas paso a paso y una



1.2

1.2. Objetivos

interfaz interactiva e intuitiva. Todo ello esta disefiado para acompafar al usuario a lo largo
del proceso de reduccion entre problemas NP-completos, facilitando no solo la comprension
tedrica, sino también el aprendizaje activo a través de la exploracion y la experimentacion

directa con ejemplos concretos.

OBJETIVOS

El principal objetivo de este Trabajo de Fin de Grado (TFG) es acercar al estudiante a la teoria
de la complejidad computacional. Con este fin, se ha realizado la reduccion de 3SAT a cuatro
problemas diferentes: CLIQUE, VERTEX-COVER, HAMPATH y SUBSET-SUM. La explicacién
de cada una de estas reducciones esta organizada en una serie de pasos, los mas relevantes,

para facilitar el aprendizaje del usuario. Son los siguientes:

1. Introduccion de formula booleana y posterior transformacion a 3FNC. Se per-
mite al usuario escribir cualquier formula usando los operadores de conjuncién (and),
disyuncién (or) y negacion (not). A partir de esta entrada, mediante el uso de mapas de
Karnaugh, se obtiene otra formula expresada en forma normal conjuntiva (FNC), con
el propdsito de facilitar la posterior conversiéon a FNC de 3 literales (3FNC). Es impor-
tante sefialar que la busqueda de grupos 6ptimos en los mapas de Karnaugh constituye
un problema NP en si mismo, por lo que se ha implementado un algoritmo voraz para
abordar este problema de manera mas eficiente. Cabe destacar que al usar los mapas de
Karnaugh, no se esta buscando necesariamente una férmula minima, sino una expresiéon
equivalente que, en lo posible, tenga menos clausulas que la original. Este aspecto sera

explicado con mas profundidad a lo largo de la memoria.

2. Visualizacion del problema mediante la construccion de su gadget. A partir de la
formula 3FNC obtenida, se construye un componente formado por subestructuras o ele-
mentos auxiliares, que comtinmente se denomina gadget. Este componente suele tener
una representacion grafica, que permite observar como se traduce la logica booleana.
Para generar los grafos asociados a la reducciéon de CLIQUE, VERTEX-COVER y HAM-
PATH se emplea la biblioteca D3.js, que ofrece visualizaciones dindmicas e interactivas.

Para el caso de SUBSET-SUM, se utiliza una tabla.

10



1.3

1.3. Metodologia de trabajo empleada

3. Identificacion y visualizacion de las soluciones. Se solicita al usuario que seleccione
los valores a asignar a cada una de las variables booleanas. A partir de esta asignacion,
se genera y muestra el gadget, marcando la soluciéon que se corresponde con los valo-
res asignados. Si la evaluacion de la férmula resulta verdadera, la representacion grafica
mostrara una solucion valida; en caso contrario, el gadget no contendra ninguna solu-

cion.

Todos estos pasos se acompafian de explicaciones especificas para cada uno de los problemas
considerados. Asimismo, se incluye una breve introduccién que describe en qué consiste cada

uno de ellos, con el objetivo de facilitar la comprension del proceso completo de reduccion.

METODOLOGIA DE TRABAJO EMPLEADA

La metodologia de desarrollo iterativo e incremental (IID) es un enfoque evolutivo para cons-
truir software que evita la rigidez del modelo en cascada tradicional. Consiste en dividir el pro-
yecto en pequefias partes funcionales y ejecutables llamadas slices, las cuales se desarrollan en
ciclos breves que incluyen anélisis, disefio, implementacion, prueba y retroalimentacion. Cada
iteracion busca entregar un producto parcial que funcione segun los requisitos definidos, per-
mitiendo a los desarrolladores aprender de la experiencia real del sistema en uso y adaptarse
a cambios continuos [3]. Histéricamente, IID se ha aplicado con éxito desde los afios 50 en
proyectos complejos como el software del transbordador espacial, y ha sido promovido por
referentes como Tom Gilb, Barry Boehm y Frederick Brooks. Su valor reside en ofrecer resul-
tados tempranos y medibles, facilitar la deteccion de errores de forma temprana y permitir

decisiones de gestion basadas en datos empiricos acumulados durante el proceso [4].

Durante el desarrollo de este proyecto, se ha seguido esta metodologia para construir una
single-page application (SPA). Esta estrategia permitio dividir el sistema en partes funciona-
les pequenas que fueron disefiadas, implementadas y validadas de forma individual en ciclos
breves. Gracias a este enfoque, fue posible integrar mejoras constantes basadas en la retroali-

mentacion obtenida y ofrecer entregables funcionales en cada etapa del proceso.
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Etapa 1.

Etapa 2.

Etapa 3.

Etapa 4.

Etapa 5.

Etapa 6.

Etapa 7.

Etapa 8.

Creacion del esqueleto de la aplicacion. Se inicié con una version minima del sis-
tema, una single web application con navegacion basica entre las secciones de inicio,
CLIQUE, VERTEX-COVER, HAMPATH y SUBSET-SUM. Ademas, se incluye una breve

presentacion en el inicio y se implementa el modo oscuro y claro.

Introduccion de féormulas booleanas y validacion. Se permite al usuario introducir
férmulas booleanas utilizando los operadores and, or y not. Se implementa una funciéon
que verifica si es una formula bien formada. En caso contrario, se muestra un mensaje

de error indicando que la formula introducida no es valida.

Conversion a 3FNC con féormulas de 4 variables o menos. Primeramente, se crea
una funcion que internaliza las negaciones para asi simplificar las formulas. Posterior-
mente, se realiza el mapa de Karnaugh para obtener la FNC, que luego se transforma en

su equivalente 3FNC.

Mapas de Karnaugh para mas de 4 variables. Para formulas con mas de 4 variables,
se desarrollan funciones que comparan agrupaciones entre diferentes mapas. Se emplea

un algoritmo voraz para seleccionar, en cada iteracion, la agrupaciéon mas optima.

Visualizacion de grafos y tablas. Se crean visualizaciones interactivas de los proble-
mas CLIQUE, VERTEX-COVER y HAMPATH utilizando la libreria D3.js. Cada grafo se
adapta en estructura y tamafio segun las necesidades. Para SUBSET-SUM, se implementa

un modelo de tabla especifico.

Tratamiento de tautologias y contradicciones. Sila formula insertada resulta ser una
tautologia o una contradiccién, se devuelve el valor Verdadero o Falso, respectivamente.
En estos casos, se genera un modelo 3FNC que incluye todas las variables proporcionadas

por el usuario, junto con explicaciones adicionales.

Asignacion de valores a variables. Se incorpora una funcionalidad que permite al
usuario asignar visualmente valores a las variables, mediante mapas. Si existen mas de
4 tablas, se brinda la opcidén de introducir los valores uno a uno o desplegar tablas adi-

cionales.

Construccion de las estructuras a partir de la asignacion. A partir de los valores
asignados por el usuario, se generan los grafos correspondientes. En el caso de Subset-

Sum, se crea una tabla con los valores aportados.
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Etapa 9.

Explicaciones. En cada vista se afiade un texto explicativo que describe el problema

abordado y como se realiza la reduccion correspondiente.

1.4 ESTRUCTURA DE LA MEMORIA

La estructura seguida en la memoria es la siguiente:

Capitulo 1.

Capitulo 2.

Capitulo 3.

Capitulo 4.

Capitulo 5.

Capitulo 6.

Se presenta una introduccién general, incluyendo la motivacion que dio origen al proyec-
to, los objetivos que se persiguen, la metodologia de trabajo empleada y una descripcion

de como se organiza el contenido del documento.

Describe las tecnologias empleadas en el desarrollo de la aplicacién, incluyendo herra-

mientas como React, JavaScript, HTML y Docker.

Ofrece una vision general de la aplicaciéon desarrollada. Se explica como esta estructu-
rada la pagina web, incluyendo el punto de entrada, la navegacion y las distintas vistas

disponibles. Se detalla el apartado visual e interactivo del proyecto.

Se profundiza en el proceso de conversion de una formula booleana arbitraria a su For-
ma Normal Conjuntiva (FNC), y posteriormente a 3FNC. Se detallan los algoritmos y

procedimientos empleados (mapas de Karnaugh).

Recoge las reducciones de formulas en 3FNC a distintos problemas clasicos NP-completos.
Concretamente, se presentaran las reducciones del problema 3SAT a CLIQUE, VERTEX-
COVER, HAMPATH y SUBSET-SUM. Se explica el razonamiento teérico detras de cada

reduccidn, asi como su implementacion visual.

Expone las conclusiones obtenidas a partir del trabajo realizado y presenta diversas li-

neas de mejora y ampliacién del proyecto.
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CAPITULO

TECNOLOGIAS
USADAS

2.1 REAcCT Y JSX

React es una biblioteca de JavaScript desarrollada por Meta (anteriormente Facebook) que se
utiliza para construir interfaces de usuario de manera eficiente y modular. Su caracteristica
principal es el uso de componentes reutilizables, que permiten dividir una aplicacion en piezas
independientes y manejables [5, pp. 1-3]. En este proyecto, React se ha utilizado junto con
JSX (JavaScript XML), una extension de sintaxis que permite escribir marcado similar a HTML
dentro de un archivo JavaScript. JSX facilita el desarrollo de codigo, ya que combina tanto la

légica de renderizado como la estructura del marcado dentro de un mismo componente [5,

p- 71].

Dentro de la aplicaciéon web desarrollada, React ha sido empleado principalmente para la crea-
ciéon de componentes reutilizables que facilitan la consistencia y el mantenimiento del codigo.
Se han desarrollado componentes especificos para la creacion de botones con diferentes fun-
ciones, la visualizaciéon dinamica de los grafos generados para las reducciones, asi como para
la representacion de tablas. Esta organizacion por componentes ha permitido mantener una

interfaz coherente, reducir la duplicacion de c6digo y mejorar la escalabilidad del proyecto.

2.2 JAVASCRIPT Y NODE.Js

JavaScript es un lenguaje de programacion interpretado, ampliamente utilizado en el desa-
rrollo web para dotar de interactividad y dinamismo a las paginas. Es un lenguaje versatil,
orientado a objetos y basado en eventos, que permite manipular el contenido del navegador,
responder a acciones del usuario y gestionar la l6gica del lado del cliente. Junto con HTML y
CSS, forma parte del nucleo de las tecnologias web, y es compatible con multiples bibliotecas

y frameworks, como React [6, p. 1-2].
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2.3. HTML y CSS

En este proyecto también se ha utilizado Node.js, un entorno de ejecucién para JavaScript del
lado del servidor, creado por Ryan Dahl en 2009. Dahl, inicialmente interesado en la progra-
maciéon web, encontr6é que las tecnologias existentes no podian manejar eficientemente las
solicitudes concurrentes. Después de explorar diversas soluciones, como Ruby y C, descubrio
que JavaScript era ideal para este proposito debido a su naturaleza no bloqueante, su am-
plia adopcioén y la flexibilidad de su arquitectura. Node.js utiliza el motor V8 de Google para
ejecutar el codigo JavaScript, optimizando la ejecucion con compilacién Just-In-Time (JIT) y
mejorando el rendimiento general. Ademas, el proyecto es de codigo abierto y se gestiona en

GitHub, con colaboradores que mejoran continuamente su desarrollo [7].

En el contexto de esta aplicaciéon web, JavaScript ha sido esencial para implementar toda la
logica que permite transformar una formula booleana introducida por el usuario en su corres-
pondiente forma 3FNC. Una parte central de esta logica ha sido el desarrollo de un algoritmo
capaz de generar y procesar mapas de Karnaugh, herramienta utilizada para simplificar expre-
siones booleanas y facilitar su conversion a la forma normal conjuntiva. Esta implementacion,
realizada completamente en JavaScript a través de la gestion de estructuras de datos con el ob-
jetivo de conseguir agrupaciones validas dentro del mapa, constituye una de las piezas clave

del funcionamiento interno de la aplicacion.

HTML vy CSS

HTML (HyperText Markup Language) es un lenguaje de marcado utilizado para crear docu-
mentos web, cuya funcion principal es describir la estructura del contenido mediante etiquetas
que identifican elementos como encabezados, parrafos o listas. No se trata de un lenguaje de
programacion, sino de un sistema logico para estructurar paginas. Existen varias versiones
en uso, como HTML 4.01 y la méas reciente HTML5, ambas con variantes mas estrictas co-
nocidas como XHTML. A menudo se complementa con tecnologias como CSS para el disefio
visual y JavaScript para afiadir funcionalidad dindmica, conformando asi una base solida para

el desarrollo web moderno [8, p. 12].

CSS (Cascading Style Sheets) es un lenguaje de hojas de estilo utilizado para especificar la
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2.4. Docker

presentacion y el disenio de documentos escritos en lenguajes de marcado como HTML. Esta
disenado para permitir la separacion entre el contenido y su presentacion visual, lo que fa-
cilita el control del disefio, colores, tipografias y disposiciéon de los elementos. Ademas, CSS
puede adaptarse a distintos contextos, como impresion o dispositivos moviles, y permite man-
tener una apariencia coherente en todo el sitio editando solo un archivo. Aunque HTML puede

funcionar por si solo, el uso de CSS es casi obligatorio para lograr un disefio profesional [8,

p. 12].

HTML y CSS se han utilizado para definir y estructurar partes de la interfaz del usuario. HTML
ha servido como base para organizar los distintos bloques de contenido, mientras que CSS ha
dado estilo a cada uno de estos componentes, asegurando una presentacion clara, coherente y
agradable. La combinaciéon de ambas tecnologias ha permitido construir una interfaz intuitiva

y accesible para el usuario.

DOCKER

Docker es una plataforma de software de codigo abierto que permite crear, probar y desplegar
aplicaciones usando contenedores: unidades ligeras, portables y aisladas que incluyen todo lo
necesario para ejecutar una aplicacion, como cédigo, dependencias y configuracion. A diferen-
cia de las maquinas virtuales, los contenedores no requieren un sistema operativo completo
por cada instancia, sino que comparten el nicleo del sistema anfitrion, lo que los hace més efi-
cientes en consumo de recursos y mas rapidos de iniciar. Gracias a esto, Docker permite crear
entornos consistentes y reproducibles entre diferentes sistemas, resolviendo problemas como

los conflictos de dependencias y facilitando el flujo de trabajo en desarrollo y produccion [9].

En este proyecto, Docker se ha utilizado para encapsular la pagina web dentro de un contene-
dor, lo que permite ejecutarla de forma aislada del entorno local del desarrollador. Esto asegura
que la aplicacion funcione de manera idéntica en cualquier sistema donde se despliegue, ya
sea en pruebas locales o en produccion. Ademas, esta encapsulacion facilita la escalabilidad
del proyecto, ya que permite anadir nuevas funcionalidades o servicios en el futuro sin com-

prometer la estabilidad ni la estructura del sistema actual.
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CAPITULO

ESPECIFICACION
Y ANALISIS

3.1 INTRODUCCION

El presente capitulo describe los requisitos para el desarrollo de una aplicacion web inter-
activa cuyo proposito es facilitar la comprension de las reducibilidades entre problemas NP-
completos, un tema fundamental en teoria de la complejidad computacional. A través de esta
herramienta, se busca que los usuarios, potencialmente estudiantes, puedan visualizar y ex-
perimentar de forma intuitiva como, a partir del problema SAT, es posible reducir polinémi-
camente a otros problemas NP-completos, fortaleciendo asi su entendimiento conceptual y

practico. En este proyecto, se abarcan tres etapas clave:

1. Transformacion de una férmula booleana a su Forma Normal Conjuntiva de tres literales

por clausula (3FNC), utilizando mapas de Karnaugh.

2. Reduccion del problema 3SAT a otro problema NP-completo, con representacion visual

a través de grafos o tablas.

3. Visualizacion de posibles soluciones al problema resultante, permitiendo al usuario se-

leccionar y explorar una solucién especifica.

El desarrollo cubrira las reducciones desde 3SAT hacia cuatro problemas: CLIQUE, VERTEX-
COVER, HAMPATH y SUBSET-SUM, acompanadas de explicaciones detalladas de cada paso

de la transformacion.

4 3.1.1. Alcance del producto

Esta aplicacion esta alineada con objetivos académicos y formativos, siendo particularmente

util en cursos de algoritmia, complejidad computacional o informatica tedrica. Asimismo, al
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tratarse de un recurso interactivo, se espera que sea una herramienta de consulta tanto para

estudiantes como para docentes o entusiastas de la computacion tedrica.

3.1.2. Valor del producto

La mision principal de esta pagina es la educativa, ya que convierte un contenido tipicamente
abstracto, complejo y estatico en una experiencia visual y manipulable. Algunos de los bene-

ficios que proporciona al usuario son:

» Explorar ejemplos reales de reducciones a problemas NP-completos.
» Comprender la l6gica detras de cada transformacion de manera grafica.

= Acceder a explicaciones didacticas que fortalecen la intuicién y el conocimiento.

Al ofrecer un enfoque interactivo y visual, esta herramienta busca complementar los recursos
pedagodgicos existentes en el area, contribuyendo a mejorar la comprension de las reducibili-

dades entre problemas NP-completos.

3.1.3. Publico objetivo

El publico objetivo esta compuesto principalmente por:

» Estudiantes universitarios de carreras relacionadas con ciencias de la computacion, in-

genieria informatica o matematicas aplicadas.

» Docentes y educadores que buscan material didactico interactivo para acompafiar sus

clases.

= Personas interesadas en la teoria de la computacién que desean revisar o visualizar estas

reducciones.

Este publico espera una interfaz clara, visualmente atractiva y con un enfoque pedagogico que

priorice la comprension conceptual.
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¢ 3.1.4. Uso previsto

Se espera que los usuarios interactiien con la aplicacion de la siguiente forma:

1. Escoger un problema NP-completo destino (por ejemplo, CLIQUE).
2. Introducir una férmula booleana para transformarla automaticamente a 3FNC.
3. Visualizar como se realiza la reduccion desde 3SAT al problema elegido.

4. Escoger y examinar una o varias soluciones posibles representadas visualmente, com-
prendiendo cémo la solucion al problema destino (por ejemplo, CLIQUE) refleja una

solucion del problema original (SAT).

5. Consultar explicaciones adicionales para profundizar en el entendimiento de cada trans-

formacién.

Algunos posibles escenarios de uso podrian ser los siguientes:

1. Estudiante que desea practicar reducciones entre problemas para un examen.
2. Docente que proyecta la aplicacién en clase para explicar el proceso.

3. Usuario auténomo que explora diversas reducciones por curiosidad o repaso.
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3.2 REQUISITOS

4 3.2.1. Requisitos funcionales

RF-1 Ingreso y procesamiento de formulas booleanas.

RF-1.1 Ingreso de formula booleana. El sistema debera permitir al usuario ingresar una

formula booleana valida mediante una interfaz de texto.

RF-1.2 Validacién de sintaxis. Si la formula ingresada no es valida, el sistema debera

mostrar un mensaje de error.

RF-1.3 Conversion a 3FNC. Al ingresar una formula valida, el sistema debera transfor-
marla automaticamente a su forma normal conjuntiva con 3 literales por clausula

(3FNC).

RF-2 Reduccion de 3SAT a otros problemas NP-completos.

RF-2.1 Generacion visual del gadget. Una vez realizada esta conversion, el sistema de-
bera generar el gadget correspondiente a cada problema, basado en la reduccion

desde 3SAT definida tedricamente.

RF-2.2 Explicacion del funcionamiento del gadget. Junto a la representacion visual, el
sistema debera proporcionar una explicacion detallada sobre como se construye el
gadget a partir de la formula en 3FNC y por qué esta construccion es valida como

reduccion desde 3SAT al problema elegido.

RF-2.3 Manejo de casos especiales: tautologias y contradicciones. En caso de que la
formula ingresada sea una tautologia o una contradiccion, el sistema debera gene-
rar una explicacion adicional que aclare como se reflejan estos casos en la estructura

del gadget y sus diferencias con una féormula satisfacible.

RF-3 Exploracion y visualizacion de posibles asignaciones.

RF-3.1 Seleccion de una asignacion booleana. El sistema permitira al usuario explorar
y seleccionar manualmente una asignacion de valores de verdad para las variables

de la féormula en 3FNC.
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3.2. Requisitos

RF-3.2 Generacion del gadget segun la asignacion elegida. Una vez seleccionada una

asignacion, el sistema debera generar el gadget correspondiente a la susodicha,
resaltando visualmente los elementos relevantes que reflejan como la formula se

satisface o no.

RF-3.3 Relacion entre la formula 3FNC y el gadget generado. La aplicacion propor-

cionara una explicacion clara de la relacion entre las asignaciones de la 3FNC y la
estructura resultante del gadget, ayudando al usuario a entender como las asigna-

ciones sobre las variables afectan al problema NP-completo representado.

4 3.2.2. Requisitos de la interfaz

RF-4.

Navegacion entre vistas principales. El sistema debera permitir al usuario navegar de
forma fluida entre las distintas vistas principales de la aplicacion, incluyendo la pagina de
inicio y las secciones correspondientes a cada uno de los problemas: CLIQUE, VERTEX-

COVER, HAMPATH y SUBSET-SUM.

4 3.2.3. Requisitos no funcionales

RNF-1.

RNF-2.

RNEF-3.

Compatibilidad web. La aplicacién debera funcionar correctamente en navegadores

modernos (Chrome, Firefox, Edge) sin necesidad de instalacion adicional.

Optimizacion de la transformacion a 3FNC mediante simplificacion. La transfor-
macion de la férmula booleana original a su forma normal conjuntiva de tres literales
por clausula (3FNC) debera, en la medida de lo posible, generar una version méas reducida
o simplificada que la formula original, entendiéndose por “mas reducida” una formula
con menor cantidad de clausulas o con una estructura mas simplificada que conserve la
equivalencia logica. Esta optimizacion se lograra mediante el uso de mapas de Karnaugh

durante el proceso de simplificacion a FNC.

Representacion visual e interactiva del gadget. El gadget generado a partir de la for-
mula en 3FNC debera representarse de forma visual e interactiva, permitiendo al usuario

explorar sus componentes. Cumplira con las siguientes caracteristicas:
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RNF-4.

RNEF-5.

RNF-6.

RNEF-7.

RNF-8.

» Los componentes del grafo podran ser arrastrados libremente por el usuario para

reorganizar su disposicion.
» La interfaz debera permitir acercar y alejar la vista del grafo.

» Lainteraccion debera mantenerse fluida y adaptable, incluso en casos con una can-

tidad considerable de nodos y aristas.

Interfaz visual para la selecciéon de asignaciones. La seleccion de asignaciones de
valores de verdad para las variables debera realizarse de forma visual en la medida de lo
posible, utilizando representaciones graficas como mapas de Karnaugh o tablas interac-

tivas que faciliten la comprension.

» Cuando el nimero de variables lo permita, el sistema debera ofrecer mapas visuales

que permitan al usuario seleccionar asignaciones de forma intuitiva.

» En casos donde la cantidad de variables sea demasiado elevada para una visua-
lizacion clara, la aplicacion debera adaptarse mostrando una interfaz alternativa,
permitiendo al usuario seleccionar manualmente el valor de cada variable mediante

controles adecuados (por ejemplo, listas desplegables o interruptores).

Tiempo de respuesta aceptable. Las transformaciones y visualizaciones no deberan

tardar mas de 2 segundos en condiciones normales (formulas con menos de 11 variables).

Interfaz intuitiva. La navegacion debera ser sencilla y clara para usuarios sin conoci-

mientos técnicos avanzados.

Cambio de modo claro/oscuro. El sistema ofrecera una opcion visible para alternar

entre el modo claro y el modo oscuro de la interfaz.

Persistencia de la preferencia de modo visual. El sistema conservara la preferencia
de visualizacion del usuario (modo claro u oscuro) durante toda la sesién activa. Ademas,
esta preferencia se almacenara de manera local en el navegador del usuario, de modo que

se aplique automaticamente en futuras visitas sin necesidad de reconfiguracién manual.
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Ingreso y validacion de féormula booleana

DIUSTIGTOMN El sistema debera permitir al usuario ingresar una férmula booleana
valida mediante una interfaz de texto

Requisitos RF-1.1, RF-1.2

i edoitiey s El usuario ha introducido una férmula bien formada

Pre-condicion ‘

Escenario principal

1. El usuario introduce una férmula booleana bien formada en el campo de entrada.

2. El sistema verifica que la formula es correcta.

3. El sistema muestra el resto del contenido relacionado con la férmula introducida.
Formula invalida por sintaxis incorrecta

1. El usuario introduce una férmula con sintaxis incorrecta.

2. El sistema comprueba la formula y detecta un error de sintaxis.

3. El sistema muestra un mensaje de error indicando que la formula es invalida y no realiza

el resto de las operaciones.

4. El sistema permite al usuario corregir la formula y repetir el proceso.
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Titulo Conversion de formula booleana a 3FNC

INEYORIU O Al ingresar una formula valida, el sistema debera transformarla
automaticamente a su forma normal conjuntiva con 3 literales por

clausula (3FNC)

Requisitos RF-1.3, RNF-2, RNF-5

|y tibta s El usuario ha introducido una féormula bien formada

Post-condicion

Escenario principal

1. El sistema realiza operaciones para internalizar las negaciones en la formula.

2. El sistema genera una forma normal conjuntiva (FNC) equivalente, aplicando técnicas
de simplificacion logica (por ejemplo, mediante mapas de Karnaugh).

3. A partir de la FNC, el sistema convierte cada clausula a una con exactamente 3 literales

(3FNC). Se usan variables auxiliares si procede.

Escenario alternativo

Titulo Generacion visual e interactiva del gadget

DITUSTIG OB El sistema debera generar el gadget correspondiente a cada problema,

basado en la reduccion desde 3SAT definida tedricamente

Requisitos RF-2.1

B0 GISTOVM El sistema ha obtenido la formula 3FNC equivalente

Post-condicion

Escenario principal
1. El sistema detecta que una férmula booleana ha sido convertida con éxito a 3FNC.

2. El sistema construye el gadget correspondiente basado en la teoria de reduccion desde
3SAT.

3. El sistema activa elementos interactivos en la visualizacion (por ejemplo: nodos selec-

cionables, explicaciones extras, relaciones resaltables).

Escenario alternativo
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Titulo Explicacion del funcionamiento del gadget

ISR 0M El sistema debera proporcionar una explicacion detallada sobre como
se construye el gadget a partir de la formula en 3FNC y por qué esta
construccion es valida como reducciéon desde 3SAT al problema

correspondiente

Requisitos RF-2.2

B0 GISTOM El sistema ha obtenido la formula 3FNC equivalente

Post-condicion

Escenario principal
1. El sistema genera una explicacion detallada de la creacion del gadget. Cada explicacion

es distinta para cada problema.

Escenario alternativo

Titulo Manejo de tautologias y contradicciones

TSSISTOM En caso de que la féormula ingresada sea una tautologia o una
contradiccion, el sistema debera generar una explicaciéon adicional que
aclare como se reflejan estos casos en la estructura del gadget y sus

diferencias con una férmula satisfacible

Requisitos RF-2.3

IBVEOIGISTOW La formula introducida es una tautologia o contradiccion

Post-condicion

Escenario principal

1. El sistema determina que la formula es una tautologia o contradiccion.
2. El sistema genera un modelo de 3FNC en el que se mantienen todas las variables intro-
ducidas por el usuario originalmente.

3. El sistema afiade explicaciones adicionales sobre las tautologias y contradicciones.

Escenario alternativo
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Titulo Seleccion de una asignacion booleana

INXYORTU 0 El sistema permitira al usuario explorar y seleccionar manualmente
una asignacion de valores de verdad para las variables de la formula en

3FNC

Requisitos RF-3.1, RNF-4

ISRVGIGISTOW El sistema ya ha generado la formula en 3FNC y su correspondiente

gadget visual

Post-condicion

Escenario principal

1. El sistema presenta una tabla interactiva con todas las asignaciones posibles.
2. El usuario selecciona una de las asignaciones.

3. El sistema registra la asignacion y la muestra por pantalla.

Escenario alternativo

Cantidad elevada de variables

1. El sistema detecta que hay demasiadas variables para una visualizacion clara de tablas
interactivas. Por tanto, muestra una interfaz alternativa mas sencilla y manual.

2. El usuario selecciona los valores de las variables una a una.

3. El sistema registra la asignacion y la muestra por pantalla.

Titulo Generacion del gadget segun la asignacion elegida

DEUSTIGTOM El sistema debera generar el gadget correspondiente a la asignacion,
resaltando visualmente los elementos relevantes que reflejan como la

formula se satisface o no

Requisitos RF-3.2

ISCRYGIGISTOW E] usuario ha elegido una asignacion

Post-condicion

Escenario principal
1. El sistema genera el gadget para la asignacion seleccionada. Se resaltan los elementos

importantes.

Escenario alternativo
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Titulo Explicacion de la relacion entre la formula 3FNC y el gadget generado

IIXYORTU O La aplicacion proporcionara una explicacion clara de la relacion entre
las asignaciones y la estructura resultante del gadget, ayudando al
usuario a entender como las asignaciones sobre las variables afectan al

problema NP-completo representado

Requisitos RF-3.3

Pre-condicion

Post-condicion

Escenario principal

1. El sistema presenta una explicacion sobre la relacion entre la formula 3FNC y el gadget.

Escenario alternativo
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CAPITULO

PANORAMA GENERAL:

PRESENTACION DE LA PAGINA

4.1 INICIO DEL PROYECTO

La pagina web creada se basa en el modelo Single Page Application (SPA), o aplicacion de
pagina Unica, un tipo de aplicacion web o sitio web que ofrece una experiencia de usuario mas
fluida y dinamica al evitar la recarga completa de la pagina durante la navegacion. En lugar de
utilizar el método tradicional de cargar nuevas paginas desde el servidor en cada interaccion,
una SPA actualiza de forma dinamica el contenido visible mediante la reescritura de la pagina

actual con datos obtenidos del servidor [6, p. 497].

Este enfoque tiene como principal objetivo mejorar la velocidad de respuesta y proporcionar
una experiencia mas similar a la de una aplicacién nativa. En una SPA, todo el cddigo necesario
(incluyendo HTML, JavaScript y CSS) se carga en una unica solicitud inicial, o bien se obtiene
de manera dindmica conforme el usuario interactia con la aplicacién. Como resultado, se eli-

mina la necesidad de realizar recargas completas de pagina, lo cual optimiza el rendimiento y

la usabilidad.

Este proyecto se apoya en React, que es uno de los frameworks de Javascript que han adoptado
los principios de las SPA. Como mencionamos en la descripciéon de React, esta se basa en
componentes, lo cual facilita construir aplicaciones de pagina tnica, ya que actualiza dichos
componentes de forma dinamica sin necesidad de recargar la pagina completa. Esto no solo
se traduce en una optimizacion del rendimiento, sino también en una experiencia mas agil y

fluida para el usuario.
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4.2

4.2. Punto de entrada

PUNTO DE ENTRADA

Para la puesta en marcha del proyecto, se han creado un total de 5 vistas: la pagina principal y 4
vistas mas que se corresponden con cada una de las reducciones de 3SAT a CLIQUE, VERTEX-
COVER, HAMPATH y SUBSET-SUM. Adicionalmente, si se intenta acceder a una direcciéon que
no esta en el servidor, esta se derivara a una pagina con el error 404. Naturalmente, esta pieza

de codigo que sirve de punto de entrada a nuestra aplicacion esta realizada con componentes.

<BrowserRouter>
<Navigator theme={theme} setTheme={setTheme}
language={language} setLanguage={setLanguage}/>
<Routes>
<Route path="/" element={<HomePage theme={theme} language={
languagel}/>}/>
<Route path="/machineClique"
element={<MachineClique theme={theme}/>}/>
<Route path="/machineVertex"
element={<MachineVertexCover theme={theme}/>}/>
<Route path="/machineHamPath"
element={<MachineHamPath theme={theme}/>}/>
<Route path="/machineSubSetSum"
element={<MachineSubSetSum theme={theme}/>}/>
{/+* If none of the above —-> error 404x/}
<Route path="*" element={<Error404 theme={theme}/>}/>
</Routes>

</BrowserRouter>

Codigo 4.1: Cddigo del punto de entrada

» Se incluye BrowserRouter, en el cual se envuelven todas las partes que necesitan

enrutamiento basado en el historial de navegacion.

» Navigator es un componente personalizado que contiene la barra de navegacion. Se

analiza con mas detalle en la siguiente seccion.

» Dentro de los contenedores Routes se especifican las diferentes rutas y componentes
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4.3

4.3. Navegador

que deben renderizar cada una. Se corresponden con cada una de las vistas de la pagina

web, y examinaremos como estan estructuradas en la seccion Vistas.

Por si al lector le surge la duda, la variable theme es un estado creado para permitir que la
pagina web cambie de modo claro a oscuro y viceversa. Su introduccién responde no solo a una
intencion estética, sino también a mejorar la comodidad visual de los usuarios que navegan en

entornos con poca luz y a reducir el consumo de bateria de las pantallas.

NAVEGADOR

Para poder viajar entre las distintas vistas, se ha realizado un navegador. En este se incluyen
las principales paginas: Inicio, Clique, Vertex Cover, HamPath y Subset Sum. Igualmente, se
afade un icono que simboliza el cambio del modo claro a oscuro y viceversa, ademas de la
opcion de cambiar los textos a inglés. No obstante, por el momento, solo se ha traducido la

pagina de inicio. El resto de vistas estan disponibles inicamente en espariol.

g INICIO Clique Vertex Cover HamPath SubSet Sum

° L3 (3 '
iBienvenido! - -

Imagen 4.1: Navegador en modo claro en espafiol

g HOME Clique Vertex Cover HamPath SubSet Sum ¢ L]

Welcome! S

Imagen 4.2: Navegador en modo claro en inglés
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4.4. Vistas

Z INICIO Clique Vertex Cover HamPath SubSet Sum

iBienvenido!

Imagen 4.3: Navegador en modo oscuro

No es necesario mencionar que este navegador cuenta con su propio CSS, haciendo que la

interaccion con el usuario se sienta mas dinamica y reactiva ante las acciones.

4.4 VisTAs

Antes de explicar el cédigo que se ha desarrollado para poder realizar las reducciones, veamos
una pincelada general de la estructura de la pagina, para comprender mejor como se organizan

los elementos.

4 4.4.1. Pagina de inicio

Iniciamos el recorrido con la pagina de inicio. Esta vista es la primera que se muestra al entrar
en el sitio web. En ella se incluye una explicacion general sobre como se realiza la reduccion.

Se muestra un trozo de esta en la imagen 4.4.

¢Como funciona esta pagina?

Esta pagina realiza reducciones desde 3SAT a cuatro problemas: CLIQUE, VERTEX-COVER, HAMPATH y SUBSET-SUM. Cada uno
cuenta con un apartado especifico que incluye los siguientes pasos:

1. Introducir férmula booleana

El primer pasc es escribir la formula booleana que queramos. En ella se aceptan los operadores |dgicos de conjuncion,

disyuncién y de negacién. Para cada uno de estos operadores se admiten los siguientes simbolos:
S Conjuncién: A, &

S Disyuncion: Vv, |

S Negacién; -, ~

Se permiten como variables cualquier letra de la “a" a la “z" y de la “A" a la “Z". Opcionalmente, cualquier letra puede ir
acompanada de un ndmero. Por ejemplo, X123 representa la variable x3.

Puedes ver ejemplos de formulas clicando en el botén Ejemplos, debajo del espacio para escribir expresiones booleanas. Al
hacer clic sobre una de las formulas, se introduce automaticamente en el cuadro de texto

Imagen 4.4: Extracto de la explicacion presentada en la pagina de inicio
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Asimismo, como bienvenida al usuario, se ha incorporado un pequeno extra para hacer la
experiencia mas interesante. Es un sistema dinamico que va mostrando una serie de URLs
a intervalos regulares, invitando al usuario a hacer clic en ellas para acceder a las paginas

correspondientes.

iBienvenido!

Estas en Arenas, una pagina que explora como funciona la
reducibilidad dentro de la teoria de la computacion

Echa un ojo f):

Problema de la suma de subconjuntos

Aqui podras ver como 3SAT es reducible polindmicamente a los problemas CLIQUE, HAMPATH (camino
hamiltonianc), VERTEX-COVER (covertura de vértices) y SUBSET-SUM (suma de subconjuntos).

Imagen 4.5: Ejemplo de enlace que el usuario puede clicar

El codigo que las ejecuta es una funcién javascript que simula la escritura por teclado y que va
afnadiendo letra a letra el texto que se quiere mostrar. El desarrollo es relativamente sencillo,
constando de 3 partes: primero, se simula la escritura del texto de manera progresiva; una vez
que el texto se ha completado, este se convierte en un hipervinculo clicable que redirige a la
pagina web correspondiente; finalmente, se simula el borrado del texto, eliminando el altimo

caracter de la cadena en cada iteracion.

Echa un ojo @

Problema de la suma de subconjunt

Imagen 4.6: Se realiza efecto de escritura y borrado. En estos casos, no se puede clicar sobre el
texto

Echa un ojo ¢

Problema del camino@hamiltoniano Q

Imagen 4.7: Cuando el texto esta al completo, se permite al usuario clicar sobre él. Al pulsar,
se abre una nueva pestafia con informacion sobre el tema seleccionado
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4 4.4.2. Vistas de las reducciones

Una vez terminada la explicacion de la pagina inicial, sigamos con la parte mas crucial de la

pagina web: las vistas de las reducciones.

Estas vistas se asemejan unas a otras en estructura. Es por este motivo que las imagenes ex-
puestas a continuacion muestran la vista de CLIQUE unicamente, puesto que ensefiar las demas

seria redundante.

Las vistas de las reducciones siempre comienzan con una breve explicaciéon del problema y por
qué es considerado NP-completo. El objetivo de esta pequefia introduccion es el de proporcio-
nar contexto al usuario sobre el problema que se va a abordar. En algunos de ellos, se incluyen

ejemplos para ilustrar qué casos pueden considerarse soluciones del problema y cuéles no.

CLIQUE

M ¢Qué es el problema CLIQUE?

M ¢Por qué es NP completo (o NPC)?

Imagen 4.8: Inicialmente, todas las explicaciones estan plegadas

m ;Qué es el problema CLIQUE?

Un clique contenido en un grafo no dirigido es un subgrafo en el que cada par de nodos estan conectados por una
arista. Es decir, independientemente de los 2 nodos que cojamos dentro del subgrafo, siempre va a haber una arista
que conecte a ambos.

A la izquierda mostramos un ejemplo de un grafo compuesto por 6 nodos. No todos los
pares de nodos estan conectados por una arista, por ejemplo el nodo azul de la
izquierda con los nodos rojos de la derecha. Sin embargo, existe un subgrafo
compuesto por los nodos rojos en el que, si cogemos 2 nodos cualesquiera, siempre

En el grafo superior, que van a estar unidos por una arista. Este subgrafo es un cligue de tamafo 4, porque esta
contiene nodos azules y rojos,
existe un cligue definido como
el subgrafo formado por todos

los nodos rojos.

formado por 4 nodos.

En las explicaciones siguientes se usara el término tamano del clique. El tamafo es el nimero de nodos que forman el
clique, nada mas. Si decimos que tiene tamafo k, nos referimos a que el clique esta formado por k nodos, siendo k un
numero natural.

Imagen 4.9: Cuando clicamos sobre una de ellas, se despliega mostrando la explicacion que
contiene en su interior
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Después de este breve preambulo, se deja al usuario introducir cualquier formula booleana.
Adicionalmente, si el usuario no desea pensar en una concreta, se ha creado un desplegable
con algunos ejemplos que puede usar, clicando directamente en ellos. Todos estos se ven en la

imagen 4.11.

Obtencion de 3FNC a partir de cualquier expresion booleana

Introduzca una férmula booleana para pasarla a 3FNC:

Introduce férmula
DEE e

Imagen 4.10: Se puede introducir cualquier formula booleana que se desee

OO e

(x1 A x2) A (-X1 v 2X2) A (X3 A X&) (X1 A X2 A ~X3 A X&) vV (~X2 A X5) A(-r&v|s)&(t]w&y)|w

E Expresiones con 1variable: Expresiones con 2 variables: Expresiones con 3 variables: i
a A|B|-B alb|~c
-P XAY A&~B&C
E bv-b (alala)&b Alv A2 v A3V -Al E
XA =X (P1AP2) V (P1V p2) ~((~PVaA)A(~qVP) V(-PAT)
Expresiones con 4 variables: Expresiones con 5 variables: Expresiones con 6 variables:
avbvcvd avbv-cvdv-e X1 | x2 ]| x3 | x4 | x5 | x6
(XA-YAZ)V(-XAZ)V(WAYA-Z) a&b&-c&d&-e anbacadaenf
I (a1 & a2) | (a3 & a4) (anbac)va(-dve)v(-dve) (@aab)v(cvd) a(enf) I
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Expresiones largas:

6 variables:

(alblc|~d|~f)&(alc|~e)&(a]|~c|e|f)&(a|~b|f)&(~a|~c|~d|~e)&(~a|~b|c|e)&(~b|~d|f)&(d|e|f) & (b]|~c|~e|~f)
&(~b|c|d]|~)&(~a|d]|~f)

7 variables:

(cl~d|~f|~g)&(c|~d|~e|~g)&(b|~c|d)&(ale|f|g)&(~b|e)& (~b|~d)&(~a|c)&(b|d|~e|g)&(b|~e|~f|~g)&(a|~d]
~e|~f&(~b|c|~f|~g) &(~a|~b)

8 variables:
(X2 V x4 v =XT V =X5) A (X3 V X4 V =X8) A (-X1 v X8) A (=XT7 v =X2) A (=X5 v X4) A (X3 v X6 V =X5 v X1) A (X2 A X4 A XT A X5) A (X1 Vv -x6)

9 variables:

(X5AXG) V(XTA X4 A-XEBA-X5AXI)V(XIAXEA-XI)V [-XITAXBAXI) V(- XTA-X2)V(XIAXEA-XIAX]) VX5V XEV(-XIA-X5A
x3)

10 variables:

X1vX2VX3VXx4VX5VvX6V(XT AX8) VX9 vxI0 A (X2 Vv -x3)

1 variables: (Tiempo estimado: <1 minuto)

X1vXxX2vx3vx4vx5vxev(x7aAx8)vx9vxl0axlA~(xT7 Ax8)

12 variables: (Tiempo estimado = 2 - 4 minutos)
({y1 & (~y2)} | (¥3 & y4)) & ((~y5) | (y6 & y7))) | (((y8 & y2) & (~(y10 | y1))) & y12)

Imagen 4.11: Clicando sobre el boton Ejemplos, el usuario puede elegir entre todas estas for-
mulas de ejemplo. Sus tamarios varian entre 1y 12 variables

Una vez introducida, opcionalmente se pueden ver los pasos que se han realizado para trans-
formar la formula booleana en 3FNC. En este proceso se muestran los mapas de Karnaugh

resultantes y el posterior paso de forma normal conjuntiva a 3 variables por clausula.

# Echa un vistazo a los pasos

1. Internalizar y simplificar las negaciones usando las leyes de De Morgan y la doble negacién:

(xAyAz)v(xAz)v(wAyAn-z)

2. Construir el mapa de Karnaugh para posteriormente pasar a FNC:
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3. Obtener FNC a partir del mapa de Karnaugh (Video explicacion en inglés):

(vvz)a(zvw)A(-xvayVv-z)

4. Pasar a 3FNC (Explicacion en inglés):

(yvzvz)a(zvwVvw)A(aXVAayVvaz)

Imagen 4.12: Opcionalmente se pueden ver los pasos. Se ilustra un ejemplo con la férmula
(xA=YyAZDV(xAZ)V(WAYA-=Z)

En el caso de tratarse de una formula insatisfacible o tautologia, se muestra otra explicacion

opcional en la que se detalla por qué estas formulas también tienen una representacion grafica.

La expresion da como resultado FALSO, es decir, es una formula insatisfacible o contradiccién: @

(XVXVX)A(XVAaXV-X)

¢ Echa un vistazo a los pasos

»# El resultado es una contradiccion. jNo lo entiendo!

iOh, no! Tu expresion da como resultado Falso para cualquier asignaciéon que reciban las variables. ;Qué hacemos
ahora? ;Se puede hacer la reduccion de 3SAT a CLIQUE?

La respuesta es Sl. Cada Forma Normal Conjuntiva (FNC) de 3 literales por cldusula puede ser:
~ Insatisfacible o contradiccion: |a formula es falsa en todas las asignaciones.
~ Valida o tautologia: la formula es verdadera en todas las asignaciones.

~ Satisfacible: la formula es verdadera para algunas asignaciones de valores I6gicos. Cuando la FNC es satisfacible,
pertenece al conjunto a 35AT.

Imagen 4.13: Si la formula es insatisfacible o tautologia, es posible desplegar una explicaciéon
opcional

39



4.4. Vistas

Seguidamente, se muestra el gadget y una descripcion de cémo se realiza. Para los problemas
cuyo gadget es un grafo, se ha usado la herramienta D3.js, la cual sera expuesta con mayor
detalle en un capitulo posterior. En el caso de las formulas insatisfacibles o tautologias, este
grafo viene acompafiado de una explicacion en la que se recalca lo expuesto en la imagen 4.13.
Por afiadidura, en el caso de las formulas insatisfacibles, acompafiando a la explicaciéon hay un
boton que, al pulsarlo, ensefia las aristas que faltan para que fuera satisfacible, o lo que es lo

mismo, para que existiera un clique de tamano igual al numero de clausulas k.

Construccién del gadget

El gadget de la expresion introducida es el siguiente:

Imagen 4.14: Se crea el gadget de la formula introducida

Construccion del gadget

Cuando una férmula es insatisfacible, el modelo (x; Vx5 V... Vxp) A =X A X5 A A =X, presenta las férmulas atémicas y

sus negaciones en clausulas distintas. Todos los literales positivos estan agrupados en una o varias clausulas. Las

negaciones de cada variable ocupan una clausula completa.

En el grafo, esto se representa con tripletes que contienen solo los literales positivos de las variables y otros tripletes
que contienen Unicamente las negaciones de una misma variable. A consecuencia de esto, siempre habra como
minimo un triplete que no tendra nodos seleccionados. Es decir, no existiran cliques del mismo tamafo que el
numero de clausulas.

Cliquea en la palanca para ver cudles son las aristas que faltan. Al clicarla, veras que hay aristas de color negro
discontinuas. Estas representan los enlaces que faltan para que el grafo pudiera formar un clique de tamano igual al

nuamero de clausulas.

El gadget de la expresion introducida es el siguiente:
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Imagen 4.15: Para las formulas insatisfacibles, se da una pequefia explicaciéon complementaria
del grafo y se muestran las aristas que deberia tener para que fuera satisfacible

Por dltimo, se muestra la opcion de asignar valores a las variables para asi ver como se com-

porta el gadget para esa asignacion especifica. Para dar los valores, solo tenemos que escoger
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una casilla del mapa. En los casos donde la formula 3FNC resultante es muy larga (mas de 4 ta-
blas), se da la opcion al usuario de asignar uno por uno los valores, ya que realizar la busqueda

en mas de cuatro tablas puede convertirse en una tarea ardua.

Encontrando cliques en el gadget

Da los valores que quieras a las variables para ver qué nodos son seleccionados (hacen verdadera la clausula). Si al
menos un unico nodo de cada triplete es seleccionado, entonces existe como minimo un clique de tamanho k, y por
tanto es satisfacible.

Imagen 4.16: Asignacion de valores mediante tablas

Encontrando cliques en el gadget

Da los valores que quieras a las variables para ver qué nodos son seleccionados (hacen verdadera la clausula). Si al menos un Unico
nodo de cada triplete es seleccionado, entonces existe como minimo un cligue de tamaro k, y por tanto es satisfacible.

Debido a que hay muchas tablas y puede ser engorroso mirar una a una hasta encontrar los valores deseados, puedes elergir
directamente los valores introduciéndolos aqui:

O si lo prefieres mejor, puedes seleccionar los valores desde las tablas:

d
(o]

f c d
o] 0o 0

c
0

Imagen 4.17: Si hay mas de 4 tablas, se deja a eleccion del usuario asignar valores mediante
tablas o listas desplegables
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Esta asignacion viene acompafiada de su correspondiente grafo o tabla, segin el problema en
que nos encontremos. En la imagen 4.18, los nodos coloreados son aquellos que pertenecen a

algun clique. En cambio, se colorean de gris aquellos que no pertenecen a ninguno.

Los valores de las variables de la casilla seleccionadasonx =0, y=1, z=1, w=0, con resultado 1.

Vamos a sustituir estos valores en el grafo. Pulsa el interruptor al lado del grafo si quieres ver todas las aristas que habia originalmente en el gadget.

-
&

Imagen 4.18: Se muestran todos los cliques posibles

Imagen 4.19: Al pulsar la palanca, se siguen mostrando todos los cliques posibles. La diferencia
es que ahora también se pueden ver las aristas de los nodos que no pertenecen a un clique de
tamario k
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En el problema del CLIQUE, se afiade ademas la posibilidad de escoger un solo clique de entre

todos los disponibles.

Se muestran coloreados todos los cliques posibles (tanto los de tamano k como aquellos con tamano menor). Puedes

mostrar un clique especifico seleccionandolo:

Si solo hay un cligue posible, solo se mostrard una unica opcion. Si en una misma clausula ves que hay dos o las tres opciones repetidas, es porque la
clausula tiene dos o tres veces el mismo literal.

Imagen 4.21: Se muestra un clique especifico para los valores seleccionados
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CAPITULO

TRANSFORMACION DE

FORMULA BOOLEANA A 3FNC

El primer paso consiste en que el usuario introduzca una férmula booleana cualquiera, me-
diante un campo de entrada (input). Posteriormente, esta formula es transformada a 3FNC en
4 pasos: simplificacion de la expresion, construccion del mapa de Karnaugh, obtenciéon de FNC
a partir del mapa de Karnaugh y conversiéon de FNC a 3FNC. Desarrollamos cada uno de los

pasos a continuacion.

3.1 SIMPLIFICAR LA FORMULA INTERNALIZANDO LAS NEGACIONES

Antes de simplificar la féormula, primeramente debemos comprobar que sea una férmula bien
formada (fbf). Para ello, se ha realizado una gramatica de tipo 2 (libre de contexto). Es la

siguiente, usando la notacion de Backus-Naur (BNF):

(exp) 1= (Ofexp) | (andexp) | (Pareey) | (notexp) | (var)
(Oexp) = (exp) V {exp)

(andep) = (exp) A (exp)

(Pare,) == ((exp))

(notey,) == - (exp)

Donde (var) es cualquier variable que cumpla la siguiente expresion regular:
[A—Za-z]\d"

Es decir, una letra mayuscula o minuscula, que puede estar acompafiada de cualquier nimero.
Notese que el nimero que acompafia a la variable es una mera etiqueta, por lo que se aceptan

valores que comiencen por 0, como por ejemplo xppp 0 @3-
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5.1. Simplificar la férmula internalizando las negaciones

A partir de esta gramatica, se ha creado un analizador sintactico que verifica que la férmula
introducida solo contenga caracteres validos y que sea una férmula bien formada. Esto ultimo
se consigue si la formula introducida se ajusta a la gramatica. Este analizador, implementado

en la funcion parser, construye un arbol de analisis descendente.

AST: {
"type n g n or" ,
"left": { or (V)
"type n : "var" ,
"name " : "a" @
},
"right": {
"type n : n and" ,
ettt { -
"type " : "var" p e
"name" : |'b|'
},
"right": {
"type": "not", not (-I)
|'expr" : {
"type" : "var", S
"name" : "c"
}
} c
}
}

Imagen 5.1: A la izquierda, se muestra el arbol sintactico para la expresion a V b A —=c. A la
derecha, se incluye un dibujo de este mismo arbol para mayor claridad

Debido a que el usuario puede introducir cualquier férmula, es posible que esta contenga ambi-
giiedades. Un ejemplo es la expresion a AbV c Ad. Una misma asignacion puede tener distintos
resultados segun el orden de precedencia escogido. Para la asignacion a = 0,b = 1,c = 1y

d = 1 obtenemos diferentes resultados:

Ejemplo 1: (a AD)V (cAd)=(0A1)V(1AL)=0V1=1

Ejemplo2:a A(bVc)Ad=0A(1VI)A1=0A1A1=0

En el ejemplo 1, hemos elegido que el operador and tenga mayor precedencia que el ope-
rador or. El resultado final es verdadero. Sin embargo, si elegimos que el operador or tenga
mayor precedencia, entonces estamos en el ejemplo 2 y el resultado es falso. Para evitar estas
ambigiiedades, se ha establecido un orden de precedencia de operadores, de mayor a menor:

paréntesis, operador not, operador and y operador or. Por tanto, segin este criterio elegido,
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5.1. Simplificar la férmula internalizando las negaciones

si el usuario introdujera la formula a A b V ¢ A d, nuestro analizador realizaria el arbol del

ejemplo 1.

Una vez verificada que la formula es una fbf, se procede a su simplificacion mediante la inter-
nalizacion de las negaciones. Esto implica que, en el arbol sintactico, las negaciones se “bajan”,

convirtiéndose en nodos padre de las hojas (es decir, padres de las variables).

AST: {
"type " 9 "not n , not (_l)
"expr": {
"type": "or", ©
"left": {
"type": "var",
"name": "a"
} 4
"right": {
"type": "and",
"left": {
"type": "var",
"name" 9 "b"
} 14
"right": { ©
"type": "not",
"expr": {
"type " g "var" , nol (_I)
"name": "c"
} ©
}
}
}
}

Imagen 5.2: Arbol sintactico creado para la formula —(a V b A —¢). Se aprecia que esta formula
es ambigua. Segun la precedencia escogida, esta expresion es analizada como —(a V (b A —¢)),
como se puede ver en la imagen derecha

Si durante el procedimiento de “bajar” las negaciones nos encontramos con un operador and
u or, este pasa a ser su opuesto por las leyes de De Morgan. Es decir, si hallamos un operador
or, este pasa a ser and y viceversa. Este proceso no termina hasta que la negacion que se
encontraba en una posicion “alta”, llega a ser padre de una de las hojas, es decir, padre de una
variable. Cabe destacar que si esa variable ya esta negada, se debe aplicar la ley de la doble

negacion. A continuacién se muestran las reglas mencionadas:

Leyes de De Morgan:
-(AVB)=-AA-B
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5.2. Construir el mapa de Karnaugh

-(AAB)=-AV-B

Ley de la doble negacion:

-——A=A
PushNeg: {
"type " g n and" ,
"left": {
"type": "not",
"expr": {
"name": "a"
} S]
}I
"type": "or",
"left": { &) o)
"type": "not",
"expr": {
"name": "b"
} [©]
}I
"right": {
"name": "c"
}
}
}

Imagen 5.3: La funcion pushNegat ions realiza operaciones en el arbol para asi internalizar
las negaciones. Si comparamos con la imagen 5.2, vemos que lo tnico que se ha realizado es
llevar la negacion que era raiz del arbol hacia abajo, convirtiéndola en padre de cada una de
las variables

Adicionalmente, el arbol de sintaxis abstracta (AST) generado debe transformarse en una cade-
na de caracteres. Esta tarea la realiza la funcion recursiva printExpr, que a partir del arbol
contenido en el JSON, genera la formula en forma de texto. Este resultado sera analizado en el

siguiente paso, para la realizacion de los mapas de Karnaugh.

CONSTRUIR EL MAPA DE KARNAUGH

En el paso anterior, obtuvimos una férmula con las negaciones ya internalizadas y la con-

vertimos en una cadena de texto utilizando la funcion printExpr. El siguiente paso es la
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5.2. Construir el mapa de Karnaugh

construccion de los mapas de Karnaugh. Para ello, se debe evaluar esta formula con cada una

de las posibles asignaciones.

En un mapa de Karnaugh, cada casilla representa el resultado de evaluar la expresion logica
con una asignacioén de valores concreta, determinados por su fila y columna correspondientes.
Por ejemplo, en la imagen 5.4, la casilla en la fila 3 y columna 2 se corresponde con la asignacion
x=1,y=1(fila3)yz=0,w =1 (columna 2). Si evaluamos la expresion con esta asignacion

concreta, el resultado es 1, que es el valor que simboliza esta casilla.

Imagen 5.4: Dibujo de mapa de Karnaugh para la formula légica (x A=y Az) V (=x Az) V(WA
y A =z)

Se consiguen los valores de verdad para cada una de las casillas, es decir, para cada una de las
asignaciones. Los resultados de cada uno de los mapas se guardan en una matriz. Si hay mas

de 1 mapa (mas de 4 variables), cada uno esta asociado a su propia matriz.

Para dibujar el mapa de Karnaugh con los valores de verdad conseguidos, se ha creado un
componente de React llamado Paint TruthTables. Este devuelve una tabla que simula el
mapa, cuyas celdas son los valores para cada una de las asignaciones. Se muestra un ejemplo

en la anterior imagen 5.4.

Cuando se introducen mas de 6 variables, se crean mas de cuatro tablas, lo que dificulta la
visualizacion en la pagina. Por este motivo, se ha decidido ocultar el resto. Si el usuario desea

ver mas, se ofrece un boton que carga bloques de cuatro tablas por vez.
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5.3. Obtener FNC a partir del mapa de Karnaugh (hasta 4 variables)

Imagen 5.5: Mapas de Karnaugh para una expresion de 7 variables. Si el usuario desea ver las
otras cuatro tablas restantes, solo debe clicar sobre el boton +

Noétese que cuando los mapas tienen mas de 4 variables, se deben indicar el resto de ellas encima
del mapa. Esto es asi porque cada mapa puede contener en su interior hasta 4. Si hubieran mas,
se indican en la parte superior junto con sus respectivas asignaciones. Esto se consigue a través
de la adicion del elemento <caption>. En la imagen anterior 5.5 se ve claramente coémo se

dibuja.

OBTENER FNC A PARTIR DEL MAPA DE KARNAUGH (HASTA 4 VARIABLES)

El procedimiento a seguir consta de 3 pasos: primeramente se buscan los maxtérminos (des-
critos a continuacioén); seguidamente, se escogen las cajas 6ptimas; por ultimo, se consigue la

Forma Normal Conjuntiva (FNC).
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5.3. Obtener FNC a partir del mapa de Karnaugh (hasta 4 variables)

5.3.1. Busqueda de los maxtérminos

Los maxtérminos son expresiones logicas de n variables, en las que cada variable aparece exac-
tamente una vez. En ellas se emplea inicamente el operador complemento (not) y la disyuncion
logica (or). Cada uno de estos términos da como resultado falso solo para una asignacion es-
pecifica: aquella que hace que todos los literales sean falsos, lo que provoca que la disyuncion
también sea falsa. Por este motivo, los maxtérminos se usan para representar los casos en los
que la funcién booleana da un resultado falso. Por ejemplo, si la funcién se hace 0 en la asig-
nacion a =1, b = 0 y ¢ = 1, entonces el maxtérmino asociado es (—a V b V —¢) y Gnicamente

dara como resultado 0 cuando se le asignen esos valores [10, pp. 9-10].

Una vez aclarado qué son los maxtérminos, procedemos a explicar como llevar a cabo su bus-
queda. Vamos recorriendo la tabla de verdad hasta que nos encontramos un valor 0. Para obte-
ner los maxtérminos, debemos agrupar los ceros en cajas cuyo tamafio sea potencia de 2. Nos
interesan las cajas mas grandes, pues esto hara que la formula reduzca su nimero de clausulas.

De esta tarea se encarga la funciéon getBoxWithAdjacentZeros.

La logica que se sigue para encontrar las agrupaciones es ir viendo si hay ceros adyacentes.
Empezamos analizando si se puede expandir hacia la derecha. Dentro de este condicional, se
examina el contenido de la celda adyacente a la derecha. Si es un 0, seguimos ejecutando el
bucle hasta asegurarnos de que hay una cantidad de ceros igual a una potencia de 2. Si es asi,
expandimos el ancho de la caja al doble, multiplicandolo por 2 en cada iteracién, ya que se
trata de potencias de 2. Si encontramos un 1, foundMatch es falso, ya que no hemos podido

encontrar una caja mas grande. Por tanto, salimos del bucle.

export function getBoxWithAdjacentZeros(map, i, Jj, iLength, jLength) ({
let foundMatch = true;

let corner = null;

// RIGHT SIDE: Expand horizontally to the right

for (let 1 = j + 1; jLength < map[0].length && 1 < j + 2xjLength &&
foundMatch; 1++) {

// If we encounter a cell that is 1 -> stop expanding

if (map[i] [mod (1, map[0].length)] > 0) {
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5.3. Obtener FNC a partir del mapa de Karnaugh (hasta 4 variables)

foundMatch = false;

// If there are 2”n zeros on the right -> expand
} else if (1 === j + 2%«jLength - 1) {

jLength *= 2;

Codigo 5.1: Se deben encontrar agrupaciones de ceros cuyo tamafio sea una potencia de 2

Este mismo desarrollo se sigue con cada uno de los lados restantes: izquierda, abajo y arriba.
En cada una de estas direcciones buscamos agrupaciones. Si las encontramos, nos aseguramos
de que la longitud total de la fila o columna sea potencia de 2, consiguiendo asi agrupaciones

con 2" elementos, siendo 7 un nimero natural.

Adicionalmente, se marcan las casillas que han sido seleccionadas, restando 1 a su valor actual.
Esto permite llevar un control de cuantas veces una misma casilla ha sido utilizada en distintas

agrupaciones y asi poder realizar el paso de optimizacion mas adelante.

La funcién termina devolviendo un array con la posiciéon de la caja y su tamafio: [1, 7,
iLength, JjLength]. Por eficiencia, se ha optado por devolver una lista de 4 nimeros, en
vez de una matriz completa con todas las casillas seleccionadas. Los datos que identifican a las
cajas son la posiciéon (i, 7J) de la esquina superior izquierda, y las dimensiones iLength
y jLength, alto y ancho, respectivamente. Almacenar otros datos seria redundante e inutil,

ya que solo nos importa como es la caja. Su contenido ya lo sabemos (todas las casillas son 0).

5.3.2. Escoger las agrupaciones optimas

Puede darse el caso en el que hayamos escogido cajas que no hagan falta, ya que las casillas
que componen una determinada agrupacion pueden haber sido seleccionadas en otras cajas.

Para ello, comprobamos una a una las cajas para ver si son 6ptimas.
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1 // 2. See if all boxes are optimal -> if there is a redundant box,
remove it

2 for (let box of listMaxterms) {

3 if (isOptimalBox (mat, box))

4 optimal.push (box) ;

Codigo 5.2: Iteramos sobre las agrupaciones para verificar si son 6ptimas

Una agrupacion es 6ptima si alguna de las casillas que comprende tiene el valor -1, es decir,
solo ha sido seleccionada por esta caja. En el caso de que todos sus valores sean menores que
-1, lo que indica que todas sus casillas estan ya incluidas en otras cajas, entonces no es 6ptima

y se descarta.

Para descartar una caja, debemos sumar 1 a todas las casillas que la componen. Esto se ha-
ce para sefialar que una de las cajas ha sido eliminada, permitiendo que otras agrupaciones

potencialmente 6ptimas puedan seleccionarse.

4 5.3.3. Obtencion de la FNC

Para obtener la Forma Normal Conjuntiva, debemos transformar cada agrupacién en un max-

término. La funcién get CNFFromBox nos ayuda en este proposito.

1 // 3. From optimal maxterms —-> get CNF

2 for (let [key, value] of mapBoxes) ({

3 for (let box of value) {

4 cnf = cnf.concat (getCNFFromBox (box, variables, key));
5 cnf.push ("A")

6 }

7 cnf.pop(); // Removes last A

Codigo 5.3: get CNFFromBox consigue los maxtérminos, que posteriormente se concatenan

con el operador A
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El paso de agrupaciéon a maxtérmino es sencillo: debemos fijarnos en aquellas variables que no
cambian su valor. En el siguiente ejemplo 5.6, la caja azul comprende dos casillas en la fila 3, en
las columnas 3 y 4. Considerando ambas casillas, la variable w toma los dos valores posibles
(0 y 1), mientras que x, y y z solo toman el valor 1. Para conseguir la FNC, consideramos
Unicamente las variables que toman un solo valor, en este caso, x, y y z. Para que el resultado
del maxtérmino sea 0, debemos negar la variable si su asignacion es 1, y mantenerla positiva
si es 0. Siguiendo este ejemplo, tomamos sus complementarios: —x, =y y =z. Como es un

maxtérmino, el operador que usamos para unir estas variables es la disyuncion. Nos queda:

(~x V oy vV -z)

Tiene sentido que, cuando la asignacion es 1, debamos coger la negacion de la variable, ya que
si sustituimos en el maxtérmino, el resultado es 0, lo cual coincide con los valores de verdad
que toman las casillas.

(=xV=ayVvV=-z)=0VOV0=0

De igual forma, si sus asignaciones fueran 0, nos interesa tener los literales positivos, ya que

esto hara que el resultado también sea 0:

(xVyvz)=0vOoVv0=0

Imagen 5.6: Ejemplo de mapa de Karnaugh. Notar que cuando dos agrupaciones se solapan,
los colores de las casillas involucradas se combinan, simulando la superposicion

Implantamos esta misma idea en el c6digo. Recorremos la agrupacion y almacenamos las asig-

naciones que abarca, tanto en las filas como en las columnas. Marcamos las variables que
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cambian usando la funcion markVariablesThatChanges.

1 // Save value assigments of first cell in the box

)

valuesRow = decimalToGrayCode (iStart, varsInRow);
3 if (variables.length > 1)
4 valuesCol = decimalToGrayCode (jStart, wvarsInCol);

5 listVars = valuesRow.concat (valuesCol);

7 for (let i = iStart; i < iStart + ilLength; i++) {

8 for (let j = jStart; j < jStart + jLength; j++) {

9 valuesRow = decimalToGrayCode (mod (i, rows), varsInRow);

10 if (variables.length > 1)

11 valuesCol = decimalToGrayCode (mod(j, cols), varsInCol);

12 // Result of each variable will be 0 if it changes and 1 if it
does not.

13 listVars = markVariablesThatChanges (listVars, wvaluesRow.concat (

valuesCol));

Codigo 5.4: Almacenamos las asignaciones de las variables en una casilla concreta con
valuesRow y valuesCol. Posteriormente, su concatenacion se pasa como argumento de

markVariablesThatChanges

Se ha visto como es el procedimiento cuando se trabaja con 4 variables o menos. En estos casos,
la minimizacion es relativamente sencilla y los mapas de Karnaugh nos permiten encontrar una
FNC maés simple rapidamente. Sin embargo, al superar las 4, se necesitan comparar las tablas

para encontrar las mayores agrupaciones posibles.

Kl OBTENER FNC A PARTIR DEL MAPA DE KARNAUGH (MAS DE 4 VARIABLES)

En caso de tener 5 o mas variables, seguimos pasos similares a los antes mencionados. La
diferencia ahora es que se deben hacer mayores agrupaciones, uniendo las cajas de cada una

de las tablas. Para realizar esta tarea, se han seguido los siguientes pasos:
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1. Registrar la posicion de los ceros compartidos entre las distintas tablas.

2. Realizar cajas con aquellos ceros que no son compartidos y, por tanto, la tinica agrupa-

cién posible es dentro de esa misma tabla
3. Generar todas las cajas posibles por los ceros compartidos (agrupaciones entre las tablas)
4. Obtener todas las cajas posibles dentro de cada tabla individual

5. Ordenar las cajas obtenidas segun su tamafio

6. Seleccionar las cajas usando un algoritmo voraz

Imagen 5.7: Mapa de Karnaugh para la expresion de 6 variables =(=r AvVs)A(tV-wAYy)Vw.
Las cajas que pertenecen a varios mapas se delinean con un patrén de puntos, mientras que las
que solo pertenecen a ese mapa, se dibujan con una linea continua. Por ejemplo, la caja marrén
es compartida por las 4 tablas, porque esta presente en todas ellas y ademas estas tablas son
adyacentes entre si

5.4.1. Registrar ceros compartidos entre tablas adyacentes

En primer lugar, solo se comparan las tablas que son adyacentes, es decir, aquellas cuyas asig-

naciones de las variables externas solo difieren en un valor. Este proceso es similar al que se
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emplea para identificar qué casillas son adyacentes dentro de una tabla. En este ultimo caso,

las casillas son adyacentes si sus asignaciones difieren en un unico bit.

Para hallar qué ceros se comparten entre las tablas, vamos comparando cada una de las casillas
de una tabla con la de la otra. Si encontramos un cero compartido, se guarda como una entrada

en el mapa, siendo la clave una cadena compuesta por las dos tablas.

Asimismo, no solo deben compararse tablas simples, sino también la combinacién de tablas
adyacentes entre si. Para ello, se identifican los ceros compartidos por dichas combinaciones.

Al igual que antes, si se encuentra un cero compartido, su posicion se almacena en el mapa.

Al final, se devuelve un mapa con las posiciones de los ceros compartidos como valores y las

combinaciones de tablas a las que pertenecen como clave.

5.4.2. Agrupaciones con ceros no compartidos

Las casillas que no se comparten entre tablas solo pueden formar parte de agrupaciones dentro
de su propia tabla. Por este motivo, se les da prioridad, y no se calculan cajas adicionales para

aquellas casillas que ya estan incluidas en alguna de ellas.

Las agrupaciones se realizan con la misma funcién que se mostr6 anteriormente,

getBoxWithAdjacentZeros, en la subseccion 5.3.1.

5.4.3. Obtener agrupaciones entre tablas para los ceros compartidos

Se escogen agrupaciones cuyo tamafio sea potencia de 2. Al igual que antes, se llama a la
funcién getBoxWithAdjacentZeros,y se verifica que las cajas son 6ptimas, eliminando

aquellas que son redundantes.
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4 5.4.4. Obtener agrupaciones en las tablas simples

Este proceso es muy parecido al desarrollado en la subseccion 5.3.1, por lo que no es necesario

explicarlo de nuevo.

4 5.4.5. Ordenar las cajas obtenidas segtin su tamaio

Se ordenan las agrupaciones de mayor a menor tamafio y se introducen en un mapa. Las claves
son el tamano de la caja y los valores son listas que contienen la posicion de las cajas y las tablas
donde se encuentran. Este es un paso previo al desarrollo del algoritmo voraz de seleccion de

las agrupaciones.

4 5.4.6. Seleccionar las agrupaciones usando un algoritmo voraz

La funcién selectGreedyBoxes se basa en escoger la mejor opcion en cada iteracién, con
el objetivo de aproximarse a una solucion 6ptima. Este enfoque se corresponde con el principio

de los algoritmos voraces, por lo que esta funcion pertenece a este tipo de algoritmos.

Se comienza introduciendo las agrupaciones que contienen ceros no compartidos, ya que solo
pueden formar parte de una tinica caja. A continuacidn, se itera sobre el resto de cajas siguiendo

el orden previamente establecido: desde las de mayor tamafio hasta las de menor.

Seguidamente, se seleccionan las cajas que contienen el mayor nimero de casillas no escogidas
por otras agrupaciones. Dicho de otra forma, se calcula la diferencia entre el tamano total de la
caja y la cantidad de ceros que ya estan presentes en otras cajas. Este criterio se aplica porque
las cajas que contienen ceros no agrupados en otras deben ser necesariamente seleccionadas,

al ser las uinicas que los abarcan.

Se itera desde el numero maximo de ceros posible hasta 0. El nimero maximo de ceros es
la agrupacion que abarca todas las casillas de todas las tablas. Si una caja es redundante, es
decir, que todas sus casillas estan cubiertas por otras cajas, se descarta. En caso de empate

entre agrupaciones con el mismo numero de ceros exclusivos de una caja, se da preferencia a
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aquellas que resultan de la combinacién de varias tablas.

function selectGreedyBoxes (mapFirst, mapOrd) {

// Insert boxes that belong to only one table (=mapSeparated)
for (let [table, boxes] of mapFirst) ({
// Only continues if boxes.length > 0
for (let box of boxes) {
if (map.has(table))
map .get (table) .push (box) ;
else
map.set (table, [box]);
aux = JSON.parse (JSON.stringify (box)) .concat (table);
// Save occupied cells inside map

saveOccupiedCells (occupiedCells, aux);

}

// Get max size that appears in map

mapOrd. forEach((v, k, m) => { if (k > max) max = k; } );

for (let free0 = max; freeO > 0; freelO--) {
for (let [size, boxes] of mapOrd) ({
// Size of box needs to be greater than the number of free
zeros wanted -> e.g.: If we want a box with 7 free zeros, we
need a 8-box. A 4-box is impossible to contain 7 free0.
if (size >= freel) {
for (let i = 0; i < boxes.length; i++) {
boxFree0 = size - numberOfNonFreeZeros (boxes[i],
occupiedCells);
// If the box contains the same number of free Os as
the wanted number -> choose this box
if (boxFreeO === freel) ({
if (map.has(boxes[i][4])) {
map.get (boxes[i] [4]) .push (boxes[i] .slice (0,
boxes[i] .length-1));
// 1If combination of tables has not been inserted
before
} else {

map.set (boxes[i] [4], [boxes[i].slice (0, boxes[i

59



5.5

48

5.5. Conversion de FNC a 3FNC

].length-1)1]1);
}
// Save occupied cells inside map
saveOccupiedCells (occupiedCells, boxes[i]);
// Remove added box
boxes.splice(i, 1);
i--=;
// Remove box that does not include free Os
} else if (boxFree(O === 0) {
boxes.splice(i, 1);

i-—;

Codigo 5.5: Algoritmo voraz para la seleccion de cajas. La variable free0 indica la cantidad de

ceros que son exclusivos de esa determinada caja

CoNVERSION DE FNC A 3FNC

El ultimo paso de este proceso completo consiste en transformar la Forma Normal Conjuntiva
(FNC) a su equivalente 3FNC (Forma Normal Conjuntiva con clausulas de tres literales). Para

realizarlo, necesitamos modificar cada maxtérmino para que contenga exactamente 3 literales.

Si un maxtérmino tiene solo uno o dos literales, el procedimiento es extremadamente sencillo,
ya que solo hay que repetir uno de los literales hasta alcanzar los tres. Por ejemplo, el maxtér-
mino (a) se convierteen (aVaVa)y (aV—b)en (aV-bV-b).Encasode que el maxtérmino

ya contenga 3 literales en su interior, no es necesario modificarlo.

Cuando el maxtérmino tiene 4 o mas literales, es un poco mas complejo. Si encontramos un

maxtérmino asi, es necesario dividirlo en cldusulas de tres literales encadenadas mediante
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nuevas variables auxiliares. El esquema de transformacion es el siguiente:

(LtVvIpVur), (IsVaprVug), (LaV - Vus), ... (lk—aVopk—a VY pk—=3), (k=1 VIV ptg—3)

donde k es el nimero total de variables, /; con 1 < i < k cada una de las variables y u; con

1 < j < k — 3 las variables auxiliares.

Este esquema divide los maxtérminos y los convierte en un conjunto equivalente de clausulas

de tres literales [11].
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CAPITULO

REDUCCION DE 3SAT A

PROBLEMAS NP-cOMPLETOS

En este capitulo se describe como se realiza la reduccion de 3SAT a los problemas CLIQUE,
VERTEX-COVER, HAMPATH y SUBSET-SUM. En los tres primeros problemas, la férmula
3FNC se transforma en un grafo, mientras que para el problema de SUBSET-SUM, el resultado
es un conjunto de nimeros, cada uno expresado cifra a cifra en una tabla, de los cuales se
selecciona un subconjunto. Para la visualizacion de los grafos, se ha usado la libreria D3.js,
la cual permite representar los grafos de forma dinamica. Gracias a ella podemos mover los
nodos, resaltar los elementos cuando son seleccionados y aumentar o disminuir el tamano de

la visualizacidn, entre otras funcionalidades.

6.1 ReEDUCCION DE 3SAT A CLIQUE

El problema 3SAT puede reducirse en tiempo polinémico al problema CLIQUE, lo que implica
que cualquier instancia de una férmula booleana en forma 3FNC (es decir, con clausulas de
exactamente tres literales) puede transformarse en un grafo tal que encontrar un clique de un
tamano determinado en dicho grafo es equivalente a encontrar una asignaciéon que satisface la
férmula original. La idea central para construir el gadget consiste en crear un grafo no dirigido
cuyas estructuras imiten el comportamiento 16gico de las clausulas y literales presentes en la
formula booleana. La transformacion se disefia de modo que cada posible asignacion satisfac-
toria se corresponda con un subconjunto de vértices que forman un clique de tamafio k, donde

k es el numero de clausulas en la féormula [1, pp. 302-303].

Para lograr esto, se organiza el grafo resultante en k grupos de tres nodos cada uno, llamados
tripletes, en los que cada nodo representa un literal de una clausula. Asi, cada clausula esta aso-
ciada a un grupo de tres nodos. Se conectan con aristas todos los pares de nodos, con excepcion
de aquellos que pertenecen al mismo triplete (es decir, a la misma clausula) o aquellos cuyos

literales sean mutuamente opuestos (como x y —x). De este modo, cualquier seleccion de un
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nodo por clausula que no sea opuesto y que esté completamente conectado con los otros nodos
seleccionados (es decir, forme un clique de tamafo k) equivale a una asignaciéon booleana que
satisface un literal en cada clausula, lo que garantiza que la féormula completa se satisface. Esta
construccion establece asi la equivalencia entre la satisfacibilidad de la formula y la existencia

de un clique en el grafo [1, pp. 302-303].

Imagen 6.1: Un posible k-clique, con k = 2 en este ejemplo, es el que contiene los vértices
qy —p y equivale a la asignaciéon p = 0,¢q = 1y r = 0, que hace satisfacible a la formula
(PVgVr)A(=pV=gV-q)

Para dibujar los nodos del grafo, es necesario calcular los angulos en los que se colocara cada
triplete. Esto se logra dividiendo los 360 grados de la circunferencia entre el numero de clau-
sulas (equivalente al niimero de tripletes). En cada uno de estos angulos se posicionan tres

nodos. Estos vértices se guardan en una lista llamada nodes.

function createlistNodes (litClaus) {

while (angle < 360 && i < numberClause) {
// Middle literal
// Calculate distance in horizontal axis ((halfSide-sizeNodex2)
—> so as not to leave view)
xMiddle = halfSide - (halfSide-SIZE NODEx2) * sinDegrees (90-
angle) ;
// Calculate distance in vertical axis

yMiddle = halfSide - (halfSide-SIZE_NODEx2) * sinDegrees (angle)

4
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6.1. Reduccion de 3SAT a CLIQUE

}

nodes.push ({id: (i*3)+1, literal: litClaus[i][1], x: xMiddle, y
yMiddle, color: COLORS[color]l});

// Side left literal

xSide = xMiddle + DISTANCE_BETWEEN_LITERALS * sinDegrees (angle)

ySide = yMiddle - DISTANCE_BETWEEN_LITERALS * sinDegrees (90-
angle);

nodes.push({id: (i%*3), literal: 1litClaus[i][0], x: xSide, y:
ySide, color: COLORS[color]});

// Side right literal

xSide = xMiddle - DISTANCE_BETWEEN_ LITERALS * sinDegrees (angle)

ySide = yMiddle + DISTANCE_BETWEEN_LITERALS * sinDegrees (90-
angle);

nodes.push({id: (i%*3)+2, literal: 1litClaus[i][2], x: xSide, y:

ySide, color: COLORS[color]});

angle += addAngle;
color = (color+l) $COLORS. length;

i++;

return nodes;

Codigo 6.1: Para crear los nodos, se divide la circunferencia en tantos angulos como clausulas

tenga la formula 3FNC

65



6.1. Reduccion de 3SAT a CLIQUE

Imagen 6.2: Cuanto mayor numero de clausulas, menor tendran que ser los angulos de sepa-
racion

En la creacion de las aristas, se conectan Uinicamente aquellos nodos que no pertenecen al
mismo triplete y que no son literales opuestos. Igualmente, se crean aristas imaginarias para
las formulas insatisfacibles, para asi mostrar qué conexiones faltan para que haya al menos un

clique.

En la implementacion, se recorren los nodos de cada triplete y se verifica si cumplen las con-
diciones para ser conectados mediante una arista. Si es asi, dicha conexion se afade a la lista

links que posteriormente se utiliza para construir el grafo.

function createlinks (litClaus) {

for (let iSrc = 0; iSrc < litClaus.length-1; iSrc++) { // Last
clause is not necessary —-> there are no more connections
for (let jSrc = 0; jSrc < litClaus[iSrc].length; jSrc++) { //

Go over 3 literals of this clause

// Pick source node (=literal)

source = litClaus[iSrc][jSrc];

posSrc = (iSrc * 3) + jSrc;

// Create links for each clause (from left to right)
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for (let iTrgt = iSrc + 1; iTrgt < litClaus.length; iTrgt
++) { // Starts from next clause
for (let jTrgt = 0; jTrgt < litClaus[iTrgt].length;

JjTrgt++) {

target litClaus[iTrgt] [jTrgt];

posTrg (iTrgtx3 + jTrgt);

// If the source and target literals satisfy the
condition of being connected, create a link

link = createlLinksIfNecessary (source, posSrc,
target, posTrg);

if (link !== undefined)

links.push(link);

// -A <————> A -> Creates imaginary line for
explication of False expression (contradiction)
else if (isFalseExp) {
link = {source: posSrc, target: posTrg};

linksFalse.push(link);

}

return [links, linksFalse];

Codigo 6.2: Se crea una arista si los nodos no pertenecen al mismo triplete y no son opuestos.

Asimismo, las aristas imaginarias se guardan en la lista 1inksFalse
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Imagen 6.3: Las aristas imaginarias se sefialan con lineas discontinuas

Una vez obtenidos los nodos y aristas, se construye el grafo utilizando la libreria D3.js. Este
paso es comun a todos los grafos, ya que comparten la estructura basica de aristas y nodos,
siendo la creacion de los elementos SVG que los representan muy parecida. Por este motivo,
describiremos esta parte inicamente en este apartado, evitando repeticiones innecesarias para

el resto de los problemas.

Se utilizan tres listas principales: nodes, que contiene los nodos del grafo; 1inks, con las
aristas reales del gadget; y 1inksFalse, que representa las aristas imaginarias. En el codigo,

cada arista se dibuja a partir de las coordenadas (x, y) de los nodos que conecta.

linkGroup.selectAll (’'line’)
.data(links)
.join(’1line’)
.attr (' stroke-width’, 1.5)
.attr('x1l’, d => nodes.find( ({id:num}) => num === d.source) .Xx)
d

.attr('yl’, d => nodes.find( ({id:num}) => num === d.source) .y)
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.attr('x2’, d => nodes.find( ({id:num}) => num

.attr('y2’, d => nodes.find( ({id:num}) => num

.attr('class’, d => ‘link-${d.source} link-${d.

linkFalseGroup.selectAll ('1line’)
.data(linksFalse)
.join(’line’)
.attr (' stroke-width’, 1.5)
.attr('x1l’, d => nodes.find( ({id:num}) => num
.attr('yl’, d => nodes.find( ({id:num}) => num
.attr('x2’, d => nodes.find( ({id:num}) => num

.attr('y2’, d => nodes.find( ({id:num}) => num

=== d.target).

== d.target) .

target} ') ;

== d.source).
== d.target).
== d.target).

.attr(’'class’, d => ‘linkF-${d.source} linkF-${d.target});

nodeGroup.selectAll ('circle’)
.data (nodes)
.join (' circle’)
.attr('ex’, d => d.x)
.attr('cy’, d => d.y)
.attr(’'r’, SIZE_NODE)
.attr('£fill’, d => d.color)

.call (dragqg);

x)

v)

Codigo 6.3: Se crean nodos, aristas del gadget y aristas imaginarias si preocede

Asimismo, cuando se arrastra un nodo, su posicién y la de todas las aristas conectadas a él
deben actualizarse dindmicamente. Durante la interaccion, se modifica temporalmente el color

de las aristas del nodo seleccionado como retroalimentacion a la acciéon del usuario. Una vez

finalizado el arrastre, estos elementos recuperan su color original.

let drag = d3.drag()
.on(’start’, (event, d) => {

// Change color of links on drag start

d3.selectAll('.link-${d.id} ") .attr (' stroke’, d.color);

d3.selectAll(.linkF-${d.id} ") .attr ('’ stroke’,
9]

.on(’'drag’, (event, d) => {

d.x = event.x;
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d.y = event.y;

hH

.on("end’, (event, d) => {
// Reset color of links on drag end
d3.selectAll('.link-${d.id}") .attr (' stroke’, ’'#999');
d3.selectAll ('.linkF-${d.id} ") .attr(’'stroke’, '#000');

});

Codigo 6.4: Cuando se arrastra un nodo, debe cambiar la posicion de este y de las aristas.

Adicionalmente, también cambian de color las aristas

ReEDUCCION DE 3SAT A VERTEX-COVER

El propésito fundamental de esta reduccion es demostrar que cualquier problema de NP puede
reducirse en tiempo polinémico a VERTEX-COVER. Para ello, se construye una reduccion
desde el problema 3SAT. Esta reduccion transforma una formula booleana en Forma Normal
Conjuntiva de tres literales por clausula (3FNC) en un grafo G y un nimero k, de tal manera que

la formula es satisfacible si y solo si el grafo tiene un vertex cover de tamafio k [1, pp. 312-313].

La clave de la construccion esta en disefiar dos tipos de gadgets: uno para representar las va-
riables y otro para las clausulas. Cada gadget de las variables consiste en dos nodos conectados
entre si, etiquetados con un literal y su negacion. Uno de estos dos nodos debe formar parte del
vertex cover, y la eleccion de cual representa una asignacion de verdad (TRUE o FALSE) para la
variable. Por su parte, cada gadget de clausula contiene tres nodos, uno por literal, que se co-
nectan entre si y también con los nodos correspondientes de los gadgets de las variables. Esta
construccion obliga a que, para cada clausula, al menos dos de los tres nodos deben incluirse
en el vertex cover. Se realiza seleccionando el literal que satisface la clausula (sin incluir su no-
do en el vertex cover) y se afladen al vertex cover los otros dos nodos del gadget de la clausula.
De este modo, se simula que la clausula queda satisfecha si al menos uno de sus literales es

verdadero [1, pp. 312-313].

Finalmente, se define el valor de k como k = m + 2/, donde m es el nimero de variables y [ el

numero de clausulas. Este valor asegura que la tinica forma de tener un vertex cover de tamafo
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exacto k es mediante una asignacion satisfacible, ya que de esta forma se elige un nodo por
cada gadget de las variables (en total m nodos) y dos nodos por cada clausula (lo que suma 2/
nodos). De este modo, se cubren todas las aristas del grafo utilizando exactamente k = m + 2/

nodos [1, pp. 312-313].

Imagen 6.4: Un posible k-vertex cover, con k = 10 en este ejemplo, es el que contiene los vértices
azules. Equivale a la asignacion x = 0,y = 0,z = 1 y w = 0 que hace satisfacible a la formula
(yVzVZIDAEZVWVW)A(=xV-ayV-z)

Comenzamos realizando el gadget de las variables. Este paso es facil, pues inicamente se deben
representar dos nodos por variable: uno para el literal positivo y otro para el negativo.

// Paint 2 nodes per variable: x and -x
for (let v of vars) {
// Positive variable
nodes.push ({id: id, literal: v, x: pos, y:
DISTANCE BETWEEN_ LITERALS, color: COLORS[color]});
// Negative variable
pos += DISTANCE_BETWEEN_LITERALS;
nodes.push ({id: id+1l, literal: "-" + v, x: pos, y:
DISTANCE BETWEEN_LITERALS, color: COLORS[color]});
// Add extra distance between different variables
pos += 2xDISTANCE_BETWEEN_LITERALS;
id += 2;

color = (color+l) $COLORS. length;

Codigo 6.5: Por cada variable se crean 2 nodos, uno al lado del otro
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Seguidamente, se crean los nodos correspondientes al gadget de las clausulas. Este caso tam-
bién es relativamente sencillo, ya que solo hay que dibujar tres nodos (uno por literal) en cada

clausula.

// Paint 2 nodes per variable: x and -x
for (let c of litClaus) {
// Paint clauses

nodes.push ({id: id, literal: c[0], x: pos, y: HEIGHT -

DISTANCE BETWEEN LITERALS, color: COLORS[color]});

// Second variable of the clause

pos += DISTANCE_BETWEEN_LITERALS;

nodes.push ({id: id+l1, literal: c[1l], x: pos, y: HEIGHT -
DISTANCE_BETWEEN LITERALS*2, color: COLORS[color]});

// Third variable of the clause
pos += DISTANCE_BETWEEN_LITERALS;
nodes.push ({id: id+2, literal: c[2], x: pos, y: HEIGHT -

DISTANCE BETWEEN LITERALS, color: COLORS[color]});

pos += 2*DISTANCE_BETWEEN LITERALS; // Add extra distance between
different variables
id += 3;

color = (color+l) $COLORS. length;

Codigo 6.6: Se crean 3 nodos por clausula, que representan cada uno de los literales en su

interior

Se procede ahora con la creacién de las aristas. Primeramente, se conectan los nodos que re-
presentan los literales opuestos de cada variable en su gadget. A continuacioén, unimos entre
si los nodos que forman cada una de las clausulas. Por altimo, para conectar el gadget de las
variables y el de las clausulas, debemos enlazar los literales analogos. Esto quiere decir que,
si A es una variable cualquiera, debemos unir el nodo A del gadget de la variable con todos
los literales A que aparecen en las clausulas. Lo mismo con —A, tenemos que conectarlo con

todos los nodos —A del gadget de las clausulas.
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REDUCCION DE 3SAT A HAMPATH

En esta ocasion, se quiere transformar una férmula 3FNC en un grafo dirigido, de manera que

exista un camino hamiltoniano de un nodo s a un nodo ¢ si y solo si la férmula es satisfacible.

Para construir este grafo G, se emplean dos tipos de gadgets, los cuales simulan el comporta-
miento de las variables y clausulas. Cada variable se representa mediante una estructura en
forma de diamante, la cual puede recorrerse de dos formas distintas, de izquierda a derecha o
de derecha a izquierda, reflejando asi las posibles asignaciones de verdadero o falso, respec-
tivamente. Las clausulas, por su parte, se representan como nodos individuales. Para que el
camino hamiltoniano pase por todos los nodos del grafo (incluidos los de las clausulas), de-
be utilizar los caminos correctos en los diamantes de las variables, lo que implica elegir una

combinacién de valores de verdad que satisfaga la féormula [1, pp. 314-316].

El grafo se construye conectando los nodos de cada gadget de variable con los nodos de clausula
en funcion de la aparicion de los literales. Si un literal x; (o su negacion) esta presente en una
clausula c;, se crean aristas desde un par especifico de nodos en el diamante de x; hacia el
nodo que representa la clausula c¢;. Al finalizar este proceso, el grafo G est4 completamente

definido [1, pp. 316-317].

Este disefio garantiza que un camino hamiltoniano de s a  existe si y solo si la formula es satis-
facible. Con una asignacion de verdad que haga verdadera la formula, se podra visitar todos los
nodos exactamente una vez, incluyendo los de las clausulas. Esta correspondencia establece
que resolver HAMPATH es al menos tan dificil como 3SAT, completando asi la demostracion

de NP-completitud [1, pp. 317-318].
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Imagen 6.5: La asignaciéon a = 1y b = 1 hace satisfacible a la formula (avaVva)A(bV bV D),
por lo que hay un camino hamiltoniano que empieza en s y termina en ¢

Primeramente, se crea el nodo de partida s. A continuacion, se construyen los diamantes co-
rrespondientes a cada variable de la formula. Cada uno de estos diamantes incluye una fila
central compuesta por pares de nodos, donde cada par representa una de las clausulas. Cuan-
do alcanzamos el ultimo diamante, se crea el nodo de destino ¢, que marca el final del camino

hamiltoniano.

// START NODE 's’
nodes.push ({id: id, literal: "s", x: WIDTH VIEW/2, y: posY, color:
COLOR}) ;

id++;

// PAINT DIAMONDS -> Paint 1 diamond for each variable

for (let [k, v] of mapValsVars) ({

i++;
posY += 1.5 x DISTANCE_BETWEEN_LITERALS;

posX = calculateDistanceCenter((3*litClaus.length + 3)/2);

text = v ===1 72 "()" : "(<)";
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texts.push({literal: k + " = " + v + " " + text, x: EXTRA PADDING,

y: posY});

// MIDDLE NODES
for (let j = 0; j < 3xlitClaus.length + 3; j++) {
// Clause nodes
if (j '== 0 && j !== (3xlitClaus.length + 2) && j % 3 !== 1) {
nodes.push ({id: id, literal: "c¢" + clause, x: posX, y: posY

, color: COLOR});

// If we have painted 2 nodes -> get next number clause
if (§ % 3 === 0) {
clause++;

color = (color+l) $COLORS. length;

// Intermediate nodes
} else {
nodes.push ({id: id, 1literal: "", x: posX, y: posY, color:

COLOR}) ;

posX += DISTANCE BETWEEN LITERALS;

id++;

// Paint BOTTOM VERTEX of diamond -> if it is ending variable then
we need to paint ending node ’'t’

posY += 1.5 x DISTANCE_ BETWEEN LITERALS;

// All variables have been painted -> finish graph with t node

if (i === mapValsVars.size) {
nodes.push ({id: id, literal: "t", x: WIDTH VIEW/2, y: posY,

color: COLOR});

// Not last variable -> paint vertex diamond
} else {
nodes.push ({id: id, literal: "", x: WIDTH VIEW/2, y: posY,

color: COLOR});
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id++;

Cédigo 6.7: Se crea un diamante por variable, ademas del nodo de partida s y de destino ¢

Por ultimo, una vez generados todos los diamantes, se afaden los nodos que representan las

clausulas.

// PAINT NODE CLAUSES
posY = mapValsVars.size === litClaus.length ?

HEIGHT VIEW/ (litClaus.length+l) - DISTANCE BETWEEN_LITERALS

HEIGHT VIEW/ (litClaus.length+l);
for (let i = 0; i < litClaus.length; i++) {
nodes.push ({id: id, literal: "c" + clause, x: WIDTH_VIEW -
EXTRA_ PADDING, y: posY, color: "#999"});
id++;
posY += HEIGHT_VIEW/ (litClaus.length+1l);
color = (color+l) $COLORS. length;

clause++;

Codigo 6.8: Los nodos de las clausulas se crean al final

Para crear las aristas, comenzamos realizando las uniones en cada uno de los diamantes. Las
conexiones que unen los vértices exteriores del diamante son faciles, ya que solo son cuatro y

sus direcciones van del nodo superior al inferior.

Asimismo, las conexiones de los nodos interiores se deben hacer en ambas direcciones, tanto de
izquierda a derecha como de derecha a izquierda, para reflejar cuando la variable toma el valor
verdadero o falso, respectivamente. Se pueden ver estas aristas representadas en el interior de

cada diamante en la imagen 6.5.

Para conectar los diamantes con los nodos clausula, primero se tiene que comprobar si dentro
de la clausula esta contenido el literal positivo o negativo de una variable. Si aparece el literal

positivo, el recorrido va de izquierda a derecha, y por tanto la conexién hacia los nodos clau-

76



20

21

22

23

6.3. Reduccion de 3SAT a HAMPATH

sulas va desde el nodo izquierdo, hasta el nodo clausula y vuelta al nodo derecho del centro
del diamante. Si es negativo, el recorrido es al contrario, es decir, de derecha a izquierda. Por
tanto, se recorre primero el nodo intermedio derecho, después el nodo clausula y por dltimo

el izquierdo.

// Connection between diamonds clauses and external clauses
// Left node
if (j !'== 0 && j !== (3xlitClaus.length + 2) && j % 3 === 2) {
// If clause contains negation of variable -> From clause to
diamond
if (litClaus[clause] .includes("-" + k)) {
links.push({source: idClauses + clause, target: src, curve:
CURVE_HEIGHT_CLAUSES, color: (v === 0 && !clausesSelected.

includes (idClauses + clause))? COLOR : "#999"});

}

// If clause contains positive literal of variable -> From diamond
to clause
if (litClaus[clause].includes(k)) {
links.push({source: src, target: idClauses + clause, curve: -
CURVE_HEIGHT_CLAUSES, color: (v === 1 && !'clausesSelected.

includes (idClauses + clause)) ? COLOR : "#999"});

}
// Right node
} else if (j !'== 0 && j !'== (3xlitClaus.length + 2) && j % 3 === 0) {
// If clause contains negation of variable -> From diamond to
clause
if (litClaus[clause] .includes("-" + k)) {
links.push({source: src, target: idClauses + clause, curve: -
CURVE_HEIGHT_CLAUSES, color: (v === 0 && !clausesSelected.

includes (idClauses + clause)) ? COLOR : "#999"});

}

// If clause contains positive literal of variable -> From clause
to diamond
if (litClaus[clause].includes(k)) {

links.push({source: idClauses + clause, target: src, curve:
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CURVE_HEIGHT_ CLAUSES, color: (v === 1 && !clausesSelected.

includes (idClauses + clause)) ? COLOR : "#999"});

Codigo 6.9: La direccion de las aristas que conectan los diamantes con los nodos clausulas varia

segun si la variable representada aparece en la clausula como literal positivo o negativo

ReEDUcCcION DE 3SAT A SUBSET-SUM

Dada una férmula booleana en Forma Normal Conjuntiva con tres literales por clausula (3FNC),
se construye una instancia del problema SUBSET-SUM tal que existe un subconjunto que suma

exactamente el valor objetivo 7 si y solo si la formula es satisfacible [1, pp. 320].

Cada variable de la féormula se representa mediante un par de numeros, y; y z;, que estan
disefiados de tal manera que solo uno de los dos puede ser parte del subconjunto solucion ¢,
lo que representa una asignacion de verdadero o falso a esa variable. Los niimeros utilizados
se expresan en notaciéon decimal y su estructura se divide en dos partes: la primera codifica la
identidad de la variable y la segunda refleja su participacion en las clausulas de la formula [1,

pp- 320-322].

Siguiendo con las clausulas, cada columna de la parte derecha de los nimeros representa una.
Si un literal aparece en una clausula, se coloca un 1 en la posicién correspondiente de su
nimero asociado. Ademas, por cada clausula c; se agregan dos nimeros adicionales g; y h;,
que tienen una forma determinada para asegurar que exactamente esa clausula deba sumar
3 en el objetivo t, lo cual impone que al menos un literal de cada clausula se evalie como

verdadero [1, pp. 320-322].

El nimero objetivo ¢ se forma con una secuencia de [ unos (para las variables) seguidos de
k treses (para las clausulas), siendo / el numero de variables y k el nimero de clausulas. Se

asegura asi que se seleccionen exactamente una representacion por variable y que se satisfagan
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todas las clausulas [1, pp. 320-322].

1 0 0]
1 0 0
0] 1 0]
0] 1 0]
] 0 1
0 0 1

Imagen 6.6: La asignacion A = 1, B = 0y C = 1 hace satisfacible a la formula (A V AV A) A
(=BV =BV -B)A(CVCVC),por lo que hay un subconjunto cuya suma es el valor ¢

Empezamos creando la cabecera de la tabla. Cada columna de la parte izquierda simboliza una

variable, mientras que la parte derecha se corresponde con cada una de las clausulas.

A continuacion, se realizan las filas que representan las variables. La parte izquierda simboliza
las asignaciones. Si la variable x; es verdadera, se pondra un 1 en la fila y;. Si es falsa, se pondra

un 1 en la fila z;.

La parte derecha se corresponde con las clausulas. Si en una clausula aparece el literal positivo
y la asignacion de la variable i es verdadera, y; recibe el valor 1 en la columna perteneciente a
esa clausula. Al contrario, si aparece su literal negado y su asignacion es falsa, la fila z; tiene
un 1 en la columna de la clausula i. Solo en estos casos se pone un 1, ya que son los tnicos que

hacen verdadera a la clausula. En el resto, los valores son 0.

<td>
{ litClaus([i] .includes (variable) &&
(('variable.includes ("—") && valueVar ===1) ||

(variable.includes ("—") && valueVar ===0)) ? 1 : 0
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</td>

Coédigo 6.10: Si la asignacion de la variable (valueVar) es 1 (verdadera) y en la clausula
aparece su literal positivo, ponemos un 1 en la clausula correspondiente. También el resultado

es 1 sila asignacion de la variable es 0 (falsa) y aparece su literal negado (variable.includes("—"))

Para las filas de las clausulas, solo se rellena la parte derecha, que se corresponde con las
columnas de las clausulas. El valor de g; y h; dependera de cuantos literales hacen verdadera
a la clausula j. Su valor es 1 cuando se necesita que la suma total sea 3. En caso de que la
clausula sea falsa, aunque g; y h; aporten un 1 cada uno, no sera suficiente para sumar 3, ya

que la suma total sera de 2.

{/* For row g_i —> numberTimes = 3

For row h i —> numberTimes = 2 */}
<td>

{countTrues[posClause-1] < numberTimes ? 1 : 0}
</td>

Codigo 6.11: Las filas g y & actiian como elementos auxiliares que ayudan a alcanzar la suma
de 3. Se afiade el valor 1 en la fila g; si el ndmero de literales que hace verdadera la clausula es
menor que 3. En el caso de la fila 4;, solo afiadimos un 1 si es menor que 2, ya que un 1 lo ha
proporcionado la fila g; ya. Notese que cuando los 3 literales hacen verdadera la clausula, no

hace falta afiadir estos unos auxiliares (el valor de g; y h; es 0)

El paso final es representar la suma objetivo 7. Este digito se representa en la dltima fila y esta
compuesto por una sucesion de unos seguidos por treses, si la formula es satisfacible. Si no lo
es, la suma de las clausulas no dara una serie de treses, ya que para aquellas que son falsas, su
resultado sera 2. Es decir, las filas auxiliares g; y &; han aportado un 1 cada una, pero debido a
que ningun literal hace verdadera a la clausula, no se ha podido sumar el altimo 1, quedandose

la suma en 2.

{/* Final row —> t */}
<tr>

<th colSpan=’2’ className=’doubleBorder’>t</th>
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{/* Row of 1ls */}
{vars.map((_, i) => (
{/+* The left-hand side is always a succession of ones
because there is always a truth value for each variable
*/}
<td>{1l}</td>
))}
{/* Row of 3s */}
{litClaus.map((_, i) => (
{/* If at least one literal makes the clause true, then the
result of the addition is 3. Otherwise, the result is
2, contributed by rows g and h */}
<td>
{countTrues[i] >=1 ? 3 : 2}
</td>
))}
</tr>

</table>

Codigo 6.12: Si la féormula es satisfacible, el objetivo ¢ se representa mediante una sucesion de
unos, seguidos de treses. Si no es satisfacible, en lugar de solo treses, apareceran algunos doses

en esa segunda parte, indicando que no se ha podido satisfacer alguna clausula
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CAPITULO

CONCLUSIONES Y
LINEAS FUTURAS

7.1 CONCLUSIONES

La complejidad computacional es, paraddjicamente, una de las areas mas fundamentales y
menos valoradas en el grado de Ingenieria Informatica. A menudo, los estudiantes tienden
a ignorarla debido a su fuerte componente matematico y abstracto, a causa de que es muy
distinta de la programacion practica, que se suele encontrar mas atractiva. Sin embargo, esta
disciplina tiene un papel clave a la hora de disefiar algoritmos eficientes, una tarea que esta
presente en casi todas las ramas de la informatica. Incluso cuando no se es plenamente cons-
ciente, al intentar simplificar o mejorar un algoritmo, ya se esta operando dentro del ambito

de la complejidad computacional.

El objetivo de esta aplicacién ha sido precisamente acercar esta materia a cualquier persona,
aunque especialmente a estudiantes, mediante el desarrollo de visualizaciones intuitivas. Para
ello, se ha optado por una aplicacion web interactiva en lugar de desarrollarla de una mane-
ra mas tradicional y menos visual. Una presentacion visual cuidada es esencial para captar el
interés del usuario, especialmente cuando se trata de una materia densa. De haberse descui-
dado el aspecto visual o la experiencia de usuario, la utilidad didactica del proyecto se habria
visto disminuida. Por tanto, el propésito final ha sido el de ensefiar, pero de manera amigable

y accesible.

En el proceso de desarrollo, ha sido especialmente util el estudio de tecnologias web modernas
como React, JavaScript, HTML y CSS. También se ha aprendido el modelo de funcionamiento
de las single-page applications, la cual, al basarse en la recarga de inicamente los elementos

necesarios, mejora significativamente la fluidez de la experiencia del usuario.

Por otro lado, no todo el camino ha sido sencillo. Algunas secciones del proyecto han supuesto
un mayor reto técnico e intelectual. Una de las mas complejas ha sido el disefio de los mapas

de Karnaugh para expresiones con mas de cuatro variables, y que deja margen para futuras
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optimizaciones. Ademas, aunque el dibujo de los grafos para representar las reducciones fue
menos complejo, también implico el estudio del uso de la libreria D3.js y el trabajo con SVG

para crear las estructuras visuales.

Asimismo, el desarrollo de esta herramienta no habria sido posible sin los conocimientos ad-
quiridos en algunas asignaturas de la carrera. En particular, la teoria de Fundamentos de Elec-
tronica permitio la realizacién de los mapas de Karnaugh para transformar férmulas booleanas
en su Forma Normal Conjuntiva. Del mismo modo, para la realizacion de los arboles de sintaxis
abstracta (AST) en la introduccion de formulas, se han aplicado conocimientos adquiridos en
la asignatura Procesadores de Lenguajes. Sin lugar a dudas, la asignatura Algoritmia y Com-
plejidad ha sido el pilar conceptual del proyecto, proporcionando la mayor parte de la teoria
aplicada a lo largo de todo el proceso. Gracias a la orientacion y las sugerencias que han apor-
tado los tutores de esta ultima asignatura, se han corregido y perfeccionado muchos aspectos

del proyecto.

El resultado final es una herramienta educativa interactiva que permite visualizar y com-
prender ejemplos concretos de reducciones de 3SAT a los problemas NP-completos CLIQUE,
VERTEX-COVER, HAMPATH y SUBSET-SUM. A través de explicaciones y graficas, la pagina
pretende no solo facilitar el aprendizaje de este contenido, sino también fomentar el interés
por esta disciplina de la informatica teorica. Asi pues, el fin de esta pagina es ofrecer un re-
curso para docentes y estudiantes que cursen asignaturas relacionadas con esta rama de la

complejidad computacional.

APORTACIONES ADICIONALES

7.2.1. Encuesta

Adicionalmente, se disefi6 una encuesta con el fin de recoger la opinion de los alumnos sobre
la estructura y utilidad de la pagina. El nimero de respuestas obtenidas fue reducido, solo
obteniéndose 2. Esta escasa participacion puede deberse a que la encuesta fue lanzada una vez
finalizado el curso. Aun asi, presentamos a continuacion un breve resumen de los resultados.

Asimismo, se incluye el listado de preguntas que contenia la encuesta en el Apéndice de este
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documento.

En la pregunta sobre la utilidad de la visualizacion de los gadgets y la claridad de las expli-
caciones que acompafan a los problemas, todas las valoraciones se situaron entre 9 y 10, es

decir, en un nivel sobresaliente.

Respecto a la claridad de la interfaz, la media alcanzada fue de 9, destacando una preferencia
por el modo oscuro (9,5) frente al modo claro (9). En general, los participantes sefialaron que

la interfaz es sencilla y facil de usar.

En lo relativo a la utilidad global de la pagina, la calificaciéon fue unanimemente de 10. Los
usuarios coinciden en que esta pagina web habria sido de gran ayuda durante la asignatura,
ya que facilita la comprension de los problemas al ofrecer ejemplos practicos de forma mas

abundante y rapida que el texto tradicional.

Para profundizar en estas valoraciones, se pregunt6 a los alumnos si habian tenido dificultades
al comprender esta parte de la materia, siendo 10 equivalente a “Me costé mucho esfuerzo
entender esta parte de la asignatura o no llegué a comprenderla por completo”. En este caso,
se obtuvo un 10 y un 5 como respuestas, lo que, aunque no representa una amplia muestra

(solo 2 respuestas), si permite reflejar dos perfiles distintos de alumnado.

7.2.2. Licencias GNU GPL v3 y CC BY-SA 4.0

Para el codigo, se ha optado por la licencia GNU GPL v3 (Licencia Publica General de GNU
version 3), porque garantiza que el codigo del proyecto permanezca siempre libre y abierto.
Esta licencia protege contra intentos de apropiacion privativa y obliga a que cualquier modi-
ficacion o distribucion del software conserve las mismas libertades. De esta forma, se asegura
que futuros desarrolladores puedan usar, estudiar, modificar y redistribuir el c6digo bajo las

mismas condiciones, favoreciendo la colaboracién y la mejora continua del proyecto [12].

Para los textos e imagenes que aparecen en la pagina web, se ha usado la licencia CC BY-SA
4.0, la cual es compatible en un solo sentido (one-way compatibility) con GNU GPL v3. Esto

significa que las obras licenciadas con CC BY-SA 4.0 pueden incorporarse en proyectos bajo
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GPL v3, pero no es posible tomar un trabajo bajo GPL v3 y relicenciarlo bajo CC BY-SA 4.0
[13].

Para la aprobacion de estas licencias, se ha contactado con la OTRI (Oficina de Transferencia
de Resultados de Investigacion) de la Universidad de Malaga. Esta nos comunicé que nuestra
peticion habia sido aceptada y, a continuacion, se procedi6 a presentarla telematicamente ante

el Registro General de la Universidad de Malaga.

LINEAS FUTURAS

Algunas mejoras que se pueden implementar en un futuro son:

7.3.1. Mejora del algoritmo de transformacion a FNC

En la version actual del proyecto, se utilizan mapas de Karnaugh para transformar férmulas
booleanas a su forma normal conjuntiva, incluso para un numero superior a 4 variables. Si bien
esta técnica es un buen método para formulas pequenas de hasta 4 variables, su escalabilidad
y eficiencia disminuyen considerablemente conforme crece la complejidad de las expresiones.
Como alternativa, podrian explorarse otros algoritmos, como Quine-McCluskey, el cual es ade-
cuado para casos con mas variables [14]. Asimismo, el algoritmo implementado actualmente
no garantiza la obtencién de la FNC minima, sino que aplica una estrategia voraz cuyo obje-
tivo es obtener una solucion razonablemente buena sin necesidad de alcanzar la 6ptima. La
implementacion futura de otras técnicas podria mejorar tanto la eficiencia como la calidad de

la transformacion [15].

7.3.2. Ampliacion con mas problemas NP-Completos
Una de las formas mas naturales de extender este proyecto es incorporando mas problemas
NP-completos. Por ejemplo, 3-COLORING, KNAPSACK o SET PACKING son problemas cla-

sicos e interesantes en teoria de la complejidad, y pueden ser reducidos desde 3SAT. La incor-
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poracion de estos nuevos problemas también puede servir para mostrar distintas estrategias
de construccion de gadgets, lo cual permite una experiencia mas variada e instructiva para el

usuario.

7.3.3. Implementacion de heuristicos para la resolucion de problemas

Una posible forma de ampliar este proyecto seria el de crear instancias concretas de problemas
y resolverlos utilizando algoritmos heuristicos. Esto permitiria al usuario ver como, a pesar de
que el problema es NP-completo, es posible encontrar soluciones en tiempos razonables gracias
amétodos aproximados. Asimismo, se podria comparar la diferencia de tiempo entre el método
heuristico y el algoritmo que desea obtener la soluciéon 6ptima. Asi, este enfoque serviria para

mostrar conceptos como la diferencia entre soluciones 6ptimas y aproximadas.

7.3.4. Estimacion del tiempo de ejecucion del algoritmo de Karnaugh

Otra posible mejora consiste en medir y mostrar el tiempo que tarda el algoritmo voraz usado
en los mapas de Karnaugh, en funcién del nimero de variables de la férmula booleana. Im-
plementar una funcion que estime este tiempo permitiria valorar la eficiencia del algoritmo
y advertir al usuario sobre los tiempos de espera cuando se trabaja con formulas de mayor
tamano. Ademas, esta funcionalidad seria muy util para evaluar alternativas algoritmicas y

proporcionar al usuario mas informacién sobre el proceso.

7.3.5. Traducir toda la pagina al inglés

Debido a que no hay suficiente tiempo para traducir toda la pagina, seria interesante replan-
tearse esta mejora si el proyecto va a ser utilizado por usuarios que no sepan espafiol. Esta
adicion aumentaria el alcance del proyecto y lo haria mas accesible para un mayor ntimero de

personas.
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APENDICE

A.l LISTADO PREGUNTAS DE LA ENCUESTA

REDUCIBILIDADES

1. Los gadgets visuales que acompanan a las reducibilidades entre problemas son in-

tuitivos

En CLIQUE
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
o o o o o o o O O O

No entiendo los gad-
gets visuales / Es difi-

cil usarlos

En VERTEX-COVER

1 2

O O

No entiendo los gad-
gets visuales / Es difi-

cil usarlos

En HAMPATH
1 2
O O

No entiendo los gad-
gets visuales / Es difi-

cil usarlos

Es facil entender
los gadgets visua-

les / Es fAcil usarlos

9 10

O O

Es facil entender
los gadgets visua-

les / Es fAcil usarlos

9 10

O O

Es facil entender
los gadgets visua-

les / Es facil usarlos
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En SUBSET-SUM

1 2 3 4 10

5 6 7 8 9
o o o o o o o O O O

No entiendo los gad- Es facil entender
gets visuales / Es difi- los gadgets visua-
cil usarlos les / Es facil usarlos

2. Poder visualizar la solucion marcada en el gadget me resulta util

1 2 3 4 5 6 7 & 9 10
o o o o o o o O O O

Muy poco util Extremadamente util

3. Los textos que acompanan a las reducibilidades son claros

En CLIQUE

1 2 3 4 6 7 8 9 10
o o o o o o o o O O
No entiendo ninguna Entiendo perfec-

de las explicaciones tamente todas

las explicaciones

En VERTEX-COVER
1 2 3 4 6 7 8 9 10
o o o o o o o o O O
No entiendo ninguna Entiendo perfec-

de las explicaciones tamente todas

las explicaciones
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A.1. Listado preguntas de la encuesta

En HAMPATH
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
o o o o o O O o O O
No entiendo ninguna Entiendo perfec-

de las explicaciones tamente todas

las explicaciones

En SUBSET-SUM
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
o o o o o o o o O O
No entiendo ninguna Entiendo perfec-

de las explicaciones tamente todas

las explicaciones

4. Expresa cualquier opinion sobre las reducibilidades

INTERFAZ

1. La interfaz es intuitiva y clara

1 2 3 4 10

5 6 7 8 9
o o o o o o o O O O

No me gusta nada la Me gusta mucho
interfaz / disefio de la la interfaz / dise-
pagina fio de la pagina
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2. Puntuacion modo claro

1 2 3

o O O

No me gusta/Dificil de

ver

3. Puntuacion modo oscuro

1 2 3

o O O

No me gusta/Dificil de

ver

6 7 8 9 10

o O O O O

Me gusta mu-

cho/Es agradable

6 7 8 9 10

o O O O O

Me gusta mu-

cho/Es agradable

4. Expresa cualquier opinion sobre la interfaz

UTILIDAD DEL SITIO WEB

1. Me ha resultado 1til, ojala hubiese estado disponible mientras estudiaba

1 2 3

o O O O

No me hubiera ayuda-

do a estudiar

9 10

5 6 7 8
o o o O O O

Me hubiera ayudado
mucho para aprobar
0 mejorar mi nota /
Hubiera sido impres-

cindible en mi estudio
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A.1. Listado preguntas de la encuesta

2. Me costdé mucho esfuerzo entender esta parte de la asignatura o no llegué a com-

prenderla al completo

1 2 3 4 10

5 6 7 & 9
o o o o o O O o O O

Me resulté muy facil Me costé muchisi-
entender las reducibi- mo esfuerzo entender
lidades y estos proble- las reducibilidades y
mas algunos conceptos to-

davia no los entiendo

3. Expresa cualquier opinion sobre la utilidad
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