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Introduccion 3

1.1. MOTIVACION Y ANTECEDENTES

En las dltimas décadas se ha producido un notable incremento del uso de
automoviles diésel tanto en Espafia, como en Europa, e incluso, en el mundo.
Este crecimiento de la venta y uso de vehiculos diésel se debe a sus
caracteristicas de fiabilidad, consumo y prestaciones frente a su gran competidor
actual que es el motor de gasolina. Este aumento también se debe a diferentes
mejoras que se han ido produciendo en este tipo de motores, en conceptos en
los que anteriormente presentaban grandes desventajas frente a los motores de
gasolina.

Sin embargo, aun quedan pendientes mejoras en el campo de las
emisiones contaminantes. En concreto, el problema de este tipo de motores son
las emisiones de Oxido de nitrogeno y particulas (también Illamadas
aglomerados) [1]. Debido a la creciente preocupacion de la sociedad por el
aspecto medioambiental se han sucedido las normativas que limitan cada vez
mas la emision de estos dos contaminantes, no siendo sencilla la reduccion de
ambos de forma simultanea [1] y [2].

Hasta el momento todas las normativas que han aparecido limitan la
emisién masica de particulas y, por tanto, todos los esfuerzos han sido dirigidos
a aplicar medidas que reduzcan la masa de particulas emitidas sin prestar
especial atencion ni al numero de particulas ni al tamafio ni a las formas de las
mismas. Sin embargo debe tenerse en cuenta que los efectos perjudiciales de
las particulas estan muy influenciados por el tamafio y las formas de las mismas,
siendo mas peligrosas las de menor tamafio [3]. Por este motivo, en las
normativas Euro V, que entré en vigor en septiembre de 2009 y en Euro VI, que
entré en vigor en el afio 2014, no solo se regula la masa de particulas sino
también el nUmero, y quizas posteriormente se regule también el tamafio.

Estas circunstancias han motivado un creciente interés de la comunidad
cientifica por el estudio de las emisiones de particulas y su morfologia.

Son precisamente los importantes efectos de la morfologia de las
particulas emitidas sobre la salud humana, sobre el medio ambiente y sobre el
clima, los que justifican la realizacion de este trabajo de investigacion, con el cual
se logra caracterizar un tipo determinado de particulas, granuladas cuasi-
fractales, entre las que se encuentran las particulas emitidas por un motor diésel
o de gasolina actual de inyecciéon directa (GDI). Este tipo de particulas son
emitidas en aquellos procesos de combustion en los que las moléculas de
oxigeno tienen muy poco tiempo para reaccionar con las moléculas de
hidrocarburos, de forma que aquellas que no han podido reaccionar con el
oxigeno, y debido a las altas temperaturas de combustion, sufren pirolisis dando
como resultado carbén (grafito), lo que es extremadamente cancerigeno y
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contaminante, saliendo asi al ambiente. Dependiendo de la forma y tamafio de
estos aglomerados, su repercusion serd mayor 0 menor, puesto que las mas
pesadas caeran al suelo mientras que las mas pequefias podran ser inhaladas o
afectar a la contaminacion ambiental.

Por tanto, como se ha indicado ya, debido a la importancia de la
caracterizacion morfolégica de estas particulas, se plantea esta tesis doctoral.
Como antecedentes a este trabajo, existen estudios experimentales de
caracterizacion morfolégica que necesitan una poblacion extensa de
aglomerados para determinar la caracterizaciéon morfologica de la poblacién y no
de aglomerados individuales, y por otro lado existen modelos para determinar las
caracteristicas morfolégicas de aglomerados individuales que se sustentan en
parametros de ajuste. Sin embargo, en esta tesis se propone un modelo
completo de caracterizacion morfolégica de aglomerados individuales que no se
sustenta en ningan parametro de ajuste y que ademas se realimenta de algunas
variables medidas experimentalmente.

1.2. OBJETIVOS.

El objetivo fundamental de esta tesis doctoral es proponer un modelo
para determinar la morfologia de las particulas diésel y en general de cualquier
particula granulosas cuasi-fractales. Uno de los aspectos de la morfologia de las
particulas diésel es el tamafio de éstas. Este aspecto ha sido estudiado en
numerosos trabajos y las técnicas para su medicion estdn muy desarrolladas,
aunque al proceder dichos desarrollos del ambito de los muestreos
medioambientales, la metodologia de aplicacion a las emisiones de motores no
es unanime. Sin embargo, otro aspecto morfologico de las particulas diesel como
es su irregularidad, no dispone de un método que la cuantifique sin que se apoye
en variables de ajuste. Es por esta razon por la que en esta tesis doctoral el
método teodrico-experimental que se propone cuantifica la irregularidad de las
particulas individuales y no se sustenta en ninguna variable de ajuste.

1.3. METODOLOGIA

El planteamiento metodoldgico de esta tesis se basa en la combinacion
de técnicas experimentales no excesivamente sofisticadas con desarrollos
tedricos, igualmente de escasa complejidad matemética, para obtener resultados
gue serian imposibles de obtener desde planteamientos puramente experimen-
tales o puramente tedricos, ni siquiera en el caso de que estos fueran mucho
mas complejos que los aqui planteados. En este sentido, puede afirmarse que
se ha tratado de explotar al maximo la sinergia entre las técnicas experimentales
y las tedricas.
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Las técnicas experimentales utilizadas han sido las correspondientes a la
visualizacién de las particulas diésel mediante microscopia de transmisién de
electrones (TEM, cuyas caracteristicas se muestran en el apéndice), y su
posterior tratamiento digital. Los resultados de estas técnicas son de tipo
geomeétrico y son los parametros necesarios para la entrada al modelo planteado
sobre morfologia de las particulas.

Por tanto, con el método geométrico propuesto en esta tesis, se pueden
determinar todos los parametros morfolégicos de aglomerados o particulas a
partir de las imagenes obtenidas en el microscopio.

Todo el estudio morfolégico presentado en esta tesis se basa en el
muestreo de aglomerados recogidos del gas de escape caliente y sin diluir del
proceso de combustion de un motor diésel, el cual esta sujeto a un conjunto de
condiciones de ensayo facilmente controlables. A los aglomerados recogidos se
les denomina indistintamente aglomerados o particulas diésel, como se puede
observar a lo largo de este documento.

1.4. DESARROLLO DEL DOCUMENTO

La memoria de esta tesis doctoral se compone de seis capitulos y en este
epigrafe se muestra lo que se desarrolla en cada uno de ellos.

e Capitulo 1. Se introduce y se justifica el porqué de la realizacién de este
trabajo de investigacion. Ademas se expone la metodologia seguida para la
realizacion de la tesis.

e Capitulo 2. Se comentan las implicaciones de la morfologia y tamafio
de las particulas diesel sobre el medio ambiente y sobre la salud publica. Se
comentan las distintas maneras de definir el tamafio de éstas y las funciones de
distribucion tipicas. Y finalmente se describe la geometria fractal y los
parametros utilizados para definir las caracteristicas morfologicas de las
particulas.

e Capitulo 3. Se describe y justifica el modelo que se ha creado para
determinar el prefactor de la ley de potencias y se demuestra como éste es parte
de la caracterizacion morfolégica de las particulas.

e Capitulo 4. Se describe y justifica el modelo que se ha realizado para
determinar el exponente de solape.

eCapitulo 5. Se describe y justifica el método para la determinacion de
las caracteristicas morfoloégicas de un aglomerado real a partir de imagenes
obtenidas en el microscopio de transmision de electrones.
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e Capitulo 6. Se exponen las conclusiones finales de este documento asi
como una breve descripcion de los trabajos futuros que pueden realizarse en
posteriores investigaciones.

1.5. REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

[1] Heywood, J.B. (1988). Internal combustion engine fundamentals.
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[2] Eastwood, P. (2008). Particulate emissions from vehicles. John Wiley &
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2.1. INTRODUCCION

El humo es una suspension en el aire de pequefias particulas sélidas que
resultan de la combustién incompleta de un combustible. Es un subproducto no
deseado de la combustién, producido en fogatas, brasas, motores de gasolina y
diésel. Cuando una combustion es correcta y completa, los Unicos subproductos
son agua, dioxido de carbono y compuestos de diversos elementos.

La inhalacién del humo es la causa primaria de asfixia y muerte en las
victimas de incendios. EI humo mata por intoxicacién debido a sus componentes
téxicos, como el monoxido de carbono y lo que compete en esta tesis, las
pequefias particulas solidas que taponan o intoxican de agentes contaminantes
los alvéolos pulmonares.

Por otro lado, se entiende por polvo, la dispersion de particulas sélidas en
el ambiente. La exposicion a polvo en el lugar de trabajo es un problema que
afecta a muchos y muy diversos sectores (mineria, fundicién, canteras, textil,
panaderias, agricultura, etc.). Las particulas de polvo pueden ser de muy
diversas formas segun la composicién del material del que parte, entre ellas se
puede encontrar particulas de aglomerados, como las que se van a considerar
en esta tesis.

Por respirar polvos se producen muchos casos de enfermedades como
neumoconiosis (exposicion a polvos) y enfermedades respiratorias (asma,
bronquitis cronica, enfisema pulmonar) en las que la exposicion a polvo juega un
papel fundamental.

Segun el tipo de particulas, los efectos sobre la salud pueden ser mas o
menos graves. En general, el polvo provoca irritacion de las vias respiratorias y,
tras exposiciones repetidas, puede dar lugar a bronquitis crénica. Otros tipos de
polvo (amianto, silice, plomo) provocan enfermedades especificas. Hay tipos de
polvo que, ademas, pueden ser explosivos en ambientes confinados (carbén,
caucho, aluminio).

Para conocer el tipo de polvo, a veces, es suficiente con saber la
composicion del material que lo origina. Otras veces, hay que recurrir al analisis
quimico de muestras de aire.

Las particulas mas pequefias y las mas ramificadas (cuasi-fractales) son
las mas peligrosas: permanecen mas tiempo en el aire (por su bajo peso y por
las ramificaciones) y pueden penetrar hasta los lugares mas profundos de los
bronquios. El mayor riesgo estd, pues, en el polvo que no se ve. Por esto suele
medirse no el total de polvo atmosférico, sino sélo el llamado «polvo respirable».
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El «polvo respirable» es la fraccion de polvo que puede penetrar hasta los
alvéolos pulmonares.

Tabla 2.1. Capacidad de penetracion pulmonar de las particulas.

- . Capacidad de penetracion
Tamafio de las particulas
pulmonar
50 micras No pueden inhalarse
10-50 micras Retencién en nariz y garganta
< 2.5 micras Penetran hasta el alvéolo pulmonar

1 micra = 0,001mm.

Algunos problemas pueden identificarse sin necesidad de mediciones:
nubes visibles de polvo, escapes de polvo de maquinas o instalaciones,
acumulacion de polvo en suelos o paredes, incorrecto funcionamiento de
extractores, etc. Sin embargo, la forma de saber con exactitud cuanto hay es
pesar el polvo recogido en una muestra de aire mediante filtros apropiados. Se
separa la fraccion respirable y se mide su masa (en mg/m3 por un método
denominado gravimetria. La toma de muestras puede hacerse por medio de
muestreadores personales (la persona lleva consigo el aparato) o mediante
muestreo estacionario (aparato fijo en un punto).

Puesto que hoy dia la poblacién mundial esta en continuo contacto con
vehiculos diésel, y para poder entender qué son las particulas o aglomerados, su
morfologia y los efectos fisiol6gicos y medioambientales que producen, se van a
analizar aqui aquellas particulas que son emitidas por un motor diésel, las cuales
son granuladas cuasi-fractales.

Durante el proceso de combustién del combustible liquido en un motor
diesel, el combustible se combina con el oxigeno para producir calor, luz, vapor
de agua y diéxido de carbono. Sin embargo, la propia composicién del
combustible, las heterogeneidades de la mezcla aire-combustible y las
temperaturas locales dentro de la camara de combustiéon hacen que se formen
otros compuestos como son el monéxido de carbono, diéxido y tribxido de
azufre, compuestos oxigenados de nitrégeno, hidrocarburos y particulas [1].

Los estudios de la mayoria de autores estan enfocados a la formacion de
las particulas en el interior de la camara de combustién. En otros se estudian los
efectos de las particulas fuera del vehiculo, cuando llegan a la atmésfera, [2] y
[3]. La razon por la que predominan estos estudios es porque tanto en la camara
de combustion como en la atmésfera, la actividad quimica es muy importante, a
pesar de que en la camara lo es con cinéticas muy rapidas (tiempos de
residencia muy cortos) y en la atmdésfera lo es con cinéticas muy lentas (tiempos
de residencia muy largos). Por esto mismo hay pocos autores que estudien la
evolucién de las particulas a lo largo del tubo de escape. Si se estudia la
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morfologia de las particulas, el transito de éstas por el tubo de escape no las
deja inalteradas.

Las caracteristicas morfoldgicas que se derivan del modelo presentado
en esta tesis son el tamafio y la irregularidad de las particulas de aglomerado.
Este capitulo comienza con un resumen de los distintos efectos que tienen las
particulas diesel sobre la salud humana y sobre el medio ambiente. Tras ello, se
exponen las distintas definiciones de los diametros caracteristicos de las
particulas y las funciones de distribucion que los representan. La irregularidad de
las particulas se caracteriza mediante la dimension fractal. La realizacion de
estudios como éste, que tienen como objetivo conocer mas y mejor la morfologia
de los aglomerados, permite disefiar estrategias mas adecuadas para reducir, en
la medida de lo posible, el impacto que tienen este tipo de particulas sobre la
salud publica y sobre el medio ambiente.

2.2. EFECTOS FISIOLOGICOS Y MEDIOAMBIENTALES

2.2.1. INTRODUCCION

Se puede decir que uno de los mayores problemas medioambientales
atribuidos a los vehiculos es la emision de particulas de hollin. Fue cuantificado
en el trabajo europeo APHEIS [4] los efectos de la emision de particulas diesel
sobre la salud, tanto en términos de mortalidad prematura como en términos de
ingresos en los hospitales.

Si se observan las particulas de hollin que emite un motor diesel, en
general, la irregularidad en dichas particulas lleva a varias conclusiones:

e Cuanto mas irregulares son las particulas mayor es la relacién entre el
area superficial y el volumen, haciendo que aumente la capacidad de
absorcion de hidrocarburos inquemados a la salida de la camara de
combustion.

« A mayor irregularidad de las particulas mayor capacidad tienen éstas de
extinguir o absorber la radiacién luminosa incidente sobre ellas, por lo
gue afecta a la opacidad del gas portador de las particulas, haciendo que
ésta aumente.

e La irregularidad de las particulas también afecta al comportamiento
aerodinamico de éstas, disminuyendo su velocidad de sedimentacidn con
lo que aumenta, por tanto, su probabilidad de entrar en las vias
respiratorias humanas.
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» Lairregularidad de las particulas aumenta la eficiencia de filtrado de los
sistemas de retencién de particulas tanto artificiales (filtros) como las
propias del cuerpo humano, [5]. Concretamente tiene especial interés el
conocimiento de la morfologia de las particulas para el disefio de los
sistemas de postratamiento de los gases de escape del motor diesel
(Trampas de particulas).

Otros efectos asociados a la irregularidad de las particulas son los
referentes a las propiedades del transporte, como son la difusién energética y de
cantidad de movimiento, y las propiedades de radiacién de calor, etc. [6].

La manera de cuantificar la irregularidad de las particulas es mediante la
dimensién fractal, D;s, como se explica en B.B. Mandelbrot [7]. Algunos autores
como R.J. Samson et al [8], C. Van Gulijk et al [9], A.V. Filippov et al [10], K.O.
Lee et al [11], han utilizado esta manera de cuantificar la irregularidad para
muchos ejemplos de gran interés practico.

2.2.2. EFECTOS SOBRE LA SALUD PUBLICA

Al respirar, en la inspiracion el ser humano no soélo inhala oxigeno,
nitrogeno y el resto de gases que componen el aire, sino que ademas se
introducen en las vias respiratorias las particulas de pequefio tamafio que estan
en suspension en el aire. Las particulas con diametros entre 2.5 um y 100 nm se
llaman particulas finas y tienen una deposicidén alveolar pequefa ya que son
interceptadas o filtradas con anterioridad en la parte bronquial. EI mayor
problema esta con las particulas ultrafinas, de tamafio inferior a 100 nm, que si
llegan a la region alveolar y ademas la tasa de deposicion alveolar es muy
elevada, [12], como se ve en la figura 2.1.

La deposicion alveolar de las particulas ultrafinas se agrava por la mayor
concentracion de éstas en el aire. Los motores diesel actuales producen mayor
namero de particulas ultrafinas que sus predecesores, si bien no existen
correlaciones evidentes entre el tipo de motor diesel y su antigiiedad con el tipo
de particulas emitidas, [13].
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Figura 2.1. Deposicion alveolar de las particulas diésel en funcion de su tamafio,
adaptado de D.B. Kittelson [5] y de J.M. Desantes et al [14].

El humo producido por los motores diesel tiene menor tasa de deposicion
en los pulmones que el producido por el tabaco y que el producido por los
motores de gasolina, [15]. Este estudio experimental comprobé que la tasa de
deposicion del humo de un motor diesel sobre los pulmones es del 30%, frente a
la del humo del tabaco que es del 36% y la del humo de un motor de gasolina,
que es del 41%. Estas cifras no son directamente proporcionales a los tamafios
medios de movilidad de las particulas que son para el humo del tabaco de 183
nm, para el humo de un motor diesel de 125 nm y para el humo de un motor de
gasolina de 69 nm. Tampoco son iguales las tendencias de la tasa de deposicion
pulmonar al variar el tamafio de las particulas, por ejemplo, la tasa de deposicion
del humo de tabaco apenas se ve afectada por el tamafio de las particulas,
mientras las de los humos de los motores disminuyen al aumentar los tamafos.
Los autores atribuyen tales diferencias precisamente a la diferente morfologia de
las particulas y de las unidades esféricas que las componen (mucho mayores en
el caso del humo del tabaco), y sefialan mecanismos como la deposicién en
bifurcaciones bronquiales, que afectan mucho més a las estructuras
enracimadas que a las compactas, como puede comprobarse en la figura 2.2.

Como se observa en la figura 2.2, un aglomerado esta compuesto por un
namero determinado de particulas primarias.
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a) b)

Figura 2.2. a) Fotografia de una particula diésel tipica. b) Fotografia de una
particula perteneciente al humo del tabaco. Imagenes obtenidas del TEM.

Otros efectos que pueden producir las particulas sobre la salud humana
son los derivados de la propia naturaleza de estas particulas y de los distintos
compuestos quimicos que pueden llevar absorbidos en su superficie. G.
Oberdorster [16] y A. Seaton et al [17] constataron que la inhalacion de
particulas lleva consigo la inflamacion de las vias respiratorias, provocando un
considerable dafio en las mismas y en el sistema cardiovascular. La parte
soluble de la particula puede traspasar la membrana alveolar pasando a la
sangre y distribuyendo su toxicidad por todo el cuerpo, mientras que la parte
insoluble se queda alojada en las vias respiratorias, disminuyendo, por tanto la
capacidad respiratoria. Por otro lado las particulas estan compuestas por PAH
(Polycyclic Aromatic Hydrocarbons) que son compuestos cancerigenos, [18].
Todos estos efectos son, por tanto, consecuencia indirecta de la morfologia de
las particulas, en la medida en que ésta influye decisivamente sobre la
probabilidad de inhalacion de las mismas, y sobre la capacidad de absorcién de
sustancias toxicas.

Este estudio se centra en una Unica tipologia de particulas, granuladas
cuasi-fractales o enracimadas, las cuales se observan al mirar las particulas
diésel mediante microscopia. La morfologia de este tipo de particulas son las
gue se analizan en esta tesis.
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2.2.3. IMPACTO MEDIOAMBIENTAL

El impacto medioambiental de las particulas diesel es muy diverso. Las
particulas juegan un papel muy importante en la contaminacion ambiental y
pueden tener un posible efecto sobre el cambio climatico, [19], [20] y [21].

Las nubes son pequefias gotas de agua formadas a partir de la
condensacion del vapor de agua alrededor de un nucleo ya condensado. Las
particulas en suspension son base o nucleos alrededor de los cudles puede
condensar vapor de agua, promoviendo la formacibn de nubes con
consecuencias climaticas adversas, [22]. El hollin en suspension incrementa la
dispersion y la absorcion de la radiacion solar, [23], por lo que reduce la
radiacion solar que incide sobre la superficie terrestre, afectando por
consiguiente el clima terrestre, [24]. Ademas, puede alterarse la estructura
térmica de la atmdsfera, reduciendo la probabilidad de lluvias y haciendo, por
tanto, menos eficiente la eliminacion de contaminantes de la atmosfera, [25].

Existe un fendmeno llamado gravito-fotoféresis por el cual las particulas
tienden a subir en la atmosfera hasta alcanzar alturas desde 20 km hasta 83 km,
[26]. De esta forma, las particulas quedan suspendidas en la atmdsfera segun su
tamafio. Las mas pequefias quedan en capas superiores y las de tamafio
entorno al micrometro, en capas mas bajas de la atmosfera. La presencia de
estas capas aumenta tanto la reflexion de la luz solar incidente sobre el planeta,
como la dispersion de luz. Al margen de la consecuente disminucion de
visibilidad, este efecto puede ser tan grande que puede disminuir el flujo neto de
energia solar que llega a la corteza terrestre, [27], provocando un enfriamiento
en ésta, opuesto al efecto invernadero. Este efecto es mas intenso cuanto mayor
es la emisividad de la superficie terrestre. Por el contrario, cuando la superficie
terrestre es brillante, la radiacidon solar que le llega se refleja hacia las capas de
particulas suspendidas, en las que, una parte de la radiacion vuelve a reflejarse,
afectando asi al efecto invernadero. Coincide, ademas, que la potenciacion del
efecto invernadero tiene lugar en zonas mas calidas y desérticas (con superficies
mas reflectantes) y el enfriamiento superficial, en las zonas mas frias y himedas
(por lo general més absorbente). En cualquiera de los dos casos el caracter
regional o zonal de este efecto, frente al global del efecto invernadero hace que,
mMAas que mitigar o potenciar éste, el efecto mas notable de la presencia de las
capas de particulas sea el de dificultar la observacion del efecto invernadero. El
comportamiento 6ptico de las particulas, responsable de los fenémenos
descritos, depende mucho del tamafio y de la irregularidad de las particulas y de
la posible presencia en su superficie de hidrocarburos condensados, [3].

Por otra parte, las particulas son portadoras de sustancias que pueden
reaccionar con los distintos gases de la atmdésfera o que pueden catalizar
reacciones no deseadas en el ambiente, [28]. Por ejemplo las particulas de hollin
pueden contener SO, el cual puede reaccionar con el agua y producir acido
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sulfarico. El acido sulfarico es arrastrado por la lluvia haciendo que ésta sea muy
corrosiva, lo que se denomina lluvia acida.

El impacto medioambiental de las particulas diesel depende directamente
de la concentracion, de la irregularidad y del tamarfio de las particulas que estén
en suspension en el ambiente. El tiempo medio de residencia en suspension es
mayor cuanto mayor es la irregularidad de las particulas y cuanto menor es el
tamafio de éstas, por lo que cuanto mayor es la irregularidad de las particulas y
menor el tamafio de éstas, mayor es el impacto medioambiental de las particulas
diesel.

2.3. DIAMETROS EQUIVALENTES Y FUNCIONES DE
DISTRIBUCION

2.3.1. DIAMETROS EQUIVALENTES

Se puede definir el diametro equivalente de una particula como el
didmetro de la esfera que tendria el mismo valor de una propiedad fisica
particular que la particula irregular considerada. De esta manera, en funcion de
la propiedad fisica fijada se define el diametro equivalente considerado, [29].

En el esquema de la figura 2.3 se presentan algunas propiedades fisicas
de las particulas relacionadas con el diametro junto con el rango de tamafios en
el que tal medida es posible o en el que se mantiene tal relacion.

Se muestra en la figura 2.3 que la resistencia del medio al movimiento de
las particulas es proporcional al cuadrado del tamafio de las particulas, si éstas
son del orden de pocos nandémetros, [30]. En cambio, esta propiedad fisica es
proporcional al tamafio de las particulas cuando éstas tienen un tamafio del
orden de micrémetros. La frecuencia de colisiones con coagulacién tiene su
méximo cuando las particulas tienen un tamafo del orden de pocos nanémetros.
La dispersion de luz por las particulas es proporcional al tamafio de éstas
elevado a la sexta potencia, si el tamafio de las particulas es de pocos
nanémetros. En cambio, si el tamafio de las particulas es del orden de
micrémetros, la dispersion de luz es proporcional al cuadrado del tamafio de las
mismas, [30].

También se muestra en la figura 2.3 la region de visibilidad microscopica,
por medio de microscopios 6pticos, que esta en el orden de micrémetros, vy la
region de visibilidad ultramicroscépicas, por medio de microscopicos
electronicos, que puede incluso llegar a pocos nandémetros. Por ultimo, se
muestra en la figura 2.3 que el movimiento de particulas con tamafios de pocos
nandmetros es predominantemente difusivo, mientras que el movimiento de
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particulas con tamafios del orden de micrometros es predominantemente
convectivo o de sedimentacion.
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Figura 2.3. Algunas propiedades de las particulas en relacién a su tamafio.

Normalmente las propiedades fisicas de las particulas irregulares son
muy dificiles de medir, y dependiendo de la propiedad fisica y con la tecnologia
actual, incluso pueden ser imposibles de medir. Por lo tanto, los didmetros
equivalentes que se suelen definir son los que se pueden medir
experimentalmente.

El diametro aerodinamico es uno de los mas comunes. Se define como
aquel diametro que tiene una particula esférica de densidad unitaria, 1 g-cm?,
cuya velocidad de sedimentacion o deposicion es igual a la de la particula
irregular en cuestion. El diametro aerodinamico se mide en ciclones e
impactadores, [31]. Esta definicibn de diametro no tiene en cuenta las
trayectorias de las particulas, de manera que para particulas muy pequefas las
trayectorias pueden ser muy irregulares o incluso cadticas. Para este tipo de
particulas el movimiento se caracteriza por ser predominantemente difusivo,
figura 2.3.

Se define diametro equivalente de Stokes como el de una particula
esférica que tiene la misma resistencia aerodindmica que la particula irregular si
la particula tiene una velocidad diferente a la del fluido portador, [32]. El diametro
equivalente de Stokes no depende de la densidad de la particula, ya que la
resistencia aerodindmica depende de la densidad del fluido, del coeficiente
aerodinamico, del area frontal de la particula y de la velocidad relativa entre la
particula y el fluido.

Se define el diametro equivalente de movilidad eléctrica como el diametro
de una esfera con igual diametro de Stokes que la particula irregular y que
ademas tenga la misma carga eléctrica. De esta manera, particulas con
diametros de Stokes iguales y que ademas lleven idéntica carga eléctrica, tienen
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igual movilidad eléctrica. ElI diametro de movilidad eléctrica se puede medir
experimentalmente con un SMPS (Scanning Mobility Particle Sizer), [9].

Las particulas de igual diametro de Stokes que llevan idéntica carga
eléctrica, tienen la misma movilidad eléctrica. Si ademas el campo eléctrico es
unitario, el diametro de Stokes y el diametro equivalente de movilidad eléctrica
se igualan.

El didmetro de giro es el didmetro de un anillo toroidal que tiene la misma
inercia que la que tiene la particula irregular. La ventaja de utilizar esta definicion
de didmetro caracteristico radica en que es un parametro puramente geomeétrico
gue soOlo depende de la posicion espacial de las particulas primarias que
componen el aglomerado. Otros autores como K.H. Naumann [33] lo denominan
didmetro geométrico de la particula irregular.

El didmetro mésico equivalente es el didmetro de una esfera que tiene la
misma masa que la particula irregular, [33]. Este diametro es muy dificil de medir
directamente, por lo que se determina a partir de otras variables como el
didmetro de giro.

El didmetro del volumen equivalente es el didmetro de una esfera que
tiene el mismo volumen que la particula irregular, [34].

El didmetro de proyeccion equivalente es el didmetro de una esfera que
tiene el mismo area proyectada que la particula irregular, [35].

2.3.2. FUNCIONES DE DISTRIBUCION

El hollin en el gas de escape de un motor diesel es un aerosol
polidisperso, es decir, cubre un amplio rango de tamafos de particulas. La
funcién que caracteriza el niumero de particulas que tienen un determinado
tamafio se denomina funcion de distribucion de tamafios.

La clasificacibn modal propuesta por K.T. Whitby [36] es la mas utilizada
para clasificar las particulas del aerosol atmosférico. La clasificacion modal se
resume en la figura 2.4. La linea continua indica la concentracion de particulas
en el gas de escape en numero, y la linea discontinua indica la concentracion
masica de las particulas diesel.
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Figura 2.4. Distribucion tipica de tamafios de particulas de un motor diésel,
adaptado de J.M.Desantes et al [14]

Como se muestra en la figura 2.4 las funciones de distribucién siguen
funciones del tipo logaritmico-normales presentando normalmente tres modas.
Las tres modas son la moda nucleos, acumulacion y gruesa, [37]. La moda
nucleos estd comprendida entre pocos nanémetros, 5 nm, a 50 nm,
aproximadamente. La moda acumulacién esta comprendida entre 50 nm y 1000
nm, mientras que la moda gruesa son particulas mayores a 1000 nm.

La funcion de distribucion logaritmico-normal corresponde con la
siguiente expresién, tomada de [29]:

_ 1 B =N
f(dp)—wex;{ i (ind, Indp)j (2.1)

donde O es la desviacion estdndar geométrica y dp es el diametro medio

geométrico de la funcion de distribucién. La desviacion tipica geométrica y el
diametro medio geométrico se calculan mediante las siguientes ecuaciones:

(2.2)
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Este diametro se puede asociar a cualquiera de las definiciones que se
han presentado en el epigrafe 2.3.1.
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Otra funcién de distribucion utilizada es la logaritmico-normal bimodal,
que recoge las modas nuclear y acumulativa por medio de una sola funcion, [38],

— N2
Ind, —Ind
1 a ( p Plj
fid,)= exp| — +
(p) 3/2md, |Ing, P 18In°g,
(2.3)
— 2
S _(Indp—lndpzj
Ino, 18In’g,

donde los subindices 1 y 2 representan las dos modas y a es un parametro de
ajuste que expresa la separacion entre las dos modas.

2.4. NATURALEZA FRACTAL

2.4.1. INTRODUCCION

En la naturaleza se encuentran multitud de formas irregulares y
fragmentadas que no solo presentan un grado superior de complejidad, sino que
ésta se da a un nivel completamente diferente. El nimero de escalas de
longitud, es a efectos practicos, infinito.

La existencia de estas formas que Euclides descarta por “informes”, hizo
concebir y desarrollar una nueva geometria de la naturaleza, que permite
describir muchas de las formas irregulares y fragmentadas que nos rodean, a las
que se llaman fractales. Las mas utiles implican azar, y tanto sus regularidades
como irregularidades son estadisticas. También se encuentran las llamadas
escalante, que son aquellas que su grado de irregularidad y/o fragmentacion es
idéntico a todas las escalas. El concepto de dimension fractal también aparece
relacionado con estas formas. La geometria fractal, como tal, data de 1975, pero
muchos de sus utiles 0 conceptos son anteriores.

Fractal es una palabra acufiada por el francés B. Mandelbrot en 1975
para resumir bajo un solo nombre una gran familia de objetos que han tenido un
papel histérico en el desarrollo de la matemética pura. Esta gran revolucion
separa la matematica clasica del siglo XIX de la matematica moderna del XX. La
matematica clasica esta enraizada en las estructuras regulares de la geometria
de Euclides y en la evolucién continta caracteristica de la dindmica de Newton.
La revolucion se produjo al descubrir estructuras mateméticas que no encajaban
en los patrones de Euclides y Newton. Estas nuevas estructuras fueron
consideradas “patolégicas” y a medida que iban apareciendo mas y mas fue
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necesario designarlos. Asi fue como, Mandelbrot acufi6 el término fractal a partir
del adjetivo latino fractus cuyo significado es “irregular’, y cuyo verbo
correspondiente frangere significa “romper en pedazos”.

2.4.2. DEFINICION DEL FRACTAL Y DE LA DIMENSION FRACTAL

Segun la RAE fractal se considera a toda figura plana o espacial,
compuesta de infinitos elementos, que tiene la propiedad de que su aspecto y
distribucion estadistica no cambian cualquiera que sea la escala con la que se
observe, por lo que si dividimos un fractal en partes, cada una de esas partes es
muy parecida o identica al todo original, y esto se repite infinitamente. Para el
caso que dicha definicion se cumpla pero de forma finita, podemos decir que se
trata de un elemento cuasi-fractal, como ocurre en un gajo de uvas, un brocoli o
en las particulas diésel. Es un término creado en 1975 por el francés B.
Madelbrot.

Los matematicos se dieron cuenta de que no es posible una comprensiéon
correcta de lo irregular y lo fragmentado si se define la dimensién como nimero
de coordenadas. Como todos los grandes progresos intelectuales, el final de
esta historia admite diversas interpretaciones.

El hecho de que los fractales elementales sean dimensionalmente
discordantes puede servir para dar contenido matematico al concepto hasta
ahora intuitivo de fractal. Si nos centramos en dos definiciones que asignan, a
cada conjunto del espacio euclideo RE, y con independencia de lo patoldgico que
sea, un numero real que por razones intuitivas y formales merece ser llamado
“su dimension”. La mas intuitiva de dichas definiciones es la dimension
topologica segun Brouwer [39], Lebesgue [40], Menger [41] y Urysohn [42]. Se
denota por Dr. La segunda dimension fue formulada por Hausdorff (1919), [43] ¥
Besicovitch [44] le dio la forma final. Se denota por D.

Siempre que se trabaje en el espacio euclideo RE, tanto Dr como D
toman valores comprendidos entre 0 y E, pero aqui se acaban las analogias.
Mientras Dy es siempre un entero, D no tiene por qué serlo, asi ambas
dimensiones no tienen por qué coincidir.

D>D, (2.4)

Para todas las figuras euclideas D=D+, pero para todos los conjuntos
“irregulares” se satisface D>Dr. Tales conjuntos son los llamados fractales cuya
definicion es la siguiente:

Un fractal es un conjunto cuya dimension de Hausdorff-Besicovitch es
estrictamente mayor que su dimensién topoldgica.
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Los conjuntos con D no entera son fractales. Sin embargo, algunos
fractales pueden tener D enteros. El hecho sorprendente de que D no tenga que
ser necesariamente un entero merece ser reflejado en la terminologia. Si se usa
el término fraccion en sentido amplio, como sinénimo de numero real no entero,
algunos de los valores de D anteriormente expuestos son fraccionarios; asi pues,
a menudo se llama dimension fraccionaria a la dimension de Hausdorff-
Besicovitch. Ahora bien, D puede tomar valores enteros estrictamente mayores
que Dr. En este caso, se dira que D es una dimension fractal.

2.4.3. HOMOGENEIDAD ESPACIAL, INVARIANCIA POR CAMBIO DE
ESCALAY AUTOSEMEJANZA

La distribucion homogénea sobre la recta, el plano o el espacio tienen
dos propiedades muy interesantes. Es invariante por traslaciones, y es invariante
por cambio de escala. Al pasar a los fractales, hay que modificar o y/o restringir
el alcance de estas invariancias. Por tanto, los mejores fractales son los que
presentan el maximo de invariancia.

La mayoria de fractales son invariantes por traslacion y también
invariantes segun ciertos cambios de escala. Se dice que son escalantes. Un
fractal que sea invariante por la transformacion geométrica de semejanza se dice
autosemejante.

En la expresion fractal escalante se considera escalante que indica orden
estricto y fractal que suena a desorden e irregularidad.

No hay que malinterpretar la motivacion que nos impulsa a suponer la
homogeneidad y la invariancia por cambio de escala. Aqui, como en la
geometria ordinaria de la naturaleza, nadie cree que el mundo sea estrictamente
homogéneo ni escalante. La geometria ordinaria estudia las rectas como caso
preliminar mas simple. También la mecanica contempla el movimiento rectilineo
y uniforme como un simple primer paso.

Igual ocurre con los fractales escalantes, pero aqui este primer paso es
més lento, ya que el papel de la linea recta lo juega ahora una multitud de
posibilidades distintas. Dichos fractales, se limitan a dar una primera
aproximacion de las formas naturales que se quiere tratar. Lo que resulta
sorprendente es que dichas primeras aproximaciones sean tan notablemente
razonables.

Tras acabar con las lineas, Euclides aborda formas con otras invariancias
mas ricas, cominmente denominadas “simetrias”.

Los fractales no escalantes imagen de si mismas estan intimamente
relacionados con los temas més refinados y dificiles del andlisis matematico
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clasico. Y, en contra del tépico de que el analisis es un campo muy austero,
estos fractales suelen resultar de una belleza inesperada.

Un primer tipo de fractales serian las curvas de dimension fractal mayor
que 1, como un tramo de costa. Distintas partes de la costa, consideradas por
separado dan valores distintos de D, por lo que la D da una idea de longitud.

Para entender la dimensién fractal D, se obvia los fenémenos naturales,
gue no se pueden controlar, a las construcciones geométricas, que se pueden
modificar.

Felix Hausdorff se inspird en el hecho de que el perimetro de un poligono
se calcula sumando las longitudes de sus lados. Se podria decir que estas
longitudes estan elevadas a la potencia D=1, que es la dimensién euclidea de la
recta. Analogamente, el area encerrada en el interior de un poligono se calcula
embaldosandolo con cuadrados y sumando los lados de los cuadrados elevados
a la potencia D=2, la dimension euclidea del plano. Si se usara la potencia
equivocada, el resultado no daria la informacion correcta.

2.4.4. RELACION ENTRE LONGITUD Y AREA

Del hecho de que la longitud de la circunferencia de radio R valga 2771R y
que el area del circulo correspondiente sea 71R?, se sigue que

1

(longitud) = 2772 (érea)% (2.5)

Para los cuadrados la relacion correspondiente es

(longitud) = 4(érea)% (2.6)

Y, en general, cada familia de figuras planas corrientes, geométricamente
semejante y de tamarios distintos, la razén (longitud)/(area)”? es una constante
determinada por la forma comun de todas ellas.

En el espacio (E=3), la longitud, el (area)'? y el (volumen)¥® dan
evaluaciones alternativas del tamano lineal de la figura, y la razén entre dos
cualesquiera de ellas es un parametro de forma, independiente de las unidades
de medida.

La equivalencia de distintas medidas del tamario lineal es Gtil en muchas
aplicaciones. Y su generalizacion a sus magnitudes tiempo y masa es la base de
una técnica muy potente que los fisicos conocen como “analisis dimensional”.
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No obstante, esta equivalencia entre distintos tamarios lineales resulta
insidiosamente escurridiza en un nimero de casos cada vez mayor. Por ejemplo,
para el cerebro de los mamiferos se tiene

(volumer)é O (érea)% (2.7)

con D=3, muy superior al valor 2 que se presupone. En el caso de las cuencas
del drenaje fluvial, Hack (1957), [45], midio la longitud a lo largo del rio principal y
encontro

érea% O Iongitud% (2.8)
(areq)

con D definitivamente superior al valor previsto 1. Los autores interpretaban que
este resultado implicaba que las cuencas fluviales no eran autosemejantes,
siendo mas alargadas las mayores y mas rechonchas las menores. Por
desgracia esta interpretacion contradice la evidencia.

Se va a generar una nueva relacion fractal entre la longitud y el area.
Relacién fractal longitud-area

Para precisar mas el argumento se considera un conjunto de islas
geométricamente semejantes con costas fractales de dimension D>1. En este
contexto la razén estandar (longitud)/(area)*? es infinita, pero tiene un
equivalente fractal util. Se denomina G-longitud a la longitud de la costa obtenida
con una regla de longitud G, y G-area a la superficie de la isla medida en
unidades de G2. Teniendo en cuenta que la dependencia de G-longitud respecto
a G es no estandar, pero que la de G-area si lo es, se define la razon
generalizada

1 1

(G - longitud)® /( G- &rea)? (2.9)

Esta razon vale lo mismo para todas las islas geométricamente
semejantes.

En consecuencia hay dos maneras de evaluar el tamafio lineal de cada
isla en unidades de G: la expresion estandar (G-area)'? y también la no estandar
(G-longitud)*®.

Si se sustituye la regla de longitud G por otra de longitud G’, la nueva
razén entre los tamafios lineales alternativos es

1 1

(G-longitud)® /( G-4rea)? (2.10)
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que difiere del anterior en un factor (G'/G)~PrL,

La razon entre tamafos lineales varia de un conjunto de figuras
mutuamente semejantes a otra, tanto si son fractales como si no lo son. Por lo
gque cuantifica un aspecto de la forma de las figuras.

La relacion longitud-area se puede utilizar para estimar la dimension
fractal de una curva que delimita un dominio estandar.

2.5. MORFOLOGIA DE LOS AGLOMERADOS

2.5.1. GEOMETRIA FRACTAL

La geometria fractal es aquella que tienen ciertos cuerpos que son
autosemejantes en forma. Por tanto un cuerpo es de geometria fractal cuando
cualquier parte del mismo presenta una geometria muy parecida o idéntica al
todo. Se puede subdividir el cuerpo original en muchos subcuerpos y estos a su
vez en otros, y asi sucesivamente, de manera que todos tienen geometria
autosemejante, es decir todos son parecidos o iguales en forma. En el mundo
vegetal es frecuente observar geometrias fractales que iteran su autosimilud
hasta 8 y 9 veces, [46]. Por ejemplo, en la figura 2.5 se observa como cada cono
del broccoli es semejante a los conos que a su vez lo componen.

Figura 2.5. Fotografia de un broccoli. Ejemplo de una forma fractal.

Recogiendo las ideas de Lewis Fry Richardson, publicadas en 1961, B.B.
Mandelbrot, [7], generalizd el concepto de geometria fractal, le dio nombre y
desarrollé el soporte mateméatico necesario para cuantificar el caracter fractal de
dicha geometria, por medio de la dimension fractal.
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2.5.2. LEY DE POTENCIA. DIMENSION FRACTAL DE UN
AGLOMERADO

En la figura 2.6 se muestra un aglomerado tipico de hollin generado en
un motor diesel. El aglomerado esta compuesto por un numero finito de
particulas primarias, ny, [47]. Estas particulas primarias suelen ser tratadas
como esféricas de diametro caracteristico y constante dyo, [48], si bien esto es
solo una aproximacién, como se aprecia en la figura 2.10, o0 como argumentan
otros autores como Bonczyk, P.A. et al, [49].

Figura 2.6. Tipica particula diesel fotografiada con TEM.

Conforme la distancia entre cualquier zona de un aglomerado respecto a
su centro de gravedad aumenta, la probabilidad de que en esa zona genérica
exista parte del aglomerado, disminuye. Esta probabilidad se cuantifica
estadistica-mente mediante la funcion de autocorrelacion, [8]. En el caso en que
el aglomerado tenga similaridad en escala, el decrecimiento de la funcién de
autocorrelacion puede ser cuantificado mediante un exponente negativo que
afecte a la distancia de cualquier punto del aglomerado respecto su centro de

gravedad, [50] y [29].
c(r)=r"® (2.11)

La ecuacion (2.11) es una de las expresiones tipicas de la funcion de
autocorrelacion. El numero de particulas primarias distanciadas r del centro de
gravedad del aglomerado es la suma de todas las particulas contenidas en la
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superficie de la esfera de radio r y centrada en el centro de gravedad del
aglomerado, por la probabilidad de que esas particulas estén en ese lugar.

R

n,= J'477r r8dr (2.12)

po
0

donde R es el radio maximo en el que puede existir alguna particula primaria y
Npo €S el numero de particulas primarias que contiene el aglomerado. Integrando
la ecuacion (2.12) se puede obtener el niumero de particulas primarias que
contiene el aglomerado, resultando la siguiente proporcionalidad.

n, ~ R*™® (2.13)

En realidad, el nimero de particulas primarias en el aglomerado es una
variable discreta, y es por eso por lo que la igualdad de la ecuacion (2.12) no es
rigurosa. Se define la dimensién fractal del aglomerado como el exponente de la
ecuacion (2.13). La dimension fractal es linealmente opuesta al exponente B. Un
cambio rapido en la relacion de decrecimiento de la funcién de autocorrelacion
provoca dimensiones fractales altas. El concepto de dimensién fractal, también
denominado dimension de Hausdorff, fue, como ya se ha dicho, inicialmente
desarrollado y aplicado por B.B. Mandelbrot [7].

ne ~ R (2.14)

Esta ecuacién se encuentra experimentalmente contrastada y muestra
que el nimero de particulas primarias es proporcional al tamafio caracteristico
del aglomerado, R. En realidad la dimension fractal se define para cuerpos de
geometria fractal, es decir, semejantes a las fracciones que los componen de
manera infinita —autosemejantes-. En el caso de los aglomerados de hollin el
namero de posibles subdivisiones autosemejantes es finito, ya que en algun
momento el aglomerado que queda en realidad es una particula primaria, que no
es autosemejante al aglomerado inicial. Por esta razén la denominacion que
utilizan diversos autores como A.M. Brasil et al [51], A.V. Filippov et al [10], S.
Manickavasagam et al [52], G. Skillas et al [53] y [54], M.K. Wu et al [55] o G.
Yang et al [56] para describir las particulas de hollin es la de ‘dimensiéon como
fractal’ (fractal-like dimension), o también cuasi-fractal. El sufijo comparativo
hace referencia a que la ley de potencia, ecuacién (2.14), aplicable estrictamente
a las geometrias fractales, también es aplicable en este caso. Ademas, los
aglomerados de hollin son estructuras fractales desordenadas, a diferencia de
otras estructuras ordenadas (ver figura 2.5) en las que las subdivisiones
autosemejantes son predecibles.

El valor de la dimensién fractal depende del proceso de formacién del
aglomerado. Para aglomerados compactos, la dimensién fractal tiende a tres,
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mientras que para aglomerados cuya estructura se parezca a una cadena
alargada, la dimension fractal tiende a la unidad.

Aparte del interés intrinseco del conocimiento de la dimensién fractal de
un aglomerado, por cuanto que cuantifica su irregularidad, la integracion de la
funcion de autocorrelacion a todo lo largo del espacio alrededor del aglomerado
permite estimar el nimero de particulas primarias que componen el aglomerado,
como se ha mostrado en el parrafo anterior. Esta estimacién puede ser
expresada mediante la ley de potencia si el aglomerado es suficientemente
grande, [8] y [57]. La aplicabilidad de la ley de potencia para aglomerados
pequefios con un numero de particulas primarias menor a 200, como suele ser el
caso de las particulas diesel, fue demostrado por C.M. Megaridis et al [58] y ha
sido utilizado por numerosos autores para la caracterizacion del hollin, [50], [59],
[60], [61], [62] y [63].

Para hacer operativa la ecuacién (2.14), son habituales en la bibliografia
las siguientes operaciones:

e El didmetro caracteristico de la particula utilizado en la ley de potencias
debe ser indicativo de su tamarfio, con el fin de extender hasta él la
integracion planteada en la ecuacion (2.12). Se ha tomado como
didmetro caracteristico el diametro de giro por ser el mas empleado en la
bibliografia, [29], si bien podria tomarse igualmente el dimetro que
circunscribe la particula, [64]. Ademas, el diametro de giro puede ser
facilmente obtenido a partir de las imagenes microscoépicas.

« En la ecuacion (2.14) la parte de la izquierda de la ley de potencia es el
namero de particulas primarias que componen el aglomerado. Hace falta
adimensionalizar el didmetro de giro, para dar consistencia a la ecuacion
en cuanto a unidades. El pardmetro de adimensionalizacién elegido es el
diametro medio de las particulas primarias, dpo, [55].

e Para eliminar la proporcionalidad en la ecuacién (2.14) se introduce un
factor en la parte de la derecha, denominado prefactor de la ley de
potencias.

Con las tres indicaciones anteriores, la ecuacion (2.14) queda con la
estructura utilizada por la mayoria de autores. La ecuacion (2.15) es la que en
esta tesis se denomina ley de potencia.
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Dy
d

n, =k (_g] (2.15)
d

po

donde ks es el prefactor de la ley de potencia, npo €s el nUmero de particulas
primarias que compone el aglomerado, dy, es el diametro medio de las particulas
primarias y dy es el doble del radio de giro del aglomerado, que es lo que se
define como didmetro de giro. En la bibliografia se han dado muchos valores
diferentes al prefactor de la ley de potencia. Basicamente, depende de la
naturaleza de los aglomerados, del nimero de particulas primarias que lo
componen o del didmetro caracteristico utilizado para describir el aglomerado,
gue en este caso es el diametro de giro.
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3.1. INTRODUCCION

Los aglomerados estan compuestos generalmente por particulas
primarias de geométrica practicamente esférica y de tamafios uniformes, en
contacto unas con otras. Este es el caso, por ejemplo, de los aglomerados de
grafito que emite un motor diesel tipico. Las particulas primarias que componen
el aglomerado, se disponen espacialmente de manera irregular, de tal forma que
hacen que los aglomerados sean diferentes en tamafio, en compactacion y en
densidad aparente.

Con el crecimiento de la irregularidad de los aglomerados, aumenta su
superficie, por lo que crece la capacidad de absorcion de hidrocarburos, también
aumenta la eficiencia a la extincion de luz provocando que aumente su opacidad
y por tanto afecta directamente al calentamiento global de la tierra. Por otro lado
la irregularidad de los aglomerados afecta al comportamiento aerodindmico de
las particulas, de manera que cuanto mas irregulares son, mas probabilidad
tienen de mantenerse en suspension y por consiguiente mas probable es
inhalarlas, afectando, por tanto, seriamente a la salud publica. La irregularidad
de los aglomerados contribuye notablemente al impacto medioambiental de los
seres humanos.

Los aglomerados se consideran estructuras cuasi-fractales [1], de esta
manera se puede cuantificar la irregularidad de los mismos mediante la
dimensién fractal, Ds, como en un principio propuso Mandelbrot [2]. Ademés es
aceptado por la comunidad cientifica que cuando el numero de particulas
primarias que componen el aglomerado es suficientemente elevado, éste puede
ser caracterizado mediante la ley de potencias, [3]:

D,
d

Ny, =k |2 GEY
d

po

donde np, es el nimero de particulas primarias, cuyo diametro es dp, que
compone el aglomerado, ks es el prefactor dimensional de la ley de potencias y
dg es el diametro de giro del aglomerado.

Para estimar la dimension fractal de una poblacion de aglomerados del
flujo de escape de un motor diesel se pueden utilizar dos caminos distintos:

» Obtener la pendiente de la linea recta de regresion, que se
obtiene cuando se representa en un diagrama doblemente
logaritmico el nimero de particulas primarias frente a la relacion
entre el didmetro de giro del aglomerado y el diametro medio de
las particulas primarias que componen el aglomerado, [4] y [5].
Este método necesita de una coleccibn muy numerosa de
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aglomerados, y finalmente da como resultado la dimension fractal
media de la poblacion de aglomerados. En ningin caso se obtiene
como resultado la dimension fractal de un aglomerado
independiente. Por otro lado al mismo tiempo que se obtiene la
dimensién fractal media, también se obtiene el prefactor de la ley
de potencias medio.

» Previamente estimar el prefactor de la ley de potencias por medio
de modelos de aglomeracién, [6] y [7], o por medio de modelos
geométricos, [8] y [9], y posteriormente resolver la dimensién
fractal de cada aglomerado observado de manera individual.

En ambos casos, el nimero de particulas primarias es una variable
desconocida, ya que la geometria del aglomerado que se observa en el
microscopio es plana, es decir se observa la proyeccién plana del aglomerado.
Usualmente las im&genes son obtenidas con el microscopio electronico de
transmision, conocido como TEM (Transmission Electron Microscopy) a partir de
muestras de particulas del flujo de escape del motor obtenidas con técnicas
termoforéticas como se propone en Dobbins y Megaridis [10] y posteriormente
validado por Rosner et al [11]. En estas imdgenes no todas las particulas
primarias por independientes pueden ser observadas, ya que muchas tienen
alguna parte detras de otras y por tanto no aparecen en la fotografia. Para
estimar el nUmero de particulas primarias debe establecerse una ecuacién mas,
con la cual se determina el solape existente entre las particulas primarias y
requiere de un analisis mas preciso como se argumenta en Oh y Sorensen [12],
pero este fendmeno se trata en el capitulo 4.

3.2. EL PREFACTOR DE LA LEY DE POTENCIAS

El prefactor de la ley de potencias es un parametro clave en la
caracterizacion morfolégica de los aglomerados. Aglomerados con tamafio y
dimensién fractal similar pueden tener formas muy diferentes. Esta diferencia
puede ser caracterizada por el prefactor de la ley de potencias. Mientras que la
dimensién fractal caracteriza la irregularidad y la clusterizacion de los
aglomerados, ya que es un factor potencial, es decir es un exponente en la ley
de potencias, el prefactor expresa como el espacio es llenado por la masa del
aglomerado, independientemente del tamafio del aglomerado y como las
particulas primarias son empaquetadas, Wu y Friedlander [13], téngase en
consideracion que no es un factor exponencial sino lineal. El prefactor puede ser
asociado con la lagunaridad y con la porosidad de los aglomerados, Hu y Koylu
[14].

En la literatura se ha encontrado una amplia dispersion en los valores del
prefactor de la ley de potencias, como se refleja en la tabla 3.1 y se representa
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en la figura 3.1. Esta alta dispersion puede ser asociada con la alta dispersion en
las formas de los aglomerados. Como consecuencia de este hecho, es necesario
tener en cuenta el prefactor como una variable mas en el modelado de los
aglomerados, igual que se hace con la dimensién fractal.

Sin embargo, muy pocos de los autores revisados han propuesto reglas o
modelos de variacién del prefactor de la ley de potencias. Sorensen y Roberts
[15] asi como Gmachowski [16] (quienes se refieren al prefactor como un
coeficiente estructural) proponen variaciones en el prefactor como una funcién
de la dimensién fractal y de la densidad de empaquetamiento (en el origen del
aglomerado), y como una funcién de la dimensién fractal (en el crecimiento del
aglomerado). Las ecuaciones propuestas asumen una compactacion de tipo
hexagonal-compacta y predicen los valores reflejados en la tabla 3.1, como
puede verse en la fila en que aparecen estos autores.

Tabla 3.1. Revision bibliogréafica del prefactor de la ley de potencias.

Referencia Aplicacion K Dy
Meakin, P. (1984) [17] | Simulacibn con aglomerados en | 1.05 1.74
general.
Samson, R.J. et al | Experimentos con hollin procedente | 3.49 1.40
(1987) [18] de acetileno. 2.67 1.47
Mountain, R.D. y | Simulacion de hollin. 5.80 1.90
Mulholland, G.W.
(1988) [19]
Megaridis, C.M. vy | Experimentos con hollin procedente | 2.18 1.62
Dobbins, R.A. (1990) | de la combustion de etileno. 1.80 1.74
[20]
Wu, M.K. y | Simulacion con aglomerados en | 1.30 1.84
Friedlander, S.K. | general.
(2993) [13]
Puri, R. et al (1993) | Experimentos con hollin procedente | 9.00 1.74
[21] de la combustion de etano.
Cai, J. etal (1995) [5] | Experimentos con hollin procedente | 1.23 1.74
de la combustiéon de metano.
Koylu, U.O. et al|Experimentos con hollin procedente | 8.50 1.82
(1995) [22] de la combustion de acetileno,
propileno, etileno y propano.
Sorensen, C.M. and | Simulacion de hollin. 1.57- |1-3
Roberts G.C. (1997) 1.81
[15]
Brasil, A.M. et al| Simulacién de hollin. 1.27 1.82
(2000) [23]
Lee, K.O. et al (2002) | Experimentos con hollin de motores | 4.95 1.83
[24] diesel
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Gmachowski, L. | Simulacibn con aglomerados en | 0-2.15 | 1-3
(2002) [16] general.

Park, K. et al (2004) | Experimentos con hollin de motores | 1.91 1.75
[25] diesel.

Hu, B. and Koyli, U.O. | Experimentos con hollin procedente | 1.90 1.82

(2004) [14] de la combustién de acetileno.

Neer, A. and Koyll, | Experimentos con hollin procedente | 1.90 1.77
U.0. (2006) [26] de motores diesel.

Ouf, F.X. et al (2008) | Experimentos con hollin procedente | 2.44 1.78
[27] de la combustion de acetileno,

tolueno y polimetil metacrilato.
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Figura 3.1. Prefactor de la ley de potencias frente a la dimensién fractal
expuestos en la tabla 3.1.

3.3. DEFINICIONES PRELIMINARES. MOMENTO DE
INERCIA Y DIAMETRO DE GIRO.

3.3.1. MOMENTO DE INERCIA

El momento de inercia de un aglomerado con respecto a su centro de
gravedad, lg, es una extension del concepto de momento de inercia con respecto
a un eje, y es equivalente a la mitad de la suma de los momentos de inercia con
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respecto a tres ejes ortogonales que intersectan en el centro de gravedad del
aglomerado, Harrison y Neltleton [28].

El momento de inercia se puede calcular como la suma de la contribucion
de todos los elementos sélidos que componen el aglomerado, Tipler P.A. [29]:

lo :J'rzdm (3.2)

donde m es la masa del cuerpo sélido y r es el radio de cualquier punto del
cuerpo con respecto al centro de gravedad del mismo. Se define el radio de giro
de un cuerpo, rq, como el radio de un anillo que tenga igual masa que el cuerpo
en cuestion y el mismo momento de inercia, [29].

Figura 3.2. Representacion de la proyeccion de una esfera y de un casquete
esférico.

Segun la definicién anterior de radio de giro, la ecuacion (3.2) en funcién
del radio de giro queda:

g =mr? (3.3)

Como se muestra en la figura 3.2 derecha, el radio geométrico del
casquete esférico es igual que su radio de giro, ya que toda la masa del
casquete esférico esta a la distancia r, desde el centro del mismo. En cambio,
para la figura 3.2 izquierda, que corresponde a una esfera, el radio de giro es
menor al radio geométrico de la esfera.

Con el teorema de Steiner se puede determinar el momento de inercia del
cuerpo sélido respecto a cualquier punto del espacio, lp, esté o no contenido en
el cuerpo solido. El teorema de Steiner se formula de la siguiente manera:

lp =1 +Mrgg (34)

donde rpc €s la distancia entre el centro de gravedad del cuerpo sélido y el punto
desde el que se quiere determinar el momento de inercia del cuerpo.
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La ecuacion (3.2) aplicada a una particula primaria esférica de radio ryo
queda:

ko dm=pdVv o 47T
. =|r’dm= =4mp ridr=—pr? 35
G J; {d\/ =4m2dr} p.([ 5~ (3:5)

donde p es la densidad del sélido que compone el aglomerado. La masa de la
particula primaria esférica es:

_4n

Y

Pl (3.6)

Sustituyendo la ecuacion (3.6) en la ecuacion (3.5) se obtiene el
momento de inercia de la particula primaria respecto su centro de gravedad,
queda:

_3 2
Gpo — E mporpo (3-7)

I

Igualando la ecuacion (3.7) a la ecuacion (3.3) se puede obtener la
relacién que existe entre el radio de giro de una particula esférica respecto su
centro de gravedad y el radio geométrico de la misma.

3 3
16 po :gmporpzo = mpol‘g2 - I :\/;rpo (3.8)

Aplicando el teorema de Steiner, ecuacion (3.4), se puede obtener el
momento de inercia del aglomerado como la suma de los momentos de inercia
de cada particula primaria respecto el centro de gravedad del aglomerado. El
momento de inercia del aglomerado en funcién del nimero de particulas
primarias, Ny, de la localizacion de las particulas primarias y del tamafo de
éstas queda:

i=1

N s 69

donde r; es la distancia desde el centro de la particula primaria al centro de
gravedad del aglomerado.

3.3.2. DIAMETRO DE GIRO

La hipétesis de la densidad uniforme permite, a partir de la conservacion
masica, suponer conservacion en volumen, de manera que el nimero de
particulas primarias contenido en el aglomerado es:
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n =—p =Vn (3.10)

donde V; es el volumen inherente de la particula, es decir el volumen del
aglomerado ocupado por la masa solida, que para el caso de los aglomerados
de hollin, seria el propio hollin. Si se define el diAmetro de giro, dg, como el doble
del radio de giro, éste se puede obtener a partir del momento de inercia.
Sustituyendo la ecuacion (3.9) en la (3.3) y utilizando la ecuacion (3.10) se
obtiene el diametro de giro:

(3.11)

Con la ecuacién (3.11) se puede determinar el diametro de giro del
aglomerado conociendo la localizacion de las particulas primarias que lo
componen, el radio geométrico de las particulas primarias y el nimero de
particulas primarias que compone el aglomerado.

3.4. DIMENSION FRACTAL IGUAL A1

3.4.1. AGLOMERADO EN FORMA DE CADENA LINEAL

La estructura mas elemental de un aglomerado con dimension fractal
igual a la unidad es la linea. En el caso de aglomerados, la dimension fractal
igual a la unidad es el limite cuando la dimensién longitudinal del aglomerado
tiende a infinito o cuando las otras dos dimensiones son despreciables frente a la
longitudinal del aglomerado.

Se define N como el numero de estructuras elementales que constituyen
el aglomerado. En este caso, los aglomerados estudiados en este apartado
tienen un numero de estructura elemental igual a la unidad, es decir, N = 1.

En principio los aglomerados con un numero impar de particulas
primarias deben ser tratados de manera diferente que los que estan constituidos
por un nimero par de particulas primarias. Ya que las distancias de los centros
de gravedad de las particulas primarias al centro de gravedad del aglomerado es
diferente, como se muestra en las figuras 3.3y 3.4.
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Figura 3.3. Aglomerado en cadena lineal con un numero impar de particulas
primarias.

Figura 3.4. Aglomerado en cadena lineal con un nimero par de particulas
primarias.

En el caso en el que el nimero de particulas primarias sea impar, el
sumatorio de la ecuacion (3.11) sera extendido entre 1 y (ny-1)/2 didametros a
cada lado del centro de gravedad. En el caso en el que el nimero de particulas
primarias sea par, el sumatorio serd extendido entre 0.5 y (npo-1)/2 didmetros a
cada lado del centro de gravedad. En ambos casos cada paso del sumatorio es
un didmetro de la particula primaria. Puesto que el diametro de las particulas
primarias se ha considerado constante por lo que puede salir fuera de la raiz, de
manera que la ecuacion (3.11) queda:

(3.12)

Para obtener el resultado de la ecuacién (3.12) hay que resolver antes el
sumatorio que hay dentro de la raiz. Para resolver el sumatorio se va a utilizar
una combinacién de polinomios factoriales.

Empleando los numeros de Stirling, los polinomios factoriales de
exponentes 1, 2, 3y 4 son:
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k® =k
k® =k(k-1)=k* -k
k® =k(k-1)(k-2) =k®-K*+ X% (3.13)

k k-
k@ =k(k-1)(k-2)(k-3 =k* - &3+ 1k°~ &

Utilizando los polinomios factoriales expuestos en la ecuacién (3.13), el
factor i de la ecuacion (3.12) puede ser sustituido de la siguiente manera:

i2=i@ +j® (3.14)

Se puede sustituir el factor i? por una diferencia de una funcién, y, que
evoluciona en el sumatorio de igual manera, es decir:

fyzzfyw

i2 EAyi = qi=i i=i, (3.15)
Ay =i® +i®

En la ecuacion (3.15) la funcion y se puede obtener por integracion finita:

15,10
L=+ 3.16
Y 3 2 (3.16)

Por otro lado el sumatorio de la diferencia de la funcion y expuesto en la
ecuacion (3.15) puede ser resuelto de la siguiente manera:

ZAYi =Y. Y, (3.17)

El sumatorio de la ecuacion (3.12) se resuelve sustituyendo la ecuacion
(3.16) en la ecuacion (3.17) y ésta a su vez en la ecuacion (3.15).

Yie=Yay =y, -y, =(He 58] (2 e 2 @19

En la ecuaciéon (3.18) al desarrollar los distintos polinomios factoriales
guedan las siguientes expresiones:

(}'(3) +1i(2)j = (In +1)in(in _1) + (In +1)in — in(in + ])(Zn +1) (3 19)
gmt oo 3 2 6 '
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[Ei 3) +1i (2)j — il(il _ 1)(i1 _ 2) + il(il _1) — i1(i1 B ])(21 _1) (3.20)
3! o'l 3 2 6

Por lo que sustituyendo las ecuaciones (3.19) y (3.20) en la (3.18) se
obtiene el sumatorio:

iiz_in(in"'])(zn"' )_il(il_])(zl_ ) (3.21)

i=i,

Concretando en los casos de este epigrafe, para el caso en que el
namero de particulas primaria es impar como se muestra en la figura 3.3, se
tiene que:

n. -1 (3.22)

Sustituyendo las condiciones extremas expuestas en la ecuacion (3.22)
en la ecuacion (3.21) se obtiene el valor el sumatorio de la ecuacién (3.12) en
funcién del numero de particulas primarias que compone el aglomerado.

. (N =Y + 1) 41-1)(2-1) _ 1,02 -1)

(3.23)
24 6 24

=i,

Para el otro caso en el que el numero de particulas primarias es par como
se muestra en la figura 3.4, se tiene que:

i, =05
- N -1 (3.24)

" 2

Sustituyendo las condiciones extremas expuestas en la ecuacién (3.24)
en la ecuacion (3.21) se obtiene el valor el sumatorio de la ecuacién (3.12) en
funcion del nimero de particulas primarias que compone el aglomerado.

iiiz _ (e~ +1n,) 0 05-3)(1-1) _ n,(n% 1)

24 6 24

(3.25)

i=i;

Se obtiene la misma dependencia del sumatorio con respecto al nimero
de particulas primarias, ecuacién (3.23) y (3.25), y por tanto el valor del
sumatorio es independiente de si el numero de particulas primarias del
aglomerado lineal es par o impar.
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Sustituyendo la ecuacion (3.23) o (3.25) en la ecuacion (3.12) se obtiene
la expresion con la que se puede determinar el didmetro de giro del aglomerado:

3 (n?2 -1
d, = 2d,,- 2—0+"i—2 (3.26)

El diametro de giro obtenido en la ecuacion (3.26) adimensionalizado con
el diametro de la particula primaria se ha representado en la figura 3.5.
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Figura 3.5. Diametro de giro adimensionalizado con el diametro de la particula
primaria frente al nUmero de particulas primarias para un aglomerado lineal.

El prefactor de la ley de potencias puede ser obtenido sustituyendo la
ecuacion (3.26) en la ecuacion (3.1):

n_d n n
k, (D, =1)= 2 = b0 = bo (3.27)

% 2\/3+(ni° £ \/3+1(n1230 -1)

20 12 S 3

Esta funcién del prefactor de la ley de potencias se representa en la
figura siguiente.
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Figura 3.6. Evolucion del prefactor de la ley de potencias con el nimero de
particulas primarias para una cadena lineal.

El aglomerado tiene una dimension fractal igual a la unidad estrictamente
cuando el nimero de particulas primarias tiende a infinito. En este caso, el
tamafio de las particulas primarias llega a ser despreciable frente al tamafio del
aglomerado:

k, (D, =1)= lim k, =+/3
g = (3.28)

3.4.2. AGLOMERADO EN FORMA DE CRUZ CON DOS RAMAS

El aglomerado en forma de cruz (figuras 3.7 y 3.8) es un ejemplo méas de
aglomerados con dimension fractal igual a la unidad, D=1, ya que el volumen
crece linealmente conforme crece el didmetro exterior que circunscribe el
aglomerado. En este caso el nUmero de subestructura es 2, N=2. Como en el
epigrafe 3.4.1, tienen que ser estudiados por separado el caso en el que el
namero de particulas primarias que compone el aglomerado es impar o par.
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Figura 3.7. Aglomerado en forma de cruz con un nimero impar de particulas
primarias.

Figura 3.8. Aglomerado en forma de cruz con un numero par de particulas
primarias.

En ambos casos, el diametro de giro tiene que ser obtenido a partir de la
ecuacion (3.11). Si el nimero de particulas primarias es impar, el sumatorio de la
ecuacion (3.11) sera extendido entre 1 y (np-1)/4 didmetros en cada rama
respecto del centro de gravedad del aglomerado. En el caso en el que el nimero
de particulas primarias sea par, el sumatorio sera extendido entre 2°%/2 y (Npo-
4)/4+2°5/2 diametros en cada rama respecto del centro de gravedad. En ambos
casos cada paso del sumatorio es un didmetro de la particula primaria. Puesto
gue el diametro de las particulas primarias se ha considerado constante por lo
gue puede salir fuera de la raiz, de manera que la ecuacion (3.11) queda:

(3.29)
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Para el caso en que el numero de particulas primaria que compone el
aglomerado es impar como se muestra en la figura 3.7, el sumatorio tiene que
ser extendido entre los siguientes valores:

i, =1
n_ -1 (3.30)

Sustituyendo las condiciones extremas expuestas en la ecuacion (3.30)
en la ecuacion (3.21) se obtiene el valor el sumatorio de la ecuacion (3.29) en
funcién del numero de particulas primarias que compone el aglomerado.

izn:iz — (npo ~ ])(npo + 1)(npo +3) _ ](1_ ])(2_1) — (npo + 3)(”1230 _1)

192 6 192

(3.31)

i=i;

Sustituyendo la ecuacion (3.31) en la ecuacion (3.29) se obtiene la
expresion con la que se puede determinar el didmetro de giro del aglomerado
cuando el numero de particulas primarias es impar:

2 _
d, = 2d - %+ I, 42r(lnp° +3) (3.32)

po

En este caso la evolucion del diametro de giro y el nUmero de particulas

primarias se representa
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Figura 3.9. Diametro de giro de una cadena lineal en forma de cruz con dos
ramas con un namero impar de particulas primarias frente al nimero de
particulas primarias.
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El prefactor de la ley de potencias puede ser obtenido sustituyendo la
ecuacion (3.32) en la ecuacion (3.1):

n_d n
k (D, =1)=—2"m = a2
i . [3. 573

20 48n, -
n

k.\D. =1)= i
= ==

5 12npo

El prefactor obtenido en la ecuacion (3.33) se ha representado en la
figura 3.10.
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Figura 3.10. Evolucion del prefactor de la ley de potencias de una cadena lineal

en forma de cruz con dos ramas con un nimero impar de particulas primarias
frente al nimero de particulas primarias que lo compone.

El aglomerado tiene una dimension fractal igual a la unidad estrictamente
cuando el niumero de particulas primarias tiende a infinito. En este caso, el
tamafio de las particulas primarias llega a ser despreciable frente al tamafio del
aglomerado:

k (D, =1)= lim k, =+/12=2//3 (3.34)
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Por otro lado el caso en que el nimero de particulas primaria que
compone el aglomerado es par como se muestra en la figura 3.8, el sumatorio
tiene que ser extendido entre los siguientes valores:

(3.35)

Sustituyendo las condiciones extremas expuestas en la ecuacion (3.35)
en la ecuacion (3.21) se obtiene el valor el sumatorio de la ecuacion (3.29) en
funcién del numero de particulas primarias que compone el aglomerado.

bt 32 d,r 2 22-2)
192

i=iy

_JA/2-2)/2-y)

24

(3.36)

Sustituyendo la ecuacion (3.36) en la ecuacion (3.29) se obtiene la
expresion con la que se puede determinar el diametro de giro del aglomerado
cuando el numero de particulas primarias es par:

d,=2d- 3,5
20 48n,, (3.37)

A =+ €2 foo+ @Y+ 32 3-8/2V2-9(v2-9)

po

El diametro de giro obtenido en la ecuacion (3.37) se ha representado en
la figura 3.11.
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Figura 3.11. Didmetro de giro de una cadena lineal en forma de cruz con dos
ramas con un nimero par de particulas primarias frente al nimero de particulas
primarias.

El prefactor de la ley de potencias puede ser obtenido sustituyendo la
ecuacion (3.37) en la ecuacion (3.1):

k, (D, =)= = bo

d, £+ Ajpo

20 48n, .
. :

kf(Df :1):%’0

3. A,

4

S5 12n,

Este prefactor de la ley de potencias obtenido en la ecuacién (3.38) se
muestra en la siguiente figura.
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Figura 3.12. Evolucion del prefactor de la ley de potencias de una cadena lineal
en forma de cruz con dos ramas con un numero par de particulas primarias
frente al nimero de particulas primarias que lo compone.

En el limite cuando el aglomerado tiene una dimension fractal igual a la
unidad estrictamente el prefactor de la ley de potencias es:

k, (D, =1)= lim k, =v12=2/3 (3.39)

A diferencia del epigrafe 3.4.1 en la que la evolucion tanto del diametro
de giro del aglomerado como del prefactor de la ley de potencias en funcién del
namero de particulas primarias era igual para los dos casos estudiados, en este
epigrafe esas evoluciones son ligeramente distintas para los dos casos, aunque
en el caso del prefactor de la ley de potencias, cuando el nimero de particulas
primarias tiende a infinito el limite es el mismo para los dos tipos de aglomerados
estudiados. Esta discrepancia en los dos modelos sucede a consecuencia de la
diferencia en la estructura morfolégica del centro del aglomerado, y por
consiguiente cuando el niumero de particulas primarias tiende a infinito, el centro
del aglomerado tiende a ser despreciable frente al resto del aglomerado.

3.4.3. AGLOMERADO EN FORMA DE CRUZ CON TRES RAMAS

El aglomerado en forma de cruz (figura 3.13) es un ejemplo méas de
aglomerados con dimension fractal igual a la unidad, D=1, ya que el volumen
crece linealmente conforme crece el didmetro exterior que circunscribe el
aglomerado. En este caso el numero de subestructura es 3, N=3. Este tipo de
configuracion corresponde a dos clases de aglomerados. Por un lado a un
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aglomerado compuesto por tres ramas lineales que sean ortogonales
tridimensionalmente y que se intersectan en un punto, y por otro lado este
aglomerado puede corresponder a una cruz plana o en dos dimensiones cuyas
ramas forman 60° unas de otras, (todas las dimensiones estan referidas al
espacio euclideo). Sélo se ha estudiado el caso en que el centro del aglomerado
esta ocupado por una particula primaria que corresponde con el caso en el que
el nimero de particulas primarias sea impar. No se ha estudiado el caso en el
que el numero de particulas primarias sea par porque se sobreentiende que
tender& al mismo valor limite que el caso par, como se ha comprobado en los
epigrafes 3.4.1y 3.4.2.

Figura 3.13. Aglomerado en forma de cruz con tres ramas.

El diametro de giro tiene que ser obtenido a partir de la ecuacion (3.11).
En la ecuacién (3.11) el sumatorio serd extendido entre 1 y (ny-1)/6 diametros
en cada rama respecto del centro de gravedad del aglomerado. Cada paso del
sumatorio es un didmetro de la particula primaria. Puesto que el diametro de las
particulas primarias se ha considerado constante por lo que puede salir fuera de
la raiz, de manera que la ecuacion (3.11) queda:

d, (3.40)
El sumatorio tiene que ser extendido entre los siguientes valores:
i, =1
n, -1 (3.41)
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Sustituyendo las condiciones extremas expuestas en la ecuacion (3.41)
en la ecuacion (3.21) se obtiene el valor el sumatorio de la ecuacion (3.40) en
funcién del numero de particulas primarias que compone el aglomerado.

giz - (npo B ])(npo + 5)(npo +2)_ ](1_ ])(2_1) —

648 6

-1, +90, +2

- BAE

(3.42)

Sustituyendo la ecuacién (3.42) en la ecuacion (3.40) se obtiene la
expresion con la que se puede determinar el didmetro de giro del aglomerado:

d =2d - 3+ (npo — ])(npo +5)(npo +2) (3.43)
’ ”\ 20 108n,,, '

La evolucion del diametro de giro del aglomerado lineal formado por tres
ramas rectas se ha representado en la figura 3.14.
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Figura 3.14. Didmetro de giro de una cadena lineal formada por tres cadenas
lineales frente al nimero de particulas primarias que lo constituyen.

El prefactor de la ley de potencias puede ser obtenido sustituyendo la
ecuacion (3.43) en la ecuacion (3.1):
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n_d n

ik, (D, =1)=—2"w = L
G N PO R e )
20 108n,
) (3.44)
k.\D, =1)= o
o e R )
5 27n,,

La evolucion del prefactor de la ley de potencias obtenido en la ecuacion
(3.44) se muestra en la figura 3.15.
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Figura 3.15. Evolucion del prefactor de la ley de potencias de un aglomerado
formado por tres cadenas lineales frente al numero de particulas primarias que lo
compone.

Otra vez, el aglomerado tiene una dimension fractal igual a la unidad
estrictamente cuando el nimero de particulas primarias tiende a infinito. En este
caso, el tamafio de las particulas primarias llega a ser despreciable frente al
tamafo del aglomerado:

k, (D, =1)= lim k, =+/27=3/3 (3.45)

3.4.4. RESUMEN

En las figuras 3.16 y 3.17 se representan las evoluciones del diametro de
giro adimensionalizado con el diametro medio de la particula primaria, para la
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primera figura, y el prefactor de la ley de potencias, para la segunda figura, en
funcion del numero de particulas primarias que compone el aglomerado para
aglomerados lineales, ya tenga una cadena, dos cadenas o tres cadenas, cuya
dimension fractal en todos ellos es la unidad.
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2_3000
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—_— —— Cruz 2 ramas, par

Cruz 3 ramas

T
2000 4000 6000 8000 10000

po

Figura 3.16. Didmetro de giro de aglomerados con D=1 frente al nUmero de

55

particulas primarias.

J—
/
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I \HHH‘ I \HHH‘ I \HHH‘ I \HHH‘
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Figura 3.17. Prefactor de la ley de potencias de aglomerados con D=1 frente al

namero de particulas primarias.
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Se observa, como se presuponia, que la evolucién del didmetro de giro
con respecto al nUmero de particulas primarias es superior para aglomerados
con varias cadenas que para aglomerados con una Unica cadena de particulas
primarias. En la figura 3.17 se muestra como el prefactor también depende del
namero de cadenas lineales que compone el aglomerado, es decir del nimero
de subestructura, entendiendo como subestructura aquella parte del aglomerado
que se repite.

3.5. DIMENSION FRACTAL IGUAL A 2

3.5.1. AGLOMERADO EN FORMA DE PLANO HEXAGONAL COMPACTO

Un aglomerado plano compuestos por particulas primarias compactadas
segun la configuracion de hexagonal compacta ha sido considerado como la
estructura mas elemental con dimensién fractal igual a 2, D=2. Un ejemplo de
este tipo de aglomerado se muestra en la figura 3.18. En este tipo de
aglomerado el volumen crece proporcionalmente con el cuadrado del diametro
exterior que circunscribe el aglomerado, de manera que se demuestra que la
dimension fractal es 2. El aglomerado mostrado en la figura 3.18 es el caso mas
simple, por lo que se notard como la subestructura igual a la unidad, N=1.

Figura 3.18. Aglomerado plano con compactacion hexagonal compacta.

El nimero de particulas primarias que compone el aglomerado se obtiene
de las series numéricas expuestas en la ecuacion (3.46) que van aumentando
conforme aumenta el nimero de anillos exteriores del aglomerado definido como

In.



60 El prefactor de la ley de potencias

i,=0-n,=1
i,=1-n,=1+6
i, =2-n,=1+6+12

, (3.46)
I, = 3-n, =1 6+12+18
i, = 4> n, =1 6+ 12+18+24
Por lo que la ecuacion (3.46) se puede reescribir como:
N, =1+ GZH:i (3.47)
i=1

Para resolver el sumatorio de la ecuacion (3.47) se va a utilizar los
polinomios factoriales expuestos en la ecuacion (3.13). En este caso el factor i
puede ser sustituido por:

i=i® (3.48)

Igual que en el caso del epigrafe 3.4.1 se puede sustituir el factor i por
una diferencia de una funcion, y, que evoluciona en el sumatorio de igual
manera, es decir:

[ EAyi = qi= i=i - (3.49)

En la ecuacién (3.49) la funcion y se puede obtener por integracion finita:

y =L@

: (3.50)

El sumatorio de la ecuacion (3.47) se resuelve sustituyendo la ecuacion
(3.50) en la ecuacion (3.17) y ésta a su vez en la ecuacion (3.49).

_'ii = _'i_Ayi =Y, "V, =%iéi§ —%if” o +21)i“ - il(ilz_l) (351)

Por lo que sustituyendo las ecuacion (3.51) en la (3.47) se obtiene el
namero de particulas primarias en funcion del nimero de la capa ultima
considerada:
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Ny = 1+ 6ii = 1+6(in J’Zl)in —6](12_1) =1+3i (i, +1) (3.52)
i=1

El anillo exterior i, puede ser despejado de la ecuacion (3.52) en funcion
del nimero de particulas primarias que compone el aglomerado.

n \Jan -1
=ty Me 1 P —% (3.53)

"2\ 3 12 243

Una vez mas el didmetro de giro puede ser obtenido a partir de la
ecuacion (3.11), en la que el sumatorio sera extendido entre 1y i, con pasos de
un diametro. Para deducir la funcién que modela el crecimiento del aglomerado
se va a utilizar la funcion expuesta en la ecuacion (3.40) que se utiliza para
aglomerados con 6 ramas lineales giradas 60°, al que se le va a afiadir las
particulas primarias que cubren el espacio vacio existente entre las ramas, de
manera que se constituye el aglomerado representado en la figura 3.18. La
secuencia de distancias al centro de gravedad del aglomerado es la siguiente:

n

=2~ Yr2=6d? +6(2d,, f +6((2d,, } +d2 -2d d ) (3.54)

po™ po
i=1

Para obtener mas términos que los expuestos en la ecuacion (3.54) se va
a sacar factor comun del factor que se repite en todos los términos, que es 6d2_,

por lo que los sumatorios expuestos en la ecuacion (3.54) quedarian reducidos a
la siguiente secuencia numérica:

2
iz 2.35=w 2+(2+1-2n)

= % 2+(2+ T 21:)+ §+(3’-+1—3EL)+
+(§+22—3E2)
2 ?+(2+ T 2]J)+ §+(§+1—3EL)+
+(8+ 2- 3D+ #+(#+1-400)+
+(4+ 2—4]3+(42+32—4[:B)

(3.55)
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La secuencia numérica obtenida en la ecuacién (3.55) se puede resumir
en la siguiente ecuacion:

i i-1

> +j2-in) (3.56)

i=1 j=0

Por lo que la ecuacion con la que se puede determinar el diametro de giro
es la siguiente:

3 63 ii(izﬂz—lﬂ)
,=2d, 2_0+ =1 j=0 - (3.57)

La resolucion de esta sumatoria doble se hace utilizando los polinomios
factoriales como se hizo para obtener las ecuaciones (3.21) y (3.51). El doble
sumatorio queda como sigue:

=

NS . . . 5. 5. 7. 1.
|2+ 2_I =_|4+_|3+ 2+ i
( j Ei) o4

nTo7h TS (3.58)
12 24 12

n

i=1j

1l
o

El doble sumatorio se puede poner en funcién del nimero de particulas
primarias del aglomerado sustituyendo la ecuacion (3.53) en la ecuacion (3.58).

e 5n2 —4n -1
S(2+j2-ig)="e_— (3.59)
i=1 j=0 216

Por lo que sustituyendo la ecuacion (3.59) en la ecuacion (3.57) se puede
obtener el diametro de giro del aglomerado en funcién del nimero de particulas
primarias que lo componen.

_ 3 5% -4n -1
dg—ZdW\/E)+ T (3.60)

po

La evolucién del diametro de giro con respecto al numero de particulas
primarias se muestra en la siguiente figura.
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Figura 3.19. Didametro de giro frente al niUmero de particulas primarias para un
aglomerado con forma de plano.

El prefactor de la ley de potencias puede ser obtenido sustituyendo la
ecuacion (3.60) en la ecuacion (3.1):

n_d? n
k, (D, =2)= = = e (3.61)
dg §+ S5ng, —4n, -1
5 9npo

La evolucion del prefactor de la ley de potencias obtenido en la ecuacion
(3.61) se muestra en la siguiente figura.
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Figura 3.20. Evolucion del prefactor de la ley de potencias de un aglomerado
plano frente al nUmero de particulas primarias que lo compone.

Como en los casos anteriores el aglomerado plano tiene una dimension
fractal estrictamente igual a dos cuando el nimero de particulas primarias tiende
a infinito, en este caso, el espesor de las particulas primarias llega a ser
despreciable frente al tamafio del aglomerado:

k, (D, =2)= lim k, =

npo_,oo

18 (3.62)

©olulk

3.5.2. AGLOMERADO FORMADO POR DOS PLANOS HEXAGONALES
COMPACTOS ORTOGONALES

El volumen de un aglomerado formado por dos planos ortogonales crece
con el cuadrado de la longitud o tamafio caracteristico del aglomerado, por lo
que la dimensién fractal es dos, D=2. Este tipo de aglomerado es el
representado en la figura 3.21, y tiene un nimero de subestructura igual a dos,
N=2.
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Figura 3.21. Aglomerado plano compuesto por dos planos ortogonales con
compactacion hexagonal compacta.

El nimero de particulas primarias que compone el aglomerado en funcién
del nimero de la capa ultima considerada se obtiene a partir de la ecuacion
(3.52):

ne= 2% 3(,+3)-(1+ 2,)=1+4i, +6i (3.63)

Similarmente al caso anterior en la que se obtuvo la ecuacién (3.57), el
diametro de giro en este caso se obtiene de la siguiente manera:

1235 (2 + 2 -i)-23 17
o =2d,, S, = = (3.64)
20 n

po

Sustituyendo la ecuacion (3.59) y (3.63) en la ecuacién (3.64) se puede
obtener el didmetro de giro del aglomerado en funcion del nimero de particulas
primarias que lo componen.

ey 13, ba, - 18/ @ - 2+ 457 + 24 -17 Les
5720 648n (369
po

La evolucién del diametro de giro con respecto al numero de particulas
primarias se muestra en la siguiente figura.
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Figura 3.22. Diametro de giro frente al nimero de particulas primarias para un
aglomerado con forma de dos planos perpendiculares.

El prefactor de la ley de potencias puede ser obtenido sustituyendo la
ecuacion (3.65) en la ecuacion (3.1):

n,d2
(o =2)= d po_ , ko - 1/6, —2+45n2 +24n  -17 (5:69)

162n ,

La evolucién del prefactor de la ley de potencias obtenido en la ecuacion
(3.66) se muestra en la siguiente figura.



El prefactor de la ley de potencias 67

3.6 —

32 —

28 —

x 24 —

16 —

12 I \\\HH‘ I \\\HH‘ I \\\HH‘

1 10 100 1000
n

po
Figura 3.23. Evolucion del prefactor de la ley de potencias con el nimero de
particulas primarias para un aglomerado en forma de dos planos perpendiculares
entre si.

Como en los casos anteriores el aglomerado con doble plano tiene una
dimensién fractal estrictamente igual a dos cuando el nimero de particulas
primarias tiende a infinito:

k, (D, =2)= lim K, =4i5= 36 (3.67)

162

3.5.3. AGLOMERADO FORMADO POR TRES PLANOS HEXAGONALES
COMPACTOS ORTOGONALES

Es otro caso de aglomerado con dimension fractal igual a dos, D=2, en el
que el nimero de subestructura es igual a tres, N=3. Este tipo de aglomerado se
muestra en la figura 3.24.
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Figura 3.24. Aglomerado plano compuesto por tres planos ortogonales con
compactacion hexagonal compacta.

El nimero de particulas primarias que compone el aglomerado en funcién
del numero de la capa ultima considerada se obtiene a partir de la ecuacion
(3.52):

ne= 8% 8(,+ - {1+ 2,)=1+5i, +9i (3.68)

Similarmente al caso anterior en la que se obtuvo la ecuacién (3.57), el
diametro de giro en este caso se obtiene de la siguiente manera:

X 183 ii(iz+j2—iljj)—4ii2
g:2dp0 2_0+ i=1 j=0 - i=1 (369)

po

Sustituyendo la ecuacion (3.59) y (3.68) en la ecuacion (3.69) se puede
obtener el didmetro de giro del aglomerado en funcion del nimero de particulas
primarias que lo componen.

— 2 _ _

4 = 2g 3+(108,,0+ 34/ 361,, ~ 11+ 4050, ~306n,, -144

R F2Y 8748n -
po

La evolucién del diametro de giro con respecto al numero de particulas
primarias se muestra en la siguiente figura.
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16 —

12 —

0 200 400 600 800 1000
Figura 3.25. Didametro de giro frente al niUmero de particulas primarias para un
aglomerado con forma de tres planos cortantes entre si.

El prefactor de la ley de potencias puede ser obtenido sustituyendo la
ecuacion (3.70) en la ecuacion (3.1):

n,d? n

kf (Df 22): pozpo = po _ (371)
d; 3, ( 108, + 33361, - 11+405nZ, —396n,, -144

5 2187n,,

La evolucién del prefactor de la ley de potencias obtenido en la ecuacion
(3.71) se muestra en la siguiente figura.
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1 T \\\HH‘ T \\H\H‘ T \\\HH‘

1 10 100 1000
n

po
Figura 3.26. Evolucion del prefactor de la ley de potencias con el numero de
particulas primarias para un aglomerado en forma de tres planos cortantes entre

e

Sl.

Como en los casos anteriores el aglomerado con triple plano tiene una
dimensién fractal estrictamente igual a dos cuando el nimero de particulas
primarias tiende a infinito:

ki (D, =2)= lim K, :%: 54 (3.72)
2187

3.5.4. RESUMEN

En las figuras 3.27 y 3.28 se representan las evoluciones del diametro de
giro adimensionalizado con el diametro medio de la particula primaria, para la
primera figura, y el prefactor de la ley de potencias, para la segunda figura, en
funcion del numero de particulas primarias que compone el aglomerado para
aglomerados cuya dimension fractal es dos, ya estén compuestos por un plano,
dos planos o tres planos.
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Figura 3.27. Diametro de giro de aglomerados con D=2 frente al nUmero de
particulas primarias.
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Figura 3.28. Prefactor de la ley de potencias de aglomerados con D=2 frente al
namero de particulas primarias.

Se observa que la evolucion del diametro de giro con respecto al nimero
de particulas primarias es superior para aglomerados con varias subestructura
gque para aglomerados con una unica subestructura. En la figura 3.28 se muestra
como el prefactor también depende del nimero de planos que compone el
aglomerado, es decir del nUmero de subestructura.
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3.6. DIMENSION FRACTAL IGUAL A3

El aglomerado con dimensién fractal cercana a 3 esta compuesto por
particulas primarias formando una esfera con una estructura hexagonal
compacta. Este caso es esencialmente diferente a los casos anteriores, y no se
puede distinguir aglomerados con diferentes subestructuras. La fraccién de
empaguetamiento se puede definir como la relacién que existe entre el volumen
ocupado por el material solido y el volumen de la esfera de diametro d, que
circunscribe el aglomerado.

3
po m d;

3
d
Pre :npo :i - r]po :__3
d, ) 18 Jigdy,

(3.73)

El didmetro de giro puede ser obtenido a partir de la ecuacion (3.11)
suponiendo que el nimero de particulas primarias es suficientemente grande

(npo —>00). En este caso el aglomerado esférico se puede considerar

homogéneo. Los huecos existentes entre las particulas primarias contribuyen a
la disminucién de la densidad del aglomerado con respecto a la densidad del
material que lo constituye (hollin en el caso de aglomerados diesel). Asi que el
prefactor puede ser obtenido como una funcibn de la fraccion de
empaguetamiento:

3
2

n_d3 5
kf (Df :3): PO "R — p(—j (374)
@ Pla

El prefactor de la ley de potencias expuesto en la ecuacion (3.74)
particularizo para una compactacion hexagonal compacta resulta:

3 3

k, (D, =3)= p(gjz =%@T = 15933 (3.75)

3.7. RESUMEN DE RESULTADOS

Con los resultados presentados en los epigrafes anteriores se puede
determinar algunos valores limites del prefactor de la ley de potencias para
aglomerados orientados isotropicamente y compuestos por particulas primarias
esféricas de igual tamafo. El valor del prefactor puede variar en funcién de las
desviaciones que puedan existir en el aglomerado. La variacion del prefactor con
respecto a la esfericidad de las particulas primarias, [7], (como consecuencia,
por ejemplo, del sinterizado) es creciente, mientras que la variacion del prefactor
con respecto a la orientacion isotrépica del aglomerado, [30], (como
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consecuencia, como ejemplo, del régimen de agregacion asociado a la dindmica
del aerosol) es decreciente.

Las ecuaciones obtenidas han sido representadas en la figura 3.29 en
funcién del numero de particulas primarias que componen el aglomerado. Se
demuestra en todos los casos como el prefactor tiende asintéticamente al limite
determinado en cada caso, y que el efecto del nUmero de particulas primarias
que componen el aglomerado es decreciente con el aumento del tamafio del
mismo, de manera que el prefactor llega a ser un parametro muy 0til para
describir la estructura del aglomerado independientemente de su tamafio.

55 —

Cadena lineal

Cruz 2 ramas, impar
—— —— Cruz 2 ramas, par

Cruz 3 ramas
————— Plano hexagonal compacto

Dos planos hexagonales compactos
————— Tres planos hexagonales compactos

1 T \HHH‘ T \HHH‘ T \HHH‘ T \HHH‘

1 10 100 1000 10000
n

o
Figura 3.29. Prefactor de la ley de potencias como una funcién del nimero de
particulas primarias para diferentes configuraciones geométricas.

Los valores limites mencionados son mostrados en la figura 3.30
mediante puntos aislados. Esta figura demuestra que los limites a los que tiende
el prefactor cuando el numero de particulas primarias que componen el
aglomerado es suficientemente alto, es proporcional al nimero de estructuras
elementales N, y a la compactacion del aglomerado, incluso si la dimension
fractal del aglomerado se mantiene sin cambios. Esto justifica que el prefactor
pueda ser expresado como la lagunaridad.
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Figura 3.30. Valores del prefactor obtenidos a partir de métodos geométricos y a
partir de correlaciones, como una funcién de la dimensién fractal.

Finalmente el rango de variacion del prefactor decrece con el aumento de
la dimension fractal, tendiendo a un valor Unico para el caso de D=3. Esta
convergencia a un valor unico del prefactor se justifica porque, en el espacio
euclideo 3D, un aglomerado compuesto por diferentes subestructuras se vuelve
mas tridimensional (su dimension fractal tiende a 3), de manera que las distintas
subestructuras que lo componen llegarian a ser mas o menos indistinguibles.
Finalmente cuando el espacio se llena completamente o uniformemente, es
imposible que puedan diferenciarse las diferentes subestructuras iniciales.

Los resultados de toda la coleccion de casos singulares pueden ser
aproximados mediante una correlacion polinomial dependiente de dos
parametros:

k, =( 07967 0934N)D? +(~ 238985 286985N)D, +

3.76
+( 159325 020385N) (5.7

Esta correlacion, la cual ha sido dibujada en la figura 3.30, proporciona
valores del prefactor entre los rangos N=1 y 1<D, <3, los cuales son

consistentes con los valores propuestos en los casos estudiados, y por tanto es
atil para determinar el prefactor de aglomerados que tengan como dimensién
fractal valores no enteros.

Los resultados de otros métodos propuestos en la bibliografia como el de
Sorensen y Roberts (1997) [15] y Gmachowski (2002) [16] han sido
representados en la figura 3.30. En el primer caso se ha tomado el ajuste de
hexagonal compacta para una dimension fractal igual a 2 para aglomerados con
dimensién fractal inferior a 2 y se ha identificado espacialmente para
dimensiones fractales superiores a 2, como sugieren los autores. Los resultados
mostrados tienen una buena coincidencia con los presentados en este trabajo
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(especialmente en el rango de altas dimensiones fractales), ademés estos
autores no consideraron la variabilidad que se presentan en los distintos casos
para diferentes lagunaridades que pueden tener lugar para una dimensién fractal
dada.

En el caso del método de Gmachowski, la coincidencia es ligeramente
peor en todo el rango considerado, por otro lado este autor considera un factor
de empaquetamiento homogéneo igual a la unidad, p=1, lo cual en el caso de
D=3 (ecuaciones (3.73) y (3.74)) hace que el resultado del prefactor sea de
k=2.15. En este caso, otra vez, el autor no considerd la variabilidad que se
presenta en los distintos casos para diferentes lagunaridades que pueden tener
lugar para una dimensién fractal dada.

3.8. EXTENSION A OTRAS CONFIGURACIONES DE
EMPAQUETAMIENTO

A parte de la configuracidon de empaqguetamiento hexagonal compacta
gue es la méas cercana a la unidad para un plano puramente homogéneo o un
aglomerado esférico no infinito, otras configuraciones con densidades menores
deberian ser consideradas también, porque esos aglomerados también tienen
una dimension fractal que tiende a 2 0 a 3, segun sea el caso, cuando el tamafio
del aglomerado (con respecto al tamafio de las particulas primarias que lo
compone) tiende a infinito.

En el caso de aglomerados planos, la integracién a lo largo del radio del
aglomerado tiende a seguir una relacion entre el radio de giro y el radio exterior
del aglomerado, rp:

r,=—= (3.77)

De esta manera la factor de empaquetamiento puede ser determinado
como la relaciéon entre el area ocupada por el material y el area calculada con el
diametro del circulo que circunscribe el aglomerado, d,. Con esta definicion y la
ecuacion (3.1) se puede obtener una relacién entre el prefactor de la ley de
potencias y el factor de empaquetamiento.

p=npo[dpo] - (3.78)

Para una configuracion de compactacion cubica simple (identificado por
el subindice sc) y cubica centrada en las caras (identificada con bcc), el factor de
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compactacion resulta en las siguientes ecuaciones, (I' es la funcibon Gamma),
[15]:

7T 2
psc(Df) 2 r(l-'-DfJ
. (3.79)
D)2 2
o
bee \ ¢ 16 r(l_,_DZf]

Estas ecuaciones resultan los siguientes valores dependiendo si los
aglomerados son planos o esféricos.

JT VA
D. =2)=—" . ="= 07854
77,3/2 '
=3)=—_="= 2
px(f ) 8r(s/2) 6 05236
0. (D, =2)=7 2 =""= 07854
pee AT 8r(2 4
3
3 (3.81)
pbcc(Df _3)= 3_7sz 2 _=_\/§7T: 06802
1 r(sj 8
2

Para una compactacion aleatoria del aglomerado (identificado con r), en
el caso de circulos planos (D=2), el factor de compactacion es p,=0.82 y ha sido
obtenido de la bibliografia, [31] y [32]. En el caso de particulas esféricas
monodispersas en tamafo se han encontrado en la bibliografia distintos valores
para el factor de compactacion, aunque en este trabajo se ha escogido el
propuesto por el modelo propuesto por Shiy Zhang, [33] debido a la coincidencia
con otros autores y a lo riguroso del trabajo. El valor del factor de
empaguetamiento o0 compactacion para una compactacion aleatoria es p,=0.578.

El prefactor de la ley de potencias se puede obtener a partir de la
ecuacion (3.78) para el caso del plano y para el caso esférico se utiliza la
ecuacion (3.74):
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ki«(D = 2= 2.(D, = 3= 15708

ki(Dy = =[§f p. (D, = 3= 11266 (3:82)
Ki pes (D = 2)=2pye(Ds = 9= 15708

K150, (0 @f P (D) = 3= 14635 (383)
ki, (D, = 9= 2p,(D, = J=164

[0, = )=@3 (. = 3= 12037 @84

Los valores expuestos en las ecuaciones (3.82), (3.83) y (3.84) y sus
extensiones a todo el rango 1<D; <3 y al nimero mayor de nimero de

subestructuras N =1 han sido representados en la figura 3.31, junto con los
resultados previamente obtenidos para la configuracion de compactacion
hexagonal compacta.

6 —

55 —
5 —
45 —
4 —
35 —
X 3 —
25 —
2 —
15 — 5
b Compactacion aleatoria N
1 ] Clbica simple
05 —| Cubica centrada en las caras
- Hexagonal compacta
L e L A

1 1.25 15 1.75 2

Dy

2.25 2.5

Figura 3.31. Valores del prefactor en funcién de la dimensién fractal y de la
configuracion de compactacion.

Se espera que el prefactor de la ley de potencias para todas las
configuraciones de compactacién debiera tender a los limites ya expuestos. Los
valores estdn en el rango entre los obtenidos con compactacion hexagonal
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compacta (los mas altos) y simple cubica (lo mas bajos). Sin embargo, es
esperable que la sinterizacién de las particulas primarias haga que se puedan
obtener valores del prefactor superiores a los obtenidos para la compactacion
hexagonal compacta. Por otro lado las orientaciones anisotropicas podrian
originar valores del prefactor inferiores a los obtenidos en la compactacion
simple cubica.

3.9. MODELO PROPUESTO.

Puesto que el prefactor de la ley de potencias depende de la dimension
fractal, se puede proponer un modelo polinbmico de ajuste con tres parametros,
en el que el prefactor de la ley de potencias es funcion de la dimension fractal.

k, =aD? +bD; +c (3.85)

Se va a tomar como caso de estudio los modelos de prefactor de la ley de
potencias de los aglomerados con compactacion hexagonal compacta, por ser
éstos los casos mas extremos. Por tanto, el modelo mostrado en la ecuacién
(3.85) tiene que satisfacer la ecuacion (3.27) para D=1, la ecuacion (3.61) para
D=2 y la ecuacién (3.75) para D=3. De manera que se puede definir las
funciones expuestas en las ecuaciones (3.27), (3.61) y (3.75) como A, B, C:

_ n
A(nm)= \/3_'_ 1202 1)
5 glm”
n
B(n, )= Po (3.86)
(npo) §+ 5|,]’2)o_4_npo 1
5 9n,,
3
c(npo)s%@jz =15033

Sustituyendo las ecuaciones (3.86) en (3.85) se obtiene un modelo del
prefactor de la ley de potencias en funcibn de la dimensién fractal del
aglomerado y del numero de particulas primarias que lo compone. Los
coeficientes de la ecuacion (3.85) se determinan de la siguiente manera.
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5 4 3

a= ZA(npo)_ﬁB(npo)-l-z_ZC(nPO)

b=-_ Al )+ 2 B{n,.)-cln,) S
18 9 2

c= EA(nm)_EB(npo)-'-ﬁC(nPO)

El prefactor de la ley de potencias obtenido con la ecuacion (3.85) se ha
representado en las figuras 3.32 y 3.33.
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Figura 3.32. Prefactor en funcion de la dimension fractal y del numero de
particulas primarias que compone el aglomerado.
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Figura 3.33. Zoom de la figura 3.32. Prefactor en funcion de la dimension
fractal y del nimero de particulas primarias que compone el aglomerado cuando
la dimensién fractal esta entre 1.6 y 2.2.

En las figuras 3.32 y 3.33 se observa como el prefactor es muy estable
con la variacion de la dimension fractal cuando el nimero de particulas primarias
es superior a 20. Y también le sucede lo mismo con la variacion de la dimension
fractal, cuando esta variacién esta entre 1 y 2.6. En la figura 3.34 se ha

representado cuatro secciones de la figura 3.32.
1.8
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1.68
~ 1.65

1.62
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L L O L O

1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3
Df

Figura 3.34. Prefactor frente a la dimension fractal para aglomerados con
np0=10, npo=30, npo:GO (0] npo:].oo.



El prefactor de la ley de potencias 81

3.10. CONCLUSIONES

En el modelo propuesto en el epigrafe anterior, ecuacién (3.85), se
muestra como el prefactor depende de la dimension fractal y del nUmero de
particulas primarias que compone el aglomerado. Por tanto la ley de potencias,
ecuacion (3.1), queda de la siguiente forma:

D¢
n, =k (D;.n,) 3—9 (3.88)

po

Conocido el diametro de giro de un aglomerado real se puede saber la
relacion existente entre el nimero de particulas primarias que lo compone y la
dimension fractal de éste.

QLR
RO
RO

LRIRORRO ™

P

Figura 3.35. Diametro de giro adimensional frente al nUmero de particulas
primarias y a la dimension fractal.
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Figura 3.36. Diametro de giro adimensional frente al numero de particulas
primarias y a la dimension fractal representada como curvas de nivel.

De las figuras 3.35 y 3.36 se deduce que cuanto mayor es la dimension
fractal, manteniendo constante el nimero de particulas primarias, menor es
diametro de giro adimensionalizado con el didmetro de una particula primaria.
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4.1. INTRODUCCION

Algunos métodos para determinar la dimension fractal de una poblacion
de aglomerados de cualquier tipo de naturaleza son de caracter experimental
como por ejemplo, [1] y [2], basados en la obtencion de la pendiente de la recta
de regresion obtenida al aplicar a toda la poblacion de aglomerados la ley de
potencias en escala logaritmica.

Este tipo de método de tipo experimental tiene algunas limitaciones. Una
de la mas importante resulta que para aplicar la ley de potencias a la poblacion
de aglomerados es necesario conocer previamente el nimero de particulas
primarias, pero éste es imposible de conocer a partir de imagenes planas. Las
estimaciones de dicho nimero a partir del area proyectada [3] requieren a su vez
proponer un valor para el exponente z' denominado exponente de solape, cuya
estimacion es arbitraria o esta basada en modelos de calculo no necesariamente
desarrollados para el tipo de aerosol estudiado.

En este capitulo se determina y presenta el valor del exponente de solape
en funcién del numero de particulas primarias que lo compone para aglomerados
de morfologia conocida y dimension fractal entera. En base a estas ecuaciones
se puede obtener una funcion que relaciona el exponente de solape, la
dimensién fractal y el nUmero de particulas primarias. Esta funcion serd utilizada
en el modelo que se plantea en el capitulo siguiente para determinar el nUmero
de particulas primarias y la dimension fractal de aglomerados reales.

4.2. FACTOR DE SOLAPE LINEAL

4.2.1. CONSIDERACIONES GENERALES

A diferencia de la relacién existente entre la conservacién de masa y
volumen de las particulas primarias con respecto al aglomerado en el que la
suma del volumen de todas las particulas primarias es el volumen del
aglomerado, el area proyectada del aglomerado no es la misma que la suma de
las &reas de las particulas primarias, [4], es decir el area proyectada no es
conservativa. Para poder relacionar el area proyectada total del aglomerado con
el area proyectada de cada particula primaria es necesario introducir el factor de
solape, z. Se define el factor de solape lineal como la relacion entre el area
proyectada del aglomerado con respecto a la suma de las areas proyectadas de
las particulas primarias por independiente que componen ese aglomerado. La
ecuacion que lo describe es:
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z:np:A\p_, ,Ab:ZgApOi (4.2)

Si se asume que todas las particulas primarias tienen el mismo radio, la
ecuacion (4.1) se puede simplificar a:

,% = zn, A, 4.2)

Esta definicion de factor de solape lineal es diferente a otras definiciones
propuestas en la bibliografia como [5] y [6]. C. Oh et al [5] definen el factor de
solape como la relacion entre el diametro de la particula primaria respecto a la
distancia entre los centros de dos particulas primarias que se solapan, mientras
que A.M. Brasil et al [6] definen el factor de solape justamente al contrario. Para
estos autores, es la relacion entre la distancia que hay entre los centros de dos
particulas primarias que se solapan frente al diametro de ambas particulas
primarias, que es el mismo, ya que suponen que son iguales en tamafio.

Si se parte de la hipotesis de densidad uniforme en el aglomerado, se
puede obtener que existe conservacion en volumen a partir de la conservacion
masica, de manera que el niUmero de particulas primarias queda:

m=nm_ —-n =—F=£"_"h_-_"h (4.3)
m phvpo Vpo

Sustituyendo el numero de particulas primarias de la ecuacion (4.3) en la
ecuacion (4.2) se puede obtener una expresion del factor de solape lineal, que
queda:

Vo Ay (4.9)
Vh Apo

Al asumir la particula primaria como esférica, la ecuacion (4.4) queda:

_2d, A
3V,

Z=

Z (4.5)

El volumen no puede ser medido por ningn medio Gptico, pero si puede
ser estimado a partir del factor de solape. El factor de solape esta muy ligado a
la dimension fractal, de manera que conforme la dimensién fractal aumenta el
factor de solape tiene que disminuir. En linea con el capitulo anterior, a
continuacion se calcula analiticamente el factor de solape en los casos en los
que la dimension fractal es un numero entero 1, 2 y 3. Posteriormente se
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propone un modelo, que cumpliendo con estas condiciones de contorno, pueda
predecir el factor de solape para un aglomerado real.

4.2.2. DIMENSION FRACTAL IGUAL A 1.

4.2.2.1. Introduccién.

Si el aglomerado esta compuesto por dos particulas primarias con un
punto de contacto comun entre ambas, figura 4.1, entonces el factor de solape
depende del angulo que forma la linea que une los centros de las primarias y el
plano de proyeccion, sobre el que se toma la imagen.

Vista
alzado

Vista
planta h

2¢

Figura 4.1. Solape entre dos esferas que estan en contacto.

El area proyectada, Ap, es la suma de todas las areas de las particulas
primarias menos el area solapa o escondida, An.

A =2, A, (46)

Segun la ecuacion (4.2) el factor de solape es la relacién entre el area
proyectada y la suma de las areas de las esferas. Se puede obtener el factor de
solape en funcion del solape entre areas sustituyendo la ecuacion (4.4) en la
ecuacion (4.2).

2= e Th A 4.7)
2A,  2A, 2A,
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Mediante un sencillo analisis geométrico se puede obtener el area
escondida o tapada entre una esfera y la otra:

A, =152 -ser2g) (4.8)

En la ecuacion (4.7) se aprecia como el factor de solape depende del
tamafio del angulo ¢, asi que en adelante se tendra en cuenta esta dependencia.
Sustituyendo la ecuacién (4.8) en la (4.7) se obtiene el factor de solape entre las
dos esferas.

Tl @ -ser2gd) | 2p-sereg

2mrl, 2

Zg)=1 (4.9)

La figura 4.2 es la representacion de la ecuacion (4.9). Cuando el angulo
de proyeccion es nulo el solape entre las dos esferas es nulo, por lo que el factor
de solape es 1. En el otro extremo, cuando el angulo de proyeccion es 90° el
solape entre las esferas es maximo. En este caso, el area proyectada es la mitad
gue la suma de las areas de las esferas por separado, asi que el factor de
solape es 0.5, como puede comprobarse en la figura.

1
0.95
0.9
0.85
0.8
o5
0.7
0.65
0.6

0.55

Lo L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
¢ ()

Figura 4.2. Factor de solape para las dos esferas, en funcién del angulo ¢.

El caso en el que en el que la dimension fractal del aglomerado es 1, se
puede encontrar tres tipos de subestructuras:

» Aglomerado en forma de cadena lineal
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e Aglomerado en forma de cruz con dos ramas y numero impar de
particulas

* Aglomerado en forma de cruz con dos ramas y numero par de
particulas.

Se va a analizar estos tres casos con la misma forma de proceder que la
gque se ha aplicado en una pareja de particulas. Primero se hace un estudio de
las areas solapadas en funcidon de los distintos angulos de proyeccion, a
continuacion se calcula el rea proyectada y por ultimo se obtiene el factor lineal
de solape.

4.2.2.2. Aglomerado en forma de cadena lineal

En este aglomerado la compactacién es la minima posible. Se compone
de una cadena de particulas primarias alineadas, tal como se representa en la
figura 4.3. De hecho, solo en el caso en que esta cadena fuera suficientemente
larga se puede decir que la dimension fractal tiende a 1, no asi en el caso de dos
particulas primarias alineadas.

Vista
alzado

Vista
planta

2¢

Figura 4.3. Solape entre un alto nUmero de particulas primarias alineadas y su
proyeccion.

Igualmente al caso de dos particulas esféricas, se puede obtener el area
escondida o solapada total de la cadena de esferas de la figura anterior. Esta
area es la suma de todas las areas escondidas por cada dos particulas
primarias. Unicamente la primera particula no esta solapada por ninguna otra.
Por lo tanto, el &rea solapada total se obtiene generalizando la ecuacién (4.8):

Ah = (npo - )‘rpzo( % —sen2¢) (4.10)

Por otro lado la generalizacion de la ecuacion (4.7) al caso representado
en la figura 4.3 permite obtener el factor lineal de solape:



94 El factor y el exponente de solape

=B NP TA L A (4.11)

npo 0 n popbo npo 0

Sustituyendo la ecuacion (4.10) en la ecuacion (4.11) se puede obtener el
factor de solape total de la cadena de particulas primarias.

Z(¢):1— A, :1_(npo‘j(2ﬁ—sen2¢)

(4.12)
npo o npo T

La ecuacién (4.12) se ha representado en la figura 4.4. En esta figura se
muestra como aumenta el factor de solape conforme aumenta el nUmero de
particulas primarias para un mismo angulo de proyeccion.

1
0.9
0.8
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0.5
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0.4
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0.2

0.1

Q)

Figura 4.4. Factor de solape para una cadena lineal de particulas primarias en
funcion de ¢ vy npo.

Debido a que el angulo entre la cadena alineada y el plano de proyeccion
es arbitrario, el factor de solape puede ser calculado como la media de los
distintos factores de solapamiento individuales que pueden suceder para todas
las orientaciones posibles en las que puede encontrarse la cadena de particulas
primarias. Se obtiene esta media mediante integracion extendida a la semiesfera
visible utilizando coordenadas esféricas, figura 4.5. Dicha media es la relacién
entre la suma de todos los factores de solape en todas las orientaciones con
respecto a todas las orientaciones posibles.
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Plano vertical

@) Plano horizontal

&

Figura 4.5. Semiesfera visible que recoge todas las orientaciones posibles de la
cadena de particulas primarias alineadas.

Tnfz(qb )cospdpde

w2

j jcosyﬁd¢d9

(4.13)

N

Sustituyendo la ecuacién (4.12) en la (4.13) y teniendo en cuenta que
como el factor de solape no depende del angulo 6, la primera integral es
directamente 217, por tanto:

_jj #)cospdpdo
j j cogp dgdo

m{j cos¢d¢—)j ¢cos¢d¢+( j senzscos¢d¢
21T
Zﬂl:l— 2(npo _1)(”_1j + (npo _1)2:|
B mn,, 2 my, 3|
- - -

mn

(4.14)
po



96 El factor y el exponente de solape

Reordenando los factores de la ecuacion (4.14), se obtiene la expresion
gue modela el factor de solape para un aglomerado lineal con dimension fractal
unidad.

z=%+nim[1—%j = 08488+%5012 (4.15)
-
0.98 ;
0.96 ;
0.94 ;

0.92 —

0.9 —

z (npo)

0.88 —

0.86 —

0.84 —

0.82 —

R L B B B B B

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 4.6. Factor de solape de una cadena lineal en funcién de np.

La ecuacion (4.15) esta representada en la figura 4.6. Para nye igual a 1 el
factor de solape es la unidad, y cuando el nUmero de particulas primaria tiende a
infinito el factor de solape tiende a 0.8488.

lim z= 08488 (4.16)

npoﬂoo

Los dos epigrafes siguientes recogen el estudio de aquellos aglomerados
formados por cadenas lineales perpendiculares. En el caso anterior la cadena
formaba un angulo libre con el plano de proyeccién, dicho angulo es una variable
independiente. En el caso de aglomerado con dos ramas se va a suponer que
una cadena puede formar un angulo libre (como en el caso de una cadena
simple) y la otra cadena formara un angulo con el plano de proyeccion que sera
funcion de su propio angulo libre y del angulo libre de la otra cadena, asi se
consigue mantener la perpendicularidad entre cadenas para cualquier giro
posible.

Ademas se distinguen dos posibilidades en funcién del numero de
particulas primarias que componen el aglomerado. Si el nUmero de particulas es
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impar tendra una particula situada en el cruce de las dos cadenas, es decir,
habré una particula que pertenezca a ambas cadenas. Si el nimero es par, cada
cadena estara formado por un nimero de particulas y por tanto en el cruce de
las cadenas habrd un hueco. Esta singularidad en el origen de coordenadas
influye en el factor de solape lineal inicamente cuando el numero de particulas
primarias que componen el aglomerado es pequefio. Por tanto, aunque el factor
de solape tenga distintos términos en ambos casos, si el himero de particulas

que forman el aglomerado tiende a infinito, el factor de solape lineal debe ser el
mismo.

4.2.2.3. Aglomerado en forma de cruz con dos ramas con numero impar de
particulas

Partiendo de un aglomerado como el de la figura 4.7, la singularidad de la
particula situada en el origen de coordenadas hace que haya una particula
primaria que pertenezca a ambas cadenas.

Figura 4.7. Aglomerado en forma de cruz con dos ramas y numero impar de
particulas.

El aglomerado estd formado por ny particulas primarias con la
particularidad de que la particula central pertenece a ambas cadenas, como ya
se ha comentado, por lo que para mayor simplicidad se considera que ambas
cadenas se componen del mismo numero de particulas. Suponiendo que el
namero de particulas de una cadena en el aglomerado de la figura anterior es nj,
la relacion entre n1 y ny vendria dada por la ecuacion (4.17):

n_+1

= = 4.17
n > (4.17)
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Y debido a que la particula central pertenece a ambas cadenas se tiene
que cumplir la ecuacion:

Ne=n+n-1 (4.18)

Después de quedar definido el niumero de particulas primarias que forma
las cadenas, se procede a estudiar las areas proyectadas. Para ello se considera
gque la cadena A es la que esta alineada con el eje x, y la cadena B es la que
esta alineada con el eje y, cuando el aglomerado esta apoyado sobre el plano de
proyeccion, tal y como se muestra en la figura 4.8.

e S S o SR - G

v i [ cadena A

Figura 4.8. Nomenclatura de las cadenas que componen el aglomerado.

Las coordenadas iniciales de cada particula se definen como aquellas
gue tienen cuando el factor de solape lineal es igual a la unidad. Si esto ocurre,
el aglomerado se encuentra apoyado en el plano de proyeccion.

Opartl’cula = ()ﬁ ’yi !O) (419)

Se observa que las particulas primarias de la cadena A permanecen
siempre alineadas con el eje x, por tanto su coordenada y; siempre es nula.

En caso de que las particulas de la cadena A forman un angulo arbitrario
a con el plano horizontal, se puede obtener las coordenadas de las particulas en
funcién de las coordenadas iniciales. Se especifican en la ecuacién:
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X=X COSa
Opam’cuIaA =\Y= 0 (420)
z=x sery

Después del giro descrito, la cadena A se sitGa en la recta indicada en la
ecuacion (4.21)

z=xtara ; y=0 (4.21)

Al girar la cadena B forma un angulo S con la recta perpendicular a la
cadena A, la cual se sitta en el plano descrito en la ecuacion (4.21). Esto es asi
para mantener la perpendicularidad entre cadenas.

Segun la figura 4.9, la cadena A situada en el plano verde, forma un
angulo a con el plano de proyeccion (plano xy). La cadena B se sitla en el plano
azul formando un angulo £ con el plano verde.

Figura 4.9. Identificacion de los planos en los que se encuentran las cadenas de
aglomerado en forma de cruz para una pareja de angulos a'y £ cualesquiera.
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Para mantener la perpendicularidad, las coordenadas de las particulas
primarias de la cadena B estaran en funcidén de su posicion inicial, de su angulo

libre By del angulo libre, a, que forme la cadena A. Dichas coordenadas seran
las de la ecuacion (4.22):

X=X cosa -y, sewrsers
0

cadend® =Y = y| COSﬁ (422)
z= % sema +y, cosrserfp

Las areas proyectadas se obtienen conociendo previamente los angulos
que forman las cadenas del aglomerado con el plano de proyeccion. El angulo

de la cadena A es conocido e igual a a. Con el plano de proyeccion la cadena B
forma un angulo ¢ que es funcién de a y f. Este angulo se determina usando
como referencia las particulas sombreadas de la cadena B de la figura 4.10

\ ., |". -- )
Osz 7 | .45
o AT
N ol )
¢>) (N~
Os1

Figura 4.10. Angulos de proyeccion de la pareja de cadenas que forman el
aglomerado.

Las coordenadas iniciales de las particulas sombreadas vienen dadas por
las ecuaciones siguientes:

O, = (0,0,0) (4.23)

O., = (0,8r,,,0) (4.24)

po’

Al girar las cadenas unos angulos a y f, las coordenadas se pueden
calcular mediante la ecuacion (4.22) y queda segun las ecuaciones siguientes:

O, = (0,0,0) (4.25)

Ogy= - (8 g&nsen 1§ cof .8, sepfcosa) (4.26)
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La distancia entre centros no varia debido a que las particulas de una
misma cadena deben permanecer tangentes en todo momento, por lo que se
puede obtener el modulo de la distancia entre los centros con las ecuaciones
(4.25) y (4.26); o con las ecuaciones (4.23) y (4.24). La distancia es:

QL QZ - \/( 25'31 - 6BZ)Z +( %Bl a y)Bz )2 +(4)31 B 2032)2 (427)

0O, =81 (4.28)

Ahora se puede decir que ya son conocidos los parametros necesarios
para el célculo del angulo que forma la cadena B con el plano de proyeccion, .
Dicho angulo se obtiene mediante las relaciones trigpnométricas de la ecuaciéon
(4.29) y su valor se refleja en la ecuacion (4.30):

%, ~ 2o, _ E;m se cosa
OBl - OBZ 8rp0

semnp = = seffcosa (4.29)

¢ a(B, 9 arcsdrseycosa) (4.30)

Llegado a este punto, son conocidos los angulos que forman las dos
cadenas que forman el aglomerado con el plano de proyeccion, la cadena A

forma un angulo ay la cadena B forma un angulo ¢(a.f).

Para obtener las areas solapadas y posteriormente el area proyectada se
sigue el mismo procedimiento que el que se ha utilizado para una cadena simple.
Sin embargo, aqui se encuentra la singularidad de que la particula central
pertenece a ambas cadenas. Para solventar esta particularidad, se tratan por
separado ambas cadenas como si no tuviesen particula central, y posteriormente
se estudia ésta por separado.

Tal y como indica la ecuacion (4.17) cada aglomerado en forma de cruz
estd formado por n; particulas primarias, pero como se explica al inicio del
apartado, n; incluye la particula central. Si para el calculo de los solapes no se
tiene en cuenta la particula central, las cadenas estaran formadas por n’y
particulas, como se observa en la ecuacion (4.31):

n,=n-1 (4.31)

En la ecuacion (4.8) se obtiene el area solapada entre dos particulas en
funcion del &ngulo que formen con el plano de proyeccion. El area solapada
entre dos particulas de la cadena A que forma un angulo a se observa en la
ecuacion (4.32). Y el area solapada por dos particulas de la cadena B, que forma
un angulo ¢, se expone en la ecuacion (4.33).
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A, =r2( 2r-ser2a) (4.32)

Ag =12[28(a.8)- sed2¢(a . B)) (4.33)

Como ya se tiene el numero de particulas primarias que componen cada
cadena y las areas solapadas que se producen en una pareja de particulas, se
puede obtener el area proyectada. Las &reas proyectadas que se localizan son
tres, Aa correspondiente al area proyectada por la cadena A; Ag correspondiente
a la cadena B; y Ac de la particula central. Estas areas se pueden definir con
ayuda de la figura 4.3 y la ecuacion (4.10) segun las ecuaciones siguientes:

A= A= (N -1)A, (4.34)
A= A= (M-1)A, (4.35)
A=A-A -A, (4.36)

Una vez obtenidas las areas proyectadas de las cadenas y de la particula
central, se obtiene el area proyectada total como el sumatorio de las areas
anteriores, y con ella, se puede determinar el factor de solape:

1= D ATATA (4.37)

npo 0 npo 0

Para expresar el factor de solape en funcién de las areas solapadas se
sustituyen las ecuaciones (4.34), (4.35) y (4.36) en la ecuacion (4.37) y se
obtiene:

(2n+1)A, -, (A, +A,)

Moo

zZ= (4.38)

[o]

Para expresar el factor de solape en funcion sélo de las areas solapadas
y el nimero de particulas primarias del aglomerado se deben sustituir en la
ecuacion (4.38) las ecuaciones (4.17) y (4.31), obteniendo:

A" e a)

Z=

(4.39)
npo 0

Para obtener el factor de solape en funcién de los angulos que forman las
cadenas con el plano de proyeccién y el nimero de particulas primarias del
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aglomerado, se sustituye en la ecuacién (4.39), las ecuaciones (4.32) y (4.33),
obteniendo:

n, -1
2:1—@[ Z - serga +2¢(a, 8) - sei2¢(a, B))] (4.40)

Noo’T

Para este aglomerado, la variacion del factor de solape lineal en funcion
de los &ngulos a y 3 para un nimero determinado de particulas se representa en
las figuras 4.11 y 4.12. Los angulos ay [3 son arbitrarios como ocurria en el
apartado anterior.
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0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Figura 4.11. Variacién del factor de solape lineal en funcion del ay S para
Npo=13.
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Figura 4.12. Variacion del factor de solape lineal en funcion del ay S para
Npo=101.

Para obtener una relacion directa entre factor de solape lineal y el numero
de particulas primarias que componen el aglomerado, se realiza la media
hemisférica entre todos los factores de solape que se pueden obtener para cada
pareja de ay p Dicha media hemisférica se obtiene mediante integracion
extendida en la semiesfera visible utilizando coordenadas esféricas como se
muestra en la figura 4.13:

Plano de proveccion

Figura 4.13. Semiesfera visible que abarca las posibles orientaciones del
aglomerado en forma de cruz con dos ramas y nimero impar de particulas
primarias.
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Cuando se analiza una Unica cadena, se obtiene la media con una
integral doble en toda la semiesfera. En este caso, debido a que hay dos
cadenas, es posible separar la ecuacion (4.40) en las dos partes relativas a cada
cadena y hallar la media del factor de solape de cada cadena por separado.
Observando la figura 4.13, se aprecia que la cadena A esta influenciada por el
angulo de proyeccion a, por tanto para calcular la media, la integral sera funcién
de ay Jd La cadena B sin embargo, es funcién de ay £, por lo que la integral
correspondiente serd funcién de a, 8y o.

Agrupando términos de la ecuacion (4.40) se obtiene:

")
Z=1‘n—n[f(0)+g(¢(a'ﬂ))] (4.41)

po

Por lo que integrando las funciones f(a@) y g(¢(a,5)) entre los limites
correspondientes, se determina la media del factor de solape lineal, en la
ecuacion (4.42):

")
z =1—L[| +1,] (4.42)
N7 172

Donde las variables I: e |2 son las integrales de las funciones fy g de la
ecuacion (4.41). Resolviendo la primera integral, se obtiene:

jozn L;T f(a)cosrdadd

l,

joz” IOZ cosr dadd

(4.43)
r” F( @- serity)cozrda dd
=t 1% (4.44)
r” Fcosndadé'
0 0
2]>( @~ serr)coxrda
|, =—0 (4.45)

271

3
l,=|m——=
3 (4.46)



106 El factor y el exponente de solape

La segunda integral esta relacionada con la cadena que forma un &ngulo
@ con el plano de proyeccion. Si se observa la ecuacion (4.30), para un angulo
a fijo y S variable, el angulo de proyeccion ¢ solo puede variar entre 0y @max, pOr
lo que la integral I, queda:

jz” [2 j%* #(a.B))codp(a.B)) da dp do
[ j" cod¢(a,3)) da dg do

(4.47)

La ecuacion (4.47) debe estar en funcién de parametros conocidos a, Sy
o, en lugar de @max, que es desconocido. El rango de ¢ se toma para un valor de
a fijo, es decir, para hallar la relacién entre d¢ y df se debe derivar la ecuacion
(4.30) respecto al &ngulo variable .

serp(a,B) = sefcosa (4.48)
99 -
Y, ~ cas ¢ = cof 3coy (4.49)

Si se sustituye la ecuacidén (4.49) en la ecuacién (4.47) se obtiene la
integral en funcién de ay B, como sigue:

I jj (2¢(a,8) - ser{2¢(a, B))) cos cog da ddd
jjj cos co da dBdd

(4.50)

Una vez sustituido la ecuacion (4.30), se resuelve esta integral de manera
numérica. El resultado es:

|, = 02558 (4.51)

Tras resolver esas dos integrales se obtiene la relaciéon entre el factor de
solape lineal medio y el nimero de particulas primarias que componen el
aglomerado. Se sustituyen las ecuaciones (4.46) y (4.51) en la ecuacion (4.42),
obteniendo:

-1

- 2 8

z=1-——=%| m——+ 02558 (4.52)
Npo /T 3

Esta ecuacion se puede simplificar para obtener una relacion hiperbdlica
en la ecuacion (4.55):
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z=1-| -1 (07307 (4.53)
2 2m,,
z= 1—(01163[ 01163} (4.54)
po
z= 08837+[ 01163] (4.55)
npo

Al representar la ecuaciéon (4.55), se obtiene la evolucion del factor del
solape lineal medio en funcién del nimero de particulas primarias. Se muestra
en lafigura 4.14.

Figura 4.14. Evolucion del factor de solape lineal en funcién del nimero de
particulas primarias para un aglomerado en forma de cruz con dos ramas y
namero impar de particulas primarias.

Si el numero de particulas tiende a infinito, el factor de solape lineal
tiende a un valor determinado, el cual se obtiene mediante el limite de la
ecuacion (4.55).

limz = 08837 (4.56)

npoﬂoo
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4.2.2.4. Aglomerado en forma de cruz con dos ramas con numero par de
particulas

En este caso, las particulas s6lo pueden pertenecer a una cadena, es
decir, no existe particula central. Las cuatro particulas primarias mas cercanas al
origen, dos de cada cadena, tienen compactacion cubica, por ello es por lo que
se forma un hueco en el origen de coordenadas que influye en el célculo de las
areas solapadas.

Figura 4.15. Aglomerado en forma de cruz con dos ramas y numero par de
particulas.

Suponiendo las mismas hipétesis que en el caso anterior, el nUmero de
particulas primarias que componen el aglomerado son ny, y ambas cadenas
tienen el mismo ndmero de particulas. Puesto que en este caso las cadenas no
comparten ninguna particula, es mas sencillo calcular el nimero de particulas
gue tiene cada cadena una vez conocida Npo.

n, =& (4.57)

Tras conocer el nimero de particulas de cada cadena, se calcula las
areas solapadas como se ha hecho en el apartado anterior, nombrando las
cadenas como se indica la figura 4.16.
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\x

- v
N AA e o

cadena A

Figura 4.16. Nomenclatura de las cadenas que forman el aglomerado en forma
de cruz con namero par de particulas.

La cadena A, como en el caso anterior, forma un angulo a con el plano
horizontal y la cadena B forma un &ngulo £ con el plano en el que se encuentra
la cadena A con el fin de mantener la perpendicularidad. Al girar el aglomerado
unos angulos ally B icualesquiera, la cadena A se encuentra en el plano verde,
el cual formara un angulo a con el plano con el plano de proyeccion XY, y la
cadena B se encuentra en el plano azul, que forma un angulo S con el plano
verde, como se muestra en la figura 4.17.

\\
\\

N

N

o

/
L

Figura 4.17. Planos sobre los que se encuentran las cadenas del aglomerado en
forma de cruz para una pareja de angulos a'y S cualesquiera.
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Se entiende por coordenadas iniciales aquellas que tiene la particula
cuando el factor de solape lineal es igual a la unidad, por tanto, el aglomerado se
encuentra apoyado sobre el plano de proyeccion. Las coordenadas iniciales de
cada particula vendran definidas por:

0=(x.y 2) (4.58)

En el caso en que el aglomerado forme &ngulos de giro arbitrarios ay
[, las coordenadas de las particulas primarias de la cadena A son:

X=X cosy
O =:y=0
particulaA y (459)
Z= X sery

Las coordenadas de la particula primaria de la cadena B son:

X=X coxr -y, semsers

OparticuIaB = y = y| 0058

(4.60)
z= % semy +y, cosserns

Lo cual indica que la cadena B forma un angulo ¢ en funciéon de ay
LBcalculado en el apartado anterior. La relacion entre los tres &ngulos es:

#(a.B)= arcsésepcosr) (4.61)

Una vez conocidos los dngulos de las dos cadenas del aglomerado con el
plano de proyeccién, es posible calcular el area solapada entre dos particulas
tangentes pertenecientes a una misma cadena. Las expresiones del area
solapada entre dos particulas de la cadena A (ecuacion (4.62)) y de la cadena B
(ecuacion (4.63)), son:

A, =r2( 2 -serf2a)) (4.62)

A, =T1(2¢(a.B)-set2¢(a.B)) (4.63)

Las areas solapadas en una cadena de particulas primarias han sido
calculadas suponiendo que dichas particulas permanecen tangentes en todo
momento, pero debido a la configuracion de las cadenas que se describen en la
figura 4.15, las particulas mas proximas al centro de cada cadena no son
tangentes. Por ello es necesario hacer un estudio para calcular las éareas



El factor y el exponente de solape 111

solapadas entre estas dos parejas de particulas no tangentes en funcion de los
angulos de proyeccion ay ¢ (a,p).

Primero se calcula la distancia de las particulas centrales al origen de
coordenadas con un andlisis geométrico, como el que se muestra en la figura
4.18:

d"'f_pc
EY

d+¥po

Figura 4.18. Geometria de las particulas centrales respecto al origen de
ordenadas.

A partir de la ecuacion (4.64) y la figura 4.18 se puede determinar la
distancia del centro de las particulas centrales al origen de coordenadas. El
solape entre dos particulas tangentes de una misma cadena se calcula una vez
obtenida dicha distancia.

d+r
CO{Z—Q: 5 e (4.64)
r

po

(4.65)

La cadena A forma un &ngulo a con el plano de proyeccién. Existe un
valor limite de a, a partir del cual comienza el solape entre las particulas no
tangentes. El célculo de dicho valor limite se muestra en la ecuacion (4.66)
utilizando como referencia la figura 4.19:
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z
// [ "I
2}m+2d/ - I'.._ ; J|
‘/ . Il'l. \ \ lim
' e | / 'Il
— —— , 1 "
e %\ g | /
) ——i
\ / 2 Iro

Figura 4.19. Angulo limite para que no exista solape entre dos particulas no

tangentes.

2r,,
cosq,, =—~— (4.66)
2r,,+2d

Se obtiene el valor de aiim sustituyendo la ecuacion (4.65) en la (4.66):

V2

CO;, :7 2> 4, (4.67)

I

Por tanto, para que se produzca solape entre particulas no tangentes de

una misma cadena, el valor de a debe superar el valor limite de 1W4. Si a se
encuentra entre [0, /4] no habra solape. En la figura 4.20 se observa el area
solapada y el valor de dicha area se obtiene en la ecuacion (4.72).
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2rpet2d g I N w

Figura 4.20. Solape entre dos particulas no tangentes de una misma cadena.

A partir de la figura anterior, se puede obtener la distancia entre centros,

h:
h h
cosa = = 4.68
2, +2d 2\/2r 00 (4.68)
h=2/2,,cosa (4.69)

Conocida la distancia entre centros, se puede obtener el area solapada
entre dos particulas no tangentes. Por lo que a partir de la figura 4.21 se
deducen las ecuaciones (4.70) y (4.71):
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N

h

h

cosé?lzlzx/_Zcosa Oa O 5,7—7 (4.70)
Moo 14 2]

6, = arccos( 2cosa) Da 0 IZT%T (4.71)

Por tanto, para el caso de dos particulas no tangentes de una misma
cadena, el area solapada en funcién del angulo & se obtiene a partir de la
ecuacion (4.8):

A, =1 Ba)-ser26/(a)) (4.72)

Extrapolando los resultados a la cadena B, la cual forma un angulo de
proyeccion ¢(a,B), el area solapada entre la pareja de particulas primarias no
tangentes de dicha cadena es:

A,, =12 B,(¢)-ser26,(9))] (4.73)

Donde, del mismo modo que el caso anterior, el angulo 62 es funcion del
angulo de proyeccion de la cadena B, es decir, es funcion del angulo ¢ tal y
como se muestra en la ecuacion:

6,= arccdy zcodp(a ) 0la )0 5 (@.74)



El factor y el exponente de solape 115

Se ha utilizado ¢m. debido a que este angulo es funcion de los dngulos
de giro a y B, por tanto el limite superior de su intervalo estara definido por el
valor que tomen los angulos de giro.

Ademaés en el aglomerado en forma de cruz con dos ramas con numero
par de particulas primarias presenta otro tipo de areas solapadas. La principal
singularidad de este tipo de aglomerado es el hueco que se forma en el origen
de ordenadas. Las cuatro particulas centrales (dos de cada cadena) tienen una
estructura con compactacion cubica, esto hace que se produzcan solapes entre
las particulas tangentes de cadenas diferentes como se muestra en la siguiente
figura:

Figura 4.22. Solape entre particulas tangentes de distintas cadenas.

Para calcular los solapes producidos en la imagen anterior se trabaja con
las coordenadas de los centros cuando el aglomerado forma una pareja de
angulo a y g arbitrarios. Se utilizara como referencia la figura siguiente:
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Figura 4.23. Coordenadas de las particulas centrales para unos angulos a 'y 8
arbitrarios.

De la figura 4.23 y utilizando las ecuaciones (4.59) y (4.60) se obtiene las
coordenadas de las particulas centrales. Resultan las ecuaciones siguientes:

= {x = \/El’po cosa 4.75)
1 y - O
{x = —x/_r cosa 4.76)
0, = X= —\/_?p senr serf @77
Y ly=v 20088
(4.78)

_|x= \/_%0 semrserf
) y= —\/_Zpocosé’
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Para calcular el &rea solapada entre una pareja de particulas es
necesario calcular la distancia entre centros con ayuda de la figura 4.24 y las
ecuaciones anteriores. La distancia entre centros es la distancia en el plano de
proyeccion, ya que las particulas permanecen siempre tangentes, asi que la
distancia entre centros real es siempre dos veces el radio. El area solapada se
muestra en las ecuaciones (4.84) y (4.90):

Figura 4.24. Solape entre dos particulas primarias de distintas cadenas.

1Q,Q,|=06, =%, (%, ~¥a,)? (4.79)

Sustituyendo la ecuacion (4.75) y (4.77) en la ecuacion (4.79) se obtiene:

05

:((\/_ 2, cog++/ | Eposemserﬁ)z+(x/_2pocos,[>’)z) (4.80)

04,0,

(4.81)

5o = X5+ dcog semsenf+)
MTERL L xdr seRB+ Xod B

El célculo del area de proyeccion de esta pareja de particulas en funcion
de los angulos libres a y 8 se realizado a partir de la figura 4.24.

G405,

cos(HAlBl) = (4.82)

po
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05
cébg + cas semsens+
6, g, =arcco 1 1 (4.83)
+§ seﬁnser?ﬂ+§cosz,[>’

N

Una vez obtenido el valor del angulo de proyeccion ya es posible calcular
el area solapada tal y como se ha hecho en los casos anteriores:

A, = rpzo( Dp, ~ S'er(ZHAls1 )) (4.84)

La siguiente area solapada se calcula de la misma manera.

Figura 4.25. Solape entre dos particulas primarias de distintas cadenas.

Q.q,

=06, =%, )2+ (Yo,, ~ Yo, )’ (4.85)

Sustituyendo la ecuacion (4.76) y (4.77) en la ecuacion (4.85) se obtiene:

0.5

O,,0%, :((«/_ 2, cog—+ i Eposerzn'serﬂ)2+(«/_2pocos,8)2) (4.86)

(4.87)

o o= Xé%r - dcog semsenf+)
ReTELTP L xdw seRB+ Xod

El célculo del area de proyeccion de esta pareja de particulas en funcion
de los angulos libres a y § se hace a partir de la figura 4.25.
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04,05,

cos(HAzB1 ) = (4.88)

po

05
cés - cos semserB+
6, 5, =arcco 1 1 (4.89)
+§ seﬁasenzﬁ+§cosz,8

N

Una vez obtenido el valor del &ngulo de proyeccion ya es posible calcular
el &rea solapada.

At = rpzo( D, 5~ Ser(ZGAzsl )) (4.90)

En la figura 4.23 aparecen cuatro areas solapadas de las que se han
determinado dos, sin embargo debido a las coordenadas de las particulas
aparece cierta simetria:

0,0, =[0,,0%,

. (4.91)
G,G,

=|0,,0%,

Por lo tanto se cumplen las siguientes igualdades de areas solapadas:

A1By A2B2

(4.92)
A‘Azsl = A]Ale

Una vez conocido el numero de particulas primarias de cada cadena,
segun la ecuacion (4.57) y calculadas todas las &reas solapadas, es posible

calcular el area proyectada por este tipo de aglomerado. Se establecen cinco
areas solapadas:

« Area solapada 1 entre particulas tangentes de la cadena A: ecuacion (4.62)

+ Area solapada 2 entre particulas tangentes de la cadena B: ecuacion (4.63)

« Area solapada 3 entre particulas no tangentes de la cadena A: ecuacion
(4.72)

« Area solapada 4 entre particulas no tangentes de la cadena B: ecuacion
(4.73)

+ Areas solapadas 5 entre particulas tangentes de cadenas diferentes:
ecuaciones (4.84) y (4.90)

Teniendo en cuenta que cada cadena, de acuerdo a la ecuacion (4.57), tiene
n, particulas primarias, el area solapada 1 le afectara a las siguientes particulas:
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A=(n-2)A, (4.93)

En el caso de un aglomerado completamente lineal formado por una sola
cadena el area solapada afectaba al numero de particulas que componen la
cadena menos uno, sin embargo en este caso hay que tener en cuenta que la
particula central inferior de la cadena A no tiene una particula de la misma
cadena tangente por ambos lados, por lo que el area solapada An le afecta a
toda la cadena menos a dos de sus particulas.

Del mismo modo el area solapada 2 le afecta a las siguientes particulas:
A=(n-2)A, (4.94)

Las &reas solapadas debido a dos particulas primarias no tangentes de
una misma cadena solo se producen en la cadena central inferior y solo para
determinados angulos, de modo que dicha area aparece Unicamente una vez por
cadena, es decir:

_ o
A=A, DUDL,Z} (4.95)
A=A, 160 £)0] | (4.96)

Las areas solapadas entre particulas tangentes de cadenas diferentes,
de acuerdo a la figura 4.23, se producen dos tipos de &reas calculadas en las
ecuaciones (4.84) y (4.90) dos veces cada una. De modo que el &rea total
solapada 5 es:

A=2A +2A, (4.97)

Las areas solapadas al haber sido calculadas por separado, existe el
caso de que una porcion de la proyeccion de una particula sea solapada dos
veces. Dicha &rea doblemente solapada no puede aparecer dos veces pues
independiente de las veces que se solape. La proyeccion solo debe contener
una sola vez las areas solapadas.

Por tanto a las areas ocultas o solapadas hay que restarles las areas que
se solapan dos veces de modo que la diferencia entre las areas de solape
calculadas anteriormente y las areas de solape redundantes da como resultado
el &rea solapada real del aglomerado.

Estas areas doblemente solapadas solo afectan a las particulas
centrales. El area solapa dos veces aparece sombreada en la figura 4.26:
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Figura 4.26. Area solapada por duplicado en las particulas centrales.

En la imagen anterior se observan las particulas centrales cuando el
aglomerado se encuentra apoyado en el plano de proyeccion (figura 4.26
izquierda) y cuando el aglomerado ésta girado unos determinados angulos a y
de manera que se produzca un area la cual es solapada dos veces (figura 4.26
derecha).

El procedimiento para hallar el area sombreada de la figura 4.26 derecha,
area solapada duplicada, teniendo en cuenta la forma triangular que tiene, es el
siguiente:

e Se calculan las coordenadas de los vértices que definen el area sombreada
en funcién de las coordenadas de los centros de las particulas.

« Definidos los vértices, se calcula el area del triangulo definido por estos, Ax.

e Se calcula el area de los arcos de circunferencia definidos por una pareja de
vértices y el centro de la particula correspondiente, Aps:.

En primer lugar es necesario definir los centros de las particulas de la
figura 4.26 cuando el factor de solape es igual a la unidad, es decir, cuando el
aglomerado se encuentra apoyado sobre el plano de proyeccion:

O = (\/Erpo ,O)
O, = (— \/Erpo ,O) (4.98)
O, = (O,ﬁrpo)

Las coordenadas de los centros cuando el aglomerado forma una pareja

de angulos de giro a y B cualesquiera, teniendo en cuenta la ecuacioén (4.22), se
transforman en:
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O = (\/_ Zpocom,o)
O, (— N Zpocosaf,o) (4.99)
O, (\/_ rg, sem seﬁ,x/_zpocosé’)

La posicidbn de los centros tras el giro junto con el area de solape
duplicada aparece reflejados en la figura 4.27. La nomenclatura de los vértices
del tridngulo viene determinada por los subindices de las particulas cuya
interseccién forma dicho vértice. Para el caso del punto de interseccion

perteneciente al triangulo que forman las particulas de centros 01 y 0: es el
vértice V1.

Oz e e O

Figura 4.27. Vértices del area de solape duplicada.

Para el célculo de la posicién de dichos vértices, es necesario definir los
siguientes parametros:

* y;: angulo que forma la recta que une los centros de las particulas i y j con el
eje x

* Pn;: punto medio de la recta que une los centros de las particulas i y j

* hy : distancia entre el punto medio Pn; y el vertice ij

El primer paso es definir los angulos y; y para ello es necesario conocer
las coordenadas de las particulas en funcién de los angulos de giro a y B8,y la
posicion de dichos angulos. Para definir el sentido de dichos &ngulos se utiliza
como referencia la figura 4.28:
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Figura 4.28. Angulos para el calculo del area de solape duplicada.

El angulo que forma cada recta que une los centros de las particulas se
determina de la siguiente forma:

y,, =arcta Yo Yo | _arctan —— 90— (4.100)
Xo, ™ Xo, Z/_Zpocosa
Voz = arctarE cos ] (4.101)
caz+ semrserf

coss j (4.102)

Va1 arCta’E sem sef — cosy

Una vez definidos estos angulos, el siguiente paso es definir los puntos
medios de la recta que une una pareja de centros, asi como las distancias de un
punto medio a su vértice del triangulo correspondiente. Para ello ser4 necesario
hacer uso de las coordenadas de los centros y de los angulos calculados
anteriormente. Siguiendo como referencia la figura 4.29:
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Figura 4.29. Punto medio y distancia al vértice.

Las coordenadas de los puntos medios son los siguientes:

00,
Xpmlz = )<Ol + 2 C091,
(4.103)
00,
ypmlz = y01 + 2 Sey,
0203
Xpmza - on + 2 COY2s
(4.104)
0203
ypm23 = yO2 + 2 SeWZS
0301
Xpm31 = Xos + 2 CoYs5
(4.105)
0301
ypm31 = yO3 + 2 Se%l

Es necesario calcular el médulo de la distancia que separa cada pareja
de centros de patrticula.
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00,|= 2/ 2, cosm (4.106)
0203‘ = t’gn(( sem seyB + cosy )’ +(cosB )2)0'5 (4.107)
0301‘ =V 1, (( ser sef — cosa ) +(cos8 )2)0'5 (4.108)

Las distancias de los puntos medios de los vértices se determinan
aplicando el teorema de Pitagoras.

2 05
O
| =| e = 20 (4.109)
2
2 05
0,0,
o =| T = 5 (4.110)
2 05
O3Ol
Iy =[5 - 5 (4.111)

Una vez conocidos los angulos, las coordenadas de los puntos medios
entre cada pareja de particulas y la distancia de dichos puntos medios al vértice
correspondiente, se pueden calcular las coordenadas de los vértices.

00,
X2 = Xo, + 2 cosy12—|hlz|sery12
(4.112)
00,
Yio=Yo, * > sery, + |hlz|COSV12
0,0,
X3 = on + 2 COSV23_|h23|S€rV23
(4.113)
0,0,
Y3= Yo, t 5 SerV23+|hzs|COSy23
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00
X5 = Xo3 + 2 COSV31_|h31|S€rV31
(4.114)
00
Ya1= Yo, T 5 Sery31+|hsl|COSV31

Definidos los vértices del triAngulo se procede al calculo del area
sombreada de la figura 4.26 derecha. Como se comentd anteriormente, dicha
area serd calculada mediante el sumatorio del &rea del triangulo formado por los
vértices calculados; y los arcos de circunferencia definidos por dos vértices y la
particula correspondiente. Aunque en la figura 4.26 aparezcan dos areas
sombreadas, el calculo solo corresponde a una de dichas areas, ya que por
simetria ambas areas son iguales.

Se empieza calculando el area definida por los tres arcos de
circunferencia, en la figura 4.30 se muestra el arco de circunferencia definido por
la particula de centro 0.. Se calcula el drea sombreada y se procede de igual
modo para hallar el area de los dos arcos de circunferencia restantes.

/ﬁ \\R

s

Figura 4.30. Arco de circunferencia definido por dos vértices.
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Se calcula el area solapada como el &rea de un arco de circunferencia.
Dicha area queda representada en la ecuacion (4.116).

- 0.5
ser[ﬁj = % - 0,= arcse ((x’“ _ x’“)z ;(YVH ey )2) (4.115)

2 po po

A, =—2(3 -ser) (4.116)

Procediendo del mismo modo, los dos arcos de circunferencia restantes,
se obtienen el area de dichos arcos en las ecuaciones (4.118) y (4.120).

ser[dzj =E —~ J,= arcse ((x’“ "X ) T (yV“ _ yVB)Z)O.S (4.117)

2 2r,, 2r

po

A,, =-2(9, -serv,) (4.118)

2r 2r

po po

0.5
ser[%j = Valas J,= arcse (( X = X )2 * (yV“ - yVZS)Z) (4.119)

A, =-2(a,-sem,) (4.120)

Calculadas las areas de los arcos de circunferencias, se procede al
célculo del triangulo, pues se conocen los vértices de éste. Puesto que no se
conocen ni la base ni la altura del triangulo, el area se calcula mediante el
producto vectorial, dicha area queda reflejada en la ecuacion (4.121).

_1

Ah( = %‘?1/12\/23 w12v31‘ - E

x/12 B x/23 B x/12 + )«/23

(4.121)
XIIZ - X/13 yv12 - yVl3

De modo que una vez determinadas el area del triangulo y las areas de
los arcos de circunferencia, se conoce la totalidad del area sombreada de la
figura 4.26. Por tanto el area doblemente solapada, cuando el aglomerado en
forma de cruz con dos ramas y numero par de particulas primarias tiene unos
angulos de giro ay B, es Au.

Ala B)=A+A +A +A, (4.122)
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Calculadas todas las areas ya es posible calcular el &rea proyectada por
el aglomerado siendo ésta la diferencia entre la suma de &rea de cada particula
que compone el aglomerado medida individualmente y la suma de todas las
areas solapadas. Teniendo en cuenta aquellas areas que han sido solapadas
dos veces las cuales aparecen en la diferencia con signo positivo para equilibrar
la ecuacion. El area proyectada es la que se muestra en la ecuacion (4.123):

A= 0, A -( A+ A+ A+ A+A)+2A, (4.123)

Conocida el area proyectada y haciendo uso de la ecuaciéon (4.11) el
factor de solape lineal, para el caso de un aglomerado con dos ramas y nimero
par de particulas primarias es:

N T o Ao (A+ A+ A+A+A)+2A, (4.124)

npo 0 npo 0

Sustituyendo las ecuaciones anteriores en la ecuacion (4.124) se obtiene
el factor de solape lineal en funcién de los angulos de proyeccion:

(n-2(A, +A)+A, +A,+
+2A,  F2A, T2A

z=1- - (4.125)
1(5%} - sdhar)+ pla p)-sei2ola.B))-
—ﬂ%o( ala)- sehB(a)+ 2,(¢)-sef26,(9))-
_L[ gAlBl(a ﬁ)_ 56'625A151(a1ﬂ))+ZHAzsl(a'ﬂ)_j_'_ (4120
mn,, —sel{ZHAzBl(a, 5))
+ 2 Aa.p)

Las relaciones entre los angulos de la ecuacién (4.126) y los angulos
libres del aglomerado ay f se muestran en las ecuaciones (4.61), (4.71), (4.74),
(4.83) y (4.89).

Para este aglomerado, la variacion del factor de solape lineal en funcién
de los &ngulos a y 3 para un nimero determinado de particulas se representa en
las figuras 4.31y 4.32.
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Figura 4.31. Variacion del factor de solape lineal en funcion del ay S para
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Para tener un modelo més practico, el factor de solape no debe depender
de los angulos de proyeccion por lo que es necesario obtener una relacion
directa entre el factor de solape lineal y el nimero de patrticulas primarias que
componen el aglomerado. Para hallar esta relacién se va a obtener la media
hemisférica entre todos los factores de solape lineal posibles para cada pareja
de a y B. El método consiste en obtener la media hemisférica, mediante la
integracién extendida en la semiesfera visible utilizando coordenadas esféricas
como se muestra en la figura siguiente:

g Ny Plano de proyeccion

Figura 4.33. Semiesfera visible que abarca las posibles orientaciones del
aglomerado en forma de cruz con dos ramas y numero par de particulas
primarias.

Para hacer la media hemisférica se toma a como angulo de referencia y
para cada valor de a se estudian todos los valores que puede tomar el angulo ¢.
La media del factor de solape lineal es:

m

.[oz .[oz .[:méxz(a P90 Oip, Onp, Ajs) codg)dgdadd
22 [/ codp) o dar s

zZ=

(4.127)

Sin embargo los limites del angulo de proyeccion ¢ son desconocidos, es
necesario poner la integral de la ecuacion (4.127) como funcion solo de «a, Sy 6.
Para ello se sustituye la ecuacion (4.49) en la (4.127).

7

FI[da £ 66 6 6 A cobs)coda)dpdads
[2[2[7 cobB)coda)dBdads

La ecuacién (4.128) se resuelve sustituyendo en ella la ecuacion (4.126)
y ordenando los distintos términos.

Z=

(4.128)
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N 77T N 7T N 7T

_ 1 2 1 2 2
zzl—(———](l1+I2)——(l3+I4)——(I5+I6)+—I7 (4.129)

Estas siete integrales se pueden resolver de manera numeérica, siendo los
valores los siguientes: 1,=0.4747, 1,=0.2556, 15=0.2110, 1,=0.0719, 1s=0.0766,
16=0.6004 y 17,=0.2366. La ecuacion (4.129), una vez sustituidos los valores
obtenidos, queda:

z= 1 0730 1 2 02829i— 0.4404i (4.130)
21 N, 7T Ny 7T Ny 7T

Al reordenar la ecuacion (4.130) resulta la ecuacién del solape lineal en
funcién del numero de particulas primarias que compone el aglomerado.

0.0945

Noo

z= 08837+

(4.131)

La evolucion del factor lineal de solape medio para un aglomerado en
forma de cruz con dos ramas y nimero par de particulas primarias se muestra
en la figura 4.34:

0.98 —
0.96 —
0.94 —
0.92 —

0.9 —

z (n po)
|

0.88 —]

0.86 —

0.84 —

0.82 —

S L L L L L L L B B B

Figura 4.34. Evolucion del factor lineal de solape medio para un aglomerado con
D=1, con dos ramas y numero par de particulas primarias.
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Como se observa en la figura 4.34, cuando el nimero de particulas tiende
a infinito el factor de solape lineal tiende a un valor. Dicho valor se puede
calcular mediante el limite de la ecuacién (4.131).

lim z = 08837 (4.132)

npoﬂoo

4.2.2.5. Resumen.

Para los dos casos de aglomerado de dos ramas, ecuaciones (4.132) y
(4.56), el limite cuando el numero de particulas primarias tiende a infinito es el
mismo tanto para el aglomerado en forma de cruz con nimero par de particulas
como con numero impar. Esto se debe a que la Unica diferencia entre la
configuracion de particulas de estos aglomerados reside en las particulas
centrales, una particula central en el caso de numero impar de particulas y
cuatro particulas centrales en el caso de numero par. Las particulas centrales
representan un porcentaje del numero total de particulas que componen el
aglomerado, este porcentaje disminuye conforme aumenta el numero de
particulas, tendiendo a cero cuando el aglomerado estad formado por infinitas
particulas.

En la figura 4.35 se representa los tres factores lineales de solape, para
las tres configuraciones con dimension fractal igual a la unidad.
1 P

0.98 —

- - (Cadena lineal
0.96 — = Dos cadenas en cruz, namero impar
- Dos cadenas en cruz, nimero par

0.94 —

0.92 —

z (npo)
o
©
|

0.88 —

0.86 —

0.84 —

0.82 —

R B B B IO

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Npo

Figura 4.35. Comparacion de los tres factores de solape lineal medio para
aglomerados con D=1.
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Se observa que los aglomerados con dos ramas, independientemente de
la configuracion de las particulas centrales, tienen comportamientos similares. La
cadena lineal toma unos valores inferiores del factor lineal de solape, esto se
debe que al ser una Unica cadena existe mas probabilidad de que sea solapada
por ella misma, es decir, que se encuentre cercana a la perpendicularidad con el
plano de proyeccion. Por el contrario los aglomerados formados por dos cadenas
tienen valores mas altos debido a las que las dos cadenas permanecen siempre
formando angulos rectos de modo que si una cadena se encuentra cercana a la
perpendicularidad con el plano de proyeccion, la otra cadena se encontrard
paralela a este y su solape serd minimo.

4.2.3. DIMENSION FRACTAL IGUAL A 2.

4.2.3.1. Introduccién.

Igual que en el caso del estudio del prefactor de la ley de potencias, se
pueden analizar varios tipos de aglomerados cuya dimension fractal es 2. Pero
en el caso del prefactor el estudio se utilizaba para demostrar la relacién
existente entre el prefactor de la ley de potencias y la lagunaridad del
aglomerado, es decir el caracter y significado fisico que tiene el prefactor de la
ley de potencias. En este caso, el factor de solape tiene un significado fisico que
no afecta directamente a la morfologia fractal del aglomerado. Su determinacion
se realiza para poder cuantificar el nimero de particulas primarias que compone
el aglomerado y que es un paso previo para poder determinar la dimension
fractal de un aglomerado y por tanto caracterizarlo morfolégicamente.

Asi que solo se van a estudiar aglomerados con compactacion
hexagonal compacta puesto que presenta la estructura de mayor compactacion
posible y por tanto mas estable. El método para obtener el area proyectada es el
mismo que se ha seguido en los apartados anteriores. Se plantean dos giros
independientes y en funcion de éstos se calculan las é&reas solapadas,
seguidamente se calcula el &rea proyectada y finalmente se obtiene el factor
lineal de solape.

4.2.3.2. Angulos de giro.

Un ejemplo del aglomerado considerado es el que se muestra en la figura
4.36:
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Figura 4.36. Aglomerado plano con compactacion hexagonal.

El nimero total de particulas primarias que componen el aglomerado es
npo. Para el aglomerado de la figura 4.36 se define n con el nUmero de particulas
primarias que componen un lado del hexagono, siendo la relacién entre npoy n la
gue se muestra en la ecuacion (4.133):

Ne=r—(n-2=3"-3n+1 (4.133)

Una vez definido el nimero de particulas, se definen los angulos de giro
del aglomerado. Al igual que en los casos anteriores todos los giros posibles
seran funcion de dos angulos libres, los angulos a y f. Inicialmente, cuando el
aglomerado se encuentra apoyado en el plano de proyeccion, el factor de solape
lineal es igual a la unidad y la ecuacion de la cada la particula i es la que se
muestra en la ecuacion (4.134):

E=(x- xf+(y-yf+z?=r2 i0[L,n,] (4.134)

El angulo a es el angulo que forma el aglomerado con el eje x de modo
que las coordenas de la particula i cuando el aglomerado gira un angulo a son
las que se exponen en la ecuacién (4.135), correspondiente a la figura 4.37,
izquierda.
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Figura 4.37. 1zquierda, aglomerado formando un angulo a con el plano
horizontal. Derecha, Aglomerado formando una pareja de angulos ay S.

X=X cosa
O =qy=Yy, (4.135)

z=zseny

Ahora el aglomerado se encuentra sobre el plano z = Xxtara .

El angulo B es el angulo que forma el aglomerado con el plano que
contiene el aglomerado (figura 4.37, plano verde). Utilizando como referencia la
figura 4.37 derecha, el &ngulo a es el que forma el plano verde con el plano de
proyeccion XY; y el angulo B es el angulo que forma el plano azul con el plano
verde. Es por eso que es necesario calcular el &ngulo que forma el aglomerado
con el plano de proyeccion cuando dicho aglomerado ha girado una pareja de
angulos a y B cualesquiera. Para cada pareja de angulos a y B, las coordenadas
de cada particula se determinan con la ecuacion (4.60).

El aglomerado queda definido por dos ejes maviles, s y t, tal y como se
muestra en la figura 4.38. Dichos ejes no permanecen alineados con los ejes x e
y definidos en la figura 4.36. Definidos los posibles angulos de giro que puede
tomar el aglomerado, es necesario calcular los angulos que forman los ejes sy t
con el plano de proyeccion para asi poder calcular el &rea proyectada.
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Figura 4.38. Ejes mdviles del aglomerado plano.

Las particulas que se encuentran en el eje s estan alineadas siempre con
el eje x de modo que para cualquier combinacion de angulos a y B dichas
particulas tendran coordenada y nula, por tanto el angulo que forma el eje s con
el plano de proyeccién sera el &ngulo a. Para calcular el angulo entre el eje ty el
plano de proyeccion serd necesario tener en cuenta los angulos ay By la
coordenada z de las particulas que estan sobre este eje. Estas particulas se
muestran en verde en la figura 4.39:

Figura 4.39. Pareja de particulas del eje t.
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Las coordenadas de las particulas 01y 02 cuando el aglomerado esta
apoyado sobre el plano de proyeccidén se muestran en la figura 4.39, y son:

0, =(000)

4.136
o, s( 0,4posen7—3T ,oj =(02/7,,0) (4.130)

Pero cuando el aglomerado ha girado un angulo genérico a y B, las
nuevas coordenadas de estas dos particulas son:

0, =(000)

0,=(- V2,3 sensBn2r3 co8 7 B, cos serp) (4.137)

El médulo de la distancia entre centros es conocida e igual a 2\/§rp0. Es

posible calcular el dngulo que forma el eje t con el plano de proyeccion que
resulta el angulo ¢, descrito en la ecuacion (4.30). Conocidos los angulos que
forman las particulas se procede a determinar las &reas solapadas de la
siguiente manera:

e Las areas solapadas debido Unicamente a un angulo «, es decir giro sobre el
eje t.

» Las &reas solapadas debido a un &ngulo ¢, es decir, giro sobre el gje s.

» Las é&reas solapadas dos veces para no incluir términos redundantes en el
célculo del area proyectada.

+ Area proyectada como combinacion de las anteriores.

4.2.3.3. Areas solapadas debidas Gnicamente al angulo  a.

En este apartado se estudiaran los distintos solapes que se producen
cuando el aglomerado gira Unicamente un angulo a, de manera que las cadenas
alineadas con el eje x forman un angulo « con el plano XY.
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Figura 4.40. Areas solapadas debido a un angulo a con el plano XY. Vista en
planta.

Tomando como referencia la figura 4.36, las cadenas horizontales son
aquellas cuya coordenada y no cambia cuando existe una variacion en el angulo
de giro . Como se puede comprobar en la figura 4.40 derecha, se producen dos
tipos de areas solapadas, las marcadas con una linea a trazos verdes y las
marcadas con una linea a trazos rojas. Las areas marcadas con una linea a
trazos verde se determinan mediante la ecuacion (4.32).

Y|

{022

Figura 4.41. Particulas afectadas por el &rea de solape Aha.

El nimero de particulas a las que afecta esta area solapa se muestra en
la figura 4.41 con las particulas sombreadas.

Mo ~ n—(n—])= N, —2n+1 (4.138)

Conocido el nimero de particulas a las que afecta esta area solapada, es
posible calcular el area total que se solapa formado por npo particulas primarias.
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A, = (- B+ Ir2( 2 -sed2a)) (4.139)

Por otro lado debido a la compactaciéon hexagonal del aglomerado, se
produce un solape entre aquellas particulas tangentes de cadenas horizontales
contiguas, dicha &area se muestra en la figura 4.40 derecha por el éarea
sombreada contenida en la linea de trazos roja.

Para determinar esta area es necesario aplicar reglas trigonométricas a la
figura 4.40. Se empieza calculando el parametro h, es decir, la diferencia en
coordenada y de los centros 01y 02:

r Vi m
cosfd=—2 . 9=="_h= 2 _sen—=3r
2r 3 p>tTg T e

E =(x+r f+y +22=r2 (4.140)
E, = N (y—\/§rpo)2 +22 =1

Estas ecuaciones se ven afectas de la siguiente manera cuando se
produce un giro a.

Ee, (x+r cosaf + y +(z-r, sera )t =2

po
E, =X+ (y—\/ﬁrpo)z +z°=r},

(4.141)

!

= ra
H \
h

M ol

X

Figura 4.42. Solape entre dos particulas de cadenas horizontales contiguas
debido a un angulo a.
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Para conocer el area solapada entre dos particulas hay que conocer la
distancia entre centros, figura 4.42. La distancia entre los centros se determina
de la siguiente manera:

QO, =/AX? +Ay? = \/(rpo cosa)2 + (J§r p0)2 =r,vV 3tcosa (4.142)

Es posible obtener el a&rea sombreada de la figura 4.42.

cosy = % NE arcco{%«/ 3+ cog aj (4.143)

A, =12 2a)- serzua) (4140

d

QI .
g

(L)) KJ<|J<_,/

Figura 4.43. Particulas afectadas una vez (izquierda) o dos veces (derecha) por
el area de solape Anu

En el célculo de area total solapada es necesario hacer una distincion:

e Aguellas particulas que tengan una cadena horizontal contigua Unicamente
por uno de sus lados o bien no les afecte el area solapada Ax.. En este caso

el area de solape A, les afecta una vez. n, = 4(n —1)

* Aguellas particulas que tengan una cadena horizontal contigua en ambos
laterales y ademas les afecte el area solapada An.. En este caso el area de

solape A, les afectara dos veces. n, = N’ - 7n+4

Conocida el area y las particulas a las que afecta, es posible calcular el
area solapada total debido a este tipo de solape.
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A = (4n- 3+ {3t - 7n+a))A,

o :( & — 10rt A)Aa,, _ 2(%_ 2n+1)A1” (4.145)

4.2.3.4. Areas solapadas debidas Gnicamente al angulo  ¢.

En sentido perpendicular al giro anterior, , las particulas primarias que
componen el aglomerado forman un angulo ¢ con el plano de proyecciéon. Se
procede del mismo modo que en el apartado anterior.

Figura 4.44. Areas solapadas debido a un angulo ¢ con el plano XY. Vista en
planta.

Las ecuaciones de las particulas de centros 01 y 02 cuando el
aglomerado se encuentra apoyado en el plano de proyeccion, figura 4.44
izquierda, son:

r T T
cosf=—" =" h=2r sen—=./3r
2r 3 po 3 pe

po
E =X Jf()/—\@»rpo)2 +2°=r], (4.146)
— 2 2 _,2
R
Estas ecuaciones se ven afectas de la siguiente manera cuando se
produce un giro ¢.

E., =5 +(y 3, cospla, B)f +2° =1,

(4.147)
B T e
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¥

Figura 4.45. Solape entre dos particulas de cadenas horizontales contiguas
debido a un angulo ¢.

Para conocer el area solapada entre dos particulas hay que conocer la
distancia entre centros, figura 4.45. La distancia entre los centros se determina
de la siguiente manera:

00, =+ 2y = [r2 +(V3,,cospf =1,/ T ToS ¢ (4.148)

Es posible obtener el a&rea sombreada de la figura 4.45.

CoST = % ~T= arcco{%w/ H o< ¢j (4.149)

o

A, =ri( 2(a B)-sed2r(a, B))) (4.150)
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(

Figura 4.46. Particulas afectadas una vez (izqda.) o dos veces (dcha.) por el
area de solape Any.

En el célculo de area total solapada es necesario hacer una distincion:

e Aguellas particulas que tengan una Unica particula tangente con
coordenadas z superior. En este caso el area de solape A, les afecta una

vez. n, = 2(n—1)

* Aguellas particulas que tengan una pareja de particulas tangentes con
coordenada z superior. En este caso el area de solape Ay, les afectara dos

veces. R =1n,~ N- 2(n—])=np0—3n+2

Conocida el area y las particulas a las que afecta, es posible calcular el
area solapada total debido a este tipo de solape.

A =(4n- 9+ An, - 3n+2))a,

4.151

Ar{:tal = Z(npo - 2n+1)ph¢ ( )

Hasta ahora, tanto en este apartado como en el anterior se han calculado

el solape entre particulas primarias tangentes. En el primer apartado, area de

solape debida a un angulo «, soOlo se producian solape entre particulas

tangentes. Sin embargo, en el area de solape debida a un angulo ¢, debido a la

morfologia del aglomerado y al sentido de giro se producen areas solapadas
tanto entre particulas tangentes como entre particulas no tangentes.

Como se ha visto hasta ahora las areas de solape se producen para
cualquier valor del angulo de proyeccion ¢ distinto de 0; sin embargo el area de
solape entre particulas no contiguas presenta una singularidad y es que dicha
area tiene un valor distinto de cero a partir de un cierto valor del angulo de
proyeccion ¢.
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Figura 4.47. Solape entre particulas no tangentes.

El procedimiento para calcular el area de solape de la figura anterior es
similar a apartados anteriores. Es necesario calcular la distancia entre centros.

0, =(000)

0,=(- V2,3 sensn2r3 co8 4 B, comsens) (4.152)

Para que exista solape entre particulas no tangentes, la distancia medida
en planta entre los centros debe ser inferior a dos veces el radio de la particula.

QQ :\/(XOZ _Xol)z’L(yoz _yq)2 <2l -

(4.153)
J 3ém sefB+ Toda <1
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Figura 4.48. Solape entre dos particulas no tangentes.

Es posible obtener el area sombreada de la figura 4.48 izquierda.

COSO = 2102 L O= arcc(ds 3w senf+ Tos a’) (4.154)

po

Por tanto el area solapada entre particulas no tangentes debida a un
angulo ¢ siempre y cuando se cumpla la condicién de la ecuacion (4.153), sera
la que se muestra en la ecuacion (4.155):

A, =r2( z(a p)-sef2o(a,p))) (4.155)

Es necesario conocer el numero de particulas al que afecta. Dicha area al
ser producida por un angulo de proyeccion ¢ y entre particulas no tangentes
afectara a aquellas particulas que tengan una particula no tangente con una
misma coordenada y y una coordenada z superior. En la figura 4.48 derecha
aparecen sombreadas aquellas particulas que pueden verse afectadas. El

numero de particulas es: Q= 1), — 3( n—l)— n=n,—-4n+3

Por tanto el area total solapada debido al solape A, en un aglomerado
formado por n,, particulas primarias es:

Ao =(n, - 4n+3)A, (4.156)

Se han determinado todas las areas de solape que se producen para
unos angulos de giro @ y B cualesquiera. Sin embargo estas areas han sido
calculadas por separado de modo que es posible que existan areas que se
solapen dos veces. Esta duplicidad tiene que ser tenida en cuenta para el
calculo del area proyectada por el aglomerado en su conjunto. Aparecen dos
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casos segun la colocacion de las particulas, en ambos casos participan tres
particulas: la particula solapada y las otras dos son las causantes del doble
solape. Segun la colocacién de dichas particulas se definen los siguientes casos:

 Area de solape duplicada entre particulas tangentes dos a dos.
+ Area de solape duplicada entre particulas tangentes entre si.

4.2.3.5. Area solapada duplicada en particulas tangentes dos a dos

En este caso una pareja de particulas de entre las tres no son tangentes.
La figura 4.49 muestra la colocacion de las particulas cuando el aglomerado se
encuentra apoyado en el plano de proyeccion (arriba izquierda) y la colocacion
cuando se produce el doble solape (arriba derecha o abajo):

( P R

o8
( >

/k/ |
\

/

\/

Figura 4.49. Doble solape entre particulas tangentes dos a dos.
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El procedimiento para hallar el &rea sombreada de la figura anterior, area
solapada duplicada, teniendo en cuenta la forma triangular que tiene, es el
siguiente:

e Se calculan las coordenadas de los vértices que definen el area sombreada
en funcién de las coordenadas de los centros de las particulas.

» Definidos los vértices, se calcula el &rea del triAngulo, Ap:.

» Se calcula el area de los arcos de circunferencia definidos por cada pareja de
vértices y el centro de la particula correspondiente, Aps:.

Las coordenadas de los centros en el plano de proyeccion cuando el
aglomerado ha girado una pareja de angulos de giro @y § cualesquiera es:

0, =(00)
0, = (rpo cas-+ 13 semsef i/ 3,, cos,[z’) (4.157)
0,=(- 2 r3 sensefi 2/3,, cosp)

En la figura 4.49 abajo se muestra la posicion de los centros tras el giro y
la nomenclatura de los vértices del triAngulo que viene determinada por los
subindices de las particulas cuya interseccion forma dicho vértice.

Para el célculo de la posicién de dichos vértices, es necesario definir los
siguientes parametros:

* y;: angulo que forma la recta que une los centros de las particulas i y j con el
eje x

* Pn; @ punto medio de la recta que une los centros de las particulas iy j

* h; : distancia entre el punto medio Pn; y el vértice ij

El primer paso es definir los angulos y;; y para ello es necesario conocer
las coordenadas de las particulas en funcién de los angulos de giro a y B8, y la
posicion de dichos &ngulos. Para definir el sentido de dichos angulos se utiliza
como referencia la figura 4.50 arriba izquierda.
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Figura 4.50. Definiciones del area de solape duplicada para particulas tangentes

dos a dos.

Es necesario calcular el médulo de la distancia que separa cada pareja
de centros de particula.

00

N

0,0,

00,

= ( cas-/ 3sam seﬁ)2+ Tosp

= rpo\/( casty/ Zem sepf | + Lo
= 2 B,y selwr sefs+cod

(4.158)

El angulo que forma cada recta que une los centros de las particulas se
determina de la siguiente forma:
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V;, = arcse Yo Yo |~ arese / 3cosp : (4.159)
00, \/( cos-v/ Zem seﬁ) + Tosp
J,, = arcse /3c0s3 _ (4.160)
J costv 3em sep f + 2ogp
2/ 3cosp
= 4.161
& arcse%\/ sefwr sefB +cos B (4160

Una vez definidos estos angulos, el siguiente paso es definir los puntos
medios de la recta que une una pareja de centros, asi como las distancias de un
punto medio a su vértice del triangulo correspondiente. Para ello ser4 necesario
hacer uso de las coordenadas de los centros y de los angulos calculados
anteriormente. Siguiendo como referencia la figura 4.50 arriba derecha, las
coordenadas de los puntos medios se determinan con las ecuaciones (4.103),
(4.104) y (4.105). Por otro lado las distancias de los puntos medios de los
vértices se determinan con las ecuaciones (4.109), (4.110) y (4.111).

Conocidos los angulos, las coordenadas de los puntos medios entre cada
pareja de particulas y la distancia de dichos puntos medios al vértice
correspondiente, se pueden calcular las coordenadas de los vértices con las
ecuaciones (4.112), (4.113) y (4.114). Una vez definidos los vértices del triangulo
se procede al célculo del area sombreada de la figura 4.49 arriba derecha.

Primero se determina el area definida por los tres arcos de circunferencia.
En la figura 4.50 abajo se muestra el arco de circunferencia definido por la
particula de centro 0;. Se calcula el area sombreada y se procede de igual modo
para hallar el area de los dos arcos de circunferencia restantes. El &rea del arco
se determina de la siguiente manera:

— VY _ 2
ser[ﬁj: 12—31_> 5= arcse \/()iz )%1) +(y12 y31) (4.162)
2 2rp0 2rpo
2
A, = % (9, -sery,) (4.163)

Procediendo del mismo modo para el célculo de los dos arcos de
circunferencia restantes, se obtienen el area de dichos arcos en las ecuaciones
(4.165) y (4.167):



150 El factor y el exponente de solape

- _ 2 _ 2
ser{dzj=12_23—>52= arcseEJ(xlz %) * (Y12~ V) J (4.164)

2 2r, 2,
r2
A, :§(52 —sem,) (4.165)
- _ 2 _ 2
ser[éj: 31-23 J,= arcse \/()%1 %) * (Y~ Vo) (4.166)
2 2rp0 2r.po
2
A, = %(5 - ser,) (4.167)

Calculadas las areas de los arcos de circunferencias, se procede al
célculo del triAngulo pues se conocen los vértices de éste. Puesto que no se
conocen ni la base ni la altura del triangulo, el area se calcula mediante el
siguiente producto vectorial, dicha area queda reflejada en la ecuacion (4.168):

1

_ 1 Yo~ Yoz — Xt Xy
A=

iy s (12-31 =

(4.168)
2 X2~ % Y2~ Ya1

De modo que conociendo el area del triangulo y el &rea de los arcos de
circunferencia, ya se conoce la totalidad del area sombreada de la figura 4.49
arriba derecha. Por tanto el area doblemente solapada es Aa:

Aula.B)= A + A +A, +A, (4.169)

El &rea de solape duplicada en particulas tangentes dos a dos afecta a
las particulas sombreadas de la figura 4.51.:

;|
/{ YY

Ufﬁ?

IS =P

Figura 4.51. Particulas a las que afecta el area de solape duplicada Ads:.
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A= 4 n,— - {n- ) A, = 2(npo - 4n+3)A (4.170)

Se ha determinado una de las areas que se solapa dos veces, en este
caso las particulas eran tangentes dos a dos, sin embargo se produce otra area
solapada por duplicado en particulas tangentes entre si.

4.2.3.6. Area solapada duplicada en particulas tangentes entre si

En este caso las tres particulas son tangentes entre si. La figura 4.52
muestra la colocacion de las particulas cuando el aglomerado se encuentra
apoyado en el plano de proyeccion (arriba izquierda) y la colocacién cuando se
produce el doble solape (arriba derecha):

Figura 4.52. Doble solape entre particulas tangentes entre si.

El procedimiento para hallar el area sombreada de la figura anterior, area
solapada duplicada, teniendo en cuenta la forma triangular que tiene, es similar
al caso anterior.

e Se calculan las coordenadas de los vértices que definen el area sombreada
en funcion de las coordenadas de los centros de las particulas.
» Definidos los vértices, se calcula el &rea del triAngulo, Ap:.
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Se calcula el area de los arcos de circunferencia definidos por cada
pareja de veértices y el centro de la particula correspondiente, Axg:.

Las coordenadas de los centros en el plano de proyeccién cuando el
aglomerado ha girado una pareja de angulos de giro a 'y 8 cualesquiera es:

0,=(00)
0, E(rpo cos-v/ 13 samsef /3, cos[a’) (4.171)
o, = ( 2, cos,B,O)

En la figura 4.52 arriba derecha se muestra la posicion de los centros tras
el giro y en la figura 4.52 abajo la nomenclatura de los vértices del triangulo que
viene determinada por los subindices de las particulas cuya interseccion forma
dicho vértice.

Para el célculo de la posicion de dichos vértices, es necesario definir los
siguientes parametros:

» ¢y angulo que forma la recta que une los centros de las particulas i y j con el
eje x

* Pn; @ punto medio de la recta que une los centros de las particulas i y j

* hy : distancia entre el punto medio Pn;; y el vertice ij

El primer paso es definir los angulos ¢;; y para ello es necesario conocer
las coordenadas de las particulas en funcién de los angulos de giro a y B, y la
posicion de dichos angulos. Para definir el sentido de dichos angulos se utiliza
como referencia la figura 4.53 arriba izquierda:

Es necesario calcular el modulo de la distancia que separa cada pareja
de centros de particula.

00, =T, ( cos-/ Fam se;t‘j’)2 + X0s
0204‘ = rpo\/( costy Bansef )| + Togs (4.172)
00, = &, cosa
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Figura 4.53. Definiciones del &rea de solape duplicada para particulas tangentes
entre si.

El angulo que forma cada recta que une los centros de las particulas se
determina de la siguiente forma:

£, =arcse Yo 7o |- arcse / &o0sh : (4.173)
00, \/ ( cas-+/ Zem seﬁ) + oS B
&,, =arcse /30055 (4.174)

J cost v~ Bamsep [ + Togp

£,=0 (4.175)



154 El factor y el exponente de solape

Una vez definidos estos angulos, el siguiente paso es definir los puntos
medios de la recta que une una pareja de centros, asi como las distancias de un
punto medio a su vértice del triangulo correspondiente. Para ello ser4 necesario
hacer uso de las coordenadas de los centros y de los angulos calculados
anteriormente. Siguiendo como referencia la figura 4.53 arriba derecha, las
coordenadas de los puntos medios se determinan con las ecuaciones (4.103),
(4.104) y (4.105). Por otro lado las distancias de los puntos medios de los
vértices se determinan con las ecuaciones (4.109), (4.110) y (4.111).

Conocidos los angulos, las coordenadas de los puntos medios entre cada
pareja de particulas y la distancia de dichos puntos medios al vértice
correspondiente, se pueden calcular las coordenadas de los vértices con las
ecuaciones (4.112), (4.113) y (4.114). Una vez definidos los vértices del triangulo
se procede al célculo del area sombreada de la figura 4.52 arriba derecha.

Primero se determina el area definida por los tres arcos de circunferencia.
En la figura 4.53 abajo se muestra el arco de circunferencia definido por la
particula de centro 0;. Se calcula el area sombreada y se procede de igual modo
para hallar el area de los dos arcos de circunferencia restantes. El area del arco
se determina de la siguiente manera:

Y _ 2 _ 2
Ser[ij :% N 51 = 3arcse \/( )8.2 X41) + (y12 y41) (4176)
2 2rp0 2rpo
r.2
A, = %(ﬁ - seny,) (4.177)

Procediendo del mismo modo para el célculo de los dos arcos de
circunferencia restantes, se obtienen el area de dichos arcos en las ecuaciones
(4.179) y (4.181):

— _ 2 _ 2
Ser[éj :% N 52 = arcse \/( )8.2 X24) + (y12 y24) (4178)
2 ero 2rpo
r2
A, :%(52 - ser¥,) (4.179)

2

— 2 —
2 2r 2r

po po
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A, =2 (& —sens,) (4.181)

Calculadas las areas de los arcos de circunferencias, se procede al
célculo del triAngulo pues se conocen los vértices de éste. El area se calcula
mediante el siguiente producto vectorial, dicha area queda reflejada en la
ecuacion (4.182):

1

_ — 1
A, :E Ny 04 (12— 4]~:_

2

Yio© You T Xt Xy
X2~ X1 Yi2™ Ya

(4.182)

De modo que conociendo el area del triangulo y el &rea de los arcos de
circunferencia, ya se conoce la totalidad del area sombreada de la figura 4.52
arriba derecha. Por tanto el area doblemente solapada es A..:

A(a.B)= A, +A_+A_+A_ (4.183)

Al igual que en casos anteriores, debido a la geometria de este solape,
hay particulas a las que afecta dos veces y particulas a las que afecta una unica
vez. Aparecen los siguientes casos:

e Aguellas particulas que tengan dos particulas tangentes con coordenada x
inferior, el 4rea de solape les afectard una sola vez. Figura 4.54 izquierda.

n, =2n-1)

e Las particulas que tengan tres particulas tangentes con coordenada x inferior,
el area de solape les afectara dos veces. Figura 4.54 derecha.

n=rn,-n-dn-9=n,-4n+3

Figura 4.54. Particulas a las que afecta el area de solape duplicada Ads:.

El &rea solapada total que se ha duplicado en el solape de particulas
tangentes entre si es:
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TSC;TAL - ( 2 n- j__,_ i N, - An+ é) A, = Z(npo -3n+ Z)AjSZ (4.184)

4.2.3.7. Area proyectada por el aglomerado

Una vez calculadas todas las areas que se solapan en funcién de los
angulos de giro del aglomerado, conociendo el numero de particulas primarias
que lo componen, es posible hallar el area proyectada por este tipo de
aglomerado. El area proyectada se define como el sumatorio de la proyeccion de
cada particula independiente, sustrayendo la totalidad de las areas solapadas y
por dltimo suméndole aquellas &reas que se solapan por duplicado. El area
proyectada es:

Aproyectada: z Apo - z A%olape + z Aﬂoblesolape (4185)

Sustituyendo en la expresién anterior todas las variables calculadas en
este apartado se obtiene el valor del area proyectada en funcion de los angulos
de giro a y # y del nimero de particulas primarias que componen el aglomerado:

— ATOTAL TOTAL TOTAL TOTAL
z '%olape_ Aﬁ + + + (4186)

a " (] (2

Z As\)lapez(rl)o - 2n+ ])Aha + inpo - 2n+1)AM +

N 2(Qo_2n+1)'°h¢ +(npo_4n+3)Ajg (4.187)

S Aae= (Mo~ 20+ (A, +2A, +24, )+

+ (npo _n+ B)Ajg (4188)

Del mismo modo, sustituyendo las variables en las areas solapadas por
duplicado:

z Ajoblesolape = Tsfl)TAL + TS(ZTAL (4189)

z Ajoblesolape = i r|!)o - 4n+ ‘?)%sl + inpo - 3n+ Z)Ajsz (4190)

Sustituyendo las ecuaciones (4.188) y (4.190) en la ecuacion (4.185) se
obtiene el area proyectada por el aglomerado:

A= oA~ 20+ (A, +2A +2A |-
~(n,-an+ 3A, +2n, -an+3)A, + (4.191)

+ inpo - 3n + Z)Aﬂsz
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4.2.3.8. Factor de solape lineal

Conocida el area proyectada y haciendo uso de la ecuacion (4.11) el
factor de solape lineal, para el caso de un aglomerado en forma de plano con
compactacion hexagonal compacta es:

Mo '%0_(%0_ 2n+1) (Aha +2A1u +2Ah¢)_
A, _[=(no- 2 YA - 240)+ dn -3 +2)A,

npo 0 npo 0

(4.192)

La ecuacion (4.192) estad en funcion de n cuya relacion con ny es la
ecuacion (4.133). Es necesario despejar de la ecuacion (4.133) n y sustituirla en
la ecuacion (4.192) para que ésta esté en funcién de ny, sSolamente.

3+./12n -3
=V P (4.193)

6

n

Sustituyendo la ecuacién (4.193) en la ecuacion (4.192) se obtiene el
factor de solape lineal en funcién de los angulos de proyeccion:

,-J1n -3
gz g e P (Aha+2Ah”+2A1¢)—
oo Mool (4.194)
3y~ 121p0—3+3( ) ) M~ 1n, -3-1
- - +
an A, A, ~2Aq N, Az

La relacion las areas solapadas de la ecuacion (4.194) en funcion de los
angulos libres del aglomerado a y B se muestran en las ecuaciones (4.32),
(4.144), (4.150), (4.155), (4.169) y (4.183).

Para este aglomerado, la variacion del factor de solape lineal en funcién
de los angulos a y B para un niumero determinado de particulas se representa en
las figuras 4.55 (n=3, Npe=19) y 4.56 (n=10, Nye=271).
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Figura 4.55. Variacién del factor de solape lineal en funcién del ay S para
Npo=19, (N=3).
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Figura 4.56. Variacién del factor de solape lineal en funcién del ay S para
Npo=271, (n=10).



El factor y el exponente de solape 159

Como se ha hecho en los casos anteriores, el factor de solape no debe
depender de los &ngulos de proyeccion. Para hallar esta relacion se va a obtener
la media hemisférica entre todos los factores de solape lineal posibles para cada
pareja de a y B. El método para obtener la media hemisférica es mediante la
integracion extendida en la semiesfera visible utilizando coordenadas esféricas:

Uapvis
2

P kA A A A Ax A)codp)dpdads
[P [ codp) g cads

Sin embargo los limites del angulo de proyeccion ¢ son desconocidos, es
necesario poner la integral de la ecuacion (4.195) como funcion solo de «a, Sy 6.
Para ello se sustituye la ecuacion (4.49) en la (4.195) y queda:

Z=

(4.195)

moor I

7= LEJ?,E Z(a Haéagds dSZ) COé@) Coia)dﬁda'dé
[F[F[7 cobs) cota) dpcards

La ecuacion (4.196) se resuelve sustituyendo en ella la ecuacion (4.194)
y ordenando los distintos términos.

(4.196)

I, -/1n -3
z=1-—" P (1,42, +21,)-
3n,,7T
(4.197)
3, 31N, -3+3 =10, -3-1
- (IJ_2|d51)+ IdsZ
3n,,77 NpoT

Estas siete integrales se pueden resolver de manera numérica, siendo los
valores los siguientes: 1,=0.4747, 1,=0.0440, 1,=0.1503, 1,=0.0375, 14s1=0.0189 y
l4s2=0.0239. La ecuacion (4.197), una vez sustituidos los valores obtenidos, y
reordenando los términos, queda:

[1n -3
z= 07405 02518 o>, 00077 (4.198)
3n,, Npo

La evolucion del factor lineal de solape medio para un aglomerado en
forma de plano con compactacion hexagonal compacta se muestra en la figura
4.57:
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Figura 4.57. Evolucion del factor lineal de solape medio para un plano.

La ecuacion (4.198) se ha representado en la figura 4.57. Para ny igual a
1 el factor de solape es la unidad, y cuando el nimero de particulas primaria
tiende a infinito el factor de solape tiende a 0.7405, inferior a los valores limites
de los casos de aglomerados lineales.

limz= 07405 (4.199)

npoﬂoo

4.2.4. DIMENSION FRACTAL IGUAL A 3.

4.2.4.1. Introduccion.

Si el aglomerado estd compuesto por un alto numero de particulas
primarias formando una esfera con un factor de compactacion p, el factor de
solape se puede obtener, sustituyendo el factor de compactacién en la ecuacién
(4.5), como la relacion entre los diametros de las particulas primarias y del
aglomerado, afectado por el indice de compactacion.

_ _ _ Tl My 31V,
p=-1= _{Ab__dp}_—____ (4.200)
4 2 2d, A,
—?)A:dp p

d
=S80 o 1_1 (4.201)
P P
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Cuanto mayor es el tamafio del aglomerado frente al tamafio de la
particula primaria mayor es el solape y menor es el factor de solape. Se puede
sustituir la ecuacion (4.3) en la ecuacion (4.201), de manera que el factor de
solape queda en funcién del nimero de particulas primarias y del indice de
compactacion:

1 1

d \VARE V. _p)e
po—| Tro | Ly = py L] I 4.202
- [Vj {v pp}(vhj (4.202)

ooV po (4.203)

%
=l%=l(vpopj {v.=nvl=_1_
Z { h=" } p%npyg

4.2.4.2. Aglomerado con compactacion cubica simple.

Para una configuracion de compactacion cubica simple (identificado por
el subindice sc), el factor de compactacidn resulta en la siguiente ecuacion, (I es
la funcion Gamma), [7]:

=~ =" =05236 (4.204)

En este caso de la ecuacion (4.203) el factor de solape lineal en funcién
del nimero de particulas primarias queda:

_ 1 _ 1 _ 15393
PNy (ﬂf N

po
6 po

z (4.205)

Como se deduce de la ecuacion (4.205), representada en la figura 4.58,
cuando el numero de particulas primarias tiende a infinito el factor de solape
tiende a cero, es decir el solape se hace maximo.

lim z=0 (4.206)

npo — 00

4.2.4.3. Aglomerado con compactacion cubica centrada en las caras.

En este caso para una configuracion de compactacion cubica centrada en
las caras (identificado por el subindice bcc), el factor de compactacion resulta en
la siguiente ecuacion, (I es la funcion Gamma), [7]:
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p..(D, )=@ -{p, =3 - (?67222 3
r(1+ fj r[z)

En este caso de la ecuacion (4.207) el factor de solape lineal en funcion
del nimero de particulas primarias queda:

= 06802  (4.207)

z= yl 7= 1y = 12330 (4.208)
Pen  (N3m)® oy Mg
g | '

Como se deduce de la ecuacion (4.208), representada en la figura 4.58,
cuando el nimero de particulas primarias tiende a infinito el factor de solape
tiende a cero, es decir el solape se hace maximo.

lim z=0 (4.209)

npoﬂoo

4.2.4.4. Aglomerado con compactacién hexagonal compacta.

Con un procedimiento parecido al de los casos anteriores, para una
configuracibn de compactaciéon hexagonal compacta (identificado por el
subindice hc), el factor de compactacion es:

P = = 07405 (4.210)

NiT:

En este caso de la ecuacion (4.210) el factor de solape lineal en funcion
del nimero de particulas primarias queda:

1 1 12218
Jig) ™

z= (4.211)

Como en los casos anteriores de la ecuacion (4.211), representada en la
figura 4.58, cuando el nUmero de particulas primarias tiende a infinito el factor de
solape tiende a cero, es decir el solape se hace maximo.

lim z=0 (4.212)

I"Ip0 — 00
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4.2.4.5. Aglomerado con compactacion aleatoria.

Para una compactacion aleatoria del aglomerado (identificado con r) y en
el caso de particulas esféricas monodispersas en tamafio se han encontrado en
la bibliografia distintos valores para el factor de compactacién, aunque en este
trabajo se ha escogido el propuesto por el modelo propuesto por Shiy Zhang, [8]
debido a la coincidencia con otros autores y a lo riguroso del trabajo. El valor del
factor de empaquetamiento o compactacion para una compactacion aleatoria es
p=0.578 para Ds=3.

En este caso el factor de solape lineal en funcion del nimero de
particulas primarias queda:

_ 1114412
pnf (0579%n? n?

po

Y4

(4.213)

Como en los casos anteriores de la ecuacion (4.213), representada en la
figura 4.58, cuando el nUmero de particulas primarias tiende a infinito el factor de
solape tiende a cero, es decir el solape se hace maximo.

limz=0 (4.214)

n

po = ®

4.2.4.6. Resumen.

Los cuatro casos anteriores se muestran en la figura 4.58. En los que,
como era de esperar, en todos los casos el solape maximo se alcanza con una
compactacion hexagonal compacta y por el contrario el solape minimo se
obtiene con una compactacion simple cubica. Esta secuencia es independiente
del nimero de particulas primarias que compone el aglomerado. La tendencia de
los cuatro casos expuestos es la misma, cuanto mayor es el niumero de
particulas primarias mayor es el solape entre las particulas y menor es el factor
de solape lineal, independientemente del tipo de configuracién de compactacion
gue tenga el aglomerado.

En la figura 4.58 se ha representado el factor de solape lineal para
aglomerados cuyo numero de particulas primarias sea superior a cinco, ya que el
modelo propuesto con un nimero menor de particulas primarias en aglomerados
con dimensién fractal tendiendo a tres no tendria validez, puesto que estos
aglomerados tendrian una dimension fractal inferior a tres.
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Figura 4.58. Efecto del niumero de particulas primarias sobre el factor de solape,
para D = 3 en funcién de la compactacion del aglomerado.

4.2.5. COMPARACION DE LOS DISTINTOS CASOS. MODELO PROPUESTO.

Para concluir el epigrafe del factor de solape lineal se muestra en la
figura 4.59 los solapes lineales de los aglomerados estudiados en funcién del
namero de particulas primarias que los componen.

En la figura 4.59 se muestra como los aglomerados con menor factor de
solape lineal son aquellos con una dimension fractal mayor. Existe una pequefia
tendencia a disminuir el factor de solape lineal cuando la dimension fractal varia
entre uno y dos, mientras que el aumento en el solape es muy significativo
cuando la dimension fractal aumenta entre dos y tres.

Puesto que el factor de solape lineal depende de la dimension fractal, se
puede proponer un modelo de ajuste cuadratico del factor de solape en funcion
de la dimension fractal.

z=aD?+bD, +c (4.215)
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Figura 4.59. Factor de solape lineal frente al niUmero de particulas primarias para
todos los casos estudiados.

Se va tomar como caso de estudio los modelos de solape de los
aglomerados con compactacién hexagonal compacta, por ser éstos los casos
mas extremos. Por tanto, el modelo mostrado en la ecuacion (4.215) tiene que
satisfacer la ecuacion (4.15) para D=1, la ecuacion (4.198) para D=2 y la
ecuacion (4.211) para Di=3. De manera que se puede definir las funciones
expuestas en las ecuaciones (4.15), (4.198) y (4.211) como A, B, C:

A )= 0gags+ X212

po n

po
in -3

B(n.)= 07405 oo518Y-— P~ 00077 (4.216)

pe 3n, N,

12218
C(np0)= nt/3
po

Sustituyendo las ecuaciones (4.216) en (4.215) se obtiene un modelo del
factor de solape lineal en funcion de la dimension fractal del aglomerado y del
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namero de particulas primarias que lo compone. Los coeficientes de la ecuacion
(4.215) se determinan de la siguiente manera.

Anyo) cln,.)
2

2
b= _g 4%0)+4B(npo)_gc(npo) (4.217)

=3An,)-38n, )+ Cln,,)

a= ~Bn,, )+

El factor de solape obtenido con la ecuacién (4.215) se ha representado
en la figura 4.60.
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2.2
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n
po

Figura 4.60. Factor de solape lineal en funcién de la dimension fractal y del
namero de particulas primarias que compone el aglomerado.



El factor y el exponente de solape 167

0.87

0.86

0.85

0.84

0.83

0.82

0.81

0.8

0.79

0.78

0.77

Figura 4.61. Zoom en la figura 4.60 para Ds entre 1 y 2. Factor de solape lineal
frente a la dimension fractal y namero de particulas primarias.

En las figuras 4.60 y 4.61 se observa como el factor de solape lineal es
muy estable con la variacion del nimero de particulas primarias cuando el
namero de particulas primarias es superior a 50. Y también le sucede lo mismo
con la variaciéon de la dimensién fractal, cuando esta variacion esta entre uno y
dos. Las variaciones del factor de solape es mas acusada con la dimension
fractal cuando ésta es superior a 2.0 como se muestra en la figura 4.62. En la
figura 4.62 se ha representado cuatro secciones de la figura 4.60.
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Figura 4.62. Factor de solape lineal frente a la dimension fractal para
aglomerados con npo=10, Npe=30, Npe=60 0 NEE=100.

4.3. EXPONENTE DE SOLAPE

4.3.1. CONSIDERACIONES GENERALES

La forma lineal de definir el factor de solape es poco usada en la
bibliografia, pero su andlisis es interesante porque sienta las bases para poder
definir el solape de manera potencial. Autores como C.M. Megaridis et al [9] ¥
K.O. Lee et al [10] han considerado el factor de solape como una funcion de tipo
potencial. El primero que introdujo esta manera de definir el solape entre las
particulas primarias fue A.l. Medalia et al [11]. La ecuacion que modela el factor
de solape de tipo potencial es:

(A
Npo [APOJ (4.218)

Esta ecuacion expresa, en realidad, lo mismo que la ecuacion (4.2), es
decir, que si se trata de estimar el nimero de particulas primarias a partir del
cociente de areas proyectadas aglomerado/particulas primarias, probablemente
se subestime dicho nimero como consecuencia del solape entre particulas
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primarias. Para contrarrestar tal subestimacion es necesario afectar el cociente
con un exponente siempre mayor que la unidad. Por esta razon, a este
exponente, z', se le denominara en adelante exponente de solape.

Tabla 4.1. Revisién bibliografica de z'.

Referencia z
[6] 1.08-1.14
[12] 1.09
[2] 1.09
[13] 1.09
[14] 1.10
[15] 1.09
[1] 1.09
[3] 1.09
[10] 1.09
[11] 1.15
[9] 1.09
[5] 1.07
[16] 1.08-1.19
[17] 1.09

En la bibliografia se han propuesto diversos valores para el exponente de
solape, como se muestra en la tabla 4.1, a partir de diferentes técnicas
experimentales. Sin embargo, ninguno de estos valores constantes del
exponente de solape es consistente con la dependencia que existe entre el
solape y la irregularidad del aglomerado. Otros autores, como P. Meakin et al
[18], proponen ajustes diferentes del exponente de solape a los resultados de
sus modelos para diferentes regimenes de aglomeracion en funcién de la
irregularidad de los aglomerados, concretamente en funcion de la dimension
fractal del aglomerado. P. Meakin et al [18] observaron que, en general, para
dimensiones fractales mayores a 2, el exponente de solape deberia depender de
la dimensioén fractal divido por 2, z’' = Dt/2. En el mismo que rango que P. Meakin
et al [18] (Dr >2), C. Oh et al [5] propusieron una relacion del tipo z'=Ds /Ds*,
donde D¢* es la dimension fractal del area proyectada.

Basado en el solape lineal se puede determinar analiticamente el
exponente de solape en los casos en los que la dimension fractal es igual
nameros enteros 1, 2 y 3, y posteriormente se propone un modelo de obtencion
del exponente de solape para todas las dimensiones fractales posibles que
pueda tener un aglomerado.
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El factor de solape exponencial se puede obtener despejandolo de la
ecuacion (4.218).

Inn,
|n i
Ao
De la ecuacion (4.2) se puede despejar la relacion entre el area

proyectada y el &rea de una particula primaria en funciéon del solape lineal del
aglomerado.

Z'= (4.219)

Aﬁ =n,z (4.220)

PO
Si se sustituye la ecuacion (4.220) en la ecuacion (4.219) se obtiene el
factor de solape exponencial en funcién del nimero de particulas primarias y del
factor de solape lineal.

Inn,, Inn,

2= In(npoz) ) In(np0)+ln(z)

(4.221)

4.3.2. DIMENSION FRACTAL IGUAL A 1

4.3.2.1. Aglomerado en forma de cadena lineal.

En este caso el factor de solape exponencial se puede obtener
sustituyendo la ecuacion (4.15) en la ecuacion (4.221).

e Inn, _ Inn,
“in(n,z)  Ihos4ss, + 01512)

(4.222)

Cuando el numero de particulas primarias tiende a infinito el factor de
solape exponencial de una cadena lineal de particulas primarias tiende a la
unidad.

lim z=1 (4.223)

npo_.oo

La representacion del factor de solape exponencial obtenido segun la
ecuacion (4.222) se muestra en la figura 4.63.
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4.3.2.2. Aglomerado en forma de cruz con niUmero impar de particulas.

En este caso el factor de solape exponencial se puede obtener
sustituyendo la ecuacién (4.55) en la ecuacion (4.221).

po Inn,, _ Inn,
“in(n,.z)  1hoss3n, + 01163

(4.224)

Cuando el numero de particulas primarias tiende a infinito el factor de
solape exponencial de una cadena lineal de particulas primarias tiende a la
unidad.

limz=1 (4.225)

npo_.oo

La representacién del factor de solape exponencial obtenido segun la
ecuacion (4.224) se muestra en la figura 4.63.

4.3.2.3. Aglomerado en forma de cruz con namero par de particulas.

En este caso el factor de solape exponencial se puede obtener
sustituyendo la ecuacion (4.131) en la ecuacion (4.221).

S Inn, _ Inn,
“in(n,,z)  1h0883n,, + 00945

(4.226)

Cuando el namero de particulas primarias tiende a infinito el factor de
solape exponencial de una cadena lineal de particulas primarias tiende a la
unidad.

limz=1 (4.227)

npo_.oo

La representacion del factor de solape exponencial obtenido segun la
ecuacion (4.226) se muestra en la figura 4.63.

4.3.3. DIMENSION FRACTAL IGUAL A 2.

En este caso el factor de solape exponencial se puede obtener
sustituyendo la ecuacion (4.198) en la ecuacion (4.221).

p= Inn,, Inn,, ‘
“In(n,z)  (no740g,+ 0083¢ 1R, - 3+ 00077)

—_ /

(4.228)
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Como en los casos anteriores cuando el nimero de particulas primarias
tiende a infinito el factor de solape exponencial de un aglomerado plano con
compactacion hexagonal compacto tiende a la unidad.

limz=1 (4.229)

npoﬂoo

La representacion del factor de solape exponencial obtenido segun la
ecuacion (4.228) se muestra en la figura 4.63.

4.3.4. DIMENSION FRACTAL IGUAL A 3.

4.3.4.1. Aglomerado con compactacion cubica simple.

En este caso el factor de solape exponencial se puede obtener
sustituyendo la ecuacion (4.205) en la ecuacion (4.221).

In Npo Innpo
Z= (4.230)

In(n,,2) Ir( 153931?3)

En este caso cuando el numero de particulas primarias tiende a infinito el
factor de solape exponencial de un aglomerado esférico con compactacion
simple cubica tiende a 1.5.

In npo

I
N W
Il
=
ol

lim Z-Ilm (4.231)

Mpo = 0= In15393+§ln n

La representacion del factor de solape exponencial obtenido segun la
ecuacion (4.230) se muestra en la figura 4.63.

4.3.4.2. Aglomerado con compactacion cubica centrada en las caras.

En este caso el factor de solape exponencial se puede obtener
sustituyendo la ecuacion (4.208) en la ecuacion (4.221).

In Npo
Z= (4.232)

In{n,q2) |r(12930n7j

Como en el caso anterior cuando el numero de particulas primarias tiende
a infinito el factor de solape exponencial de un aglomerado esférico con
compactacion cubica centrada en las caras tiende a 1.5.
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i ) Inn,, 3
lim Z=lim 5 =5 =15 (4.233)
Mpo = Moo= In12930+§ln Npo

La representacién del factor de solape exponencial obtenido segun la
ecuacion (4.232) se muestra en la figura 4.63.

4.3.4.3. Aglomerado con compactacién hexagonal compacta.

En este caso el factor de solape exponencial se puede obtener
sustituyendo la ecuacién (4.211) en la ecuacion (4.221).

s NN _ NN, (4.234)
In(ny,2) |r(12218npg)

Como en los dos casos anteriores cuando el niumero de particulas
primarias tiende a infinito el factor de solape exponencial de un aglomerado
esférico con compactacion hexagonal compacta tiende a 1.5.

In Npo

. e 3
limzZ=lim > =E=1.5 (4.235)
Mpo = Mpo = In12218+§In Npo

La representacién del factor de solape exponencial obtenido segun la
ecuacion (4.234) se muestra en la figura 4.63.

4.3.4.4. Aglomerado con compactacion aleatoria.

En este caso el factor de solape exponencial se puede obtener
sustituyendo la ecuacién (4.213) en la ecuacion (4.221).

P N (4.236)
In(n,,z) |r{1.4412nfg)

Como en los tres casos anteriores cuando el numero de particulas
primarias tiende a infinito el factor de solape exponencial de un aglomerado
esférico con compactacion aleatoria tiende a 1.5.

Inn,,

lim z2=lim 2
Npo = Mpo = In14412+§|n npo

=15 (4.237)

N w
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La representacion del factor de solape exponencial obtenido segun la
ecuacion (4.236) se muestra en la figura 4.63.

4.3.5. MODELO PROPUESTO.

Los ocho casos anteriores se muestran en la figura 4.63. En todos los
casos el solape exponencial maximo se alcanza con una compactacion
hexagonal compacta y por el contrario el solape exponencial minimo se obtiene
con una compactacién simple cubica, esta secuencia es independiente del
namero de particulas primarias que compone el aglomerado. La tendencia de los
ocho casos expuestos difiere bastante dependiendo de la dimension fractal del
aglomerado.

Para el caso en que la dimensién fractal es superior a dos, cuanto mayor
es el numero de particulas primarias mayor es el solape entre las particulas y
mayor es el solape exponencial, independientemente del tipo de configuraciéon
de compactacion que tenga el aglomerado. Por el contrario cuando la dimension
fractal es dos o menor, cuanto mayor es el numero de particulas primarias,
menor es el solape y por consiguiente menor es el solape exponencial.

En la figura 4.63 se ha representado el solape exponencial para
aglomerados cuyo namero de particulas primarias sea superior a cuatro, ya que
el modelo propuesto en el epigrafe 4.3.4 con un nimero menor de particulas
primarias en aglomerados con dimension fractal tendiendo a tres no tendria
validez, ya que estos aglomerados tendrian una dimension fractal inferior a tres.

Puesto que el solape exponencial depende de la dimensién fractal, se
puede proponer un modelo polindmico de ajuste con tres paradmetros del solape
exponencial en funcién de la dimensioén fractal.

2=aD} +bD; +c (4.238)

Se va a tomar como caso de estudio los modelos de solape de los
aglomerados con compactacion hexagonal compacta, por ser éstos los casos
mas extremos. Por tanto, el modelo mostrado en la ecuacion (4.238) tiene que
satisfacer la ecuacion (4.222) para D=1, la ecuacion (4.228) para D=2 y la
ecuacion (4.234) para D=3. De manera que se puede definir las funciones
expuestas en las ecuaciones (4.222), (4.228) y (4.234) como A, B, C.
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Figura 4.63. Efecto del nimero de particulas primarias sobre el solape
exponencial, en funcién del tipo de compactacion del aglomerado.

_ Inn,,
An,.)= Ih 08488, + 01512)
Bn,,)=— Ny, \ (4.239)
/" In07408, + 00839 12 ,— 3+ 00077)
Inn
C(n NE =
p IrE 12218n§)

Sustituyendo las ecuaciones (4.239) en (4.238) se obtiene un modelo del
solape exponencial en funcién de la dimension fractal del aglomerado y del
namero de particulas primarias que lo compone. Los coeficientes de la ecuacion
(4.238) se determinan de la siguiente manera.
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= Ano)-2 Hn )+ cln)
b=—— )+ B(npo) ( ) (4.240)

—1 "(rbo)‘l—l '3(”po)+1—1c(npo)

El solape obtenido con la ecuacion (4.238) se ha representado en las
figuras 4.64 y 4.65.
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Figura 4.64. Solape exponencial en funcion de la dimension fractal y del nimero
de particulas primarias que compone el aglomerado.
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Figura 4.65. Zoom de la figura 4.64. Solape exponencial en funcion de la
dimensioén fractal y del nimero de particulas primarias que compone el
aglomerado cuando la dimension fractal esta entre 1y 2.2.

En las figuras 4.64 y 4.65 se observa como el solape exponencial es muy
estable con la variacion del numero de particulas primarias cuando el numero de
particulas primarias es superior a 20. Y también le sucede lo mismo con la
variaciéon de la dimension fractal, cuando esta variacion esta entre uno y dos. Las
variaciones del solape exponencial es mas acusada con la dimensién fractal
cuando ésta es superior a 2.2 como se muestra en la figura 4.66. En la figura
4.66 se ha representado cuatro secciones de la figura 4.64.
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Figura 4.66. Solape exponencial frente a la dimension fractal para aglomerados
€oN Npo=10, Npe=30, NE=60 0 NE=100.

4.4. CONCLUSIONES

En el modelo propuesto en el epigrafe anterior, ecuacion (4.238), se
muestra como el solape exponencial depende de la dimension fractal y del
namero de particulas primarias que compone el aglomerado. Por tanto la
ecuacion (4.218) queda de la siguiente forma:

i _[i]ZI(Dﬂnpo) (4 241)
A .

po

Aplicando logaritmos a la ecuacion (4.241) se obtiene la siguiente
expresion:

_ A
I = 1Ny JIN| — :
n(npo) z(D n )n(ApJ (4.242)

[o]
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Conocido el &rea proyectada de un aglomerado real se puede saber la
relacion existente entre el nUmero de particulas primarias que lo compone y la
dimensién fractal de éste.

100

Ap/A
IN
o

100

Figura 4.67. Area proyectada adimensional frente al nimero de particulas
primarias y a la dimension fractal.
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10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 4.68. Area proyectada adimensional frente al nimero de particulas
primarias y a la dimension fractal representada como curvas de nivel.

De las figuras 4.67 y 4.68 se deduce que cuanto mayor es la dimension
fractal, manteniendo constante el nUmero de particulas primarias, menor es el
area proyectada adimensionalizada con el area de una particula primaria.
Aparentemente cuando la dimension fractal es menor a dos, un aglomerado con
un numero de particulas primarias y con un area proyectada adimensionalizada
puede tener dos dimensiones fractales. Este resultado fisicamente no es
realizable. En verdad falta informacién fisica que fijara la solucion Unica del
aglomerado. El parametro que contiene esta informacion es el didmetro de giro,
gue cuantifica lo alargado del aglomerado, de manera que con el didmetro de
giro se puede determinar la dimension fractal real que tiene el aglomerado.
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5.1. INTRODUCCION

Para la determinacién de los parametros morfologicos, dimension fractal y
namero de particulas primarias de un aglomerado, existen dos maneras muy
distintas de proceder. La primera se basa en datos experimentales, como por
ejemplo [1]. Estos modelos estdn basados en hipGtesis, que a veces son
extremas y ademas necesitan de una poblacién de aglomerados bastante
extensa. La segunda manera de obtener los parametros morfolégicos de los
aglomerados es mediante modelado de mecanismos fenomenol6gicos, como por
ejemplo [2] y [3]. Estos mecanismos fenomenoldgicos a veces se sustentan en
hipo6tesis no demasiado robustas.

Frente a estas dos opciones se propone en este trabajo de investigacion,
y se desarrolla en el apartado siguiente de este capitulo, un método original para
el céalculo de la dimensién fractal de los aglomerados individuales, que puede
clasificarse como semiexperimental. Por un lado, el método tiene una parte
experimental, puesto que requiere la caracterizacion de las imagenes de las
particulas, y por otro lado tiene una parte tedrica, ya que la parte no visible de las
imagenes se reconstruyen por medio de un modelo basado en la naturaleza
cuasi fractal de los aglomerados. Este método, por una parte, evita tener que
asumir las hipotesis propias de los modelos de aglomeracion, y en cambio, al ser
puramente geométrico, no requiere de controvertidas hipétesis, y por otra parte,
permite la descripcién de cada particula individualmente, por lo que la necesidad
de acumular gran niumero de ensayos solo depende de la eventual dispersion de
los propios resultados experimentales, pero no del método empleado.

5.2. HIPOTESIS DEL METODO. UN CASO REAL.

Las hipotesis del método son las siguientes:

e Particulas primarias esféricas. Las particulas primarias que componen un
aglomerado tienen formas aproximadamente esféricas, [4]. Véase el caso
concreto de aglomerados carbonosos producidos por un motor diésel
tipico de automocién. Esta afirmacion es facilmente comprobable a partir
de microfotografias obtenidas mediante TEM, tal y como se muestra en la
figura 5.1.
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200" nim

Figura 5.1. Fotografia obtenida con un TEM de un aglomerado cuasi-fractal
producido por un motor diésel y compuesto por particulas primarias esféricas.

e Particulas primarias uniformes en tamafio. Los tamafios de particulas
primarias suelen ser uniformes en un mismo aglomerado y suelen variar
muy poco al variar las condiciones que hacen que se generen este tipo
de aglomerados (tal y como demuestran K.O. Lee et al [5]). Ademas, G.
Bushell et al [6] demostraron que la estructura fractal de los aglomerados
no esta significativamente afectada por la distribucién de las particulas
primarias.

e Particulas primarias homogéneas en densidad. Esta hipotesis se basa en
las microfotografias realizadas a las estructuras internas de las particulas
primarias, donde se observa que las capas carbonosas que componen
las particulas primarias distan entre si mucho menos que el tamafio de
dicha particula, de hecho la distancia media entre las capas carbonosas
es de 0.34 nm.
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5.3.

Ausencia de sinterizacion o aplastamiento. Se supone que las colisiones
entre particulas primarias no modifican la geometria original de éstas.
Esta hipotesis se apoya en la observacién de los aglomerados, si bien la
probable presencia de un cierto grado de aplastamiento podria modificar
levemente los resultados de este método.

Ausencia de direccion preferente en las proyecciones. Se asume que los
procesos de recogida de las particulas y de andlisis microscépico no
tienen tendencia a orientar los aglomerados en ninguna direccién
preferente. Esta hipGtesis permite un tratamiento probabilistico no
sesgado a los aglomerados no simétricos, tales como el que corresponde
al caso extremo de dimensidn fractal igual a la unidad.

Radio de giro de la proyeccion igual al de la particula tridimensional.
Algunos estudios han demostrado, [7], que al analizar imagenes
proyectadas de los aglomerados, los radios de giro obtenidos son
ligeramente distintos a los radios de giro reales de las particulas
tridimensionales. La consideracion del radio de giro obtenido a partir de la
imagen proyectada puede proporcionar algun pequefio error en la
estimacion de la dimension fractal, [8].

PROCEDIMIENTO DE CALCULO

A partir de la ley de potencias (3.1) y de la ecuacion que modela el solape

exponencial, ecuacion (4.218), se puede obtener un modelo que relaciona el
namero de particulas primarias y la dimensién fractal de un aglomerado en
funcion de dos variables geométricas, que son el diametro de giro y el area
proyectada.

(5.1)

De las ecuaciones mostradas en (5.1), con un método iterativo que se

desarrolla a continuacién, se puede obtener la dimensién fractal del aglomerado.
Conocida la dimensién fractal del aglomerado se puede determinar el nimero de
particulas primarias que compone el aglomerado aplicando cualquiera de las dos
ecuaciones de (5.1).

La obtencion del diametro de giro y del area proyectada del aglomerado

se hace de la siguiente manera:
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1. Se obtiene la fotografia del aglomerado, que para el caso de
aglomerados carbonosos producidos por un motor diésel se utiliza
un Microscopio de Transmision de Electrones.

2. Se mide la escala de la fotografia y el nimero de pixeles de ésta.

3. Con la escala anterior se pueden medir longitudes reales sobre la
fotografia.

4. Se limpia todo el fondo de la imagen para que éste no
interaccione en el tratamiento digital. Una vez preparada la
fotografia, el programa de tratamiento de imagenes desarrollado
calcula el diametro de giro del aglomerado y el &rea proyectada de
la particula. Por otro lado, el diametro medio de la particula
primaria se mide directamente en la imagen.

Después se determina con la ecuacion (5.1), la dimension fractal
suponiendo, para la primera vez, que el nimero de particulas primarias tiende a
infinito, y por tanto ni el prefactor de la ley de potencias ni el exponente de
solape dependen del nimero de particulas primarias. Con esta dimensién fractal
se puede calcular mediante la ley de potencias el nimero de particulas primarias
gue contiene el aglomerado en primera instancia. A continuacion se repite el
paso anterior, recalculando la dimensién fractal con el nimero de particulas
primarias recién calculado. Se repite este proceso hasta que con el resultado de
Npo, la dimension fractal de la iteracion actual sea igual a la dimension fractal de
la iteracion anterior con un error inferior a 10™“. Es, en este caso, cuando se ha
encontrado la solucion deseada. No obstante, no siempre la iteracibn es
convergente.

Cuando el niamero de particulas primarias tiende a infinito, la ecuacién
(3.86) queda reducida a:

A=+3

9
=-=18 5.2
5 (5.2)
C = 15933

Teniendo en cuenta los términos expuestos en la ecuacion (5.2), los
términos de la ecuacién (3.87) quedan de la siguiente manera:
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aziA—iB+EC=—OO4363
22 11 22
b=-2 A+ c= o12446 (5.3)
22 11 22
c=£3A—gB+£C: 165123
11 11 11

De la ecuacion (3.85) el prefactor de la ley de potencias en funcién de la
dimensién fractal, cuando el nimero de particulas primarias tiende a infinito se
puede determina con la siguiente ecuacion y se muestra en la figura 5.2:

K, =— 004363D? + 012445D? + 165123 (5.4)

Ademas para el exponente de solape cuando el nimero de particulas
primarias tiende a infinito, la ecuacion (4.239) queda reducida a:

A=1
B=1 (5.5)
C=15

Teniendo en cuenta los términos expuestos en la ecuacion (5.5), los
términos de la ecuacion (4.240) quedan de la siguiente manera:

a:iA—iB-{-iC :i
22 11 22 44
S By T T (5.6)
22 11 22 44
C:1—8A—EB+£C :1_2
11 11 11 11

De la ecuacién (4.238) el exponente de solape en funcién de la
dimensién fractal, cuando el nimero de particulas primarias tiende a infinito se
puede determina con la siguiente ecuacién y se muestra en la figura 5.2:

z':iD?—lDf%—zl (5.7)
44 44 11

Téngase en cuenta que puesto que es un modelo polinémico, el ajuste
entre dimension fractal uno y dos puede resultar valores de exponente de solape
ligeramente inferiores a uno, en ese caso el valor del exponente de solape seria
uno, ya que el concepto de exponente de solape carece de sentido fisico,
cuando éste es menor a la unidad. En la figura 5.3 se muestra el diagrama del
proceso iterativo de célculo de la dimensién fractal de un aglomerado real.
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Figura 5.2. Prefactor de la ley de potencias y exponente de solape frente a la
dimensioén fractal cuando el nimero de particulas primarias tiende a infinito.
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Figura 5.3. Diagrama de bloques para el calculo iterativo.

Como resultado del modelo propuesto se ha determinado las posibles
soluciones de aglomerados reales con didmetro de giro entre 30 y 400 nm y con
areas proyectadas entre 1000 y 50000 nm2. Tanto la dimensién fractal como el
namero de particulas primarias se han representado en las figuras 5.4 y 5.5
respectivamente. Se ha tomado para realizar esta simulacion un tamafio medio
de particula primaria de 25 nm.
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Figura 5.4. Dimension fractal frente a area proyectada y diametro de giro de
aglomerados.
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Figura 5.5. Numero de particulas primarias con tamafio medio de 25 nm frente a
area proyectada y diametro de giro de aglomerados.
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5.4. DENSIDAD APARENTE DEL AGLOMERADO

Como efecto colateral del modelo presentado se puede determinar la
densidad aparente del aglomerado, definida en funcion del didmetro de giro del
aglomerado. De acuerdo con M.K. Wu et al [9] y M.M. Maricq et al [10], la
densidad aparente se define como la masa de particulas contenida en el
volumen de giro, y por tanto puede obtenerse de la siguiente manera:

6 ¢ (5.8)

donde g es la densidad de la particula como sélido no poroso o compacto, para
el caso particular de aglomerados de hollin se puede tomar constante e igual a
1850 kg-m3.

En este caso particular la importancia de la densidad aparente del hollin
radica en que relaciona las funciones de distribucion de tamafos con las
funciones de distribucion mésicas de las particulas, y por tanto con las emisiones
masicas de éstas. Sin embargo es necesario tener en cuenta que esta densidad
estd asociada al diametro de giro, mientras que las distribuciones de tamafios
estdn asociadas a otras definiciones del diametro de la particula. En concreto,
las distribuciones obtenidas en el SMPS (Scanning Mobility Particle Size) se
refieren a diametros de movilidad eléctrica, que no tienen por qué corresponder
con el diametro de giro.

5.5. DOMINIO DE SOLUCIONES

En la figura 5.6 se han representado las curvas de nivel de la dimension
fractal constante, del nUmero de particulas primarias constante y de la densidad
aparente de aglomerados constante (soluciones del método) frente al radio de
giro y al area proyectada (datos experimentales de entrada).

Las soluciones posibles de la ecuacion (5.1) se sitian en el area
encerrada entre la lineas de dimensiones fractales 1 y 3, segun ilustra la figura
5.6. La linea de dimension fractal igual a 3 corresponde al caso de particulas
esféricas, aunque por claridad en la figura, se ha representado como la isolinea
de mayor dimension fractal la de Ds igual a 2.4, puesto que las isolineas con
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dimensiones fractales superiores aparecen solapadas unas a otras. Por encima
de la isolinea de dimension fractal igual a 3, no puede existir ninguna solucion,
porque un aglomerado nunca puede proyectar mas area que la esfera que tiene
su mismo radio de giro, ni un aglomerado puede tener menos radio de giro que
la esfera que proyecta su misma area. En el otro extremo el dominio de
soluciones esta limitado por la linea de dimension fractal igual a la unidad.
Corresponde a un conjunto de particulas primarias alineadas y cuyo solape es la
media hemisférica de los de todas las posibles orientaciones. Esto quiere decir
gue un aglomerado con igual radio de giro que la particula tipo cadena y con
menor area proyectada es muy poco probable, y concretamente, al aplicar este
método, la imagen seria descartada por caer fuera del rango posible de Dx.
Tampoco un aglomerado puede tener mas radio de giro que el aglomerado lineal
gue proyecta su misma area.

En la figura 5.6 se aprecia que si el area proyectada es constante, las
particulas con mayor radio de giro tienen menor dimensién fractal, es decir son
mas irregulares, y cuanto menor es el radio de giro de una particula, mas
compacta es, es decir, mayor es su dimension fractal. Por el contrario, entre dos
particulas con igual radio de giro, es mas compacta aquella con mayor area
proyectada y por tanto su dimension fractal es mayor, y viceversa.

También se ha representado el nimero de particulas primarias de los
aglomerados fisicamente posibles o probables en la figura 5.6. Para
aglomerados con igual area proyectada un aumento en el radio de giro implica,
ademas de una disminucion de la dimension fractal, una disminucion del numero
de particulas primarias que contienen. Pero como se observa en la figura 5.6,
cuanto mayor es el radio de giro, el efecto de éste sobre el niUmero de particulas
es menor, ya que el aglomerado en esa zona de la grafica es muy enracimado,
variando poco el solape que existe entre las particulas primarias. Por el contrario
para un radio de giro determinado un aumento del area proyectada implica en
cualquier caso un significativo aumento del nimero de particulas primarias que
lo componen.

El &baco representado es util para visualizar las posibles soluciones del
método a partir de las variables medidas desde las imagenes microscopicas.
Ademdas su utilizacion gréfica directa podria sustituir al método numeérico
planteado, si bien la pérdida de precision y de sistematicidad no lo hace
aconsejable.
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Figura 5.6. Abaco de soluciones posibles que caracterizan los aglomerados.
Isolineas de dimension fractal, de numero de particulas primarias y de densidad
aparente (kg-m?).

5.6. VALIDACION DEL METODO PROPUESTO.
APLICACION REAL.

5.6.1. INTRODUCCION

La validacion del método desarrollado no puede realizarse por
comparacion directa de sus resultados con datos conocidos porque no es
posible medir con certeza la geometria real de las particulas muestreadas.
Algunos autores han intentado validar sus modelos utilizando diversas
fotografias de un mismo aglomerado obtenido desde distintos angulos, [3]. En
cualquier caso, siempre es necesaria una labor de reconstruccion de la
geometria a partir de los datos disponibles. En este caso se ha optado por
realizar una validacion cualitativa, basada en los siguientes criterios:
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» Consistencia del método, de forma que exista una garantia de que los
resultados de dimension fractal obtenidos son en todos los casos una
medida inequivoca de la irregularidad de los aglomerados.

e Comparacion con resultados de otros métodos propuestos en la
bibliografia, generalmente basados en regresiones estadisticas entre las
variables directamente medidas (area proyectada y radio de giro) y en la
comparacion de dichas regresiones con la ley de potencias caracteristica
de la fractalidad de los aglomerados.

5.6.2. CONSISTENCIA DEL METODO

En la figura 5.7 se muestran cuatro ejemplos de aplicacion del método
propuesto. Las cuatro fotografias se han seleccionado porque proporcionan
dimensiones fractales distintas entre si. Ademas del area proyectada y del
diametro de giro, ambos determinados a partir del tratamiento digital de cada
imagen, se incluyen los valores resultantes de la dimension fractal, nimero de
particulas primarias y densidad aparente.

199.36
11890.30
1.3247
28
100.51
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dg (Nnm) 291.13
Ap (nm?) 29300.20
D¢ 1.4779
Npo 67
op (kg/m?3) 78.38
dg (nm) 161.87
A, (nm?) 23384.40
D¢ 1.8573
Npo 58
op (kg/m?3) 392.41
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dg (nm) 139.18
Ap (nm?) 22518.60
D¢ 2.0512
Npo 61

op (kg/m3) 649.49

Figura 5.7. Fotografias de particulas diésel con Ds diferentes.

En las figuras anteriores puede observarse que el método propuesto
proporciona un valor de la dimension fractal muy diferente en funcién de la
irregularidad de las particulas. Consecuentemente, la dimension fractal asi
calculada es una medida consistente de la irregularidad de los aglomerados.

Los casos anteriores son solo un ejemplo de las 1734 fotografias de
aglomerados a las que se ha aplicado el modelo. Se han obtenido 1616
fotografias validas, que suponen el 93 % de los casos, y se han rechazado 118
fotografias, que corresponden al 7 % de los casos, por estar fuera del rango, es
decir, ny<5, puesto que el modelo es valido para geometria fractal y se necesita
de un minimo de particulas primarias, y también se descartan aquellas fotos en
las que 1<D<3, que son el menor numero de ellas. Al aplicar el método se han
obtenido los valores de dimension fractal y de numero de particulas primarias
mostrados sobre el abaco anteriormente descrito, figura 5.8. La dimension fractal
media obtenida es de 1.8035 y el nimero de particulas primarias medio es de
53, valores que, por lo general, estan proximos a los publicados en la bibliografia
gue trata el hollin procedente de los motores diésel.
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Figura 5.8. Abaco de posibles soluciones incluyendo la localizacién de las 1616
fotografias vélidas.

5.6.3. COMPARACION CON RESULTADOS OBTENIDOS POR REGRESION
DIRECTA

Se pretende en este apartado comparar la potencialidad del método
presentado con la de los métodos habituales de la bibliografia, basados en
regresiones directas entre el é&rea proyectada y el radio de giro
adimensionalizado de toda la poblacion de particulas muestreadas. Para ello se
han tomado las 1734 fotografias utilizadas en esta tesis y se ha representado la
relacion entre el area proyectada de cada particula y el &rea proyectada de una
particula primaria frente a la relacion entre el diametro de giro de cada
aglomerado respecto al diametro de la particula primaria, figura 5.9.

Aplicando logaritmos a la ecuacion (5.1), se obtiene:

A _Drypds 1 (5.9)

In—-=—-In—+=Ink,
z

Ap 7 dy
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In(A/A,)=1.607 In(d /d,;) + 0.674 °
R2=0.92 °

° R
0 05 1 15 2 25 3 35
In(d,/d,)

Figura 5.9. Obtencién de la dimension fractal media, del exponente de solape
medio y del prefactor de la ley de potencias medio.

Los valores de la pendiente y término independiente de la recta de
regresion obtenida pueden identificarse con el cociente entre la dimensién fractal
media de toda la poblacién de aglomerados y el exponente de solape medio, y
con el cociente entre el logaritmo neperiano del prefactor de la ley de potencias
medio y el exponente de solape medio, respectivamente. Esta manera de
obtener informacion a partir del ajuste lineal, que como se ha dicho es muy
comun en la bibliografia, no permite la determinacion de Dr y ki medios a menos
gque se asuma un valor de z'. Ademas no es apta para describir la irregularidad
de particulas concretas o grupos reducidos de éstas. Por Ultimo, este
procedimiento es poco preciso, como lo demuestra el hecho de que

modificaciones sustanciales de los parametros Df,kf,i' no empeoran

significativamente los coeficientes de correlacion de los ajustes. Estas tres
razones dificultan la posibilidad de estudiar los efectos que afectan sobre la
irregularidad de las particulas de manera pormenorizada utilizando este método
de ajuste lineal.

No obstante, se ha aplicado dicho método al conjunto de imagenes de
aglomerados disponible, con el Unico objeto de comparar los valores medios
obtenidos con los valores medios de la aplicacion del modelo propuesto.
Utilizando las 1616 fotografias validas se ha obtenido la media de las relaciones
entre la dimensién fractal y el exponente de solape de cada aglomerado y el
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prefactor de la ley de potencias y el exponente de solape. Estos resultados se
muestran en la tabla 5.1.

Como se comprueba, el valor medio obtenido a partir del modelo es
préximo al que se ha obtenido utilizando el método experimental mas
referenciado en la bibliografia. Se observa que el método basado en regresiones
directas subestima ligeramente las dimensiones fractales respecto las que se
obtendria mediante un andlisis geométrico de cada particula, y sobreestima de
forma importante (nétese que las diferencias obtenidas son logaritmicas) el
namero de particulas primarias (que se calcula a partir del prefactor) que
componen los aglomerados. La mencionada subestimacion de la dimension
fractal obtenida por regresiones directas a partir de imagenes planas, confirma
las observaciones de S.N. Rogak et al [11]. Por tanto, cabe inferir que el método
propuesto, al estar basado en el andlisis geométrico por separado de cada
particula, es mas fiable que los métodos de regresion directa, y que mejora
respecto a éstos la estimacién de la dimension fractal, y especialmente la del
namero de particulas primarias.

Tabla 5.1. Comparacioén de los resultados obtenidos por los dos métodos.

Resultados medios del Resultados por regresion
método propuesto directa
D, /7 1.703 D,/z 1.607
In(k,)/Z 0.544 In(k, )/ Z 0.674
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6.1. CONCLUSIONES

6.1.1. INTRODUCCION

Como novedad, se puede decir que con este trabajo se ha conseguido, a
partir de unas sencillas hipétesis descritas en el capitulo 5, caracterizar la
morfologia de aglomerados granulados cuasi-fractales individuales. Hasta ahora
s6lo podian caracterizarse una poblacién de aglomerados y no aglomerados
individuales, o para caracterizar un aglomerado individual se necesitaba de unas
complejas y no siempre reales hipétesis con las cuales se desvirtuaban los
resultados obtenidos.

El método de resolucion de la ecuacion (5.1), propuesto en esta tesis, se
ha validado mediante el uso de un conjunto de rejillas impregnadas de
aglomerados de hollin, que se habian obtenido de trabajos anteriores, mediante
la introduccién de una sonda termoforética (A.2.1 del Apéndice) en el tubo de
escape de un motor diésel, instalado en un banco de ensayo. Tras ser
analizadas estas rejillas en el microscopio de transmision de electrones, TEM, se
han seleccionado de manera aleatoria una serie de aglomerados, los cuales han
sido fotografiados. En total se han estudiado 1734 fotografias de aglomerados
(se observa una seleccion de ellas en A.3 del Apéndice). De cada una de ellas
se obtiene el area proyectada, A, y el diametro de giro, dy. Con estos datos de
un aglomerado concreto, introduciéndolos en el modelo propuesto, se obtienen
tanto el nimero de particulas primarias del aglomerado, np,, como la dimensién
fractal del mismo, Dr, quedando completamente caracterizado el aglomerado.

Para poder resolver la ecuacién (5.1), se han tenido que estudiar
previamente el prefactor de la ley de potencias, ki, y el exponente de solape, z’,
en los capitulos 3 y 4 respectivamente. En ambos estudios, se han obtenido
sendos modelos polinémicos reflejados en las ecuaciones (3.85) y (4.238).

6.1.2. RELATIVAS AL PREFACTOR DE LA LEY DE POTENCIAS

Como se ha visto, aglomerados con tamafio y dimension fractal similar
pueden tener formas muy diferentes. El prefactor de la ley de potencias es el que
nos caracteriza esta diferencia. Es en el capitulo 3 donde se ha estudiado el
comportamiento del prefactor de la ley de potencias y sus implicaciones fisicas
en el aglomerado.

¢ Se ha analizado el prefactor para distintos casos de subestructuras con
dimensién fractal conocida y entera, Ds =1, Ds =2, D; =3, y se han obtenido
las ecuaciones de k; correspondientes para esas condiciones. Teniendo
en cuenta esto, se ha establecido un modelo polinbmico de ajuste con
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6.1.3.

mismo

tres parametros, en el que el prefactor de la ley de potencias es funcién
de la dimension fractal del aglomerado, ecuacion (3.85).

Los limites a los que tiende el prefactor cuando el nimero de particulas
primarias que componen el aglomerado es muy elevado, son
proporcional al numero de estructuras elementales N, y a la
compactacion del aglomerado, incluso si la dimensién fractal se mantiene
sin cambios. Esto justifica que el prefactor tiene sentido fisico y puede ser
expresado como lagunaridad.

Finalmente se ha observado que el prefactor es muy estable con la
variacion de la dimensién fractal cuando el numero de particulas
primarias es superior a 20, y sucede igual cuando dicha variacién de Ds
esthdentre 1y 2.6.

Conocido el diametro de giro de un aglomerado real, se puede saber la
relacidbn existente entre el numero de particulas primarias que lo
compone y la dimensién fractal de éste. Y se deduce que cuanto mayor
es la dimensién fractal, manteniendo constante el nimero de particulas
primarias, menor es el diametro de giro adimensionalizado con el
didmetro de una particula primaria.

Por tanto, queda demostrado que el prefactor de la ley de potencias junto
a la dimension fractal, caracterizan morfolégicamente el aglomerado.

RELATIVAS AL EXPONENTE DE SOLAPE

En el capitulo 4 se ha modelado el exponente de solape siguiendo el
procedimiento que para el prefactor de la ley de potencia.

Se ha analizado el exponente de solape, z', para distintos casos de
subestructuras con dimension fractal conocida y entera, D=1, D=2, D=3,
y se han obtenido las ecuaciones de z  correspondientes para esas
condiciones. Teniendo en cuenta esto, se ha establecido un modelo
polinbmico de ajuste con tres pardmetros, en el que el solape
exponencial es funcién de la dimension fractal y del nUmero de particulas
primarias que componen el aglomerado, ecuacion (4.238).

Se observa que el solape exponencial es muy estable con la variacion del
namero de particulas primarias cuando el nimero de particulas primarias
es superior a 20. Igualmente z° es muy estable con la variacién de la
dimensién fractal, cuando D; esta entre uno y dos. Sin embargo, las
variaciones del solape exponencial es mas acusada con la dimension
fractal, cuando ésta supera el valor de 2.2.
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6.1.4.

Se puede decir que conociendo el area proyectada de un aglomerado
real se puede saber la relacion existente entre el nimero de particulas
primarias que lo compone y la dimension fractal de éste.

Por tanto, se ha determinado cémo se relaciona el exponente de solape
con el niumero de particulas primarias y la dimension fractal para
aglomerados reales con estructuras completamente irregulares.

RELATIVAS AL METODO DE CARACTERIZACION DE LA
IRREGULARIDAD DE LAS PARTICULAS

A continuacion se destacan las conclusiones y resultados mas

importantes que se han obtenido referentes al método propuesto de
caracterizacion de la irregularidad de las particulas.

6.2.

Se ha planteado un método geométrico para la determinacion de la
dimensién fractal y del nUmero de particulas primarias que compone el
aglomerado. Con este método se determinan algunas caracteristicas
morfoldégicas para cada particula, tales como la dimensién fractal, el
namero de particulas primarias y la densidad aparente del aglomerado. El
método es de tipo potencial, y ademés de expresar el solape entre
particulas primarias de la forma mas habitual en bibliografia, proporciona
un rango de soluciones mas amplio, y por tanto, una mayor sensibilidad.

El método propuesto tiene solucion exacta en las condiciones de
contorno de ajuste y predice el comportamiento irregular de los
aglomerados en las zonas intermedias.

Ademas, el método propuesto, que esta basado en el analisis geométrico
directo de cada particula por separado, es mas fiable que los métodos
gue se proponen en la bibliografia, basados en regresién directa sobre un
conjunto de resultados, ya que dichos métodos son un tanto imprecisos y
ademas suelen utilizar un exponente de solape constante para todas las
particulas (z'=1.09), lo cual puede conllevar a errores en los resultados.

SUGERENCIAS PARA DESARROLLOS FUTUROS

En la misma linea de lo estudiado en esta Tesis Doctoral,

Se propone revisar algunas de las hipotesis planteadas en el método de
caracterizacion morfolégica. En concreto, se pretende estimar el efecto
que tendria sobre la dimension fractal de los aglomerados Ila
consideracion del aplastamiento sufrido por las particulas primarias como
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consecuencia de sus colisiones, y el efecto de distinguir el radio de giro
de la imagen proyectada del radio de giro del aglomerado real.

Observando otra de las hip6tesis del método, se propone estudiar el
efecto de la no esfericidad de las particulas primarias sobre los
resultados de aplicacién del método de caracterizacion morfoldgica de los
aglomerados.

Se podria desarrollar modelos fenomenolégicos que reproduzcan las
colisiones entre particulas primarias y aglomerados.

Se podria aplicar el método propuesto a otros aglomerados que no
provengan de la combustién de un motor diésel.
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A.1. INTRODUCCION

En este apéndice se describe el equipo experimental que se ha utilizado
para la medida y caracterizacion de las particulas y se describe la técnica de
procesado digital. Posteriormente se muestra una seleccion de fotos de las 1734
gue se ha realizado con el microscopio de transmision de electrones (TEM), las
cudles se han tratado digitalmente para la obtencion de la morfologia de las
particulas.

A.2. INSTRUMENTACION UTILIZADA Y TECNICAS DE
MEDIDA ASOCIADAS A LAS EMISIONES DE PARTICULAS

A.2.1. SONDA DE TERMOFORESIS

Para recoger los aglomerados y poder fotografiarlos en el microscopio de
transmisién de electrones, TEM, para su caracterizacion morfoldgica, se utiliza
una rejilla, que tiene la forma que se muestra en la figura A.1.a. Estas rejillas van
alojadas en un portarejillas, figura A.2.b y el procedimiento de recogida de
aglomerados se explica a continuacion. La técnica de muestreo basada en la
termofoéresis fue propuesta por primera vez por Dobbins R.A. et al, [1], para
caracterizar el hollin generado en llamas provocadas por quemadores.
Posteriormente, Rosner, D.E. et al, [2], justificaron la adecuacion del fenomeno
termoforético para la captura no sesgada de una poblacion de particulas en
gases. Posteriormente otros autores, [3], han extendido el uso de esta técnica a
las particulas generadas en motores diésel.

2

Las particulas se extraen del tubo de escape utilizando el flujo
termoforético a que se ven sometidas cuando éstas se encuentran entre dos
temperaturas muy distintas. El flujo del gas de escape en el que viajan las
particulas tiene localmente una temperatura practicamente constante. La manera
de captar las particulas consiste en introducir en el centro del flujo una lamina de
un material que actia como una red a temperatura ambiente. Esta diferencia de
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temperaturas provoca un flujo termoforético de particulas desde el fluido a la
lamina fria. Para que esta lamina no se caliente, el tiempo de residencia dentro
del tubo de escape es de 0.6 segundos. La lamina, que es de un material
transparente al microscopio, llamado Formvar, que se utilizara para analizar las
particulas captadas, estd sujeta mediante un armazon de cobre. El conjunto se
denomina rejilla, y tiene un didmetro exterior de 3 mm. La rejilla junto con el
portarejilla se muestra en la figura A.2.b.

En la figura A.2.a se muestra el dispositivo que se denomina sonda de
termoforesis. Consta de un cilindro neumatico que, controlado por un médulo
programable, extiende el vastago del cilindro durante los 0.6 segundos que tiene
gue estar dentro del tubo de escape la rejilla de captacion de particulas. En el
vastago del cilindro neumatico se coloca roscado el portarejilla, figura A.2.b. El
principio y el final de la carrera del cilindro neumético son controlados mediante
dos detectores magnéticos montados en ambos extremos del cilindro neumético.

a) b)

Figura A.2. Fotografias de la sonda termoforética.

Para esta tesis se recibieron las rejillas almacenadas en los portarejillas
como los de la figura 1.b) para el fotografiado y posterior tratamiento digital.

A.2.2. OBTENCION Y TRATAMIENTO DE LAS IMAGENES DIGITALES

A.2.2.1. Microscopio de transmision de electrones

El microscopio de transmision de electrones (Transmission Electron
Microscopy TEM) es un instrumento de alta precision capaz de obtener
imagenes bidimensionales ampliadas hasta un millon de veces sobre el tamafio
original de una muestra, por lo que resulta una herramienta idénea para la
observacién de particulas diésel a nivel microestructural.
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El funcionamiento basico de un TEM es el que se describe a
continuacion. El elemento que contiene todo el sistema es un cilindro metalico de
unos dos metros de altura, cuyo interior se encuentra en condiciones de vacio a
lo largo de su funcionamiento. En su parte superior existe un filamento de
tungsteno que actia como céatodo, y emite electrones al recibir una excitacion
eléctrica de alto voltaje, que puede encontrarse por encima de los 100 kV
dependiendo del TEM, y que pasa del catodo al 4nodo. Los electrones se
aceleran por efecto de esta diferencia de potencial y atraviesan una apertura de
pequefio tamafio formando una columna.

Un conjunto de lentes hace incidir la corriente de electrones sobre la
muestra dispuesta en el interior del microscopio. El paso de los electrones a
través de la muestra produce una dispersién en parte de los electrones, que al
no superar la segunda apertura, favorecen el contraste de la imagen. Por su
parte, el resto de los electrones que si consiguen atravesar la apertura son
conducidos por nuevas lentes hasta una pantalla fosforescente o a una pelicula
fotografica, con lo que se consigue extraer la imagen de la proyeccion
bidimensional de la muestra.

Como ya ha sido comentado, el tamafio de la apertura posterior a la
muestra se emplea para conseguir variaciones en el contraste de la imagen,
mientras que el nivel de aumentos que se consigue en la fotografia o la imagen
tomada puede ser controlado a partir de la posicion de las lentes electrénicas
intermedias.

El microscopio TEM utilizado para obtener las imagenes con las que se
han realizado los estudios recogidos en esta tesis es un Philips CM-200, que
posee una fuente de electrones con un potencial de aceleracion de 200 kV, y un
maximo de resolucion inferior a los 2 A. Este microscopio es el que se muestra
en lafigura A.3.
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Figura A.3. Vista del TEM utilizado, perteneciente a la Universidad de Malaga.

A.2.2.2. Clasificacion de las imagenes

La clasificacion de imagenes es una tarea previa a todo estudio e
indispensable para obtener resultados validos, puesto que no cualquier
fotografia tomada con el microscopio TEM resulta adecuada para la obtencién de
resultados aceptables.

El proceso de clasificacién puede comenzarse en el momento en que se
toman las fotografias en el propio microscopio, puesto que en un mismo filtro
puede encontrarse un gran nimero de particulas. La seleccion de particulas en
la rejilla es aleatoria, pero resulta conveniente tratar de tomar fotografias de la
calidad suficiente en cuanto a contraste. Por otro lado, a la hora de establecer
comparaciones, es conveniente que las fotografias presenten una escala similar,
en especial para el analisis de aquellos parametros que dependan fuertemente
del tamafio de cada uno de los pixeles que componen la imagen, como ocurre
con el didmetro de las particulas primarias, el radio de giro y todas aquellas
variables que dependen de los mismos. En relacién al tamafio del pixel, se
determina cudl es el méaximo admisible para que los resultados puedan
considerarse correctos.

Una segunda seleccion puede llevarse a cabo una vez se tienen
imagenes de TEM disponibles. En concreto, es recomendable seleccionar
aquellas imagenes que sean nitidas, y que preferiblemente presenten un buen
contraste, entendiéndose esto como que la distincion entre el fondo de la
fotografia y la propia particula sea, a simple vista, posible. En caso de disponer
de imagenes que no posean estas caracteristicas basicas, es previsible que las
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tareas de binarizacion y aislamiento de la particula con respecto al fondo
resulten mas complicadas de realizar con precision.

A.2.2.3. Tratamiento de las imagenes

El tratamiento de imagenes de particulas ayuda a determinar todos los
parametros de interés en el estudio de la morfologia de dichas particulas.

El proceso de trabajo se detalla a continuacion:

e En primer lugar, se mide la escala de la fotografia para poder medir las
dimensiones de las patrticulas.

» Después se elimina el fondo de la fotografia, dejando Unicamente la
proyeccion bidimensional de la particula.

« Después se puede medir el area proyectada de la particula y determinar
en funcion de la posicion de los pixeles que componen la particula, el
centro de gravedad de la particula. Posteriormente, a partir del centro de
gravedad se obtiene el radio de giro.

e Con los datos anteriores y el modelo que se ha propuesto en el Capitulo
5 se obtienen todas las caracteristicas morfolégicas necesarias para
caracterizar la particula.

El estudio presentado en esta tesis requirio 1734 fotografias. Se
muestran una seleccion de ellas en el epigrafe A.3.

A.3. EJEMPLOS DE FOTOGRAFIAS

Se muestran a continuacion una seleccion de las 1734 fotografias de
aglomerados de hollin realizadas con el Microscopio de Transmision de
electrones (TEM).
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1. MOTIVATION

In recent decades there has been a marked increase in the use of diesel
cars in Spain, as in Europe, and even in the world. This growth in the sale and
use of diesel vehicles has been due to their reliability, low consumption and
performance from its major competitor that is the gasoline engine. This increase
is also due to various improvements that have taken place in this engine, in
concepts that previously had major disadvantages compared to gasoline
engines.

However, improvements are still pending in the field of emissions. In
particular, the problem of these engines are emissions of nitrogen oxide and
particulate (also called clusters). Due to the growing concern of society for the
environmental aspect, the regulations limiting emissions of these two pollutants
are increasingly restrictive and it is not easily reduced both simultaneously.

So far all regulations that have appeared limited mass emission of
particles and, therefore, all efforts have been directed to implement measures to
reduce the mass of particles emitted without special attention or the number of
particles or the size or forms thereof. However it should be noted that the
detrimental effects of the particles are greatly influenced by the size and shapes
thereof, being most dangerous smaller. For this reason, Euro V regulations,
which came into force in September 2009 and Euro VI, which entered into force
in 2014, besides regulating the mass of particles the number of particles is
regulated, and on a future also regulate the size.

These circumstances have led to a growing interest of the scientific
community in the study of particulate emissions and their morphology.

It is precisely the important effects of morphology emitted particles on
human health, on the environment and climate, justifying the realization of this
research, with which it is achieved characterize a particular type of particle,
granulated quasi-fractals, for example the particles emitted by a diesel engine or
gasoline direct injection (GDI) engine. Such particles are emitted in processes of
combustion in which oxygen molecules have very little time to react with the
hydrocarbon molecules, so the particles who have failed to react with oxygen,
and due to high temperatures combustion, suffer pyrolysis, resulting carbon
(graphite), which is extremely carcinogenic and contaminant. Depending on the
shape and size of these agglomerates, their impact will be greater or less, since
the heavier particles will fall to the ground while the smallest may be inhaled or
affect environmental pollution.
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Therefore, as already it has indicated, because of the importance of
morphological characterization of these particles, this doctoral thesis is proposed.
As background to this work, there are experimental studies about morphological
characteristics, but need a large population of agglomerates to determine the
morphological characteristics of the population and not of individual
agglomerates, and on the other hand there are models to determine the
morphological characteristics of individual agglomerates, but these are based in
setting parameters. However, in this doctoral thesis is proposed a complete
model of morphological characterization of individual agglomerates, which is not
based on any parameters set and also is fed of some experimentally measured
variables.

2. OBJECTIVES.

The main objective of this thesis is to propose a model to determine the
morphology of the diesel particles and in general any granular particle quasi-
fractals. One of the aspects of the diesel particle morphology is the size thereof.
This aspect has been studied in numerous works and measurement techniques
are well developed, although these developments proceed of the field of
environmental sampling, so applying this methodology to engine emissions is not
unanimous. However, other morphological appearance of diesel particles as
irregularity, does not have a method that quantifies without depend adjustment
variables. It is for this reason that in this thesis, the theoretical-experimental
method is proposed to quantify the irregularity of the individual particles and not
depend in any adjustment variable.

3. METHODOLOGY

The methodological approach of this thesis is based on the combination of
not too sophisticated experimental techniques with theoretical developments,
also of low mathematical complexity, to achieve results that would be impossible
to obtain from purely experimental or purely theoretical approaches, even in the
case that these were much more complex than those raised here. In this sense, it
can say that it has tried to use the synergy between experimental and theoretical
techniques.

The experimental techniques used were the visualization of diesel
particles by transmission electron microscopy (TEM, whose characteristics are
shown in the Appendix), and further digital processing. The results of these
techniques are geometrical parameters and are required for entry to the model
proposed about particle morphology.
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Therefore, with the geometric method proposed in this thesis, can
determine all the morphological parameters of particles from the images obtained
with the microscope.

All morphological study presented is based on sampling collected
agglomerates in hot exhaust gas without dilution of the combustion process of a
diesel engine, which is subject to a set of conditions easily controlled.

4. DEVELOPMENT OF THE DOCUMENT

The memory of this thesis consists of six chapters and this epigraph
describes the development in each of them.

e Chapter 1. It is introduced and it is justified the realization of this
research. Besides the followed methodology in the thesis is exposed.

e Chapter 2. The implications of the morphology and size of the diesel
particles on the environment and public health are discussed. Different ways to
define the size of these and typical distribution functions are discussed. And
finally the fractal geometry and parameters are described to define the
morphological characteristics of the particles

e Capitulo 3. It is describes and justifies the model created to determine
the prefactor of power law and it is shows how it is part of the morphological
characterization of the particles.

e Chapter 4. It is describes and justifies the model performed to determine
the overlapping factor and the overlapping exponent

e Chapter 5. It is describes and justifies the method for determining the
morphological characteristics of real particles from images obtained in
transmission electron microscope.

e Chapter 6. The final conclusions of this document as well as a brief
description of future work that may be performed in future research are shown.

5.  INTRODUCTION TO THE METHOD PROPOSED

There are two different ways to proceed for the determination of
morphological parameters, fractal dimension and number of primary particles of
an agglomerate. The first is based on experimental data. These models are
based on assumptions that are extremes, and sometimes also need a large
population of agglomerates. The second way to obtain the morphological
parameters of the agglomerates is by modeling phenomenological mechanisms.
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Sometimes these phenomenological mechanisms are based on assumptions not
too robust.

Apart from these two options, it is proposed in this research, an original
method for calculating the fractal dimension of individual agglomerates, which
can be classified as quasi-experimental. On one hand, the method has an
experimental part, since it requires the characterization of the images of the
particles, and on the other hand has a theoretical part because of the unseen
part of the images are reconstructed using a model based on quasi fractal nature
of the agglomerates. On the one hand, this method avoids having to take
hypothesis own of the agglomeration models, and instead, as is purely geometric,
it does not require controversial hypothesis, and on the other hand, allows the
description of each particle individually, so the need to do a large number of trials
only depends on the eventual dispersion of the experimental results, but not the
method used.

6. HYPOTHESIS OF THE METHOD. REAL CASE.

The hypothesis of the method are as follows:

e Spherical primary particles. The primary particles making up an
agglomerate approximately have spherical shapes. Can see the case of
carbonaceous agglomerates produced by a typical automotive diesel
engine. This statement is readily demonstrable from micrographs
obtained by TEM, as shown in Figure 1.
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Figure 1. Photograph obtained with a TEM of a quasi-fractal agglomerate
produced by a diesel engine and composed of spherical primary particles.

e Primary patrticles with uniform size. The primary patrticle sizes tend to be
uniform in the same agglomerate and often change little when it is varied
the conditions that generated this type of agglomerates. In addition, some
authors have showed that the fractal structure of the agglomerates is not
significantly affected by the distribution of the primary particles.

e Primary particles with homogeneous density. This hypothesis is based on
photographs made to the internal structures of the primary particles,
which show that the carbonaceous layers comprising the primary particles
distant from each other are much less than the particle size, in fact the
average distance between the carbonaceous layers is 0.34 nm.

¢ No sintering and crushing. It is assumed that collisions between primary
particles do not affect the original geometry of these. This hypothesis is
supported by the observation of the agglomerates, although the probable
presence of a certain degree of sintering may slightly alter the results of
this method.

« No preferential direction in the projections. It is assumed that the
processes of collection of the particulates and microscopic analysis not
tend to orient the agglomerates in any preferential direction. This
hypothesis allows an unbiased probabilistic treatment to non-symmetrical
agglomerates, such as the extreme case of agglomerates with fractal
dimension equal to unity.
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Gyration radius of the projection equal to the three-dimensional particle.
Some studies have shown that in analyzing projected images of the
agglomerates, the gyration radius obtained are slightly different from the
actual gyration radius of three-dimensional particles. The consideration
the gyration radius obtained from the projected image may provide some
small error in estimating the fractal dimension.

PROPOSED METHOD

From power law, equation (3.1), and the model the overlapping exponent,

equation (4.218), it can develop a model to connect the number of primary
particles and the fractal dimension of an agglomerate based only in two
geometric variables, which they are the gyration radius and the projected area.

d, )"
npo = kf (npo’ Df )[d_g]

po

(1)

In the equations shown in the equation (1), with an iterative method it is

developed then, it can get the fractal dimension of the agglomerate.

Determined the fractal dimension of the agglomerate can be calculated

the number of primary particles composing the agglomerate using either of the
equations (1).

Obtaining the gyration radius and the projected area of the agglomerate is

as follows:

1. Photograph of the agglomerate is obtained. In case of
carbonaceous agglomerates produced by a diesel engine, it is
utilized Microscopy Transmission Electron.

2. The scale of the photograph is measured and the number of pixels
of this.

3. With the above scale can be measured actual lengths in the
photography.

4. All the background image is cleaned, so that it does not affect in
digital treatment. Once prepared the photographic, the image
processing program developed calculates the gyration radius and
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the projected area of the agglomerate. Furthermore, the average
primary particle diameter is measured directly in the image.

Then, it is determined with the equation (1), the fractal dimension
assuming, for the first time, that the number of primary particles tends to infinity,
and therefore neither the prefactor of power law and nor the overlapping
exponent depend on the number of primary particles. With this fractal dimension
can be calculated by the power law the number of primary particles containing
the agglomerate. Then, it is repeated the previous step, recalculating the fractal
dimension with the number of primary particles newly calculated. This process is
repeated until the result the fractal dimension of the current iteration is equal to
the fractal dimension of the previous iteration with an error lower than 10*. In this
case, it is when has found the desired solution. However, not always the iteration
is converging.

When the number of primary particles tends to infinity, equation (3.86)
simplifies to:

A=43

9
B==-=18 2
5 (2)
C = 15933

Considering the terms stated in equation (2), the equations (3.87) are as
follows:

aziA—iB+EC=—OO4363
22 11 22
b:—1—9A+1—?’B—lC: 012446 (3)
22 11 22
c=£3A—gB+£C: 165123
11 11 11

From equation (3.85) the prefactor of the power law is function of the
fractal dimension, when the number of primary particles tends to infinity can be
determined with the following equation and shown in Figure 2:

k, =— 004363D? + 012445D? + 165123 4)

In addition, the overlapping exponent, when the number of primary
particles tends to infinity, is determined with the equation (4.239) simplified to:
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A=1
B=1 (5
C=15

Considering the equations (5), the terms of equation (4.240) are as
follows:

a:iA—iB-{-iC :i
22 11 22 44

b=-a+8%g- T o=’ (6)
22 11 22 44

c=8a_2ps2c=t2

117 11 11 11

From equation (4.238), the overlapping exponent as function the fractal
dimension, when the number of primary particles tends to infinity, can be
determined with the following equation and shown in Figure 2:

2:51D§—§1D$+1221 7)
44 44 11

Note that since it is a polynomial model, the fit for fractal dimension
between one and two, can result exponent values slightly below one. In this case,
the value of the overlapping exponent will be one, since the concept of
overlapping exponent lacks physical sense, when it is less than unity. The figure
3 show the diagram of the iterative process of calculating the fractal dimension of
an actual agglomerate.
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Figure 2. Prefactor of power law and overlapping exponent versus the
fractal dimension, when the number of primary particles tends to infinity.
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Figure 3. Block diagram for the iterative calculation.
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As a result of the proposed model it has been determined the possible
solutions of actual agglomerates with gyration diameter between 30 and 400 nm
and projected area between 1000 and 50000 nm?. Both the fractal dimension as
the number of primary particles are shown in figures 4 and 5 respectively. It has
been taken for this simulation an average primary particle size of 25 nm.
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Figure 4. Fractal dimension versus projected area and gyration diameter
of the agglomerates.
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Figure 5. Number of primary particles with average size of 25 nm versus
projected area and gyration diameter of the agglomerates.
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8. APPARENT DENSITY OF THE AGGLOMERATE

As a secondary variable of the presented model, it can determine the
apparent density of the agglomerate, defined as function of the gyration diameter
of the agglomerate. The apparent density is defined as the mass of particles
contained in the gyration volume, and thus can be obtained as follows:

T3
_ My My, _ 6 b _ (9 ’ _
pp npo npo ph
V, V, Eds
6 ° (8)

where o, is the density particle as compact or not porous solid. For the case of
soot agglomerates, it can be taken constant and equal to 1850 kg-m=.

In this particular case, the importance of the apparent density of soot is
that relates the size distribution functions with mass distribution functions, and
therefore with the mass emissions of these. However it is hecessary to note that
this density is associated with the gyration diameter, while size distributions are
associated with other definitions of particle diameter. Specifically, the distributions
obtained in the SMPS (Scanning Mobility Particle Size) refer to electric mobility
diameter, as need not correspond with the gyration diameter.

9. FIELD OF SOLUTIONS

Figure 6 shows the contours of constant fractal dimension, constant
number of primary particles and constant apparent density of agglomerates
(solution of the method) function of the gyration radius and of the projected area
(experimental data of input).

The possible solutions of equation (1) are placed in the area enclosed
between the lines of fractal dimensions 1 and 3, as shown in Figure 6. Line fractal
dimension equal to 3 corresponds to the case of spherical particles, although for
clarity in the figure, is shown as the isoline of higher fractal dimension Ds equal to
2.4, since the isolines with higher fractal dimensions are overlapped. Above the
isoline fractal dimension equal to 3, there cannot exist any solution because an
agglomerate can never project more area than a sphere projecting with the same
gyration radius, or an agglomerate may not have less gyration radius than the
sphere projecting the same area.
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At the other end, the field of solution is limited by the line of fractal
dimension equal to unity. It corresponds to a set of aligned primary particles
whose overlap is hemispheric average of all possible orientations. This means
that a agglomerate with the same gyration radius that chain-like particle with
lower projected area is very unlikely, in particular, in applying this method, the
image would be discarded by being out of the possible range of D:. Neither an
agglomerate can have more gyration radius that another with the same projected
area.

In figure 6 it is seen that if the projected area is constant, the particles with
larger gyration radius have less fractal dimension, so they are more irregular, and
the smaller the gyration radius of a particle, more compact is, that is, higher is its
the fractal dimension. Conversely, between two particles with equal radius of
gyration, is more compact what has higher projected area and therefore its fractal
dimension is higher, and vice versa.

Also it is shown the number of primary particles of the physically possible
or probable agglomerates in figure 6. Agglomerates with the same project area,
increased gyration radius implies a decrease both of the fractal dimension as of
the number of primary particles. But as shown in figure 6, the larger the radius of
gyration, the effect thereof on the number of particles is less, since the
agglomerate in this area of the figure is very irregular, varying little overlap
between the primary particles. In other hand, to gyration radius constant, an
increased projected area it implies in any case a significant increase of the
number of primary particles.

The represented abacus is useful for viewing possible solutions of the
method from the measured variables from the microscopic images. Besides,
direct use could replace the proposed numerical method, but it is not advisable,
because of the loss of precision.
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Figure 6. Abacus of possible solutions that characterize the agglomerates.
Isolines of fractal dimension, number of primary particles and apparent density

(kg-m).

10. VALIDATION OF PROPOSED METHOD. REAL
APPLICATION

10.1. INTRODUCTION

The validation of the developed method cannot be performed by direct
comparison of its results with known data because of cannot be measured with
certainty the actual geometry of the particles sampled. Some authors have
attempted to validate their models using different photographs of the same
agglomerate obtained from different angles. In any case, it always is necessary
the reconstruction of geometry from data available. In this case, it has decided to
make a qualitative assessment based on the following criteria:
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» Consistency of method, so there is a guarantee that the results of fractal
dimension obtained in all cases is unambiguous measure of the
irregularity of the agglomerates.

* Comparison with results from other methods proposed in the literature,
usually based on statistical regressions between variables directly
measured (projected area and radius of gyration) and comparing these
regressions with the power law, characteristic of fractality of the
agglomerates.

10.2. CONSISTENCY OF THE METHOD

Figure 7 shows four examples of implementing the proposed method.
The four photographs have been selected because of they provide different
fractal dimensions between them. In addition to the gyration diameter and
projected area, both determined from each digital image processing, it is included
the resulting values of the fractal dimension, number of primary particles and
apparent density.

dg (nm) 199.36
A, (Nm?) 11890.30
D¢ 1.3247
Npo 28

op (kg/m3) 100.51
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Figure 7. Diesel agglomerate photographs with different Ds.

In the previous figure it can be seen that the proposed method provides a
fractal dimension value very different depending on the irregularity of the
particles. Consequently, the calculated fractal dimension is a consistent measure
of the irregularity of the agglomerates.

The above cases are just an example of 1734 photographs of
agglomerates to which the model has been applied. Have been obtained 1616
valid photographs, comprising 93% of cases, and have been rejected 118
photographs, corresponding to 7% of cases, to being out of range, that is, npo.<5,
since the model is applies to fractal geometry and it needs a minimum of primary
particles, and too they are discarded those pictures where 1<Ds<3, which are few
of them. By applying the method they were obtained values fractal dimension and
number of primary particles shown on the abacus, figure 8. The average obtained
fractal dimension is 1.8035 and the average number primary particle is 53, this
values usually are close to those reported in the literature dealing with the soot
from diesel engines.
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Figure 8. Abacus possible solutions including the location of 1616 valid
images.

10.3. COMPARISON WITH THE RESULTS OF DIRECT REGRESSION

This section is intended to compare the potential of the method presented
with the usual methods of the literature, based on direct regressions between the
projected area and the dimensionless radius of gyration for the entire population
of particles sampled. So it has been taken 1734 photographs used in this thesis,
and it has been represented the relationship between the projected area of each
agglomerate and the projected area of a primary particle versus the ratio between
gyration diameter of each agglomerate with the diameter of the primary patrticle,
figure 9.

Applying logarithms to equation (1), is obtained:

D d
Ini:—fln—g+%lnkf (9)
z d z

0 po
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Figure 9. Obtaining the average fractal dimension, average overlapping
exponent and average prefactor of power law.

The values of the slope and intercept of the line of regression can be
identified with the ratio between the average fractal dimension of the entire
population of agglomerates and the average overlapping exponent, and the ratio
between the average natural logarithm of the prefactor of power law and average
overlapping exponent, respectively. This way of getting information from the
linear fit, which is very common in the literature, it does not allow the
determination of average Dr and k;, unless a value of z' is assumed. As well as, it
is not suitable to describe the irregularity of specific particles or small groups of
them. Finally, this method is imprecise, as evidenced by the fact that substantial

changes of the parameters 5f ,sz , 2" the fit coefficients not significantly worsen.

These three reasons make it difficult the study of effects affecting on the
irregularity of the agglomerates in detail, using this method of linear fit.

However, this method has been applied to all images of agglomerates,
with the sole purpose of comparing the average values obtained with the average
values results of the proposed model. Utilizing the 1616 valid photographs, it has
been obtained the average of the relation between the fractal dimension and the
overlapping exponent for each agglomerate and average of the relation between
the prefactor of power law and the overlapping exponent, too for each
agglomerate. These results are shown in table 1.
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As seen, the average value obtained from the model is close to that
obtained using the experimental method more referenced in literature. It is
observed that the method based in direct regression underestimates slightly the
fractal dimensions respect to obtained by a geometric analysis to each
agglomerate, and significantly overestimates (note that the differences obtained
are logarithmic) the number of primary particles (calculated from prefactor)
constitutes the agglomerates. The aforementioned underestimation of the fractal
dimension obtained by direct regression from flat images confirms the
observations of some authors.

Therefore be concluded that the proposed method is more reliable than
direct regression methods, and improvement estimating the fractal dimension,
and especially the number of primary particles, because of being based on the
geometric analysis of each particle for separate.

Table 1. Comparison of the results obtained by the two methods.

Average results of the Results by direct
proposed method regression
D,/Z 1.703 D,/Z 1.607

In(k,)/Z 0.544 In(k,)/Z 0.674
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1. CONCLUSIONS

1.1. INTRODUCTION

As a novelty, it can say that with this work has achieved from some simple
hypothesis described in Chapter 5, characterize the morphology of granular
agglomerates individual quasi-fractals. Until now they could only be characterized
a population of individual agglomerates and no single agglomerates, or to
characterize individual agglomerates, it is needed complex hypothesis, so the
results obtained are not reliable.

To check the effectiveness of the proposed method to solve the equation
5.1, it is used a set of grids impregnated soot agglomerates. These grids have
been obtained by introducing a thermoforetic probe (A.2.1 of Appendix) in the
exhaust pipe of a diesel engine installed on a test bench. After being analysed
these grids in the transmission electron microscope, TEM, a number of
agglomerates have been selected at random. These agglomerates have been
photographed. Have been studied 1734 photographs of agglomerates (a
selection of them are in A.3 of Appendix). From these photographs, it can
calculate the projected area, A,, and the gyration diameter, dg. Introducing these
data in the proposed model, equation (5.1), both the number of primary particles,
as the fractal dimension, have been obtained. The agglomerate has being fully
characterized.

In order to solve the equation (5.1), it have had to study the prefactor of
power law, ki, and the overlapping exponent, z', chapters 3 and 4, respectively. In
both studies, polynomial models are shown in equations (3.85) and (4.238).

1.2. CONCLUSIONS CONCERNING THE PREFACTOR OF POWER LAW

As seen, agglomerated with a similar size and fractal dimension can have
very different shapes. The prefactor of power law characterizes this difference. In
chapter 3 has studied the behaviour of prefactor of power law and its physical
implications in the agglomerate.

* The prefactor has been analysed for different cases of substructures with
known integer fractal dimension, Dr =1, Dr =2, Dr =3. The prefactor has
been analysed for different cases of substructures with known integer
fractal dimension, equation (3.85).

¢ When the number of primary particles is very high, the limits the prefactor
are proportional to the number of elementary structures, N, and to
compaction of the agglomerate, even if the fractal dimension remains
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1.3.

unchanged. This justifies that the prefactor has physical sense and can
expressed as lacunarity.

Finally, it has been observed that the prefactor is very stable with variation
fractal dimension when the number of primary particles exceeds 20, and
happens the same when such variation Dy is between 1 and 2.6.

Known the gyration diameter of a real agglomerate, it can know the
relationship between the number of primary particles and the fractal
dimension of this. In addition, it is deduced that the larger the fractal
dimension, keeping constant the number of primary particles, the gyration
diameter is smaller.

Therefore, it is demonstrated that the prefactor of the power law and the
fractal dimension characterize morphologically the agglomerate.

CONCLUSIONS CONCERNING THE OVERLAPPING EXPONENT

In chapter 4 the overlapping exponent is modelled following the same

procedure as for the prefactor of the power law.

It has analysed the overlapping exponent, z', or different cases of
substructures for integer fractal dimension, D = 1, Df = 2, Ds = 3, and it
has obtained equations of 2z, corresponding to these conditions.
Considering this, it has established a polynomial fit model with three
parameters, wherein the overlapping exponent is function of the fractal
dimension and the number of primary particles composing the
agglomerate, equation (4.238).

It is noted that the overlapping exponent is very stable with variations in
the number of primary particles when the number of primary particles is
greater than 20. Similarly z' is very stable with variation fractal dimension,
when Dy is between one and two. However, variations of the overlapping
exponent is more pronounced with the fractal dimension, when this
exceeds the value of 2.2.

It can say that if the projected area of a real agglomerate is known, can be
known the relationship between the number of primary particles and the
fractal dimension of this agglomerate.

Therefore it has determined how is related the overlapping exponent with
the number of primary particles and the fractal dimension to real
agglomerates with completely irregular structures.
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1.4. CONCLUSIONS ABOUT THE METHOD FOR CHARACTERIZATION
THE IRREGULARITY OF PARTICLE

The following highlights the findings more important that have been obtained
regarding the method proposed of characterization of the irregularity of the
particles

e It has raised a geometric method for determining the fractal dimension
and the number of primary particles. This method determine some
morphological characteristics for each particle, such as the fractal
dimension, the number of primary particles and the apparent density of
the agglomerate. The method is of potential type, and also to express the
overlap between primary particles and provides a wider range of
solutions, and therefore increased sensitivity. The proposed method has
exact solution in the boundary conditions and predicts the irregular
behavior of the agglomerates in the intermediate zones.

e In addition, the proposed method, which is based on direct geometric
analysis of each particle separately, is more reliable than the methods
proposed in the literature, based on direct regression on a set of results.
Since these methods are both inaccurate, because of use a constant
overlapping exponent for all particles (z'= 1.09), which can lead to errors
in the results.

2. SUGGESTIONS FOR FUTURE DEVELOPMENTS

Along the same lines of what has been studied in this thesis,

e It is proposed to review some hypothesis used in the method of
morphological characterization. In particular, it aims to estimate the effect
it would have on the fractal dimension of the agglomerates, consideration
of crushing suffered by the primary particles as result of their collisions,
and the effect of distinguishing the gyration radius of the projected image
of the real agglomerate.

* Observing another hypothesis of the method, it is proposed to study the
effect of non-sphericity of the primary particles on the results of applying
the method of morphological characterization of the agglomerates

e It could develop phenomenological models that reproduce the collisions
between primary particles and agglomerates.

e It could apply to method proposed to agglomerates that do not come from
the combustion of a diesel engine
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