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Resumen—En este articulo se presenta un nuevo enfoque
al analisis estadistico de las formas cuadraticas gaussianas
complejas (FCGC) indefinidas y no centrales. Este nuevo enfoque
se basa en el estudio de una variable aleatoria auxiliar llamada
forma cuadratica confluente, cuyo analisis es mas sencillo pu-
diendo calcular sus estadisticos de primer orden en términos
de funciones elementales. A partir de los estadisticos de la
nueva variable es posible obtener, bajo ciertas condiciones, los
de la FCGC original, dando como resultados expresiones simples
de usar para calculos analiticos posteriores. Finalmente, las
expresiones obtenidas se emplean para estudiar la probabilidad
de outage en sistemas donde se aplica combinacion por razén
maxima (MRC) sobre canales con fading y correlacion arbitraria.

I. INTRODUCCION

La caracterizacion estadistica de formas cuadraticas gaus-
sianas complejas (FCGC) es de suma importancia al analizar
las prestaciones de numerosas técnicas de comunicaciones
inalambricas entre las que se incluyen técnicas de diversidad
como combinacién por razén maxima (MRC) [1], combina-
cion 6ptima [2] o beamforming [3]; asi como modulaciones
no coherentes [4] y codificacién ortogonal en el espacio y
el tiempo (OSTBC) [5], entre otras. Debido al gran nimero
de aplicaciones, en las dltimas décadas se han realizado
considerables esfuerzos por analizar las FCGCs [6]-[10].
Sin embargo, la complejidad del problema hace que en la
bibliografia s6lo se presenten resultados aproximados dificiles
de manejar y poco adecuados para cédlculos posteriores.

La funcién caracteristica de las formas cuadraticas inde-
finidas se da por primera vez en [6], donde ya se discute
la dificultad de obtener la funcién densidad de probabilidad
(PDF) en el caso no central debido a la complicada naturaleza
de dicha funcién caracteristica. En [7] se analizan las formas
cuadréticas definidas positivas, expresando su PDF como una
serie infinita en términos de polinomios de Laguerre para el
caso central y de distribuciones x? para el caso no central.
Un resultado mds general se da en [9], donde se analizan
las formas indefinidas, expandiendo la PDF en series de
Laurent y Taylor demasiado complejas de manipular. Un caso
particular de FCGC de utilidad en tests de hipétesis binaria
se analiza en [8], pero no se da ningun resultado vélido para
el caso general. Recientemente, en [10] se presenta un nuevo
enfoque al problema donde, en lugar de invertir la funcién
caracteristica, se trabaja con la funcién de distribucién (CDF)
en forma integral aproximando la misma mediante la técnica
de saddle point [11]. Sin embargo, los resultados obtenidos
siguen siendo dificiles de manipular.

Motivado por la complejidad de los resultados presentes en
la bibliografia, los cuales no son tratables matematicamente
a la hora de abordar célculos posteriores en la mayoria de
situaciones, en este articulo se propone un nuevo enfoque

al andlisis de las FCGC indefinidas no centrales. Esta nueva
aproximacion se basa en el estudio de una nueva variable
aleatoria auxiliar, a la que llamaremos forma cuadrética con-
fluente, en vez de abordar directamente el analisis de la FCGC
original. La nueva variable presenta un anélisis més sencillo, y
permite obtener sus estadisticos de forma cerrada en término
de funciones elementales. Posteriormente, a partir de estos
estadisticos, y bajo ciertas condiciones, se obtendran los de la
forma cuadrética original, dando como resultado expresiones
mads sencillas de manipular y de usar para futuros andlisis.

El presente articulo se estructura como sigue. En la seccién
II se presenta la notacién y algunos conceptos previos sobre
formas cuadraticas gaussianas. En la seccion III se presenta el
nuevo enfoque de andlisis basado en el estudio de las formas
confluentes. Los resultados obtenidos se ejemplifican en la
seccion IV mediante el estudio de la probabilidad de outage
en MRC sobre canales correlados. Finalmente, en la seccion
V se presentan algunas conclusiones.

II. PRELIMINARES
A. Notacion y definiciones previas

A lo largo de este articulo se empleara la siguiente notacién.
El simbolo ~ significa estadisticamente distribuido como. Las
matrices y los vectores son representados en negrita con letras
mayusculas y mindsculas, respectivamente. La matriz 0,
simboliza una matriz de dimensiones p X g cuyos elementos
son todos nulos. Por otro lado, el superindice (-)! indica
matriz hermitica y (-), denota el simbolo de Pochhammer.
Ademds, u(-) es la funcién escalén unitario cuyo valor es 1
para argumentos no negativos y 0 en otro caso. sgn(-) es la
funcién signo cuyo valor es 1 para argumentos no negativos
y —1 para argumentos negativos. Finalmente, se define a
continuacioén una distribucién estadistica que serd de utilidad
a lo largo del presente trabajo.

Definicion 1 (Distribucion gamma): Sea X una variable
aleatoria real que sigue una distribucién gamma con pardme-
tros k € RT y § € RT, i.e. X ~ I'(k,0). Entonces, la PDF
de X viene dada por

1
fX(x) — kaflefi/e’ (1)

donde T'(+) es la funcién gamma.

B. Formas cuadrdticas gaussianas complejas

Definicién 2 (FCGC): Sea v.€ C™*! un vector aleatorio
que sigue una distribucién normal multivariante con media nu-
la y matriz de covarianza L € C"*",i.e. v ~ CN (0, %1, L),
yseaV € C"*1y A € C™ ™ un vector constante y una matriz



hermitica e indefinida, respectivamente. Entonces, la variable
aleatoria

Q=v+V)A(V+V) 2)

es una FCGC indefinida y no central.

Si todas las entradas de Vv son nulas, i.e. Vv = 0,x1,
entonces se dice que () es una FCGC central [12]. Igualmente,
si la matriz A es definida positiva o negativa (o semidefinida)
entonces se dice que la forma cuadratica @ también lo es.

A diferencia de las funciones de probabilidad, la funcién
generadora de momentos (MGF) de @ si puede obtenerse de
forma analitica. A partir de [13, eq. (12)], la MGF de @ se

expresa como
ex )\iﬂis
. P 1-— )\18

M = 3
(s) 1}1 By e 3)
donde \; para i = 1,...,n son los autovalores de LA y

Wi = [U_lx_/\_/TL_lU]”, donde U es la matriz modal de
LA tal que LA = U-'AU con A la matriz diagonal cuyos
elementos son ;.

La dificultad de obtener la PDF de @ a partir de su MGF
viene dado por la presencia del término exponencial en (3),
el cual impide el célculo directo de la transformada inversa
de Laplace de Mq(s). Nétese que este término exponencial
es fruto de la no centralidad de la forma cuadratica en (2).
Si v = 0,x1, entonces u; = 0 V 4, desapareciendo el
término exponencial y simplificando considerablemente el
analisis estadistico de Q.

III. FORMAS CUADRATICAS GAUSSIANAS COMPLEJAS
CONFLUENTES

En lugar de analizar directamente la FCGC dada en (2),
se va a caracterizar una nueva variable aleatoria a la que
vamos a denominar como forma confluente, cuyo andlisis
nos va a permitir caracterizar la forma cuadratica original.
En esta seccion se presenta tanto la definicién de las formas
cuadraticas confluentes como su analisis estadistico, asi como
las condiciones necesarias para caracterizar () a partir de esta
nueva variable.

Definicion 3 (FCGC confluente): Considérese la FCGC
dada en (2) y sea & una variable aleatoria tal que
¢ ~T(m,1/m) con E[¢?] = 1. Entonces, la variable
aleatoria

Qm =+ AV +&9) “

es una FCGC confluente.

Como se observa en (4), se aflade una fluctuacién aleatoria
al vector constante V. Dicha aleatorizacion, al contrario de
lo que pueda parecer, simplifica sustancialmente el andlisis
de la forma cuadritica. Igualmente, cuando m — oo, (4)
converge a (2) ya que la variable £ se convierte en una
constante de valor unidad. Esto se explica como sigue. Debido
a que &2 sigue una distribucion Gamma, su PDF se va
comprimiendo conforme m aumenta. En el limite, la PDF de
¢ tiende a la funcién delta de Dirac centrada en E [£2] =1y
por tanto & tiende a la unidad. Esta propiedad se mantiene
también para la MGF y las funciones de probabilidad de
®@m, convergiendo los estadisticos de @,,, a los de () cuando
m — oo. En la practica, esto implica emplear un valor de

m suficientemente alto. Por lo tanto, visto que es posible
caracterizar () a partir de la MGF, PDF y CDF de @Q,,,
calculamos en las siguientes proposiciones los estadisticos de
la forma cuadratica confluente @Q,,.

Proposicion 1: Considérese (0, la FCGC confluente dada
en (4). Entonces, la MGF de @,,, viene dada por

1~ it L _
Mo, (s) = (1—mzl_’“‘;8> [Ta-xns™" &

i=1 j=1

Demostracion: Partiendo de (3), el calculo de la MGF
de Q. condicionada a £ es inmediato, obteniendo

(52/\1‘%‘8)
n exp | ———

].—/\Z'S
M, (8) =] ——"
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La MGEF sin condicionar puede obtenerse promediando (6)
por la PDF de ¢2 dada en (1), llegando a (5) tras aplicar
[14, eq. 3.381 4]. [ |
La fluctuacién aleatoria afiadida en (4) tiene como conse-
cuencia la desaparicion del término exponencial en (5). Nétese
que, cuando m — oo, entonces (5) converge a (3). Este hecho
se puede demostrar faicilmente tomando el limite en (5), donde
aplicando la definicién de la funcién exponencial se obtiene

1 - )\l‘LLZS - )\Zuls
i 1—— = . @@
mgnoo< m;l—/\i8> exp(l—)\is) ( )
A partir de la MGF, la PDF y la CDF de @, se calculan
en las siguientes proposiciones.
Proposicion 2: Considérese (0, la FCGC confluente dada
en (4). Entonces, la PDF de @, viene dada por

ng  p;
fou (@)=Y i (z)eP#al™t ®)
i=1 j=1
donde 3; para ¢ = 1,...,mg son las raices distintas del
polinomio
P(s) zmH(l—/\is) —Z)\kﬂkSH(l—/\IS); 9)
i=1 k=1

1=1

£k
P; = p;m con p; la multiplicidad de §; y «; () viene dado
por

=1
G—=D'IT M
F=1

con A;; dado en (11) al comienzo de la siguiente pagina
donde N = ng + n y el indice del sumatorio denota
que hay tantos sumandos como combinaciones distintas de

ki,...,kn—1 existen que cumplan Zf\;l ki =pi — 7.
Demostracion: La PDF de @,, puede obtenerse como la
transformada inversa de Laplace de Mg, (—s). Para ello, se
aplica una serie de manipulaciones algebraicas a (5) donde,
tras realizar una descomposicidon en fracciones simples, se
obtiene (8) sin mds que aplicar los pares transformados dados
en [15, Tabla 9.2]. El célculo de los residuos A; ; se realiza a
partir de [15, eq. (A.36)] aplicando la regla general de Leibniz.
|

Ai (1 + Zn: Ml/m> h

@i j(z) = (Biz) sgn(x), (10)
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Proposicion 3: Considérese @), la FCGC confluente defi-
nida en (4). Entonces, la CDF de @,, viene dada por

ng P

Fg,(x )+ DN wig(a)e Pt (13)
=1 5=1
donde w; j(x) es calculado como
n —m
Cij (1 +> Mz/m>
wi g (x) = = u(Bix) sen(x), (14)

G- D! T M
k=1

con C; ; dado en (12) al comienzo de esta pagina.
Demostracion: La CDF de (@,, se obtiene como la
transformada inversa de Mg, (—s)/s siguiendo los mismos
pasos que en la prueba anterior. Igualmente, C; ; se obtienen
a partir de [15, eq. (A.36)] del mismo modo que A; ;. [ |

La PDF y la CDF de @,, dadas en (8) y (13) estin
expresadas en términos de funciones elementales (combina-
ciones de exponenciales y potencias), siendo ésta una de
sus principales ventajas frente a otras expansiones en serie
dadas en la bibliografia sustancialmente mas complejas de
manipular. Curiosamente, para valores negativos de x, tanto
a; j(x) como w; ;(x) son cero para toda ¢ = 1,...,ng tal
que 3; > 0. Andlogamente, para valores positivos de x dichas
constantes son nulas para todo ¢ que cumpla 3; < 0. Es decir,
las raices (3; positivas gobiernan el comportamiento de la PDF
y la CDF para valores positivos de = y viceversa.

Sin embargo, el enfoque aqui presentado no es adecuado
para valores altos de m ya que surgen problemas numéricos a
la hora de evaluar las expresiones dadas para los residuos en
(11) y (12). Centrandonos en estas expresiones, se observa
una doble tendencia con m. En primer lugar, el nimero
de combinaciones (términos del sumatorio) crece exponen-
cialmente con m, derivando en el problema conocido como
explosién combinatoria. Por otro lado, al aparecer m en los
distintos exponentes, se pueden producir importantes errores
numéricos conforme m aumenta, ya que cualquier pequefio
error numérico producido se multiplica debido a los elevados
exponentes. Por tanto, el enfoque aqui presentado, aunque
tedricamente valido, no es util para la evaluacién numérica
con valores elevados de m.

IV. PROBABILIDAD DE OUTAGE EN MRC CON
CORRELACION ARBITRARIA

En esta seccion se emplean las expresiones tedricas deriva-
das anteriormente para analizar la probabilidad de outage en

sistemas MRC sobre canales correlados.

A. Modelo de sistema

La senal recibida por cada una de las ramas puede expre-
sarse como

Tk = gkS + W, (15)

donde s es el simbolo complejo transmitido, wj denota
ruido aditivo blanco y gaussiano (AWGN) con media cero
y densidad espectral de potencia Ny y g para k=1,..., P
son los elementos del vector de ganancias del canal g € CP*1
que sigue una distribucién multivariante normal tal que
g ~CNp(g,X), con P el nimero de antenas empleadas
y 3 la matriz de covarianzas. Asumiendo sincronizacién de
simbolo y estimacién de canal ideales, la sefial a la salida del
receptor al aplicar MRC viene dada por

ZP 9k . glwi
Tout = Tk Tk =s+ kT ) (16)
— 8'g — 8'8
y la sefal relacién a ruido (SNR) a la salida queda
E
— 5ot
= 88 a7
v No

donde FE, es la energia por simbolo. Dado que (17) es
una FCGC, se va a analizar empleando el nuevo enfoque
presentado en este articulo. Para ello, definimos la variable
aleatoria confluente auxiliar v, tal y como se indica en (4),
quedando

B (oo _
T = 5 (@+68) (2 +¢8), (18)
0

con z ~CNp(Opx1,X).

B. Probabilidad de outage

Definiendo ~, como la minima SNR necesaria para un
servicio, la probabilidad de ourage viene dada por [16, eq.
(6.46)]. Siguiendo el enfoque aqui presentado, analizamos la
variable +,, en lugar de =, quedando por tanto

Yu
Pout('}/u) = P('Ym < ’Vu) = /0 fwm (’Ym) dyrm, 19

que corresponde con la definicién de la CDF de +,,, la cual
se obtiene de forma inmediata escalando por vy = Es/Ny y
sustituyendo en (13), llegando a

ng  p;

Pout(’)/u) =1+ Zzwid—e

i=1 j=1

B0 (3, 40)T T, (20)
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Fig. 1. Poyt en funcién de ~g /vy, para P = 2y distintos valores de p y
K. Las lineas solidas corresponden con los célculos tedricos mientras que
las marcas corresponden con simulaciones de Monte Carlo. Los valores de
m empleados para la simulacién son m € [1, 25].
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Fig. 2. Pout en funcién de 7o /~. para P = 4 y distintos valores de p y
K. Las lineas sélidas corresponden con los calculos tedricos mientras que
las marcas corresponden con simulaciones de Monte Carlo. Los valores de
m empleados para la simulacién son m € [1,25].

donde, al ser ~,, definida positiva, u(-) y sgn(-) desaparecen
de (14).

El resultado en (20) se emplea para evaluar P,,; en
distintos escenarios. Para ello se asume que la potencia de
fading en cada rama ¢ = 1,..., P sigue una distribucién
Rician con pardmetro K;. Por simplicidad, denotamos K =
[K1,...,Kp]. A las distintas ramas se le aplica una matriz
de covarianzas exponencial con elementos [X] i = pl=71 con
0 < p < 1. Los resultados para distintos valores de K, py P
se muestran en las figuras 1 y 2, donde se afiaden simulaciones
para validar los resultados tedricos. Como es de esperar,
valores altos de K (mayor potencia en la linea de visién)
y menores valores de p (menor correlacién) proporcionan
mejores resultados.

Los valores de m empleados se indican en los pies de

figura, siendo mayor el valor de m necesario conforme aumen-
tamos P o K. Debido a los problemas numéricos comentados
en la seccion III, los resultados aqui presentados se limitan a
escenarios con K bajo (y consecuentemente m bajo).

V. CONCLUSIONES

En este articulo se ha presentado un nuevo enfoque al an4li-
sis estadistico de las formas cuadraticas gaussianas complejas.
En lugar de abordar el problema directamente, se ha estudiado
una nueva variable aleatoria (),,, llamada forma confluente,
cuyo andlisis es mds sencillo. Se han obtenido los estadisticos
de primer orden de dicha variable (MGF, PDF y CDF) en
términos de funciones elementales, los cuales convergen a los
estadisticos de la forma original cuando m — oo. No obstante,
las expresiones derivadas presentan problemas numéricos para
valores elevados de m. Finalmente, el enfoque aqui presentado
se ha ejemplificado con el estudio la probabilidad de outage en
MRC sobre canales correlados con fading Rician, observando
un mejor comportamiento para baja correlacion y valores altos
de K.
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