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Resumen

Una de las técnicas de transmisién digital méas utilizadas en la actualidad es 1a modula-
ci6on multiportadora o modulacién multitono, también conocida como OFDM (Orthogonal
Frequency Division Multiplexing) en el &mbito de sistemas radio, o DMT (Discrete Mul-
titone Transmision) para sistemas cable. Se basa en la divisién del canal en multiples
subcanales o portadoras, adaptando por cada una de ellas la velocidad de transmisién a
la relacion senal a ruido. De este modo es posible aproximar la velocidad de transmision
a la capacidad teorica del canal. Su aplicaciéon abarca desde la transmisiéon de datos a
alta velocidad por linea telefonica -Asymmetric Digital Subscriber Line (ADSL)-, a sis-
temas radio como la difusién de television digital terrestre -Digital Video Broadcasting
(DVB-T)-, redes locales inalambricas - Wireless Local Area Network (WLAN) -, o redes
metropolitanas - Wireless Metropolitan Area Network (WMAN)-.

La sincronizacion entre el transmisor y el receptor es uno de los problemas mas im-
portantes que esta técnica plantea. Pequenos desajustes en el sincronismo del muestreo
provocan interferencia entre simbolos y entre portadoras, lo que puede suponer una pér-
dida importante de velocidad de transmision, especialmente, en aquellos canales en los
que se alcanzan elevadas relaciones senal a ruido.

Aunque el sincronismo se puede lograr por distintas vias, crece la tendencia a alcanzarlo
tinicamente mediante procesado digital de la senal recibida. Es posible calcular el error de
sincronizacién usando estimadores digitales y corregirlo mediante sistemas de conversion
de la frecuencia de muestreo basados en interpoladores. Estos sistemas de conversiéon
sustituyen a los osciladores de frecuencia variable, que complican el hardware analdgico
de los receptores digitales.

El objetivo de esta tesis es la optimizaciéon o mejora de técnicas de sincronizacion en
sistemas DMT, aunque se ha centrado fundamentalmente en el anélisis y disefio optimi-
zado de los sistemas de correccién digital del sincronismo de muestreo.

A continuacién se resumen sus principales aportaciones:

= El desarrollo de un estimador de méxima semejanza para calcular el error de la fase
muestreo en sistemas DMT. Dicho estimador, con un menor coste computacional,
mejora las prestaciones de los anteriormente propuestos, quedando muy préximas a
los limites tedricos.
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Una nueva formulacién para el anélisis de los sistemas de conversiéon de frecuencia
de muestreo basados en interpoladores, encargados de corregir el sincronismo en los
sistemas de muestreo asincrono. GGracias a este andlisis se explica el funcionamiento
de los distintos subsistemas que lo componen y es posible enfocar el diseno del
interpolador desde distintas perspectivas.

La propuesta de una nueva estructura de realizaciéon de los interpoladores, deno-
minada hibrida, y que engloba a las usadas habitualmente, tanto de coeficientes
computados como almacenados, y proporciona nuevas posibilidades intermedias que
pueden resultar de mucho valor para adaptar la realizacién de interpoladores a dis-
tintas arquitecturas hardware.

Un estudio analitico del impacto de los interpoladores usados para la correcciéon
del sincronismo de muestreo en las prestaciones del receptor. Sus conclusiones son
determinantes para el diseno de los interpoladores para sistemas DMT, modificando
sus criterios habituales al contemplar la presencia del igualador en el dominio de la
frecuencia.

La propuesta de un método sistemético de diseno a priori de los interpoladores
para sistemas DMT, basado en las técnicas de enventanado usadas para el diseno de
filtros FIR. Este método contempla la posibilidad de calcular los coeficientes para las
distintas estructuras del interpolador propuestas, y de imponer ciertas restricciones
a dichos coeficientes que facilitan su realizacion. Por todo ello, el método de diserio
propuesto supone una herramienta muy versatil para el diseno de interpoladores
para sistemas DMT. Mediante simulacién se demuestra la validez de los célculos
analiticos realizados y la mejora en las prestaciones a igual coste computacional con
respecto a interpoladores de disefio clasico (B-Spline, Lagrange, etc) y a otro método
de correccion del sincronismo basado en el sistema rotor.
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Abstract

Nowadays, one of the most used digital transmission techniques is multicarrier o mul-
titone modulation, also known as OFDM (Orthogonal Frequency Division Multiplexing)
in radio environment and DMT (Discrete Multitone Transmission) in wired environment.
Based on the frequency division of the channel into many subchannels, the DMT adapts
the bitrate to signal-to-noise ratio with aim of approaching it to the channel capacity. Their
applications cover from wired systems as Asymmetric Digital Subscriber Line (ADSL),
to radio systems as Digital Video Broadcasting-Terrestrial (DVB-T), Wireless Local Area
Network (WLAN) or Wireless Metropolitan Area Network (WMAN).

Synchronization between transmitter and receiver is an important problem in multi-
carrier systems. A little synchronization error becomes intersymbol and intercarrier inter-
ference that involves an important bitrate decrease, particularly for high signal-to-noise
ratio systems as wired ones.

Although many different ways can be used to achieve synchronization, there is a gro-
wing trend to use only digital signal processing methods. Synchronization errors can be
measured by digital estimator and corrected by digital sampling frequency converters.
These converters adjust the sampling frequency, and replace frequency-controlled oscilla-
tor, simplifying analog hardware of digital receivers.

Optimization or improvement of synchronization technics for DMT is the thesis aim,
although it’s basically concentrated to analysis and design of sampling correction system.
Next, the most important contribution are summarized.

First of all, a new maximum likelihood phase error estimator is developed. This estima-
tor exhibits a better performance than previous estimator proposed, close to theoretical
limits, and its computational cost is lower.

A new theoretical formulation to analyze the sampling frequency converter is sugges-
ted, yielding a better explaining of the operational behaviour of converter subsytems and
supplying different points of view for design purposes.

With regard to interpolator realization, a new interpolator structure is proposed, the
hybrid structure. Tt includes the classical structures (polynomial and filter bank) and
provides new intermediate possibilities, very interesting to suit the interpolator to different
hardware architectures.

Furthermore, the most important contribution of this thesis is the development of

VII
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an analytical study of interpolator effects on receiver performance, yielding important
conclusions for development of design techniques.

At last, a priori interpolator design method for DMT systems is proposed. This met-
hod, based on windowing techniques used for finite impulse response filter design, allows
evaluate interpolator coefficients for all structures and establishes restrictions that sim-
plify interpolation realization. For all these reasons, this design method provides a versatile
tool for designing DMT system interpolators. Simulations show the validity of analytical
results of interpolation performance, and the improvements with regard to classic interpo-
lator designs (B-Spline, Lagrange, etc) and other more complex correction method, based
on rotor system.
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Introduccion

Los grandes avances tecnologicos que se han producido en este tiltimo siglo en el &mbito
de las telecomunicaciones estén desencadenando profundas transformaciones en la forma
en que la sociedad actual se desarrolla. Se estan modificando los paradigmas de la sociedad
industrial y se tiende a lo que se ha denominado sociedad de la informacion.

Los instriumentos que estdn permitiendo estos cambios son las redes de telecomuini-
cacion. Hasta hace pocos anos la més importante de las redes desplegadas ha sido la
de telefonia fija, que permite establecer comunicaciones por voz de forma casi inmediata
entre los puntos mas remotos del planeta. No obstante, ha sido la aparicién de Internet
la que realmente ha abierto las puertas a nuevas formas de comunicaciéon que hasta hace
poco parecian impensables. Por sus peculiares caracteristicas es una versatil infraestruc-
tura telematica y a la vez una fuente de contenidos inagotable. A raiz de todas estas
transformaciones se ha producido un fuerte aumento de la demanda social de medios de
transmisién de mayor velocidad, que hagan posible acceder de forma mas facil y comoda
a la creciente oferta de servicios que proporciona Internet.

Este fendémeno ha planteado la necesidad de desarrollar nuevas tecnologias de comuni-
cacion que permitan alcanzar y gestionar elevados regimenes binarios sobre las infraestruc-
turas de redes ya desplegadas o atin por implantar. Una de las respuestas a esta demanda
ha sido el desarrollo de nuevas técnicas de transmision digital, que permiten aprovechar la
capacidad de canales de transmisiéon aunque sus condiciones no sean las més favorables.
Entre las mas modernas de estas técnicas se encuentra la modulacién multiportadora o
multitono. Esta tecnologia explota los enormes avances que ha experimentado los sistemas
digitales de computacion, haciendo posible realizar complejos algoritmos que se adaptan
mejor a las caracteristicas del canal para alcanzar elevadas velocidades de transmision.

Las aplicaciones que se han dado a estas técnicas abarcan una amplia gama de sistemas
de comunicaciones de muy distinta naturaleza: transmision de alta velocidad por el bucle
de abonado, redes inaldmbricas locales o metropolitanas, difusiéon de radio y television
digital, etc.

Como cualquier sistema de transmision digital, uno de los aspectos importantes a
considerar en su diseno es la sincronizacién entre transmisor y receptor. Para lograrla
el receptor debe incorporar una serie de procedimientos que le permitan alcanzarla y
mantenerla. En los sistemas que usan modulaciéon multiportadora este problema es es-
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pecialmente importante porque las pérdidas de sincronismo no sélo producen una mayor
interferencia entre simbolos consecutivos sino también mayor interferencia entre las dis-
tintas portadoras.

Gracias a los avances en la capacidad de computo de los sistemas digitales, actualmente
se tiende a disenar sistemas que permiten alcanzar la sincronizacion, tinica y exclusivamen-
te mediante procesado digital de la senal, es decir, sin necesidad de modificar la frecuencia
del oscilador que controla el muestreo en el receptor.

La finalidad de esta tesis es optimizar o mejorar las distintas técnicas existentes para
lograr la sincronizacién en sistemas multiportadora. Este propoésito se puiede concretar en
distintos objetivos descritos a continuacion.

Por un lado, se pretende mejorar la estimaciéon del error de sincronizacién. Para al-
canzar y mantener el sincronismo hay que realizar una estima continua y precisa del error
de sincronizaciéon. Por este motivo, es importante obtener nuevos estimadores que me-
joren las prestaciones de los ya existentes sin que aumente significativamente su coste
computacional.

Por otro lado, se desea optimizar la correcciéon digital del error de sincronizacion, adap-
tandola a las caracteristicas de los receptores de sistemas de transmisién multiportadora.
Esta optimizacién comprende dos aspectos bien diferenciados: la reduccién del coste com-
putacional de su realizacién y la mejora de las prestaciones que ofrece al receptor. Estas
mejoras requieren establecer modelos que describan su funcionamiento y que permitan
analizar los efectos que provocan en la demodulaciéon de los simbolos recibidos. De este
modo se pueden comparar estructuras de realizacién que se adapten a distintas arqui-
tecturas hardware sobre las que se implementan estos sistemas, y desarrollar métodos de
disefio que minimicen el error introducido en los simbolos demodulados.

A continuacion se presenta la organizacion de esta tesis, que consta de seis capitulos
objeto de la siguiente descripcion.

El primero de ellos introduce los sistemas multiportadora o sistemas DMT (Discrete
Multitone Transmision). Se explican los fundamentos de la modulacion multiportadora y
los esquemas del transmisor y el receptor, basados en algoritimos rapidos para el calculo
de la transformada discreta de Fourier. También se abordan las principales soluciones al
problema de la interferencia entre simbolos, que hacen uso de la extension ciclica de los
simbolos y los igualadores en los dominios del tiempo y de la frecuencia. Por iltimo se
evaliia la velocidad de transmision que es posible alcanzar en funcion de las caracteristicas
del canal.

En el segundo capitulo se estudian los estimadores de los errores de sincronizaciéon. Se
plantean los principales problemas de sincronizacién que presentan los sistemas DMT: el
sincronismo de simbolo o sincronismo grueso y el sincronismo de muestreo o sincronismo
fino. Después se propone un procedimiento para alcanzar y mantener la sincronizaciéon en
tres etapas. A continuacién se exponen los estimadores necesarios en cada una de estas
etapas, prestando especial atenciéon a la estimaciéon del error de fase de muestreo. Por
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iltimo se analiza como se cierra un lazo de sincronizaciéon y se describen brevemente sus
peculiaridades, de utilidad para disenar los pardmetros del filtro de lazo.

El tercer capitulo se dedica al estudio del funcionamiento de los sistemas de correcciéon
digital del error de muestreo. En primer lugar se plantea un modelo basado en el filtro de
retardo fraccionario variable o interpolador. A continuacién se analizan distintas estruc-
turas para realizar el interpolador en funcion de la forma de calcular sus coeficientes, y se
propone una nueva estructura que proporciona mayor flexibilidad al disenador.

En el cuarto capitulo se realiza un anélisis del impacto que tiene el interpolador en los
simbolos demodulados de un sistema DMT. Se propone un modelo completo del receptor
DMT y de la senal recibida que sirve para realizar un estudio de la distorsién que introduce
el interpolador en los simbolos igualados, y del que se extraen expresiones analiticas para
evaluar sus prestaciones.

En el capitulo quinto se propone un método para el disenio del interpolador. En primer
lugar se establece un criterio que guie el proceso de disenio a partir de las expresiones del
andlisis del capitulo anterior. Después se propone un algoritmo de optimizacién de los
coeficientes de la estructura del interpolador basado en el método del enventanado, tam-
bién usado para el disenio de filtros de respuesta al impulso finita. También se evaltian los
resultados variando los distintos parametros del diseno y se presentan simulaciones que
confirman la validez general de las aproximaciones realizadas y de los resultados previstos.
Estas simulaciones también sirven para comprobar las ventajas de estos disenios del inter-
polador frente otros disenos clasicos 11 otros sistemas de correcciéon de la sincronizacion.

El ultimo capitulo expone las conclusiones generales de esta tesis, resumiendo sus
principales aportaciones y los resultados méas relevantes. Ademés, se plantean una serie
de lineas futuras de continuacién de este trabajo para profundizar atin més en el disenio
de interpoladores y aprovechar los avances alcanzados para otras aplicaciones.
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Capitulo 1

Sistemas de transmision DMT

1.1. Introduccién

La idea de multiplexar senales en el dominio de la frecuencia a través de un canal
de transmision casi se remonta a los primeros sistemas de comunicaciones. Sin embargo,
mucho mas reciente es usar la division en frecuencia para aumentar la velocidad de trans-
misiéon. Dependiendo de las condiciones de cada banda se puede repartir adecuadamente
el flujo binario entre ellas, de modo que se adapte mejor a la capacidad del canal.

Uno de los primeros sistemas que propuso una aproximacion rudimentaria a esta téc-
nica para la transmision digital a través del canal telefénico fue el de Collins Kineplex
[Doel57]. Sin embargo, no fue hasta el inicio de la década de los 70 cuando se retoma la
idea para aplicarla de forma més avanzada en [Wein71|, con el uso de la transformada
discreta de Fourier (DFT) para realizar la modulacion/demodulacion de forma eficiente y
la introduccién de un tiempo de guarda entre simbolos para reducir la interferencia entre
sfimbolos - Inter Symbol Interference (ISI) -. A principio de los 80 se perfecciona con la in-
vencion de la extension ciclica presentada en [Peled80]. De este modo, ademas de evitar la
ISI, se elimina la interferencia entre portadoras - InterCarrier Interference (ICI)- siempre
que la duracién de la respuesta del canal sea inferior a la de la extension ciclica. A finales
de los 80 y principio de los 90 se demuestra tedricamente que su eficiencia espectral es
equivalente a la que se puede alcanzar mediante sistemas monoportadora con complejos
métodos de igualacion [Zerv89| y se proponen los primeros modems que la aplican para
transmision de alta velocidad por bucle de abonado [Bing90][Chow91].

En estos tdltimos anos esta técnica de transmisién ha cobrado una enorme impor-
tancia en el ambito de la comunicaciones digitales. Se ha usado en multitud de es-
tandares internacionales como los de transmisiéon de datos a alta velocidad por la li-
nea telefénica - Asymmetric Digital Subscriber Line (ADSL)[ADSL95| -, difusién de
radio y television digital -Digital Audio Broadcasting (DAB)|DAB95| y Digital Video
Broadcasting- Terrestrial(DVB-T)[DVBTI7]- o redes inalambricas locales y metropolita-
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nas - Wireless Local Area Network (WLAN)|WLAN99| y Wireless Metropolitan Area Net-
work (WMAN)[WMANO2|-.

A lo largo de las tltimas décadas esta modulacion ha recibido miltiples denomina-
ciones, entre las que se han terminado imponiendo dos: modulacién multiportadora o
multitono discreta, DMT (Discrete Multi-Tone), y multiplexacién por division en fre-
cuencias ortogonales, OFDM (Orthogonal Frequency Division Multiplexing). Aunque los
principios teéricos son los mismos, cada uno de estos términos se utiliza en distintos &mbi-
tos. Mientras que las siglas OFDM se usan en sistemas de transmisién por radio, DMT se
usa en sistemas de transmision por cable [Edfo96|. A lo largo de esta tesis se usara DMT,
puesto que los modelos propuestos son propios de sistemas de transmision banda base que
prescinden de la modulaciéon/demodulacién mediante una portadora de radiofrecuencia.

En este capitulo se van a exponer los conceptos béasicos sobre los sistemas de trans-
mision basados en DMT. En primer lugar se explicard la modulacion DMT como caso
particular de las modulaciones multipulso, que tanto auge han tenido en los tltimos anos.
Se expondra la ventaja que supone su implementacién mediante los algoritmos de la trans-
formada rapida de Fourier - Fast Fourier Transform (FFT)-. También se mostraran las
técnicas mas importantes que se utilizan para evitar ISI y la ICI, que comprenden el nuso
de la extension ciclica e igualadores en el dominio del tiempo - Time EQualizer (TEQ)-
y de la frecuencia - Frequency EQualizer (FEQ). Por tltimo se detallaran los célculos
de la velocidad alcanzable con los sistemas DMT en funcién de la relacion senal a ruido
presente en el canal. En [Ciof91] se pueden encontrar exposiciones més detalladas sobre
muchos de los aspectos expuestos en este capitulo introductorio y en [Edfo96] multitud
de referencias de interés.

El principal objetivo de este capitulo es construir un modelo sencillo de sistema trans-
misor/receptor DMT con el que se puedan analizar los principales problemas de sincroni-
zacion en los siguientes capitulos.

1.2. Modulacion DMT

La modulacion DMT o modulacién multiportadora es una técnica que divide el canal
de transmisién en miiltiples subcanales correspondientes a distintas bandas de frecuen-
cia. Por cada uno de ellos se transmiten simbolos de una constelacion QAM (Quadrature
Amplitude Modulation), cuyo tamano se escoge en funcion de la relacion sefial a ruido
presente en la banda correspondiente. EEn canales muy dispersivos o con ruido muy colo-
reado este método tiene la ventaja de adaptar muy bien la velocidad de transmision a la
relacion senal a ruido en cada banda, aprovechando mejor la capacidad del canal.

Para profundizar en las caracteristicas de la modulacién multiportadora conviene in-
troducir primeramente las modulaciones PAM multipulso o modulaciones basadas en ban-
cos de filtros discretos. Estas modulaciones han tenido un gran auge en los tltimos afios
gracias al desarrollo del procesado digital de la senal, especialmente en lo relativo a los
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sistemas de tasa de miltiple [Vayd92|[Akan98|. Por este motivo, en el subapartado si-
guiente, se comenzard exponiendo los fundamentos de este tipo de modulacién, para mas
adelante particularizar el caso de la modulacién DMT.

1.2.1. Modulacién PAM multipulso

Las modulaciones PAM multipulso son una combinacién de las modulaciones PAM con
las modulaciones de pulsos discretos ortogonales [Lee97|. La sefial transmitida se puede
expresar como una secuencia de simbolos multipulso de la forma

sln] = Z Se[n — {N] (1.1)
{=—00
donde cada simbolo se define como
N-1
Sg[n} = Z ka\lfk[n] (12)
k=0

Como se mitestra en la expresion anterior, cada simbolo PAM X}, modula a su corres-
pondiente pulso Wi[n] de N muestras de duracion, y el simbolo multipulso es la suma de
estos simbolos modulados.

Para demodular en el receptor se usan un conjunto de filtros adaptados a los pulsos
del transmisor, como se muestra en la figura 1.1. Para evitar que exista interferencia entre
los simbolos PAM, los pulsos Wi[n| tienen que presentar la propiedad de ortogonalidad,
que se puede enunciar como

N

> W[n) i [n] = ok — ] (1.3)

n=0

La estructuras del modulador y del demodulador, mostradas en la figura 1.1, equivalen
a sendos bancos de filtros, de sintesis y de andlisis respectivamente, y la condicién de
ortogonalidad se corresponde con la propiedad de reconstruccién perfecta usada para
bancos de filtros [Vayd92]. El creciente interés por estos sistemas de tasa miltiple ha
proporcionado una perspectiva diferente de los sistemas de modulaciéon multipulso, lo que
se refleja en algunas propuestas que profundizan en esta linea [Sand95|[Scag99|.

1.2.2. Modulacién DMT

La modulacion DMT es un caso particular de la modulacion PAM multipulso, en la
que los pulsos Wi[n] son portadoras complejas que se definen como

- 21k
eI N

win] (1.4)
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Fig. 1.1: Modulador/Demodulador multipulso
donde la funcion w[n] equivale a
1 0<n< N
w{n| = 1.5
I { 0 resto (1.5)
Usando estos pulsos la expresion de cada simbolo multipulso es
N-1
1 - 27mkn
se[n] = N Xie€ N wn] (1.6)
k=0

En adelante, los simbolos multipulso, cuyos pulsos se definen segiin la ecuacién 1.4, se
denominaran simbolos multitono o simbolos DMT, y los simbolos PAM X, ;, que pueden
ser amplitudes reales o complejas dependiendo de la constelacion elegida, se denominaran
genéricamente simbolos QAM (Quadrature Amplitud Modulation).

Hay que destacar que la ecuacién 1.6 equivale exactamente a la transformada discreta
de Fourier inversa - Inverse Discrete Fourier Transform (IDFT)- de la secuencia X, de N
muestras. De la misma forma, la demodulacion de la senal recibida equivale a la transfor-
mada discreta de Fourier -Discrete Fourier Transform (DFT)- de N muestras de la sefial
recibida. Esta propiedad es de gran importancia puesto que facilita mucho la realizacion de
la modulacién/demodulacion usando algoritmos muy eficientes desarrollados para el cél-
culo de la DFT o IDFT, conocidos genéricamente como FFT (Fast Fourier Transform).
Mientras que una implementacién menos eficiente supone un nimero de multiplicacio-
nes muy elevado (N?), usando estos algoritmos dicho ntimero se reduce drésticamente
(N logy (V).
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Como se puede observar los pulsos Wi[n] son complejos, por lo que en general la senal
transmitida s[n] también lo serd. En caso de que el canal sea paso banda (sistemas en los
que la senal multitono modula una portadora de radio) es posible transmitir dicha sefial
compleja. Sin embargo, en el caso de que el canal sea banda base (sistemas en los que
la sefial multitono no modula una portadora de radio) solo es posible transmitir senales
reales. En este tipo de canales, para que la parte imaginaria sea igual a cero se impone a
los simbolos QAM X}, la condicién de simetria hermitica

Xieo =X, donde k' =N —Fk (mody) (1.7)
Esta condicion para los valores de k iguales a 0 y N/2 implica

X()’g = X&e = %{X()_[} =0

1.8
Xnyze = Xyp0 = H{Xny2e} =0 (18)

Esta simetria supone que solo se puedan enviar N/2 + 1 simbolos QAM, de los cuales los
correspondientes a las portadoras 0 y N/2 deben ser reales, por lo que en total equivalen
a N/2 simbolos complejos.

La estructura de un modulador/demodulador multitono para canal banda base se
presenta en la figura 1.2. En el se observa un bloque hermitizador, que obtiene los N/2—1
simbolos adicionales y simétricos a los N/2 — 1 originales que, modulados mediante la
IFFT, dan como resultado el simbolo transmitido. En el demodulador se aplica la FFT a
cada sfmbolo para obtener los N/2 + 1 simbolos originales.

La densidad espectral de potencia de cada portadora tiene aproximadamente forma
de funcion sinc(), como se aprecia en la figura 1.3. Claramente se observa que existen
solapes entre los espectros de las distintas portadoras. Por este motivo, se puede afirmar
que los simbolos de distintas portadoras, ademas de compartir tiempo, pues se transmiten
simultaneamente, también comparten frecuencia. Lo que permite que sean separables es
la condicién de ortogonalidad expresada en la ecuacion 1.3.

1.3. Igualacién

En cualquier sistema de transmisién en el que el canal es dispersivo la duraciéon de los
simbolos transmitidos se alarga, lo que produce solapamiento entre los pulsos recibidos o
ISI. Una de las caracteristicas importantes que diferencia a los sistemas DMT con respecto
a otros son las peculiares técnicas que se usan para reducir estas interferencias.

En este apartado se revisaran estas técnicas de igualacion. En primer lugar, se explicard
coémo, aplicando la extension ciclica de los simbolos DMT, es posible llegar a eliminar la
ISI y la ICI, y la necesidad de usar el FEQ para escalar adecuadamente los simbolos
QAM. Posteriormente, se comentara la posibilidad de acortar la respuesta impulsiva del
canal mediante el TEQ, permitiendo reducir la extension ciclica y mejorando con ello la
velocidad de transmision.
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Fig. 1.2: Modulador/Demodulador multitono para canal banda base

1.3.1. Extensién ciclica y FEQ

La forma més directa para evitar que se produzca interferencia entre simbolos conse-
cutivos es dejar un tiempo de guarda entre ellos en el que se detiene la transmision. Su
duracién debe ser mayor que la de la respuesta impulsiva del canal. Como contrapartida,
al alargar el periodo de simbolo se pierde velocidad de transmision. Esta técnica solo tiene
interés en aquellos sistemas en los que el periodo de simbolo tenga una duracién mucho
mayor que la respuesta al impulso del canal, con lo que el periodo de guarda supone una
pequena pérdida de velocidad de transmision.

En los sistemas DMT el periodo de simbolo puede alargarse sin que suponga una
pérdida significativa de la velocidad de transmision, aumentando el niimero de portadoras
y por tanto el niimero de simbolos QAM. De este modo la pérdida en la velocidad de
transmision que supone la reducciéon de la frecuencia de simbolo DMT se compensa con el
aumento de simbolos QAM y por tanto del niimero de bits transmitidos por simbolo DMT.
Por este motivo la duracién del simbolo se puede adaptar a la duraciéon de la respuesta al
impulso del canal, de modo que sea mucho mayor.

Sin embargo, al dejar un periodo de guarda entre simbolos, aunque se evite la ISI,
como el canal altera la forma de pulso recibido, se pierde la ortogonalidad entre porta-
doras y aparece ICI. La soluciéon para evitar la ICI consiste en usar el periodo de guarda
para repetir las tltimas muestras del simbolo a transmitir, como muestra la figura 1.4.
Para diferenciar el simbolo antes y después de anadir la extension ciclica, en adelante se
denominara al primero simbolo DMT original y al segundo, simplemente, simbolo DMT.
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Fig. 1.3: Densidad espectral de potencia de tres portadoras consecutivas

El objetivo de dicha extensiéon es que al menos durante el periodo de simbolo DMT ori-
ginal la convolucion de la respuesta del canal con el simbolo DMT sea equivalente a una

convolucion circular, es decir
r[n] = s[n] @ g[n] (1.9)

donde s[n| es la sefial transmitida, g[n| la respuesta al impulso del canal, y r[n] la sefial
recibida. De esta forma, si en el receptor se elimina la extension ciclica y se demodula el

simbolo se obtiene
Yie = X0 Gi (1.10)

donde Gy, es la respuesta del canal a la portadora k. En esta expresion se observa que los
simbolos QAM demodulados ?k,é no sufren interferencia entre portadoras y sélo se ven
escalados por un factor complejo (G, correspondiente a la respuesta del canal. Por tanto,
para detectar correctamente los simbolos demodulados sélo es necesario multiplicarlos por

una constante compleja, de modo que el nuevo simbolo seria
Yie =Yy FEQ, donde FEQ) = G;' (1.11)

Este escalado es equivalente a una igualacién o compensacion de la respuesta en frecuencia
del canal, por lo que recibe el nombre de igualador en el dominio de la frecuencia.

El diagrama de bloques del transmisor y el receptor DMT que incluye el sistema de
igualacion se presenta en la figura 1.5. En él se aprecia cémo, a los simbolos DMT, antes
de ser transmitidos, se les anade la extension ciclica y como, después, se elimina en el
receptor para ser demodulados usando la FFT e igualados mediante el FEQ.
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Fig. 1.4: Extensién ciclica de los simbolos DMT

El disefio del FEQ no tiene porque ser atender tinicamente a compensaciéon de la
respuesta del canal (zero-forcing). En la practica se disefia con el criterio de minimizar
el error cuadratico medio - Mean Square Error (MSE)- haciendo uso de algoritmos LMS
(Least Mean Square) [Chow91|[Lee95][VanB95]|, que consideran también el ruido presente
en los simbolos QAM recibidos.

1.3.2. TEQ

En ocasiones la respuesta al impulso del canal, cuando es muy dispersivo, tiene una
duracién demasiado larga con respecto al periodo de simbolo. Para evitar que la extension
ciclica suponga una pérdida importante de la velocidad de transmision s necesario alargar
el periodo de simbolo DMT, incrementando el niimero de portadoras para evitar que se
reduzca la velocidad de transmisiéon. Sin embargo, si el niimero de portadoras es muy
elevado, el coste computacional de los algoritmos FF'T puede ser demasiado alto.

Para evitar este problema en algunos sistemas DMT se hace uso de un igualador en el
dominio del tiempo o TEQ [Chow91], que se coloca en el receptor antes de la eliminacion
de la extension ciclica, como se observa en la figura 1.6. La mision de este igualador es
un tanto atipica puesto que no trata tanto de igualar la respuesta en frecuencia del canal
como de acortar lo més posible su respuesta al impulso. De este modo, es posible usar
una extension ciclica més corta y, en consecuencia, un niimero menor de portadoras.

El diseno de este igualador es un problema muy complejo y que realmente no puede
considerarse solucionado. Se han propuesto miiltiples métodos para su diseno que parten
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Fig. 1.5: Transmisor /receptor DMT con igualacién de canal mediante extension ciclica y FEQ

de una estimacion previa de la respuesta del canal. En cuanto al criterio de diseno elegido,
hay que distinguir dos: el zero forcing, que trata de lograr el maximo confinamiento de
la respuesta al impulso del canal, y el de méxima capacidad, que considera también
el ruido del canal y trata de optimizar la velocidad de transmisién. El método que se
deriva de este tltimo criterio, propuesto en [Dhah97|, es muy complejo y, al tener que
solventarse en tiempo real, resulta demasiado costoso computacionalmente. Ademas, no
presenta grandes mejoras con respecto a otras soluciones ni asegura la convergencia a la
solucion 6ptima. En cuanto a los métodos que usan criterio zero forcing, se han presentado
distintas alternativas en [Chow93][Lee95]||[Melsa96||Lopez01]. Existen algunas diferencias
en cuanto al algoritmo iterativo que proponen para calcularlo y a la condicién inicial que
usan para evitar la solucién trivial, segiin la cudl todos los coeficientes son iguales a cero.
No obstante, aunque en la mayoria de los casos dan bienos resiltados, su convergencia
tampoco estd asegurada.

En [Poll00b| se propone una ingeniosa forma de trasladar el TEQ al dominio de la
frecuencia, convirtiéndolo en un filtro de varios coeficientes complejos para cada portadora,
denominado PTEQ (Per Tone EQualizer). De este modo es posible adaptar mejor su
respuesta a cada portadora sin un incremento del coste computacional. En [VanAc03] se
propone un método RLS (Recursive Least Square) para adaptar los coeficientes de cada
filtro con un coste computacional moderado, pero que tampoco asegura la convergencia
al valor 6ptimo.



MENU SALIR

14
Xeod [ ] Xex | ! Yee Ly
—— > : : — :
X X ! | Y., LY,
X,, | " : ! — ——
.2,£ ; _ 2,0 i i Yu; FEQ E Yz,(
P I 1 s[n rn’! po
Xepit | £ FFT| [ Ext. || | :
-y [N . H : !
BIEEN = —» ... > Canal ¥ TEQ > " > FET ~ i
V| E N Ciclica : ! Ak N | Yoo 'Yy,
& i ! >
- ! 1 H
i ' i !
1 ! 1 !
1 ! 1 !
1 ! 1 !
1 ! 1 !
1 ! 1 !
1 ! 1 !
! X : ' i
| > ! ! i
: Transmisor E ‘ Receptor i
| - i !

Fig. 1.6: Transmisor/receptor DMT con igualacién de canal mediante extension ciclica, TEQ y FEQ

1.4. Velocidad de transmision

Los sistemas DMT se han presentado como una divisién del canal de transmisiéon en
un conjunto de subcanales, por lo que el calculo de la velocidad de transmisién alcanzable
es equivalente a la suma de las velocidades de cada subcanal. Por cada uno de dichos
subcanales se usa una modulacion QAM. Si la suponemos libre de ISI e ICI, el régimen
binario en bits/segundo de una modulacion QAM se puede expresar como [Ciof91]

Ts Ts

donde T es el periodo de simbolo, b, el ntimero de bits por simbolo de la portadora k

Ry, (1.12)

y I' es el margen de SNR o relacion entre la SN R; que proporciona una capacidad de
transmision by bits y la SN Ry que necesaria en la practica para transmitir los b, bits con
una probabilidad de error por debajo de la maxima deseada. La SN Ry, es la relacion senal
a ruido de la portadora k que se viene dada por

5k|Gk’2
202

SNRy, = (1.13)

donde ¢, es la energia de la constelacion QAM usada en la portadora k, o7 la potencia
del ruido y |Gy|* es el modulo al cuadrado de la respuesta del canal. Suponiendo que las
constelaciones son densas este parametro I' se puede determinar usando la expresiéon

G e

1.14
3 o (1.14)
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donde ¢ es la ganancia de codificacion y v, es el margen de funcionamiento con el que
se suelen disenar los sistemas para que soporten otras imperfecciones imprevistas.

Sumando los regimenes binarios de los N/2+1 subcanales, se puede expresar el regimen
binario total alcanzable como

N/2 N/2 SNR
loga(1 + T k)
R = E R, = E T (1.15)
k=0 k=0

Como se explica en [Bing90], el régimen dptimo de transmision se obtiene garantizando
la misma probabilidad de error para todas las portadoras. Por otro lado, la distribucién
de potencia total entre las portadoras idealmente debe seguir el procedimiento del agua
vertida|Lee94]. Suponiendo que las SN Ry, son suficientemente elevadas, la potencia que le
corresponde a cada portadora es practicamente idéntica. Al imponer la condicién adicional
de que el niimero de bits asignado a cada portadora by sea entero es necesario admitir
pequenos incrementos o decrementos de la potencia en algunas portadoras con el fin
mantener la misma probabilidad de error en todas. Los detalles del algoritmo para la
asignacion del régimen binario y potencia por portadora pueden consultarse en [Bing00].
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Capitulo 2

Estimacion del error de sincronizacion

2.1. Introduccién

Como cualquier sistema de comunicaciones digitales, los sistemas DMT requieren cierta
sincronia entre transmisor y receptor. Mediante una secuencia de algoritmos de estima-
cion de errores de sincronizacion es posible alcanzar y mantener el grado de sincronismo
necesario para que las prestaciones del sistema no se vean significativamente mermadas.

Fundamentalmente hay dos problemas de sincronizacién en los sistemas DMT: la sin-
cronizacion de simbolo y la sincronizaciéon de muestreo. La sincronizacién de simbolo o
sincronizacién gruesa persigue sincronizar el inicio del simbolo DMT con el del transmi-
sor. La sincronizacién de muestreo o sincronizacion fina trata de sincronizar la fase y la
frecuencia de muestreo de la senial recibida con la usada en el transmisor.

Los problemas de sincronizacién usando modulaciéon multiportadora han sido amplia-
mente analizados desde la perspectiva de sistemas OFDM y DMT. Uno de los primeros
articulos que aborda este problema es [Poll94], en el que se estudia el impacto que tiene
un error en la frecuencia de muestreo en las prestaciones del receptor. En esa misma linea
cabe destacar [Zoga96|, en el que se estima como aumenta la probabilidad de error a causa
del jitter del oscilador que controla el muestreo del receptor.

Se han propuesto miiltiples técnicas para la estimacién del error de sincronizacion,
tanto de simbolo como de muestreo. En [Schmi97|[VanB97][Lee97]|[Kell01][Negi02]| se han
planteado varios métodos ciegos muy similares para la estimaciéon del error de sincro-
nizaciéon de simbolo, que aprovechan la periodicidad ciclica de los simbolos DMT tanto
en canales planos como canales con ISI. En cuanto a las técnicas para la estimacion del
error de sincronizacion de muestreo habria que destacar [Yang00|[Sands02], en los que se
proponen algoritmos para la estima del error de muestreo sin necesidad de tonos piloto.

En este capitulo se analizan los problemas que supone la sincronizacién en los recep-
tores DMT y se estudian los estimadores necesarios para garantizarla, incluyendo alguna
nueva aportacion.

Primero se analiza el sincronismo de simbolo. Se profundizard en su estrecha relacion

17



MENU SALIR

18

con la respuesta al impulso del canal y se determina el margen posible de sincronizaciéon
seglin la longitud de dicha respuesta.

Después se aborda el problema del sincronismo de muestreo. Se analiza el impacto de
un error de fase o frecuencia de muestreo en los simbolos QAM recibidos, que justifica el
uso de un sistema muy preciso de estimacién y correcciéon de errores.

A continuacién se expone una secuencia de procedimientos de estimacién de errores de
sincronizacion en sistemas DMT. Partiendo de una situacién de asincronia inicial, dicha
secuiencia permite alcanzar el sincronismo en la fase de iniciacién de la comunicaciéon y
mantenerlo en la fase de transmisién de informacion.

Para cada fase de la secuencia se estudian los distintos estimadores del error de sin-
cronizacion necesarios. En primer lugar se analiza un estimador del error de frecuencia
de muestreo basado en los giros que sufren los simbolos QAM de un simbolo DMT al
siguiente. Después se describen un par de métodos para lograr el sincronismo de simbolo
DMT, uno basado en la estima previa de la respuesta del canal y otro en la correlaciéon
de las muestras de los simbolos DMT. También se estudian estimadores del error de fase
de muestreo basados en el giro de los simbolos QAM recibidos, entre los que se proponen
nuevos estimadores basados en la estimaciéon de maxima semejanza - Maximum Likeli-
hood (ML)-. Dichos estimadores igualan o mejoran las prestaciones de los ya existentes
con menor coste computacional. Ademas, se realiza un desarrollo matematico para obte-
ner dicho estimador y se calcula el limite de Cramer-Rao para la varianza del estimador,
expuestos ambos en el apéndice 2-A.

Por ultimo se detallan los aspectos mas importantes del funcionamiento del lazo de
sincronizacién, analizando los criterios para el diseno del filtro de lazo que garanticen un
correcto seguiimiento de las fluctnaciones de frecuencia y fase de muestreo sin un excesivo
error de fase residual o jitter.

2.2. Sincronizacion de simbolo

Para poder eliminar la extension ciclica y demodular correctamente el simbolo DMT
es necesario determinar el instante en el que comienza. A diferencia los procesos de sin-
cronizacion de simbolo de otros sistemas, dependiendo de la longitud de la respuesta del
canal puede existir un margen de tiempo mas o menos amplio en el que la eleccion de
un instante u otro no supone una pérdida de prestaciones significativa. Para determinar
dicho margen hay que realizar un estudio de cémo los simbolos recibidos se dispersan y
se solapan entre si en funcion de la longitud de la respuesta al impulso del canal.

Si el canal de transmision no fuese dispersivo los simbolos recibidos tendrian la misma
duracién que los transmitidos. En ese caso, si el instante en el que se supone que comienza
el simbolo DMT original (el simbolo DMT sin la extension ciclica previa) se adelantase un
niimero de muestras ¢ al instante real, al tratarse de un simbolo extendido ciclicamente,
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los simbolos QAM obtenidos al demodular serian

- 2mk®

Yk = Xk.ej N (21)

Esta ecuacién es cierta si 0 < ® < F, donde E es la duracién de la extension ciclica.
De lo contrario se consideraria simbolo DMT original el final del simbolo DMT anterior
o el principio del siguiente, y se produciria ISI. Este giro de la constelacion, proporcional
al error en el inicio del simbolo ® y a la portadora k, se puede compensar sin dificultad
mediante el FEQ. Como se aprecia en la figura 2.1-(a), en el caso ideal de canales no
dispersivos existe una ventana temporal de £ muestras donde se puede localizar el inicio
del simbolo DMT original sin que aparezca ISI al eliminar la extension ciclica.

Si el canal de transmision es dispersivo la duracion del simbolo DMT se alarga. En
concreto, si la duraciéon de un simbolo es D = N 4+ E, donde N es el tamano del simbolo
DMT original y F la duracién del extension ciclica, la duracién del simbolo después de
atravesar el canal es D' = D + L — 1, donde L es la duracion de la respuesta al impulso
del canal.

En el caso de que la duracién de la respuesta al impulso del canal L sea menor a la
extension ciclica, los simbolos s6lo interferiran en parte de la extension ciclica del simbolo
siguiente. Como se refleja en la figura 2.1-(b), la parte del simbolo DMT libre de ISI tiene
duraciéon D — L + 1, por lo que la ventana temporal en la que se puede localizar el inicio
del simbolo original sin que se aparezca ISl es £ — L + 1.

En el caso de que la duracion de la respuesta al impulso del canal L sea mayor que la
extension ciclica, porque no se haya logrado acortar lo suficiente con el TEQ, los simbolos
interferirdn en parte del siguiente simbolo DMT original, como se aprecia en la figura
2.1-(c). La parte del simbolo DMT libre de IST tiene una duracion D — L + 1 menor que
la duracién del simbolo DMT original N y, por lo tanto, no existe una ventana temporal
en la que se puede localizar el inicio de simbolo original sin que aparezca ISI.

A tenor de este anélisis lo que determina la eleccién del instante inicial es duraciéon
de la respuesta al impulso del canal. De hecho, buscar el instante 6ptimo en el que se
considera que comienza el simbolo original es equivalente a determinar el instante en
el que comienza la respuesta al impulso del canal. Razonamientos muy similares a los
utilizados en el anélisis anterior se pueden aplicar usando dicha respuesta.

Si la respuesta del canal es totalmente plana, la respuesta al impulso del canal es un
impulso retardado, como se muestra en la figura 2.2-(a). El retardo es desconocido en el
receptor, pero podria considerarse que el inicio de la respuesta corresponde con una de
las muestras anteriores al impulso siempre que la distancia entre el instante inicial y el
impulso sea menor que E. De lo contrario la longitud efectiva de la respuesta considerada
serfa mas larga que la extension ciclica y se produciria ISI. En el caso de un canal cuya
respuesta efectiva tenga una duraciéon L menor que E como en 2.2-(b), también existe un
posible margen de variacion del instante inicial. Mientras que la respuesta quede dentro
de una ventana de E muestras desde el instante inicial no existird ISI. Por contra, en el
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Fig. 2.1: Sincronizacion de simbolo: (a) simbolos DMT recibidos con un canal ideal; (b) simbolos recibidos
con un canal cuya respuesta al impulso tiene una longitud L < E (en gris parte del simbolo DMT libre
de IST); (c) simbolos recibidos con un canal cuya respuesta al impulso tiene una longitud L > E

caso que la respuesta tenga una duracion mayor que F, como en la figura 2.2-(c), parte
de la respuesta queda fuera de esta ventana y por tanto se producird ISI.

En conclusion, dependiendo de la longitud de la respuesta al impulso del canal puede
existir un margen mas o menos amplio de sincronizacién libre de IST pero, en aquellos casos
en los que la respuesta tenga una duraciéon mayor que la extension ciclica, ese margen no
existe y solo cabe la posibilidad de intentar minimizar los efectos de dicha interferencia.

2.3. Sincronizacion de muestreo

Aunque los osciladores que controlan el muestreo del transmisor y el receptor tengan
la misma frecuencia nominal, es inevitable que existan pequenas diferencias entre las
frecuencias de uno y otro. Ademés, la frecuencia de dichos osciladores fluctia a lo largo
del tiempo debido a distintas fuentes de ruido de fase [Cort04].

En este apartado se va a estudiar el efecto que produce la falta de sincronismo entre
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(c)

Fig. 2.2: Tipos de respuestas al impulso del canal h[n]| segin su duracién: (a) canal no dispersivo ; (b)
canal dispersivo de respuesta al impulso igual o menor que la extension ciclica; (¢) canal dispersivo de
respuesta al impulso mayor que la extensién ciclica

ambos osciladores. Primero, el caso en el que el error sea tinicamente de fase de muestreo
y, después, en el que el error sea de frecuencia.

2.3.1. Error de fase

Debido a las variaciones que sufren las frecuencias de los osciladores que controlan el
muestreo del transmisor y el receptor, y a las imperfecciones del los sistemas de sincroni-
zacion, pueden producirse pequenos crrores de fase de muestreo en ¢l receptor.

Para obtener las expresiones que relacionan el error de fase de muestreo del simbolo
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DMT con el error en los simbolos QAM es necesario usar un modelo de la senal continua
recibida. De este modo sera posible introducir en dicha expresion el error en el muestreo,
ya sea de fase o de frecuencia, y analizar su efecto en los simbolos QAM demodulados.
Siguiendo esta directriz y eludiendo el término de ruido aditivo, la senal recibida se puede

expresar como
00

r(t) = Z re(t — €DTry) (2.2)
l=—00
donde ry(t) es la expresion continua de cada simbolo DMT recibido y Ti, es el periodo de
muestreo del transmisor. Una expresion sencilla que aproxima dichos simbolos en ausencia
de TSI, ya propuesta en [Zoga96| y [Poll00], podria ser

N/2 - 27kt

’I"g(t) = Z ijGkG] NTw ¢ (23)
k=—N/241

para 0 <t < NTj;, donde X}, son los simbolos QAM transmitidos correspondientes a
la portadora k£ y al simbolo DMT /, y Gy es la respuesta del canal a la portadora k.

Los instantes de muestreo del receptor, suponiendo sincronia en la frecuencia de mues-
treo del transmisor y receptor pero un error de fase igual a @, se pueden expresar como

t, = (n + CI))T]\,LT = (TL + (I))TM¢ (24)

donde Ty, es el periodo de muestreo del receptor.
La senal discreta obtenida después del muestreo en dichos instantes seria

N/2
)= Y XpGred TR (2.5)
k=—N/2+1

Para simplificar el desarrollo, sin por ello perder generalidad, se supone que la duraciéon
de la respuesta al impulso es suficientemente corta y por tanto, al eliminar la extensiéon
ciclica, no afecta a los simbolos demodulados la interferencia entre simbolos DMT. En ese
caso los simbolos demodulados serfan

2nkd

?k,f = ijerj N (26)

Después de atravesar el FEQ, suponiendo por simplicidad un diseno zero-forcing, los
simbolos obtenidos serian

Yie = Xpoe! N (2.7)

Como se puede observar en la ecuacion 2.7, y de forma mas grafica en la figura 2.3, el
efecto que produce en los simbolos QAM el error de fase de muestreo es un giro en el
plano complejo proporcional al error de fase ® y al indice de la portadora k. Este giro
puede producir un incremento en la probabilidad de error, afectando especialmente a los
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Fig. 2.3: Efecto de un error de fase de muestreo (10 %Th) con constelaciones 16-QAM por portadora

simbolos de mayor amplitud correspondientes a las portadoras de indice mas elevado o
de constelaciones mds densas. Un anélisis mas detallado se presenta en [Zoga96|, en el
que se calcula el incremento de la probabilidad de error en funcién de la desviacion tipica
de este error de fase de muestreo o jilter para un par de ejemplos de canal telefénico
para el servicio ADSL. Se concluye que, para las constelaciones empleadas en esos casos,
la desviacion tipica del error de fase de muestreo debe ser menor del 0,01 % para que la
pérdida no sea significativa.

2.3.2. Error de frecuencia

Inevitablemente existen diferencias entre las frecuencias de los osciladores que con-
trolan la conversion digital/analégica y analdgica/digital del transmisor y el receptor
respectivamente. Aunque al inicio del simbolo la fase de muestreo estuviese sincronizada,
estas diferencias producen un error en la fase de muestreo creciente a lo largo del simbolo
DMT recibido, que ademas se van acumulando de un simbolo al siguiente.

El error o diferencia relativa de frecuencias de muestreo del transmisor y el receptor
AQ se puede definir como

AQ — fare — farr _ Ty — Thay (2.8)

e Ty

donde fy; es la frecuencia de muestreo del transmisor y fys, la del receptor.
Los instantes de muestreo del simbolo recibido, suponiendo sincronismo inicial de fase,
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se pueden expresar como

tn = nTh, = n(l+ AQ) Ty, (2.9)
Usando las expresiones 2.9 y 2.3 las muestras de la senal recibida se puede expresar
como
N/2—-1
Tg[n] == Z ijerj%k(l;;AQ)" (210)
k=—N/2+1

Si se supone de nuevo que no hay interferencia entre simbolos DMT, los simbolos
demodulados resultarian

N—-1 N/2-1

N—
~ 1 27r(k & (1+ASZ))n
Yk,z = N Z W[n] = = Z Z X gkae (2.11)

n=0 n=0 k'=—N/2+1

Separando en dos términos el sumatorio en k', segtin si esta variable es igual a k£ o no, se
obtiene

1 j2mkAgn ek (tam)n
Ykz = NkaGk E TN 4+ — E X oG E =
k’;ék:

ABAQN=1) | o (k—k (1 AQ)(N D) son(m(k—k'
XeGped ™ N (ﬂ + ZXk'EGk'e J * ( (m(k k(1+AQ)))) (2.12)

Nsen(’”CAQ ot Nsen(W)

Después de atravesar el FEQ, los simbolos resultantes son

kaQ(N 1)

FaRA et S Y sen(m 7’( ( )( ) sen(m(k—k'
Yie = Xp o€’ (<—’;AAQQ) +3 X G FEQe™ b g (Senlnlhk (L+AD))

Nsen Nsen(ZE=kK (1+AQ))
Zh ( N )

(2.13)

En esta expresion se distinguen dos efectos del error de frecuencia de muestreo en el
simbolo QAM, correspondientes a cada uno de los dos términos en los que se ha expresado
la ecuacién anterior. El primer término se corresponde con el simbolo QAM transmitido
con un cierto giro y, considerando que A2 es muy pequeno, sélo una pequena atenuacion.
Este giro es equivalente al que sufre en presencia de un error de fase y se puede considerar
como un giro proporcional al error de fase promedio a lo largo del simbolo DMT que

o AQ(N—1)
serfa igual a =——5—

. El segundo término expresa la interferencia que introducen las
demés portadoras o ICI. Este término depende del error de frecuencia AS) pero también
de la respuesta del canal a cada portadora Gj. En la figura 2.4 se muestra el efecto del
error de frecuencia usando un canal de respuesta al impulso ideal y en ausencia de ruido.
Se aprecia un pequeno giro de la constelacion, pero sobre todo cierta dispersion de los
simbolos debida a la ICI.

La ICI que introduce un error de frecuencia tipico (de 50 a 200 ppm) puede reducir
notablemente la velocidad de transmisién alcanzable en el caso de que la SNR sea elevada,
como se pone de manifiesto en la figura 2.5, en la que se representa la relacion senal a
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Fig. 2.4: Efecto de un error en la frecuencia de muestreo (100ppm) con constelaciones 16-QAM por
portadora y canal plano

interferencia (SIR) debida a un error de frecuencia de 50, 100 y 200 ppm en el caso de
canal ideal. Se aprecia que en gran parte de las portadoras de mayor frecuencia esta
relacion no alcanza ni los 35 dBs, lo que para canales con elevada SNR puede suponer
una pérdida de capacidad importante. Por tanto, la correcciéon del error de frecuencia
consistente en compensar tinicamente el desfase acumulado del simbolo anterior no es
suficiente, es necesario corregir a lo largo del simbolo DMT el error de fase de muestreo
creciente causado por el error de frecuencia para, de ese modo, evitar la ICI [Poll99].

2.4. Procedimiento de sincronizacion

Para alcanzar y mantener el sincronismo en un sistema DMT es necesario aplicar una
serie ordenada de procesos de sincronizacién, que permita realizar las restantes tareas en
la fase de iniciaciéon de la comunicaciéon y que mantenga el error de sincronizacién en unos
limites admisibles durante la fase de transmisiéon de informacion.

En la figura 2.6 se representa la secuencia de procesos de sincronizaciéon de las fases
de iniciacion de la comunicaciéon y transmision de informacion. En la primera fase hay
que realizar dos procesos béasicos: la sincronizacién de la frecuencia de muestreo y la
sincronizacion de simbolo.

Para lograr la sincronizacion de simbolo es necesario que la frecuencia de muestreo
esté sincronizada previamente, por lo que en primer lugar se sincroniza esta tltima. En
concreto en la primera parte de la fase de iniciaciéon de la comunicacién se suelen transmitir
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Fig. 2.5: Relacion senal a interferencia (SIR) debida a un error en la frecuencia de muestreo (de 50, 100
0 200 ppm) en presencia de canal plano

senales periddicas o pilotos, que permiten estimar el error de la frecuencia de muestreo
sin necesidad de haber logrado un sincronismo de simbolo previo.

Una vez estimado el error de la frecuencia de muestreo, se compensa y se procede a
la sincronizacién de simbolo. Este proceso puede ser previo al proceso de estima de la
respuesta del canal o, segiin el método elegido, realizarse de forma simultanea.

Después de alcanzar el sincronismo inicial comienza la fase de mantenimiento de la
sincronizacion. Se realiza una continua estimacion del error de fase de muestreo para seguir
las variaciones de fase y frecuencia de muestreo con la ayuda de un lazo de sincronismo.

Los principales estimadores de cada una de las fases de la sincronizacién se presentan
en los siguientes apartados de este capitulo, y en los proximos capitulos se describiré el
funcionamiento y disefio de los sistemas de correccién del muestreo mediante procesado
digital de la senal recibida.

2.5. Estimacion del error de frecuencia

La mayoria de los algoritmos para la estimacién fina del error de frecuencia y fase de
muestreo se basan en los giros que producen dichos errores en los simbolos QAM recibidos.
En el caso del error de frecuencia se trata de estimar el incremento del error de fase de
los simbolos QAM de un simbolos DMT al siguiente.

La estima del error de frecuencia debe ser anterior a la estima del canal, por lo que
debe ser una estima ciega, ya que los simbolos recibidos afin no se pueden igualar. Para
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Fig. 2.6: Fases de la sincronizacién de un sistema DMT

lograrlo se envia por una tnica portadora piloto repetidamente el mismo simbolo X;. FEn
ese caso el primer simbolo recibido se puede expresar como

. TkAQ(N—1)

?]@’g ~ X.Ge’ N + Nk’g (2.14)

donde G, es la respuesta del canal a la portadora k, Xj, el simbolo QAM transmitido
de la portadora k y el simbolo DMT ¢, Ny, es la componente de ruido y Af el error de
frecuencia. Como el error de frecuencia produce un error de fase creciente, en el simbolo
DMT ¢+ 1 el efecto sobre el simbolo QAM Y}, ;41 serd un giro similar al anterior al que
se anade el error de fase acumulado a lo largo del simbolo DMT /. obteniéndose

. TkAQ(N—1)+2AQD

Yier1 =~ XpGre’ N + Nios1 (2.15)

A partir de la diferencia de fase entre simbolos QAM consecutivos se puede estimar el
error de fase acumulado a lo largo de un simbolo DMT, proporcional al error de frecuen-
cia AQ). En estas condiciones, considerando que el término de ruido Ny, tiene muestras
independientes entre si y e independientes del simbolo QAM enviado, la esperanza del
producto de simbolos QAM recibidos consecutivos es

Sk 27k AQ(N+E)
E{kazyk,eﬂ} ~ ‘Xk|2‘Gk|26J% (2.16)
Considerando que el error de frecuencia AQ) es muy pequeno se pueden hacer aproxi-

maciones de la tangente por su argumento para estimar el error de frecuencia de muestreo
partiendo de la expresion anterior [Sands02]. El estimador que se obtiene es

N {1 Yie}

AQ, = Bl el
¢ 27rk(N+E)gcg{yk*7£_lyk7[}

(2.17)
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Es facil demostrar que la componente del ruido en la direccién del simbolo, o compo-
nente radial, no tiene efecto en el estimador, pero si la componente perpendicular a ésta
o componente tangencial. Una forma de analizar el efecto de esta componente tangencial
del ruido Ny es considerar que aniade un desfase 65, a la fase del simbolo recibido. Tal y
como aparece en la figura 2.7, suponiendo la SN Ry, suficientemente elevada, el desfase es
pequeno y puede aproximarse por su tangente

Ny
0.)~ — 2.18
kL ’Xk:,éGk| ( )

Como la potencia de la componente tangencial es la mitad de la potencia total de ruido
en la portadora o7, la varianza de este error de fase serfa
2 o 1

= = 2.19

donde Sx; es la potencia de los simbolos de la portadora £ y SN Ry, es la relacion senal
a ruido en la portadora k. No hay que olvidar que en el estimador se calcula el desfase
entre dos simbolos consecutivos, por lo que aparecen dos términos de error de fase corres-
pondientes a cada uno de los simbolos. A partir de este anélisis se puede aproximar la
varianza del estimador como

2
9 N
o

s~ 2.2
AL 4An?k2(N + E)2SNRy, (2.20)

En [Sands02| se plantea la estima de forma similar a la expresada anteriormente pero
usando mtltiples portadoras en vez de una tinica portadora. Aunque no analiza el impacto
que tiene la ICI que aparece al usar varias portadoras, que puede suponer un término de
error muy considerable en presencia del error de frecuencia inicial (tipicamente entre 50 y
100ppm), los resultados son mejores que usando una tinica portadora a costa de un mayor
coste computacional. Esta solucién es especialmente interesante cuando hay peligro de
una gran interferencia a la frecuencia de la portadora piloto y, por tanto, conviene usar
més de una.

De todos modos, calcular el error de frecuencia a partir de una sola estima es nor-
malmente insuficiente, por lo que hay que promediar miltiples estimas. Sin embargo hay
que tener en cuenta que los errores en la estimacién de simbolos DMT consecutivos no
son términos incorrelacionados. Cada uno de ellos se debe a los términos de ruido que
acompanan a los dos simbolos QAM de simbolos DMT consecutivos. De cada dos estima-
ciones consecutivas uno de esos términos de error es comtn a ambas. Por tanto el diseno
del método 6ptimo de célculo del error de frecuencia a partir de sucesivas estimas no
es tan inmediato. En [Kay89| se propone un método MMSE para el calculo a partir de
estimaciones de las diferencias de fase que mejora notablemente el simple promedio de
las mismas y que resulta equivalente al calculo de la recta de regresion de las fases de
simbolos consecutivos.
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Fig. 2.7: Error de fase ;¢ que produce el ruido en los simbolos QAM si la SNR es elevada

2.6. Estimacion del inicio de simbolo DMT

Existen dos tipos de métodos para estimar el instante inicial de los simbolos DMT:
unos basados en la estimacién previa de la respuesta al impulso del canal y otros en la
periodicidad ciclica de los simbolos transmitidos.

Los primeros métodos cuentan con escasas referencias que los analicen -
|[Poll99||Lopez01]-, y tratan de localizar la ventana de E muestras de la respuesta al
impulso que mas energia concentra. Establecen el inicio del simbolo DMT de modo que el
inicio de la respuesta al impulso coincida con el inicio de dicha ventana. Asi, la energia de
la parte de la respuesta que contribuye a la ISI, que coincide con la que queda fuera de la
ventana, es la menor posible. También se ha planteado en [Poll99]|, aunque de forma un
tanto imprecisa, el uso de otras ventanas de duracién mayor que £ muestras, que también
consideran como se distribuye la energia fuera la ventana de F muestras. Hay que tener
en cuenta que minimizar la potencia de la ISI no asegura que se minimice su impacto en
los simbolos demodulados.

En otras propuestas como [VanB97|[Schmi97][Negi02] se han desarrollado algoritmos
ctegos que se apoyan en propiedades derivadas de la periodicidad ciclica de los simbolos
DMT. En estos algoritmos se realiza el calculo de la correlacién de las muestras del simbolo
recibido con muestras que se encuentran a un distancia N. Esta funcién debe tener un
maximo al correlacionar las muestras de la extension ciclica con sus muestras equivalentes
del final del simbolo DMT. Localizando dicho maximo se puede encontrar el margen de
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muestras en las que se puede establecer el inicio del simbolo DMT. Estos métodos estan
orientados a sistemas en los que la duracién de la respuesta al impulso del canal es menor
que la extensiéon ciclica, mas habitual en canales de radiofrecuencia.

2.7. Estimacion del error de fase

La estima fina del error de fase de muestreo para el mantenimiento del sincronismo
se basa, al igual que la estima del error de frecuencia, en el giro que produce en los
simbolos QAM un desfase ® en el instante de muestreo. En esta fase de la transmisién no
es necesario usar pilotos, pues ya se supone conocido el canal y los simbolos detectados,
con muy alta probabilidad, son iguales a los transmitidos. Ademas, suponiendo que se ha
alcanzado la suficiente sincronfa en la frecuencia de muestreo, no habra un nivel de ICI
elevado, por lo que es posible usar miiltiples portadoras para la estima.

Los simbolos recibidos e igualados se pueden expresar a partir de los transmitidos

como
2nkd

ifkl = Xk,gej N+ Nk,g (2.21)

Suponiendo que la probabilidad de error es muy pequena, y por tanto el simbolo
decidido X} ¢ es con alta probabilidad igual al transmitido X}, 4, la esperanza del producto
del simbolo recibido por el decidido sera

- 2mk®

E[Yi( X} = E[| Xy ?)e’ % (2.22)

De esta expresion, haciendo de nuevo la aproximacion de la tangente por su argumento,
se deduce el siguiente estimador del error de fase de muestreo usando la portadora k

B0 = N (Vi X}
2rk %{YW}A(;,@}

(2.23)

Se puede aproximar la varianza de este estimador de forma similar al estimador del

error de frecuencia, como
N2
o2~ —
®  8m2k2SNRy,
A partir de las estimaciones de un subconjunto < U > de portadoras, y conociendo

(2.24)

aproximadamente la varianza de cada estima, es posible obtener un estimador MMSE,
descrito en [Sands02], que tiene la siguiente expresion

(2.25)

- " N Z kSNRkS\S{Yk,é)A(Z,z}
MMSE 2T Y hecvs KPSNR S R{VioXf,)

y su varianza seria
2 N?
g~

® ¥ 82y k2SNR,

(2.26)
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Una alternativa al estimador MMSE es usar un estimador de maxima semajanza o
ML (Maximum Likelihood) como se sugiere en [Poll99] y se desarrolla en [Mart05]. En el
apéndice 2-A se ha realizado el anélisis de la funcién de semejanza definida a partir de
los simbolos QAM recibidos. Mediante dicho analisis y tras algunas aproximaciones trigo-
nomeétricas sencillas, se ha obtenido un estimador de maxima semejanza con la siguiente
expresion

_ N > ohecvs Ko X5 o} ok
2 Zk:<U> kQ%{YkIX;,E}/UI%

Oy 4] (2.27)

El estimador ML tiene como principal ventaja la reduccién del coste computacional, al
requerir tinicamente una operaciéon de divisiéon por cada estima, mientras que el estimador
MMSE requiere tantas como portadoras se usen en el calculo. Una simplificaciéon adicional
del estimador ML se basa en la aproximacion Re{Y} (X} ,} ~ E[| X} []*, obteniendo

_ ﬁzk:<U> k%{Yk,eXZ,z}/Ui

ZI\) A L—sim =
ML P[ } It Zk:<U> kQSNRk;

(2.28)

Usando una tinica portadora la estimaciéon no es muy precisa a causa de la aproxima-
cion realizada, pero la precision crece al incrementar el niimero de portadoras. Gracias a
esta aproximacion se eliminan las multiplicaciones correspondientes al calculo del deno-
minador, con lo que se reduce el coste computacional a casi la mitad.

En la figura 2.8 se representa la varianza de los estimadores MMSE, ML y ML-
simplificado en funcién de la SNR para un error de fase de un 0,01 % del periodo de
muestreo, para un sistema DMT de N = 512 y usando para la estima las 255 portadoras
disponibles. Por simplicidad se ha supuesto que la SNR es idéntica para todas las por-
tadoras y que el ntimero de bits transmitido por cada una se corresponde con el que se
puede calcular mediante la expresion 1.15. Para SNR bajas (10-17 dBs) las prestaciones
de todos los estimadores son muy parecidas y a la vez muy préximas a el limite tedrico
de Cramer-Rao. Sin embargo, por encima de estas SNRs las prestaciones del estimador
MMSE son peores que las de los estimadores ML, entre 3 v 7 dB.

Se constata que la aproximaciéon para calcular la varianza del error de fase debido
al ruido deja de ser valida, o de lo contrario el estimador MMSE alcanzaria el limite de
Cramer-Rao. Aunque la SNR sea muy elevada, al corresponderle una constelacién muy
densa, la aproximacion es correcta para los simbolos de mas energia de la constelaciéon, pero
no para los de menor energia. Por contra las varianzas de los estimadores ML permanecen
muy proximas al limite de Cramer-Rao.

Hay que destacar también que la varianza del estimador ML-simplificado es practica-
mente igual a la del ML. Por este motivo, y considerando que el ML-simplificado tiene un
coste computacional considerablemente menor, es preferible el uso de este tltimo estima-
dor.
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Fig. 2.8: Varianza del error de estimacion del error de fase de muestreo (10log(c3)) para los distintos
estimadores propuestos y el limite de Cramer-Rao (queda oculto por su proximidad a la varianza de los
estimadores ML)

2.8. Lazo de sincronizacion

En el periodo de mantenimiento de la sincronizaciéon, debido al ruido de fase del
oscilador que controla el convertidor del transmisor, es necesario obtener una estima muy
precisa del error de fase de muestreo para, asi, poder corregirlo y evitar un sensible
incremento de la probabilidad de error. Si este periodo de mantenimiento se prolonga
mucho en el tiempo es posible que se produzcan derivas en la frecuencia del oscilador del
transmisor, por lo que también serd necesario estimar y corregir el error de frecuencia.
Ambas correcciones se pueden realizar estimando y corrigiendo la frecuencia de muestreo
del receptor. De este modo se cierra un lazo que permite mantener el sincronismo de forma
muy precisa.

Para mantener simultdneamente la sincronizacion en frecuencia y fase se realizan es-
timas del error de fase que deben atravesar un filtro de lazo tipo I [Lee94|. La salida de
este filtro proporciona la desviacién de la frecuencia de muestreo que hay que corregir
mediante el oscilador controlado. La funcién de transferencia tipica de este lazo es

a+ Bzt

Hpi(z) = 1.1 (2.29)

Mediante las constantes « y (§ se puede controlar tanto el ancho de banda del lazo de
sincronismo como la forma de su respuesta transitoria. El ancho de banda esta relacionado
con el error de fase residual o jitter. Las muestras del error presente en la estima del error
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de fase de muestreo, denominado error de fase residual, son incorrelacionadas, por lo que
su espectro puede suponerse plano. Al cerrar el lazo de sincronizacion, el espectro de este
error de fase residual queda modelado por la respuesta en frecuencia del lazo que es de tipo
paso bajo, por lo que su ancho de banda determina la potencia del error de fase residual o
Jitter. Para que el jitter no perturbe significativamente la senal recibida es necesario que
el ancho de banda del lazo sea pequefio (tipicamente entre 50 y 200Hz). No obstante, este
ancho de banda no se puede reducir demasiado porque eso limita la velocidad de respuesta
del lazo frente a las variaciones de la fase de muestreo del transmisor. Si se pretende una
respuesta transitoria rapida el ancho de banda del lazo debe ser mayor, pero a cambio
crece el pitter.

Es comiin usar distintos valores para estas constantes segiin se trate de la fase de en-
ganche inicial del lazo o de la fase posterior de mantenimiento del enganche. Los primeros
valores proporcionan al lazo una respuesta mas rapida que facilita el enganche pero no
se reduce tanto el jitter. Una vez logrado el enganche inicial se modifican las constantes
para que la respuesta sea mas lenta pero se reduzca més el jitter.

Manteniendo el jitter en unos valores reducidos, el error de frecuencia residual A
correspondiente también se mantiene, por lo que la ICI no tiene un impacto relevante en
las prestaciones del sistema, como se demuestra en [Zoga96].

2.9. Conclusiones

En primer lugar, en este capitulo se han analizado los dos problemas basicos de la
sincronizacion en los sistemas DMT: la sincronizacién de simbolo o sincronizaciéon gruesa,
que trata de establecer los limites de los simbolos DMT, y la sincronizacién de muestreo
o la sincronizacién fina, que pretende sincronizar en fase y frecuencia el muestreo del
receptor.

Con respecto a la sincronizacién de simbolo se ha presentado su estrecha relacion con
la respuesta al impulso del canal, estableciendo los margenes de sincronismo en funcién
de la duracién de dicha respuesta.

En la sincronizaciéon del error de muestreo se ha distinguido entre el error de fase
y el de frecuencia. Del anélisis del impacto que tienen ambos errores en los simbolos
QAM recibidos, se deriva la necesidad de unos sistemas para la estima y la correcciéon del
error de sincronizacion suficientemente sofisticado para no reducir significativamente las
prestaciones del sistema de comunicacion.

Después se ha expuesto un procedimiento para alcanzar y mantener el sincronismo en
un sistema DMT. Se han repasado los estimadores propuestos para el error de frecuencia de
muestreo, de sincronismo de simbolo y, en una mayor profundidad, de sincronizaciéon fase
de muestreo. Para este tiltimo, a partir del estudio de la funcién de semejanza, desarrollado
en el 2-A; se ha obtenido la expresion de un estimador ML y un estimador ML-simplificado,
y ademads se ha calculado el limite teérico de Cramer-Rao de la varianza de este tipo de
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estimadores. Mediante simulacién se ha comprobado que la varianza de los estimadores
ML propuestos es significativamente menor que la del estimador MMSE y, ademas, es
muy proxima al limite de Cramer-Rao.

Por tltimo se ha analizado el lazo de sincronizacién y los aspectos mas relevantes a
considerar en el diseno de las constantes del filtro de lazo para lograr un compromiso entre
el correcto seguimiento de las variaciones de la frecuencia de muestreo y un reducido nivel
de error de fase residual o jitter.

La correccion del error de muestreo y, en especial, el funcionamiento de los sistemas
de correccion mediante procesado digital de la senal recibida, se estudia en el capitulo 3.
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2-A. Apéndice: Estimador ML y limite de Cramer-Rao

En este apéndice se propone un estimador ML para el calculo del error en la fase
muestreo a partir de los simbolos QAM igualados mediante el FEQ y los simbolos QAM
transmitidos. Ademaés, se calcula el limite de Cramer-Rao de la varianza de los estimadores
de error de fase a partir de dichos simbolos.

Para obtener un estimador ML del error de fase de muestreo a partir de los simbolos
QAM igualados es necesario tener una expresion que relacione el error de fase con dichos
simbolos. Esta expresion es

27k®[)
Yie = Xpee! N+ Ny (2-A.1)

donde Y} 4 es el simbolo QAM igualado de la portadora k y del simbolo DMT /¢, X}, es
el simbolo transmitido, Ny, el ruido presente en dicha portadora y ®[¢] es el error de fase
de muestreo a estimar.

Considerando que el ruido es gaussiano y que las componentes de de las distintas
portadoras son practicamente independientes, la funcién logaritmica de semejanza usando
un subconjunto de portadoras < U > se puede expresar como

2nkd[(]
Yie — Xp o€
AKX Vi @l)) = 3 o= Xeee X | (-4
k=<U> Tk
donde o7 es la potencia de ruido en la portadora k.
Eliminando términos superfluos que no dependen de ® se obtiene
3%{ j27rk’<1>[£] }
2 }%jX? e’ N
A X, Ve, ®[0) = £ (2-A.3)

o
k=<U> k

Para obtener un estimador ML se deriva la funcién logaritmica de semejanza con respecto
a ® y se iguala a cero

=0

ON (X, Yo, PE]) Z - %{YMXH}SW(%M) )+\5{Yk€XkE}COS(2WI§\<fDM)}
0P/ 2

k= k
=<U>
(2-A.4)

Suponiendo que ® es suficientemente pequeno, se pueden aproximar las funciones seno
por su argumento y las funciones coseno por uno, con lo que quedaria

=0 (2-A.5)

ON( X0, Yip, @[1]) ~ Z _2%{YHXI:E}4W k2M] +23{Y, the}%k
O [(] 2

o
k=<U> k

De esta expresion se puede despejar ¢ obteniendo el siguiente estimador
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3 - N P cvs BV X5} o3
2w Zk:<U> k2%{Yk,ZX;;g}/O']%

En la practica, como se expone en el apartado 2.7, en vez de usar el simbolo transmitido
Xpe, que no se conoce, se usa el simbolo decidido )A(H, que con alta probabilidad es
idéntico, pues la probabilidad de error de simbolo suele ser muy baja.

Para el calculo del limite de Cramer-Rao se puede retomar la expresion 2-A.4 y calcular
la segunda derivada de la funciéon de semejanza con respecto a @, cuyo resultado es

(2-A.6)

82A(Xk,g,Yk,z, @[g]) _ Z 2(%)2{—%{&74}(@%03(2w1§\<[1>[z]) . %{YMX:’K}SM(%;@M)}

N
oell? N %
(2-A.7)
Sabiendo que la esperanza de
ER{Yee X} = El| Xy e|*Jcos (1) (2-A.8)
y que
E[S{YieXi )] = El|Xio]sin(2m24) (2-0.9)

se puede calcular la esperanza de la segunda derivada de la funcién de semejanza como

_82A(Xk74,Yk,g,<I>[€])] . 2B X o2 (2E)? {cos? (M) 4 sen?(ZE20)}

B N N N _
[ 0P[(]? Nr o?
2B [ Xk’ F)* _ 8 2
> g =7 D WSNR (2-A.10)

k=<U> k=<U>
Por tanto, el limite de Cramer-Rao para la estimacién del error de fase de muestreo a

partir de los simbolos transmitidos y recibidos seria

1 N2

E[—WA(XS’(I?[ZI;’Z@[ZD] 872 Zk:<U> k2SN Ry,

0%2

(2-A.11)
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Capitulo 3

Correccion digital del error de muestreo

3.1. Introduccién

En la solucién a cualquiera de los problemas de sincronizacién que se plantean en un
sistema de comunicaciones se pueden distinguir dos procesos bien diferenciados: la estima
del error de sincronizacién y la correcciéon de dicho error. En los problemas de recupera-
cién de portadora, de ajuste del instante de muestreo o de sincronizacién de simbolo o
trama, tan necesario como poder estimar con precisiéon las pequenas desviaciones que se
van produciendo es disponer de los mecanismos necesarios para realizar las correcciones
correspondientes.

Como se expone en el capitulo 2, uno de los principales problemas de sincronizaciéon
que presentan los sistemas DMT son los errores de fase y frecuencia de muestreo. Estos
errores se pueden corregir ajustando adecuadamente la frecuencia de muestreo de la senal
recibida. Las posibles soluciones para realizar dichas correcciones son muy diversas, pero
pueden clasificarse en dos grandes categorias segtin como se realice el muestreo de la senal:
muestreo sincrono y muestreo asincrono [Gard93][Meng97|. La principal diferencia entre
ambos métodos estriba en si la correccion se logra modificando la frecuencia del oscilador
que controla el muestreo del receptor(muestreo sincrono) o mediante procesado digital de
la sefal digital recibida (muestreo asincrono).

En los primeros modems digitales la soluciéon para la correccion de la sincronizacion
se ha basado en el muestreo sincrono. Sin embargo, a medida que los sistemas digitales
que se usan para implementar los receptores digitales han incrementado su velocidad de
computacion, han ido surgiendo cada vez mas propuestas con la solucion de muestreo
asincrono [Rams84|[Asch89]|Gard93] y, en la actualidad, es la opcion elegida en un gran
ntimero de sistemas de transmision [Harr01][Louv01|[Speth01][Poll199].

En este capitulo se presentaran ambos métodos, aunque se hard especial hincapié en
los sistemas y las estructuras necesarias para que el muestreo pueda ser asincrono. Se
explicara el esquema general del sistema de correcciéon basado en un interpolador y se
profundizard en las posibles estructuras para su realizacion. Se repasarén las estructuras

37
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clasicas |[Farr88||Gard93| y se propondré una estructura hibrida que las unifica todas y a
la vez ofrece nuevas posibilidades de implementacion, lo que otorga una mayor flexibili-
dad al diseno con distintas arquitecturas hardware. Por tltimo se analiza un sistema de
correccion alternativo propuesto en |[Poll99], basado en conjugar un interpolador simple
con un sistema denominado rotor, y se exponen las desventajas que presenta frente al
sistema tnicamente basado en un interpolador.

3.2. Muestreo sincrono y asincrono

Como ya se afirmé en el capitulo anterior, para lograr la correcta decodificacion de
la senal transmitida, el muestreo del receptor debe permanecer sincronizado con el del
transmisor. Sin embargo, en la practica existen pequenas diferencias entre las frecuencias
de los de los osciladores que controlan la conversion digital/analogica y analogica/digital
en el transmisor y el receptor. Ademas, las derivas térmicas y, a mas corto plazo, el ruido
de fase de dichos osciladores puede provocar que estas diferencias fluctien a lo largo
del tiempo [Demir00|. Para contrarrestar estos fenémenos es necesario realizar continuos
ajustes en la frecuencia de muestreo del receptor. Existen dos soluciones basicas para hacer
estos ajustes, representadas en la figura 3.1, que se pueden clasificar seglin el método de
muestreo usado: sincrono o asincrono.

En dicha figura se muestra en primer lugar el esquema de muestreo sincrono. La senal
continua recibida r(t) se transforma en senal discreta r[n] mediante un convertidor analé-
gico/digital. Los instantes en los que se capturan las muestras de la senal continua estan
determinados por una senal de reloj, que debe estar sincronizado con el reloj del converti-
dor digital/analégico del transmisor. Para conseguirlo se utiliza un oscilador controlado,
que no es mas que un oscilador cuya frecuencia puede modificarse ligeramente mediante
una senal de control. De ese modo, a partir de la estimaciéon del error de frecuencia de
muestreo AQ[n], se actiia sobre el oscilador controlado modificando su periodo Ty [n] para
ajustar los instantes de muestreo.

En segundo término se presenta el esquema de muestreo asincrono. Se denomina de esta
forma porque el muestreo de la senal recibida 7(¢) no esta sincronizado con la conversion
digital/analogica que realiza el transmisor. Por este motivo no es necesario modificar la
frecuencia de la senial de reloj que controla el muestreo en el receptor y se puede generar
mediante un oscilador de periodo 7j; no controlado. En este esquema se corrigen los
errores de sincronizacién usando un sistema de procesado digital para la conversion de la
frecuencia de muestreo. Usando la estimacion del error de frecuencia de muestreo AQ[n]
interpola las muestras de la senal continua en los instantes adecuados a partir de las
muestras de la sefial recibida, obteniendo una senal r[n]| que si esta sincronizada con la
senal discreta del transmisor.

La principal ventaja que presenta el muestreo asincrono es la reducciéon de la com-
plejidad del hardware analogico que requiere el proceso de muestreo. Como no se hacen
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Fig. 3.1: Esquemas de muestreo: (a) sincrono y (b) asincrono

ajustes de la frecuencia de la senial de reloj que lo gobierna, no es necesario usar un osci-
lador controlado, lo que simplifica el interfaz entre la etapa analogica de conversion de la
senal y el sistema digital que implementa el receptor. El principal inconveniente de este
método es el aumento de la complejidad del procesado del receptor al incluir un nuevo
sistema para realizar la conversion de frecuencia de muestreo.

A continuacién se estudiaran con detalle los fundamentos del sistema de correcciéon
digital, describiendo cada uno de los bloques funcionales que lo forman asi como las senales
que los controlan.

3.3. Convertidor de frecuencia de muestreo

En las tltimas décadas se ha estudiado con un creciente interés el problema de la
conversion de la frecuencia de muestreo mediante procesado digital. En primer lugar se
analizaron casos sencillos como aquellos en los que la relacién entre la frecuencia de mues-
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treo original y la frecuencia de muestreo deseada es un niimero racional [Croch83]. No
obstante, en el problema de la conversién de la frecuencia de muestreo para la sincroniza-
ci6én, dicha relaciéon no es racional y suele ser variante, por lo que requiere una solucién un
poco mas compleja. El primer trabajo encontrado que analiza en profundidad el problema
y propone una solucion completamente digital es [Rams84|, pero los primeros articulos en
los que se incluyen esta solucion en el diseno de un receptor son [Taka87| y [Asch89]. Sin
embargo, hasta la publicacion de [Gard93] y [Erup93| no se hace un estudio realmente
exhaustivo de todos sus aspectos, especialmente en lo relativo a la necesaria interpolacién
de las muestras de la senal.

A continuacion se presenta un enfoque similar al propuesto por [Gard93| para analizar
el problema. En primer lugar se plantea un modelo de convertidor de frecuencia continuo,
basado en una doble conversion de senal discreta a continua y viceversa. Partiendo de una
serie de ecuaciones sencillas que relacionan los instantes de reconstruccién y muestreo,
se realiza un andlisis que permite expresar la senal de salida en funcién de la senal de
entrada original. Haciendo ligeras modificaciones se obtiene una expresién final en la que
se vislumbra la forma de realizar un sistema discreto equivalente al sistema continuo.
Después, se describe con detalle la estructura de realizacién digital de este sistema basada
en los filtros de retardo fraccionario variable o interpoladores. Por tiltimo se plantea una
mejora basada en el sobremuestreo previo de la senial en el receptor, y se describe cémo
se ha de modificar la estructura bajo estas circunstancias.

3.3.1. Modelo del convertidor de frecuencia continuo

En la figura 3.2 se representa el diagrama de un sistema continuo para modificar la
frecuencia muestreo. La senal discreta se convierte en sefial continua a un ritmo fijo, y se
vuelve a convertir en senal discreta usando una frecuencia de muestreo variable, logrando
asf la conversion a la frecuencia deseada en cada instante.

En primer lugar hay un bloque que convierte periédicamente la secuencia de muestras
rs[n] en una senal continua 74(t). Dicha senal estd formada por una secuencia de impul-
Sos cuyos pesos se corresponden con las muestras de la senal original, con intervalo entre
impulsos igual a Tj;. A continuacién, la sefal r4(t) se filtra mediante un filtro recons-
tructor de respuesta al impulso h(t), obteniéndose la sefial continua r(t). Por tltimo el
bloque convertidor de sefial continua a discreta toma muestras de la sefial () con una
periodicidad T},[n], resultando la senal discreta r[n].

En teoria, el filtro reconstructor éptimo es un filtro paso bajo ideal cuya frecuencia de
corte viene determinada por la frecuencia de reconstrucciéon fy,;. Para eliminar las réplicas
del espectro de la senal continua y conseguir que la reconstruccién sea fiel a la senal
original, es necesario que el filtro tenga una frecuencia de corte igual a fy,/2.

Para describir las ecuaciones que relacionan la sefial de salida r[n| con la de entrada
rs[n] es necesario formalizar la relacion que existe entre la variacién deseada de la fre-
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Fig. 3.2: Esquema del convertidor de frecuencia de muestreo

cuencia de muestreo y los instantes de conversion de senal discreta a continua y de la
continua a discreta. En el subapartado que se presenta a continuacién se definen una serie
de senales y expresiones sencillas que concretan dicha relacion. Partiendo de esa base, en
el siguiente subapartado, se logra especificar las relaciones entre la senal de entrada r,[n]
y salida r[n].

Relaciéon entre los instantes de reconstruccién y muestreo

El objetivo del convertidor es modificar la frecuencia de muestreo a conveniencia,
por lo que el periodo de muestreo T},[n] es, en general, distinto al periodo Ty y puede
variar de un instante n al siguiente. La diferencia entre ambos viene dada por AQ[n],

que es la diferencia de frecuencia de muestreo que se desea introducir en cada instante n,
normalizada por la frecuencia de muestreo f},[n], como se expresa en la siguiente ecuacion

_ Jar — frln] _ Ty ln] — Ty
Afln] = fuln] B Ty

De esta ecuacion se deduce que la desviacion de frecuencia normalizada AQ[n| equivale

(3.1)

a la fracciéon del periodo de muestreo Ty, que diferencia a ambos periodos de muestreo,

Como en general ambos periodos de muestreo son distintos, los instantes t, en los
que se convierten las muestras de la senal discreta r4[n] en impulsos no coinciden con los
instantes ¢/, en los que se convierten los valores de la sefial continua r(t) en las muestras de
la senal discreta r[n], como se aprecia en la figura 3.3. Dado que el periodo de conversion
de senal discreta a continua 7T); es constante, y asumiendo que el instante t, = 0, los
instantes t,, se pueden expresar como

tn = tn,1 + TM = nT]\,[ (32)

En cambio, como el periodo de muestreo T}y, [n] es variable, los instantes t/, solo se
pueden expresar mediante la ecuacién recursiva

tn =ty +Tyn] (3.3)

n
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Fig. 3.3: Diferencias normalizadas del instante de muestreo ®[n] al realizar la conversién de frecuencia

La diferencia entre instantes de muestreo ¢,, y ¢/, normalizada por el periodo de mues-
treo Ty se ha denominado ®[n], como aparece en la figura 3.3, y se puede expresar como
th—t, t,—nTy

D] = = (3.4)

Usando las ecuaciones 3.4, 3.2 y 3.3, puede expresarse ®[n| mediante la siguiente
ecuacion recursiva
th —tn  (tho1 +Tyln]) = (o1 + T)

O[n| = "TM - = T = ®[n — 1] + AQn| (3.5)

De esta expresion se deduce que, segiin sea mayor la frecuencia de muestreo fi; o f},
es decir, segiin sea el signo del error de frecuencia normalizado AQ[n], la diferencia entre
instantes de muestreo ®[n| puede ser creciente o decreciente en el tiempo. En la figura 3.3
se representa un ejemplo del caso en el que f); es mayor que f;, o lo que es lo mismo,
Ty es menor que Ty, por lo que AQ[n] es positiva y en consecuencia ®[n] es creciente.

Funcién de transferencia del modelo

Una vez determinadas las relaciones entre instantes de muestreo se procedera a analizar
paso a paso las transformaciones que sufre la senal al atravesar el convertidor, con el fin
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de obtener unas expresiones que permitan deducir como realizar este proceso mediante
un sistema digital.

En primer lugar, hay un bloque que convierte la secuencia de muestras rs[n] en impulsos
centrados en los instantes ¢,,. De esta forma se obtiene la sefial continua r4(t) definida por
la siguiente ecuacion

o0 [e.o]

re(t) = Y rfilo(t —ti) = > rifilo(t — iTu) (3.6)
1=—00 1=—00
A continuacion, a la sefial se le aplica un filtro reconstructor de respuesta al impulso
h(t) que proporciona la senal continua 7(t), que puede expresarse como

o0

r(t) = Y rifilh(t —iTy) (3.7)

1=—00

La sefal discreta r[n] que se obtiene del convertidor continuo/discreto se puede expre-
sar mediante la siguiente ecuacién usando t/, para representar los instantes de muestreo

n] = r(t) = S ralilh(t], — iTw) (38)

1=—00

Despejando t/, de la ecuacion 3.4 y haciendo el cambio de variable j = n—1, la ecuacion
anterior se puede expresar como

o0 [e.9]

rln] = 3 rlilh((n+ @[] — ) Tar) = Y roln— jIA(( + @[)Ta)  (3.9)

1=—00 Jj=—00

La diferencia de instantes de muestreo normalizada ®[n] varia a medida que crece
n, por lo que no se puede encontrar un filtro discreto equivalente a todo el sistema de
respuesta al impulso invariante. Aunque si se puede encontrar la equivalencia con un
sistema discreto de respuesta al impulso variante con el tiempo hg[n, j], convirtiendo la

ecuacién anterior en
[e e}

rln] = > rin— jlhaln, j] (3.10)
j=—o00
De esta tiltima expresion se deduce que la respuesta al impulso del sistema variante hg[n, j|
que se obtiene es

haln, j] = h((j + ®[n])Tar) (3.11)

La respuesta al impulso del sistema variante descrita en la expresion anterior incluye
un retardo ! igual a la diferencia de instantes de muestreo normalizada ®[n], que como se

IPara evitar confusiones y poder ser méas preciso, en adelante se usara el término retardo para deno-
minar diferencias entre instantes de tiempo tanto positivas como negativas, mientras que se usaran los
términos adelanto y retraso cuando se desee explicitar su signo.
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mostré en la ecuacion 3.5 puede ser creciente o decreciente. Desde la perspectiva de una
realizacion practica del convertidor, el crecimiento o decrecimiento de dicho retardo puede
suponer que que su respuesta al impulso se alargue en exceso en una u otra direccion.
Para evitarlo es posible eliminar estos retardos de la respuesta del filtro retrasando o
adelantando la senal de entrada al filtro, aunque sélo es sencillo introducir estos retardos
en la senal si son de un niimero entero de periodos de muestreo T),.

En el siguiente apartado se explicard como es posible modificar estas ecuaciones para
lograr unas nuevas expresiones de las que se deduzca facilmente la forma de realizar este
sistema en la préctica.

3.3.2. Realizacion digital del convertidor de frecuencia

Para lograr una realizacion digital del convertidor de frecuencia, conviene replantear
la expresion de la senal discreta r[n]. Para ello, es necesario separar la diferencia entre

3

instantes de muestreo normalizada ®[n] en parte entera ®.[n] y parte fraccionaria ®¢[n]
como se expresa en la siguiente ecuaciéon

Oc[n] = | @[n]]

&[] = ln] — ,[n] (812

donde la operacion |z | significa el mayor entero menor o igual que z. De esta ecuacion
se deduce que

0<Psn| <1 (3.13)
De este modo, usando las ecuaciones 3.12 y 3.9 se puede expresar la sefial discreta r{n]
como .
rln) = > rin = j1((j + Pe[n] + @y[n])Ty) (3.14)
j=—00

Aplicando un nuevo cambio de variable de la forma
k=j+ ®.[n] (3.15)

se obtiene
oo

rln] = Y rin+ ®c[n] — klh((k + ¢n])Ty) (3.16)
k=—00

De esta tltima ecuacion se desprende que es posible obtener la sefial discreta r[n]
realizando dos procesos viables mediante sistemas digitales. Por un lado, aplicar un retardo
a la senal r4[n| de un numero entero de muestras ®.[n]. Por otro, filtrar dichas muestras
usando un filtro discreto de respuesta variante que depende de ®¢[n]. A tenor de la
ecuacion 3.13, este filtro introduce un adelanto en la respuesta al impulso que en ningtn
caso alcanza un periodo de muestreo T}, por lo que la longitud de su respuesta no cambia

significativamente.
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Fig. 3.4: Estructura del convertidor de frecuencia de muestreo

Los dos procesos se representan en el diagrama de la figura 3.4 con sendos bloques,
en el que se ha supuesto que, para simplificar, la respuesta al impulso h(t) tiene duracion
finita igual a (M + 1)T)s. El bloque Salla/Duplica introduce el retardo de un ntimero
entero de muestras, mientras que el bloque Interpolador introduce el retardo fraccionario
implementando los productos y sumas asociados al filtrado discreto variante.

Ademas de estos dos bloques, aparece un tercero denominado Acumulador, encargado
de calcular en cada instante n las diferencias de instantes de muestreo entera ®.[n] y
fraccionaria ®¢[n] a partir de la diferencia normalizada de frecuencias de muestreo AQ[n|,
usando la ecuacion recursiva 3.5. La denominacion del bloque se debe a que para calcular
la diferencia de instantes de muestreo ®[n| hay que acumular las diferencias de frecuencias
normalizadas AQ)[n] hasta el instante n. A su vez, ®.[n] y ®¢[n] se derivan de forma directa
a partir de ®[n]| usando la expresion 3.12.

A continnacién sc describe con més de detalle el funcionamiento de los dos bloques
bésicos del convertidor de frecuencia: Salta/Duplica e Interpolador

Bloque Salta/Duplica

El procedimiento para introducir un retardo ®.[n] en la senal r4[n] es sencillo, porque
un retardo entero encaja perfectamente en el eje de tiempos discreto n. Para lograrlo se
realizan saltos temporales en una u otra direcciéon segin varfe el retardo a aplicar ®.[n].
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Habitualmente, teniendo en cuenta que la modificacién de la frecuencia de muestreo
suele ser relativamente pequena (en sistemas para la sincronizaciéon del muestreo en re-
cepcién no suele superar el 0.01 % o 100 ppm), la variacion del retardo ®[n| es muy lenta,
por lo que, de un instante n al siguiente, no se producen incrementos o reducciones en
®.[n] de mas de una muestra.

En la figura 3.5 se observa concretamente como se introducen estas variaciones de una
muestra en el retardo ®.[n]. Si en el instante n el retardo ®.[n] aumenta en una muestra
es necesario adelantar la sefial r5[n] una muestra. En ese caso se elimina una muestra a la
salida saltando a la muestra siguiente de manera que, a partir de entonces, la senal queda
adelantada una muestra, como se aprecia en la figura. Si por el contrario en el instante n
el retardo ®.[n] disminuye en una unidad hay que retrasar una muestra la senal. En ese
caso se intercala una muestra que es el duplicado de la anterior de modo que, a partir de
entonces, la senal queda retrasada una muestra, como se aprecia en la figura.

Aunque las distintas muestras de salida de este bloque r¢[n + ®.[n] — k], mostradas
en la figura 3.4, puedan parecer muestras de una misma senial r4[n + ®.[n]| con distintos
retardos k, esto no es cierto debido al término ®.[n]|. De hecho la secuencia de muestras
de cada una de las salidas del bloque no equivalen a una misma secuencia con distintos
retardos. Cuando se producen saltos o repeticiones de muestra debido a una variacion de
®.[n| la muestra repetida o saltada de la sefial original rs[n| es distinta en cada una de las
salidas del bloque, introduciendo diferencias entre unas secuencias y otras. Para remarcar
este hecho a partir de ahora cada una de estas sefiales r5[n + ®.[n] — k] se referirdn como
seflales distintas denominadas 7 x[n]. Lo que sf se mantiene en cada instante n es el hecho
de que las muestras de salida de este bloque son muestras consecutivas de la senal original

rsn).

Desde una perspectiva centrada en el flujo de muestras o niimero de muestras por
segundo, el convertidor de frecuencia de muestreo debe servir para modificar a la salida el
ritmo de muestras por segundo de la sefial de entrada. Si la nueva frecuencia de muestreo
fis[n] es mayor que fy; el niimero de muestras por segundo a la salida es mayor que a la
entrada. Si por el contrario f},[n] es menor que fy, el ntimero de muestras por segundo
a la salida es menor que a la entrada. Para ajustar el ritmo a la salida es necesario que
cada cierto tiempo el niimero de muestras a la salida sea mayor o menor que el de la
entrada. Precisamente mediante los intercalados y eliminaciones de muestras que realiza
este bloque se logra dicho ajuste.

En la practica, para poder saltar muestras o duplicarlas es necesario almacenar un
cierto niimero de muestras en un banco de memoria que amortigua las diferencias de
frecuencias de entrada y salida. De ese modo es posible lograr que el proceso sea causal en
caso de saltos, y evitar que se pierdan las muestras que van llegando en caso de duplicacion.



MENU SALIR

CORRECCION DIGITAL DEL ERROR DE MUESTREO 47

Salta muestra

: Senal adelantada
/,_\\rs[n0+1Ns[na+3] Oty

<~ -

A

S v

Duplica muestra

Senal retrasada
rs[nnﬂ]\A o] b
[+

A

Fig. 3.5: Ejemplos del funcionamiento del bloque Salta/Duplica

Bloque Interpolador

A partir de la ecuacién 3.16 se deduce que la respuesta al impulso del filtro discreto
variante hg[n, k| que hay que aplicar a las muestras r, x[n] es

Aunque esta expresion describe con detalle el funcionamiento del convertidor, desde
una perspectiva orientada a su realizacion practica se puede simplificar eliminando las
referencias a la dindmica de variaciéon de los coeficientes del filtro. De este modo, la
respuesta al impulso del filtro discreto variante en un instante n se puede representar
como

hulk] = B((k + 1) Thr) (3.18)

donde 4 se corresponde en cada instante n con el valor de ®¢[n].

En estas tltimas ecuaciones se pone méas claramente de manifiesto que la respuesta
al impulso del filtro discreto variante en un instante n equivale a la respuesta al impulso
h(t) muestreada a frecuencia fj; y con un adelanto de una fraccién de muestra p.

Si se supone que el filtro reconstructor de partida es un filtro paso bajo ideal de fre-
cuencia de corte fyr/2, como se planted en el apartado 3.3.1, las distintas respuestas en
frecuencia del filtro discreto variante deben ser paso todo, con un desfase lineal proporcio-
nal a i o, lo que es lo mismo, un retardo de grupo constante e igual a —pu. Esto significa
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que el tinico efecto que introduciria en la senal de entrada serfa un adelanto de una fraccion
de muestra pu, por lo que recibe la denominacién de filtro discreto de retardo fraccionario.

A este tipo de filtros de respuesta variable se les conoce como interpoladores. Este
hecho se debe a que introducir en la senal un retardo de una fraccién de muestra p es
equivalente a realizar una interpolacién en el sentido clasico de aproximaciéon del valor
de una funcién o senial, como se aprecia en la figura 3.6. Dicha interpolacién consiste en
calcular el valor que toma la senal en el instante ¢/, a partir de una serie de muestras de
la senal tomadas en los instantes t,0.x, donde el instante ¢, es el instante anterior méas
proximo a t/, de dicha secuencia. Desde la perspectiva de la teoria de sefiales y sistemas,
la distancia entre el instante ¢, y el instante ¢/, equivale al retardo fraccionario del filtro
. En la practica, para poder usar muestras correspondientes a instantes posteriores al
instante t/, v que el filtro sea causal, se introduce un retardo mayor. En concreto el
retardo fraccionario se incrementa en un nimero de muestras igual al niimero de muestras
de la senal de instantes posteriores a t, que se pretendan usar para la interpolacion.
Aunque las dos formas de entender este filtro, como filtro discreto de retardo fraccionario
variante o como interpolador, son realmente anélogas, por simplificar la nomenclatura se
ha decidido denominarlo interpolador.

Para resaltar que la respuesta al impulso variante del interpolador h,[k] procede de la
respuesta continua h(t) del filtro reconstructor, en adelante se denominaré a esta tltima,
respuesta del filtro continuo original del interpolador.

La realizacion del interpolador plantea algunos problemas practicos. Si se decide usar
el filtro paso bajo ideal como filtro continuo original, hay que considerar que su respuesta
al impulso h(t) tiene la forma de la funcion sinc(.), por lo que tiene longitud infinita y no
es causal. Las respuestas al impulso del interpolador que se derivan de ella también son
de longitud infinita y no causales, por lo que dicho filtro no es realizable en tiempo real.

En principio es posible que la respuesta del filtro continuo original sea de longitud
finita o infinita [Brai97]. Mediante el uso de estructuras directas para filtros digitales se
pueden obtener respuestas de ambos tipos siempre que los coeficientes de la funcién de
transferencia del interpolador que se van modificando en funcién de p sean tinicamente los
coeficientes del numerador. De lo contrario, como los estados internos del filtro dependen
de valores anteriores tanto de la senal de entrada como de los coeficientes denominador
de la funcién de transferencia, si en un instante determinado cambia el valor de dichos
coeficientes, dichos estados internos no concordarian con los que se habrian obtenido de
haber usado hasta entonces los nuevos coeficientes. Este hecho produce una respuesta
transitoria indeseada hasta lograr el reajuste de los estados internos del filtro [Laak01].
De todos modos en esta tesis se ha profundizado en el caso habitual de interpoladores de
respuesta al impulso finita que, ademas de tener un menor coste computacional, presentan
algunas ventajas adicionales para la sincronizacion en sistemas DMT, como se pone de
manifiesto en el capitulo 4.
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Fig. 3.6: Muestra interpolada en el instante ¢/, a partir de las muestras en los instantes ¢,,0.4n

Un ejemplo de diseno para la respuesta al impulso h(t) del filtro continuo original,
podria ser la respuesta al impulso del filtro ideal con un retraso ignal a Ty, M /2 multi-
plicada por una ventana rectangular de longitud T, M. Gracias a estas transformaciones
se logra que la respuesta final sea finita, causal y simétrica. La respuesta al impulso h(t)

h(t) = sinc ( fur (t - M2TM>) w(t) (3.19)

donde la ventana rectangular w(t) es igual a

resultante seria

(3.20)

0 resto

A partir de estas expresiones se dediice que la respuestas al impulso del interpolador
serian

h,lk] = sinc (k + 41— %) w(k] (3.21)

donde w[k| es igual a

22
0 resto (3.22)

) <
w[k]:{l st 0<k<M

En la figura 3.7 se presentan las respuestas al impulso del interpolador disenado pa-
ra distintos valores de u. Se aprecia claramente como la respuesta del filtro discreto se
adelanta con respecto a la respuesta continua del filtro reconstructor h(t) a medida que
el valor de ¢ aumenta. En la figura 3.8 se presentan las respuestas en frecuencia, médulo
y retardo de grupo, del interpolador. En ella se observa que la respuesta dista mucho de
los filtros paso todo de retardo de grupo constante que se obtendrian con la respuesta al
impulso A(t) de un filtro reconstructor ideal. Por un lado el médulo de la respuesta en
frecuencia (excepto en el caso de = 0) no es igual a 1, en especial cuando la frecuencia
es proxima a la frecuencia méxima fy;/2. Algo parecido le ocurre al retardo de grupo.
Como la respuesta del filtro ideal se retrasa M /2 muestras, los retardos de grupo deberian
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Fig. 3.7: Respuestas al impulso del interpolador, con M = 8 y retardo fraccionario (a) u = 0, (b) u=0.25,
(¢) p=0.5, (d) p=0.75

ser iguales a M /2 — u. Para frecuencias bajas el resultado es aproximadamente igual al

esperado, pero al aproximarse a la frecuencia maxima se desvia bastante.

Este fenomeno se debe a que la respuesta original h(t) no es la del filtro ideal y al
tomar muestras a frecuencia fj; se produce solapamiento espectral de la respuesta en
frecuencia original, como se observa en la figura 3.9. A pesar de que el modulo de la
respuesta en frecuencia del filtro antes de solaparse no depende de u, la fase si, por lo
que, el resultado final de este solapamiento varia, obteniéndose muy distintas respuestas.
Aunque con ciertas fluctuaciones, cuanto més proxima es la frecuencia a la frecuencia
maxima mayor es el solape, por lo que la variacion de la respuesta en frecuencia resultante
es también mayor. De todos modos, aun mejorando el disefio del filtro original h(t) este
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Fig. 3.8: Respuestas en frecuencia del interpolador disefiado mediante ventana rectangular (M = 8): (a)
modulo y (b) retardo de grupo

fenomeno sigue produciéndose, pero en menor medida. Al tratarse de una respuesta al
impulso de duracién finita, su respuesta en frecuencia no esté limitada en banda y por
tanto este solapamiento es inevitable. Analizando la interpolacién en el dominio del tiempo
esta conclusién también parece logica, puesto que es razonable pensar que es mas facil
calcular con precision un valor intermedio de una senal de baja frecuencia que de frecuencia
més alta. Para frecuencias bajas las variaciones relativas de una muestra a otra han de ser
pequenas y, por tanto, pequeno el margen de error relativo, mientras que para frecuencias
més altas las variaciones relativas son mayores y, por tanto, mayor el margen de error
relativo.

Debido a este problema que presentan los interpoladores, en la practica es necesario,
habitualmente, realizar un sobremuestreo de la senal antes de realizar la conversién de
frecuencia, de modo que la frecuencia méxima de la sefial discreta recibida r[n| esté
alejada de la frecuencia fj;/2, y no afecte a la senal el mal comportamiento de estos
filtros a altas frecuencias. Suele aplicarse un factor de sobremuestreo L entero para que el
proceso de diezmado necesario para obtener finalmente la frecuencia de muestreo deseada
sea sencillo.

El sobremuestreo obliga a realizar algunos cambios en la estructura del convertidor de
frecuencia para preservar su eficiencia. En el apartado siguiente se detallan estos cambios
para presentar la realizacion del convertidor de frecuencia de muestreo que se usa en la
practica.
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Fig. 3.9: Solapamiento espectral de la respuesta en frecuencia del filtro continuo original al tomar
muestras a frecuencia fy; con distintos retardos u: (a) respuesta en frecuencia del filtro continuo original;
(b) respuestas en frecuencia solapadas al tomar muestras a frecuencia fyr; (c) respuesta en frecuencia
resultante para distintos retardos p

3.3.3. Convertidor de frecuencia con sobremuestreo

Como ya se ha mencionado en el apartado anterior, para lograr buenos resultados con
el convertidor de frecuencia de muestreo es necesario aplicar un sobremuestreo previo a
la senal recibida. El problema que implica el sobremuestreo es un incremento notable de
la velocidad de procesamiento en el receptor. Para reducir en lo posible este incremento,
después del convertidor de frecuencia de muestreo, la senal se diezma por el mismo factor
de sobremuestreo, de modo que disminuya la velocidad de procesamiento necesaria en el
resto del receptor.

El diagrama completo de cémo se corrige el sincronismo mediante el convertidor de
frecuencia con sobremuestreo es el que aparece en la figura 3.10. La senal continua r(¢)
se convierte en la senal discreta r¢[m] a una frecuencia de muestreo L fy;, con lo que se
le aplica un factor de sobremuestreo igual a L. Posteriormente, se convierte su frecuencia
de muestreo y se obtiene la senal r[m|. Y, por tltimo, se diezma la sefial por un factor L,
obteniendo la sefial discreta r[n].

La presencia del bloque de diezmado después del convertidor de frecuencia abre la
posibilidad de una realizacién mas eficiente basada en las identidades nobles para el diez-
mado [Croch83|. Estas identidades permiten modificar las estructuras de algoritmos de
miiltiples frecuencias de muestreo para reducir notablemente su coste computacional. Las
identidades nobles usadas son tinicamente dos. La primera afirma que la suma de varias
senales que después se diezman es equivalente a diezmar antes cada uno de los sumandos
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Fig. 3.10: Diagrama de bloques del sistema de correccién de sincronismo usando sobremuestreo

y después sumar. La segunda que los productos por constante pueden desplazarse de un
lado a otro de un bloque de diezmado sin que cambie el funcionamiento de la estructura.

Si al esquema de la figura 3.4 se le anade el bloque de diezmado y se aplican dichas
identidades antes mencionadas se obtiene el diagrama de la figura 3.11. El bloque de
diezmado se distribuye en cada una de las entradas correspondientes a las senales 7, [m]
que se suman en el filtro de retardo fraccionario multiplicadas por sus correspondientes
coeficientes, y queda situado antes de dichas multiplicaciones, como aparece en la figura.
El problema es que, en rigor, los productos que se realizan para calcular la salida del filtro
no son por constantes, puesto que varfan dependiendo del retardo fraccionario ®[n| a
aplicar. En ese caso, la identidad sigue siendo vélida si el parametro que las controla es a
si vez diezmado por el mismo factor, lo que justifica la aparicion del bloque que diezma
la sefial ®;[m] para obtener ®[n].

En la misma figura aparece recuadrado con linea discontinua el bloque Salta/Duplica
junto con los multiples bloques de diezmado resultantes. Estos bloques se pueden unir en
uno sélo puesto que, en cierto modo, comparten funcionalidad al realizar las operaciones
de eliminar o replicar muestras. El bloque Salta/Duplica elimina o duplica muestras si se
incrementa o reduce ®.[m], y el bloque de diezmado elimina L — 1 de cada L muestras de
la senal de entrada.

Para poder unir ambos bloques en uno soélo se puede definir una nueva sefial A®,[n]
como

A®c[n] = Oc[nL] = Tc[(n —1)L] = P,[n] — D¢[n — 1] (3.23)

Esta senal representa el incremento de ®.[m| en cada paquete de L muestras de la
senal r4[m], o 1o que es lo mismo el incremento de la senal diezmada ®/[n] con respecto a
la muestra anterior. Este incremento equivale al nimero de muestras que el bloque Sal-
ta/Duplica elimina si es positivo o replica si es negativo por cada grupo de L muestras.
Como el bloque de diezmado elimina L — 1 de cada L muestras, si se suman los que elimi-
na/replica un bloque y los del otro se obtiene el total de muestras eliminadas/replicadas
entre ambos. Habitualmente, como la correcciéon de frecuencias de muestreo es relativa-
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mente pequena, la variacion de ®.[n] es muy lenta, por lo que A®.[n] s6lo toma los valores
{=1,0, 1}. Por otro lado, el factor de sobremuestreo L debe ser un entero logicamente ma-
yor que 1 (tipicamente igual a 2). La suma de muestras eliminadas/replicadas de ambos
bloques es mayor que cero, por lo que el nuevo bloque nunca duplica muestras. A tenor de
este analisis, ambos bloques pueden sustituirse por un sélo bloque de diezmado de factor
variable L + A®.[n].

Obsérvese en la figura 3.11 que si se introduce el nuevo bloque de diezmado variable,
las senales que genera el bloque Acumulador para controlar el interpolador y el bloque de
diezmado variable, ®.[m] y ®¢[m], se usan previamente diezmadas por un factor L. En el
caso de ®¢[m|, para aprovechar las identidades nobles antes mencionadas, y en el caso de
®.[m], para calcular A®,[n], seglin la ecuacion 3.23. Por tanto, parece més razonable que
en vez de calcular ambas senales mediante el bloque Acumulador y después diezmarlas,
se calculen previamente diezmadas. Como habitualmente la diferencia de frecuencias de
muestreo normalizada AQ[m] varfa muy lentamente puede usarse también su equivalen-
te diezmada AQY[n] sin temor a pérdida de informacion significativa. De esta forma la
ecuacion que gobierna el Acumulador requiere un ligero cambio para adaptarla a la nueva
senal de entrada, obteniéndose

®'[n] = ®'[n — 1] + LAY [n] (3.24)

donde el producto por el factor L equivale a la acumulaciéon que se produciria en los L
instantes de muestreo del eje temporal m entre cada muestra del eje temporal n.

Estas modificaciones quedan recogidas en la figura 3.12, que representa el esquema final
del convertidor de frecuencia de muestreo en sistemas con sobremuestreo a la entrada. En
ella aparece el nuevo bloque de diezmado variable y el acumulador con entrada AQn],

regido por la ecuaciéon 3.24.

3.4. Estructura del interpolador

El interpolador, como se ha mencionado en apartados anteriores, es equivalente a un
filtro FIR, por lo que para su implementacién puede usarse una estructura analoga a la
directa, clésica para este tipo de filtros. Esta estructura se caracteriza porque sus coefi-
cientes coinciden con los valores que toma en cada instante & la respuesta al impulso h,, k],
referidas en la ecuacion 3.18. El interpolador tiene la peculiaridad de que su respuesta al
impulso es variante y depende en cada instante n del pardmetro u, retardo fraccionario
que debe introducir. Por tanto, los coeficientes de la estructura elegida deben cambiar en
cada nuevo periodo de muestreo.

A continuaciéon se describiran tres posibles familias de estructuras para realizar el
interpolador, clasificadas segiin la forma de obtener sus coeficientes. La primera, conocida
como estructura de banco de filtros, se basa en el célculo y almacenamiento previo de
todos los posibles valores de dichos coeficientes. La segunda se basa en el célculo en cada
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Fig. 3.11: Estructura del convertidor de frecuencia usando sobremuestreo

instante n de los coeficientes mediante polinomios. Y la tercera es una opcién hibrida, que
incluye a las anteriores pero abre la posibilidad de otras de opciones intermedias, lo que
permite adaptarla a muy distintas arquitecturas.

BExisten multiples estructuras posibles, pero no se puede elegir a priori la mas ade-
cuada, ya que dicha eleccién depende de la arquitectura hardware disponible para su
realizacion. Por este motivo, en este apartado se presentard, en primer lugar, una serie de
consideraciones sobre las distintas arquitecturas posibles, con el objetivo de determinar
la conveniencia de una u otra estructura segiin el caso.

3.4.1. Consideraciones hardware

La diferencia béasica a la hora de disenar la estructura del interpolador con unas pla-
taformas hardware 1 otras es el grado paralelismo que se puede alcanzar con cada una.
Mientras que los sistemas digitales de arquitectura configurable (sistemas de logica ca-
bleada) permiten realizar estructuras masivamente paralelas, con los de arquitectura fija
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Fig. 3.12: Estructura simplificada del convertidor de frecuencia usando sobremuestreo

(sistemas de logica programada) no se puede, por lo que los algoritmos deben ser se-
cuenciales. Este aspecto va a determinar mucho la estructura a utilizar dentro del amplio
abanico disponible.

En los primeros es posible configurar con mayor libertad la arquitectura del sistema
para adaptarla a los algoritmos que se desean implementar. En unos casos porque tienen
un diseno reconfigurable, basado en multitud de celdas multipropésito interconectadas
entre si, como ocurre con las FPGAs (Field Programmable Gate Array) |Xili03|[Alte03];
en otros porque su arquitectura se disena expresamente para adaptarla a los algoritmos,
como ocurre con los ASICs (Application Specific Integrated Circuit). En mayor o menor
medida, en ambos es posible adaptar muy bien el hardware disponible al algoritmo en
cuestion para que el tiempo de ejecucion sea minimo, aplicando para ello técnicas basadas
en el paralelismo. A cambio estos sistemas tienen como principales desventajas la falta
de flexibilidad del hardware una vez producido. Es evidente que los ASICs no se pueden
volver a configurar una vez fabricados, y aunque con las FPGAs si es posible, no es tan
sencillo como cambiar el programa de un procesador.

Entre los de arquitectura fija, los mas usados para este tipo de aplicaciones son los
procesadores digitales de senales (DSPs). Estan disenados especificamente para el trata-
miento digital de senales y permiten realizar algoritmos de gran complejidad, pero tienen
una arquitectura mas restrictiva (reducido ntimero de unidades multiplicadoras, unidades
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aritmético-logicas y registros internos de propédsito general; un sélo bus de datos y otro
de programa; etc) que s6lo permite aplicar un grado de paralelismo muy reducido. Habi-
tualmente estos procesadores hacen un uso intensivo de la técnica pipeline, que permite
paralelizar las distintas fases de ejecuciéon de cada instruccién. Excepcionalmente, como
en el caso de los DSPs de la familia TMS320C6x de Texas Instruments [C6x98], incluyen
la posibilidad de ejecutar varias instrucciones completamente en paralelo gracias al uso
de miltiples unidades aritmético-logicas y bancos de registros de propésito general. De
todas formas, se trata de un paralelismo con muchas restricciones, y que en muchos casos
no es posible aprovechar para el algoritmo que se desea implementar.

3.4.2. Estructura de coeficientes almacenados

Una posible alternativa para realizar el interpolador es limitar el ntimero de posibles
valores de p, calcular los coeficientes para dichos valores y almacenarlos en una memo-
ria. Durante la ejecucion, en cada instante n se selecciona el conjunto de coeficientes
almacenados correspondiente a pu[n].

Para lograrlo se dividira el intervalo [0, 1) en el que varia p en P subintervalos iguales.
Cada uno de estos subintervalos se designa por un valor [ € {0,..., P — 1}. De todos los
posibles valores que puede tomar i en cada subintervalo [ s6lo se almacenaran los valores
de los coeficientes correspondientes al valor medio del subintervalo que se designara como

-
Para seleccionar el subintervalo [ que corresponde a un valor concreto de p se usa la
ecuacion
Y para calcular el valor de ji; que le corresponde la expresion es
. 2l+1
== 3.26
Hi op ( )

De este modo, los coeficientes del filtro para cada valor de [ se pueden expresar en
funcién del filtro continuo original como

il k] = ha,[k] = h((k + i) Th) = h ((k + M) TM) (3.27)

La principal desventaja que ofrece esta estructura es el inevitable error que se comete al
aproximar el retardo u por el valor mas cercano del conjunto discreto de retardos ji;, como
se muestra en la figura 3.13. Dicho error se pone especialmente de manifiesto a frecuencias
altas, las més sensibles a pequenas desviaciones del retardo. S6lo es posible reducirlo
usando un niimero mayor de posibles retardos ji;, 1o que requiere usar un mayor nimero
de conjuntos de valores de los coeficientes, y por tanto mayor capacidad de memoria. En
concreto, el ntimero de conjuntos de valores de los coeficientes que hay que almacenar
para una respuesta al impulso del filtro continuo original de duracion M1y, es M P.
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Fig. 3.13: Ejemplo del error Ar[n] que se comete por limitar el nimero de posibles retardos u

El ntimero de valores de los coeficientes a almacenar se puede reducir sin perder pres-
taciones del interpolador si se aprovecha la simetria que suele presentar la respuesta al
impulso del filtro reconstructor h(t). Si dicho filtro, a semejanza de los filtros FIR, se
disefia usando la técnica del enventanado su respuesta al impulso h(t) tiene la siguiente
simetria

h(t) = h(MTy, — t) (3.28)

donde la MT); es la longitud de la respuesta al impulso h(t).
Aprovechando la simetria indicada en la expresiéon anterior y usando la ecuacién 3.27
se obtiene

hi (k] = h((k + 1) Ta) = (M =k — fu)Tar) = bz [M — 1 = k] (3.29)

Y si por otro lado se usa la expresion 3.26 se demuestra que

20—-1 2(P-1)+1

1-— My = 1-— 5P op = Up—y (330)
de donde se deduce directamente que
Wl k| =h[P—1,M—1—Fk] (3.31)

Esta simetria del interpolador hace posible reducir el niimero de valores de los coefi-
cientes que hay que almacenar practicamente a la mitad, lo que es del todo exacto si M P
es par y por tanto todos los valores tienen su correspondiente simétrico.

Esta estructura se puede implementar de forma eficiente tanto en arquitecturas fijas
como configurables. El requisito mas exigente es la cantidad de memoria necesaria, que
puede llegar a ser elevada para lograr alta precision. La ventaja de una implementacion
con arquitectura configurable es que se pueden realizar los productos de los coeficientes
fL[l , k] por las muestras de entrada 7, z[nL] en paralelo si se almacenan los coeficientes en
distintas bancos de memoria segiin el valor de k. En cualquier caso, el nlimero total de
operaciones por muestra de salida serdn M multiplicaciones y M — 1 sumas.
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3.4.3. Estructura de coeficientes computados

Otra de las posibilidades para obtener los coeficientes del interpolador h,[n] es calcu-
larlos en cada instante dependiendo del valor que tome p. El problema es que, dependiendo
de la complejidad de la funcién que define la respuesta al impulso del filtro continuo ori-
ginal h(t), puede resultar muy costoso el célculo de dichos coeficientes. A continuacion
se propone una estructura que permite realizar el calculo con un menor coste computa-
cional, usando funciones simples y reordenando los calculos para reducir el nimero de
operaciones.

Normalmente se realizan aproximaciones mediante polinomios de la variable p de
ordenes no muy elevados, que son muy sencillos de evaluar. Lo comiin, como se describe
en [Erup93|, es usar un polinomio Fy(u) para el calculo de cada uno de los M coeficientes
h,[k] como se aprecia en la figura 3.14, de modo que

o]
Bulk] = Fi(p) = 3 g™ (3.32)

m=0

donde O es el orden del polinomio y ay,, es el coeficiente de orden m del polinomio .
La opcién més inmediata para realizar cada operacion de filtrado consiste en calcular
primero los coeficientes del interpolador h,[k] y después multiplicarlos por las muestras
de la senal rgg[nL] correspondientes. Sin embargo, es posible reordenar los calculos de
modo que el niimero de operaciones necesarias se reduzca, como se propone en [Farr88].
Se puede introducir la expresiéon anterior en la ecuaciéon 3.16 para el calculo de la senal

interpolada
M M-1 O
er kInL)Fi(p) = Z Z s [nL]ag mp™ (3.33)
k=0 k=0 m=0

De esta expresion se puede deducir que el niimero de multiplicaciones necesarias para
calcular cada muestra de salida serfa (20 + 1)M + O — 1, correspondientes a los 20M
productos realizados dentro del doble sumatorio para potencias de y mayores que cero,
més las M para potencias cero de p, més las O — 1 requeridas para el calculo de las
potencias sucesivas de p.

Si se reordenan adecuadamente los términos,; la expresion resultante es

M—

o)
= Z u" rsk[nL]agm (3.34)

m=0 k=0

,_.

Analizando la ecuacién anterior se concluye que cada sumatorio en la variable k& equi-
vale a una operaciéon de filtrado de las muestras rs[nL] con los coeficientes ay,,. Cada
uno de dichos subfiltros que forman parte del interpolador se designara a partir de ahora
como %m, y las sefiales de salida como b,,[n]. Esta sefial se puede expresar a partir de la
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Fig. 3.14: Respuesta al impulso del filtro continuo original h(t) aproximada mediante un polinomio
Fi (1) para cada coeficiente h,[k]

ecuacion anterior como
M—1

bln] = > rox[nLlagm (3.35)

Usando esta ecuacién en la expresion 3.34 puede reescribirse como

rln] = p"bn[n] (3.36)

Con esta nueva expresion el ntimero de multiplicaciones por cada muestra de salida
es (O + 1)(M + 2) — 3, correspondientes a los M productos de cada uno de los (O + 1)
subfiltros %m, mas las O — 1 necesarias para el cdlculo de las potencias sucesivas de u,
més las O de los productos de las salidas de los subfiltros por las potencias de pu.

Aprovechando las caracteristicas del término p™ es posible obtener una realizacién
atin més eficiente. Usando la siguiente ecuacion recursiva se pueden calcular a la vez las

potencias sucesivas de p y multiplicarlas por los términos b,,[n]

Cnm = Cnm—1 + bo—m[n] para m € {1,...,0}

con ¢, = bo[n] (337)

de forma que se obtiene directamente la salida del interpolador r[n] como

rin] = cno (3.38)
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El niimero de multiplicaciones en este caso se reduce a las M + 1 de cada uno de los O
términos recursivos ¢, ; con j > 0, mas las M correspondientes al término inicial ¢, , lo
que supone un total de (O + 1)(M + 1) — 1 multiplicaciones, aproximadamente la mitad
de las calculadas inicialmente. En la figura 3.15 se representa la estructura para realizar
de forma eficiente el interpolador. En ella se presenta mas claramente como se realizan los
subfiltros %m y como sus salidas b,,[n] quedan multiplicadas por las sucesivas potencias
de p al ir acumuléndose.

Otra posibilidad para que la realizaciéon tenga un menor coste computacional es apro-
vechar la simetria del filtro continuo original h(t) presentada en la ecuacion 3.28, tal y
como se propone en [Erup93| y se generaliza en [Babic02]. Esta simetria, trasladada a la
respuesta del interpolador, implica que

ho[k] = ha_u[M — 1 — K] (3.39)

de donde se deriva que en caso de computar los coeficientes mediante polinomios F,,(p)
estos poseen la siguiente simetria

Fie(p) = Fy-1-x(1 — p) (3.40)

A pesar de esta simetria, los coeficientes de dichos polinomios son distintos, con lo que
no se puede aprovechar directamente para reducir el coste computacional. Para lograrlo
es necesario cambiar la variable p que se usa para calcular los coeficientes del filtrado
h,[k], de manera que la simetria de estos coeficientes se traduzca también en simetria de
los coeficientes de los polinomios. Si se define una nueva variable p’ como

w=pu—05 (3.41)
de modo que p’ € [-0,5,0,5), y se recalculan los polinomios para usar esta nueva variable

i se obtienen los polinomios F} (u') definidos como

O
FI:(IU“/) = h;L’+O,5 = Z a;{/7m(ul>m (342)

m=0

Estos polinomios se pueden expresar en funcion de los polinomios Fy (1) como
F (1) = Fi(u+0,5) (3.43)
Con esta definicién los nuevos polinomios poseen la simetria
Fi(1') = Fe(p+0,5) = Fay1 (0,5 — p) = Frpoy_y(—4) (3.44)

de donde se obtiene

o] O
Fi(p) = ()™ = ahy g (=)™ = Fipy i(—41) (3.45)

m=0 m=0
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Fig. 3.15: Estructura de Farrow para recalizar un interpolador

De esta tltima ecuacion se deduce que

a./k,m = (_1)ma/]\/1—1—k:,m (346)
La simetria de la respuesta h(t), que de esta forma si implica simetria de los coeficientes
de los polinomios %,W se puede aprovechar reduciendo el ntimero de multiplicaciones

necesarias para la realizacién de cada subfiltro h! . Por un lado los coeficientes a} . v

Ay 1o del subfiltro 2l

Ademés, dichos coeficientes multiplican a distintas muestras rs x[nL]| y 75 pr—1-k[nL], cuyos
resultados se suman para obtener la senal de salida b/, [n]. Por tanto, es posible extraer

son iguales u opuestas, seglin sea m par o impar respectivamente.

como factor comiin la constante del polinomio aj,,, y sumar o restar las muestras 7, ;[nL]
y s m—1-k[nL], segin los dos coeficientes sean iguales 1 opuestos, como se muestra en la
figura 3.16.

Con esta simplificacion el niimero de multiplicaciones se reduce casi a la mitad, hasta
un total de O(M + 2)/2 — 1 si el orden del interpolador M es par y por tanto todas los
coeficientes tienen su correspondiente simétrica, o O(M +3)/2—1si M es impar. A tenor
de este resultado parece poco interesante, desde el punto de vista del coste computacional,
usar un valor de M impar, ya que tiene el mismo coste computacional que el valor par
inmediatamente superior M + 1. Sin embargo, en [Babic04] se propone una estructura
basada en la estructura de Farrow para reducir un poco més el coste computacional en
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r.o[nL]

rs.M—l[nL]

r.y[nL]

rF_M,Z[nL]

Te L /z[nL]

rs.n/z[nL]

___________________ J———

Fig. 3.16: Estructura de un subfiltro Aﬁ;n de la estructura de Farrow aprovechando la simetria de los
coeficientes a,;’m. Se supone que el valor de m es impar, por lo que en cada suma el segundo sumando
tiene el signo cambiado

dicho caso, aprovechando la simetria del polinomio correspondiente al coeficiente central
del interpolador Fiar41y/2(1)-

A pesar de su eficiente implementacién esta estructura tiene un coste computacio-
nal notablemente superior a la estructura de coeficientes almacenados debido al calculo
adicional de los coeficientes del filtro. En general, no parece la mejor solucién en siste-
mas de arquitectura fija, ya que el tiempo de procesamiento se eleva demasiado ante la
imposibilidad de realizar multiples operaciones en paralelo.

Por contra, en sistemas de arquitectura configurable es posible reducir dicho tiempo
gracias al paralelismo, aunque a costa de utilizar mas recursos hardware. Analizando la
estructura se observa que las multiplicaciones por los coeficientes ay ,, de cada subfiltro
se pueden realizar en paralelo mientras que las sucesivas multiplicaciones por g han de
realizarse de forma secuencial. Ademés, las multiplicaciones por constante tienen menor
complejidad y requieren un tiempo de procesamiento menor, en especial si dichos coe-
ficientes pueden representarse con pocos bits de precision. Estos aspectos se resenan ya
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en [Erup93| pero se analizan con mayor profundidad en [Demp00| y [Pun03], en los que
se plantean realizaciones basadas en bloques multiplicadores y en la descomposicién de
los coeficientes como sumas o diferencias de potencias de dos. De este modo, es posible
convertir las multiplicaciones de los subfiltros en secuencias de desplazamientos y sumas
cuyo orden estd optimizado para reducir al maximo el niimero total de operaciones.

De este analisis de la estructura se deduce ademas que el tiempo de procesamiento
necesario para calcular cada muestra a la salida es practicamente equivalente al que re-
quieren las O multiplicaciones por u. Por este motivo es especialmente interesante que el
orden de los polinomios O sea lo mas reducido posible.

3.4.4. Estructura hibrida

Otra posibilidad para la estructura del interpolador se basa en generalizar atin mas
el calculo de los coeficientes nsando polinomios. En vez de usar un iinico polinomio para
el calculo de cada coeficiente es posible usar miltiples polinomios, eligiendo uno u otro
dependiendo del valor de p. De esta forma, al dividir la respuesta del filtro reconstructor
original h(t) en intervalos aiin més pequenos se pueden lograr mejores ajustes polinémicos,
o parecidos pero con polinomios de 6rdenes inferiores. Se trata de una estructura hibrida
entre las dos presentadas anteriormente ya que el intervalo p se divide en intervalos, como
la estructura de coeficientes almacenados, pero para cada uno en vez de almacenar un sélo
conjunto de coeficientes se usan un conjunto de polinomios, como en la de coeficientes
computados.

Con la estructura de coeficientes computados se calcula cada coeficiente h,[k] mediante
un polinomio Fj(u). Usando esta estructura hibrida para el calculo de cada coeficiente
h,[k] se usa uno de los P polinomios Fj;(p) definidos como

)
hulk] = Fya(p) = Z Qe ™ (3.47)
m=0

donde el indice [ € {0,2,..., P — 1} depende de u de la forma
| = |uP] (3.48)

expresion idéntica a 3.25, usada para interpoladores de coeficientes almacenados.

Esta definicién equivale a dividir el intervalo [0,1) de posibles valores de p en P
subintervalos del mismo tamano, a cada uno de los cuales les corresponde un polinomio
F},1, como se muestra en la figura 3.17.

De la misma forma que para la estructura de coeficientes computados, se pueden
reordenar los calculos del interpolador para obtener una estructura de Farrow. De nuevo,
la salida r[n| puede expresarse mediante la misma ecuaciéon recursiva 3.37, basada en el
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Fig. 3.17: Respuesta al impulso del filtro continuo original h(t) aproximada mediante dos polinomios
Fi1(1) por cada coeficiente h,[k] (P=2y M=3)

calculo previo de los términos by, [n]. Dichos términos b,,[n] se calculan como

M
bn[n] = ban] = rex[nLlarm, (3.49)
k=0

donde [ se obtiene de la expresion 3.48 antes descrita. De nuevo equivale a una operaciéon
de filtrado de las muestras 7, por un subfiltro de coeficientes ay,,; que en adelante
se denominaré Em,l, y cuya salida se denominard by, ;[n]. La diferencia con respecto a la
estructura anterior es que para realizar el calculo del término b,,[n] es necesario seleccionar
previamente la salida b,,;[n] adecuada, cuyo indice | depende del valor de p en cada
instante, como se presenta en el esquema de la figura 3.18.

BEs importante destacar que esta estructura hibrida realmente engloba a las dos estruc-
turas presentadas anteriormente. Es equivalente a la estructura de coeficientes computados
en el caso de que el valor de P es igual a uno y, por tanto, s6lo usa un polinomio por coe-
ficiente. También se corresponde con la estructura de coeficientes almacenados si el orden
de los polinomios O es igual uno. En ese caso los polinomios estéan formados tinicamente
por una constante y, para obtener la salida r[n], s6lo habria que calcular la salida by [n]
del subfiltro %O,l seleccionado entre los P posibles, ya que la potencia de p por la que
habria que multiplicarla es u° = 1. De este razonamiento se deduce que los coeficientes
de cada subfiltro ?Lo,z se corresponden con los conjuntos de coeficientes almacenados, y el
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Fig. 3.18: Estructura para el calculo del término b, [n] que incluye el detalle de la realizacion del subfiltro

hnL,O

niimero de polinomios P equivale al niimero de conjuntos que coeficientes que forman el
interpolador.

La ventaja adicional que aporta esta tltima estructura frente a las anteriores es la
posibilidad de encontrar soluciones intermedias entre una y otra, estructuras con mayor
niimero de polinomios pero de menor orden, lo que para algunas arquitecturas hardware
puede resultar mas eficiente.

Por otro lado, como en los casos anteriores, es posible aprovechar la simetria que suele
presentar h(t) para simplificar la estructura. Esta simetria expresada en la ecuacién 3.39
se traduce en que los polinomios Fj (1), como se observa en la figura 3.17, presentan la
siguiente relacion

Fia(p) = Fry—1—gp—1-1(1 — ) (3.50)

Al igual que en la estructura anterior, para que esta simetria sea de utilidad de cara a
simplificar la estructura, hay que definir una nueva variable i/, de forma que la simetria
de h(t) se traduzca en simetria en los coeficientes de los nuevos polinomios Fy ,(1). Si se
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define p’ como
wo=pu—05 (3.51)

o
y se definen los nuevos polinomios Fy (1) como

o
Fl;l( Zakzml (3.52)
m=0

es sencillo demostrar que la simetria entre estos nuevos polinomios se puede expresar como

o o
Fl:;,l(//) = aﬁc,m,z(ﬂl)m = Z alM—l—k,m,P—l—l(_Ml)m = FJIM—I—k,P—l—l(_N/) (3.53)
m=0 m=0
y por tanto
a;g,m,l = <_1)ma,]wflfk,m,Pflfl (3.54)

Esta propiedad permite simplificar los cdlculos de cada uno de los nuevos términos
bl.[n], como se aprecia en la figura 3.19, reduciendo a la mitad las bloques necesarios para
calcular los distintos subfiltros A, ;. De la ecuacién anterior, atendiendo a la definicién
expresada en 3.49, se deduce que los subfiltros h;n,l tienen una clara simetria con los
subfiltros h;, p_;_;, por lo que el mismo bloque sirve para realizar ambos subfiltros. Para
ello, a partir del valor de u se obtiene el valor de I’ entre 0 y (P — 2)/2, que indica la
salida del subfiltro a seleccionar, y una senal de control w, que indica si hay que calcular

maln] 0 by, p_y_[n].

En concreto, si m es par el conjunto de coeficientes aj, .m, del subfiltro h;,,, coinciden
con los coeficientes ay; ;. ,, p_, ; del subfiltro b, p_,_;, y si m es impar son opuestas. El
problema es que estos coeficientes multiplican a distintas muestras de la senal interpolada,
Tsk[NL] ¥ 7s pr—1-k[nL]. Por tanto, para aprovechar dicha simetria y usar la misma estruc-
tura para calcular ambos subfiltros hay que introducir selectores que segiin el valor de la
senal de control w permitan reordenar las muestras de r,;[nl] segin se desee calcular
b/

maln] 0 by, p_;[n], como se aprecia en la figura 3.20. Si m es impar ademds de reordenar

las muestras hay que cambiarles el signo para compensar el hecho de que los coeficientes
de uno y otro término son opuestas.

Como la estructura hibrida engloba a las anteriores no cabe realizar un anélisis del
coste computacional orientado a su posible implementacién en distintas arquitecturas
hardware si no es diferenciando distintos casos segiin los parametros que la configuran. Es
evidente que si el orden de los polinomios O es cero se le pueden aplicar los razonamientos
expuestos para la estructura de coeficientes almacenados, del mismo modo que si el ntimero
de polinomios P es igual a uno se puede aplicar lo mismo que lo desarrollado para la
estructura de coeficientes computados.

En los casos intermedios, en los que el orden de los polinomios O es mayor que cero y el
niimero de polinomios P es mayor que uno, si cabe plantearse las ventajas e inconvenientes
de su realizacién en una u otra arquitectura.
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Figura 3.19: Estructura para el célculo de los términos b,,[n] de una estructura hibrida aprovechando
la simetria

El coste computacional de estas estructuras para una arquitectura fija es similar al de
la estructura de coeficientes computados, y por tanto muy elevado. La tnica diferencia
notable es que a la hora de seleccionar los coeficientes del polinomio ay, ,,,; para realizar las
operaciones de filtrado b,,[n] hay que hacer una seleccion previa del polinomio adecuado, lo
cual no incrementa el niimero de operaciones sino el espacio en memoria para almacenarlos.

Si se usa una arquitectura configurable esta estructura puede presentar algunas venta-
jas aunque, eso si, muy ligadas a las posibilidades del hardware disponible. En principio,
el hecho de tener que realizar P veces méas subfiltros EWJ que con la estructura de co-
eficientes computados parece un incremento en el coste demasiado alto. Sin embargo, si
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Fig. 3.20: Estructura para la realizacién del los subfiltros Tlm,u y Emy P_1— de una estructura hibrida en
un tnico bloque aprovechando la simetria de sus coeficientes. Se supone m impar, por lo que las muestras
de la senal de entrada que se cruzan para entrar a los selectores estan negadas.

el aumento en el niimero de polinomios no es muy elevado y permite reducir el orden de
los mismos sin perder prestaciones, es posible lograr cierto ahorro computacional. Esto
se debe a que el ntimero de multiplicaciones en las que los dos factores son variables es
igual a O — 1, y el coste computacional efectivo de las multiplicaciones cuando uno de los
factores es constante es en general bastante menor que el de las multiplicaciones en el que
los dos factores son variables. Si ademés se logra usar coeficientes representables con un
ntimero de bits muy reducido, su coste puede ser aiin menor en algunas implementaciones
hardware, como se presenta en [Pun03].

El tiempo de procesamiento para cada muestra a la salida es igual al de una estructu-
ra de coeficientes computados y, por tanto, proporcional al orden de los polinomios O. A
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pesar de que existen P veces mas subfiltros s6lo se usa uno de cada P en cada muestra
de salida, por lo que su computo no requiere un tiempo extra con esta estructura. Este
aspecto puede suponer una ventaja importante si el aspecto mas critico del diseno es el
tiempo de procesamiento. Con la estructura de coeficientes computados se puede acortar
el tiempo de procesamiento reduciendo el orden de los polinomios O, pero esta reduc-
cion empeoraria el ajuste polindmico a la respuesta continua original y, por tanto, las
prestaciones del interpolador. Sin embargo, con la estructura hibrida este hecho se puede
compensar aumentando el niimero de polinomios, o lo que es lo mismo, aumentando P.
De este modo, aumenta el niimero de posibles subfiltros, y por tanto los recursos hardware
utilizados, pero se puede reducir el tiempo de procesamiento y mantener las prestaciones
del interpolador.

3.5. Correcciéon mediante el sistema rotor

Ademas de las propuestas que se han presentado en este capitulo, existe otra solucion
basada en el muestreo asincrono para la correccién del error de sincronizacién, especifica
para sistemas DMT. Dicha solucién aprovecha alguna de las propiedades de la FFT,
algoritmo en el que estd basada la modulacién/demodulacion en los sistemas DMT.

Como se describe en el capitulo 2 de esta tesis, una pequena desviacién en el instante
de muestreo ®, constante a lo largo de todo un simbolo DMT, produce sobre los simbolos
QAM recibidos Y}, un giro en el plano complejo. El angulo de giro es proporcional en cada
simbolo QAM recibido Y}, al desfase que lo ha producido ® y al indice de la portadora k,
seglin la expresion

Yy & Xype 92 eR/N (3.55)

donde X}, es el simbolo QAM transmitido.
De esta propiedad se deriva una de las posibilidades para corregir un error en el instante
de muestreo ®, que consiste en multiplicar los simbolos QAM de cada portadora k por

e 72m®k/N - compensando el giro que habia producido dicho error. Al sistema

un factor
que compensa estos giros para cada una de las portadoras realizando las multiplicaciones
complejas correspondientes se le ha denominado rotor [Poll99).

Mediante el rotor se pueden compensar errores en el instante de muestreo ® equivalente
a varios periodos de muestreo, siempre que dicho error no establezca los limites del simbolo
DMT recibido dentro de los simbolos anterior o posterior. A medida que el error adentra
los limites en los de los simbolos contiguos va dejando de ser vélida la aproximacion de
la ecuacion 3.55, al crecer los términos de error debido a la interferencia entre simbolos
DMT. Este margen de validez depende légicamente del tamano de la extensiéon ciclica
y de la longitud de la respuesta equivalente del canal, que acotan el intervalo en el que
se puede establecer los limites del simbolo DMT sin interferencias, como se detalld en el
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capitulo 2 de esta tesis.

Para evitar este problema se puede separar la correccién del error del instante de
muestreo ® en dos partes: la parte entera ®. y la parte fraccionaria ®;. Como se observa
en la figura 3.21, la parte fraccionaria ®; se corrige usando el rotor y la parte entera
®, mediante un bloque Salta/Duplica como el usado en el convertidor de frecuencia de
muestreo. Este bloque, al compensar el error grueso del error en el muestreo, logra man-
tener los limites del simbolo DMT dentro del intervalo que minimiza la interferencia entre
simbolos con un margen de +7T);/2.

El inconveniente que plantea este esquema es que no puede corregir adecuadamente el
error que produce la desviaciéon de la frecuencia de muestreo AQ2 a lo largo de un periodo
de simbolo DMT. Este error constituye un problema en el caso de usar constelaciones
QAM muy densas, en las que el error admisible es mucho menor [Poll99]. Debido a este
error de frecuencia, el error en el instante de muestreo crece a lo largo del simbolo DMT.
El receptor observa una ligera variacion en la frecuencia de cada portadora, lo que provoca
cierta pérdida de la ortogonalidad entre ellas o, lo que es lo mismo, un incremento de la
ICI. Aunque con el sistema rotor es posible compensar el error en el instante de muestreo
al inicio del simbolo, no es posible corregir las variaciones de dicho error a lo largo del
simbolo DMT.

Una alternativa que si logra corregir el error de frecuencia de muestreo es un sistema
mixto con rotor e interpolador, mostrada en la figura 3.22. En ella se aprecia como la
correcciéon se realiza mediante un rotor y un convertidor de la frecuencia de muestreo
con un esquema ligeramente modificado. De nuevo, al igual que en la solucién que sélo
usa un convertidor de la frecuencia de muestreo, al usar un interpolador es necesario
realizar 1un sobremuestreo previo de la senal recibida para lograr que alcance prestaciones
satisfactorias a frecuencia altas.

A partir del error de frecuencia AQY[n| que llega al Acumulador se calcula el error
de fase de muestreo en cada instante ®'[n]. Del mismo modo que en el convertidor de
frecuencia de muestreo presentado anteriormente, dicho error se divide en parte entera
®;[n] y parte fraccionaria ®%[n]. La parte entera se compensa mediante el bloque de
diezmado variable. Sin embargo, la parte fraccionaria en este sistema se corrige a medias
entre el sistema rotor y el interpolador. Como el rotor s6lo puede corregir un error en el
instante de muestreo para todo el simbolo, s6lo compensa el error que hay al comienzo de
cada simbolo DMT, y el interpolador se encarga del incremento que se produce a lo largo
del simbolo. De forma mas precisa, el rotor corrige el error en el instante de muestreo
®[iD], donde D es la longitud en muestras de un simbolo DMT, y la variable i es el indice
del simbolo DMT correspondiente a los instantes n tales que

i = L% | (3.56)
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Fig. 3.21: Diagrama de bloques de un receptor DMT que usa una solucién rotor para corregir el error
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de sincronismo

El interpolador corrige el incremento del error en el instante de muestreo A®|n]
definido como
Ady[n] = ®[n] — ®4[iD] (3.57)

Como este incremento A®y[n| se hace cero al inicio de cada nuevo simbolo, y se
incrementa a lo largo del simbolo DMT en AQ'[n] cada nuevo instante n, el valor maximo
que puede tomar Ad¢[n] se puede expresar como

max{A®;[n|} < DL max{AQ'[n]} (3.58)

donde max{AQ'[n]} es el error de frecuencia de muestreo maximo previsto. Como este
error de la frecuencia de muestreo es normalmente muy pequeno (tipicamente entre 50 y
100 ppm) el error maximo que es necesario corregir mediante el interpolador es bastante
reducido (para L = 2, D = 512432 y max{AY'[n]} < 100ppm el valor maximo de Ad ¢[n]
es aproximadamente 0,1 muestra). Esta caracteristica es importante por que los interpo-
ladores proporcionan mejor respuesta cuanto menor es el error a compensar [Erup93].
Como s6lo es necesario corregir errores muy pequenos es posible disenar interpoladores
de un coste computacional muy bajo y alcanzar muy buenas prestaciones [Poll00].

Uno de los principales problemas que plantea esta soluciéon se debe al solapamiento
espectral que se produce en el convertidor de frecuencia de muestreo modificado, como se
expone en [Mart01]. En la practica, la sefial recibida inevitablemente tiene un exceso de
ancho de banda a causa de la imperfeccion del filtro reconstructor del convertidor digi-
tal/analégico de transmision. Al tomar muestras de la senal recibida, el exceso de ancho
de banda produce solapamiento espectral. En el caso de usar convertidor de frecuencia con
sobremuestreo, este solapamiento se produce al diezmar la senal interpolada. Si la conver-
sion de la frecuencia de muestreo esta sincronizada con el convertidor digital/analégico
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Fig. 3.22: Diagrama de bloques de un receptor DMT que usa para corregir el error de sincronismo un
sistema rotor y un convertidor de frecuencia de muestreo modificado

del transmisor, las componentes que se solapan mantienen la misma fase, de modo que
el canal equivalente se mantiene pricticamente invariante mientras la sincronizaciéon se
mantenga, por lo que puede ser perfectamente compensado mediante el igualador. El pro-
blema en los sistemas con rotor se debe a que, al convertir la frecuencia de muestreo, la
seflal mantiene un error en el instante de muestreo ®¢[iL], precisamente el que después
trata de corregir el sistema rotor. Como dicho error varia con el tiempo, la fase de las
componentes en frecuencia que se solapan también varia, con lo que el canal equivalente
se modifica, como se aprecia en la figura 3.23, y no es posible compensarlo correctamente
mediante el igualador. Este efecto es especialmente grave en las portadoras més elevadas,
yva que las componentes que se solapan suelen tener mayor potencia.

Otro de los factores a tener en cuenta a la hora de comparar el método de correccion
de sincronismo propuesto en esta tesis con el método propuesto en [Poll00] es el coste
computacional de ambos. Para calcular el coste computacional de la solucién rotor hay
que considerar los dos bloques basicos que lo conforman: el convertidor de frecuencia de
muestreo modificado y el rotor.

La implementacién del interpolador no seria distinta a la que se ha presentado previa-
mente en este capitulo en cuanto a su estructura. La ventaja que tiene frente a la solucion
basada tnicamente en un convertidor de frecuencia de muestreo es que, como ya se ha
comentado, al tener que compensar retardos muy pequenos es posible usar un interpo-
lador més simple. Incluso se ha propuesto en [Poll00| un interpolador con estructura de
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Fig. 3.23: Respuesta en frecuencia del canal equivalente: (a) Respuesta en frecuencia del canal continuo
equivalente (b) Respuestas en frecuencia del canal continuo equivalente solapadas a causa del muestreo. (c)
Respuesta en frecuencia del canal discreto equivalente cuando el receptor esta sincronizado. (d) Respuesta
en frecuencia variante del canal discreto equivalente cuando el receptor no esta sincronizado

coeficientes computados con polinomios de orden 1, mientras que usando tinicamente un
convertidor de frecuencia de muestreo el interpolador necesario es de orden 3, como se
demuestra en el capitulo 5. Esto implica un menor nimero de subfiltros con la estruc-
tura de Farrow, pero sobre todo un niimero menor de multiplicaciones por el parametro
i que, al tratarse de multiplicaciones de dos factores variables, es mucho més costosa
computacionalmente.

A cambio, en la soluciéon rotor es necesario anadir un bloque que realiza una multipli-
cacion compleja por cada simbolo QAM, lo que equivale a 4 multiplicaciones reales por
cada uno. Como el niimero de simbolos QAM N/2 es practicamente igual a la mitad del
niimero de muestras de un simbolo DMT L (ya que D = N + E, donde el orden de la
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FFT N es mucho mayor que la longitud de la extension ciclica E') esta operacion equivale
aproximadamente a dos multiplicaciones adicionales por muestra del simbolo DMT.

A este coste adicional hay que anadirle el que supone el calculo de los factores complejos
que multiplican al simbolo QAM para corregirlo. Dichos factores son distintos para cada
simbolo QAM por lo que seria necesario calcular cada uno de ellos. Como su célculo
implica evaluar funciones trigonométricas seria demasiado costoso computacionalmente,
por lo que la mejor solucién practica parece almacenar un conjunto de valores de dichas
funciones en una tabla. El problema es que, para asegurar la precision suficiente, la tabla
debiera ser de gran tamano.

En resumen, a iguales prestaciones ambos sistemas de correccién tienen un coste com-
putacional similar, pero la solucién basada en el rotor tiene un problema de solapamiento
espectral que, como se demuestra en el capitulo 5, son determinantes para decantarse por
el uso de un tnico interpolador.

3.6. Conclusiones

En este capitulo se ha presentado la estructura de un sistema de correccién del error
de sincronizacion para sistemas de muestreo asincrono basada en el interpolador; y se ha
profundizado en las distintas posibilidades para su realizacién.

En primer lugar se ha desarrollado un modelo teérico de funcionamiento del sistema
para la correccion de la sincronizacion: el convertidor de la frecuencia de muestreo. Se ha
propuesto una nueva formulacién para su descripcién y anélisis que, tras algunas trans-
formaciones sencillas, permite deducir su realizaciéon mediante un sistema completamente
digital. El nticleo de dicha estructura es el interpolador, objetivo principal de estudio de
esta tesis.

Se han analizado las distintas estructuras para la realizacién del interpolador. En
primer lugar las dos estructuras clasicas, basadas en la computaciéon de los coeficientes
o en su almacenamiento. Ademas, se ha propuesto una nueva estructura denominada
estructura hibrida, que puede considerarse una combinacién de las dos anteriores que
a la vez engloba a ambas. Presenta la ventaja de proporcionar una mayor flexibilidad
al disenador para adaptar la estructura a las caracteristicas del hardware disponible.
También se ha analizado el coste computacional de todas estas estructuras estudiadas y
las posibles modificaciones que permitan reducirlo, basadas en la estructura propuesta
por Farrow y la posibles simetrias que presente la respuesta del interpolador.

Por tltimo se han descrito y analizado un método de correccion alternativo, especifico
para sistemas DMT, propuesto en [Poll99| y basado en una combinacion de convertidor
de frecuencia de muestreo modificado y sistema rotor. Se ha profundizado en su funciona-
miento y se ha analizado el problema del solapamiento espectral, que como se demostrara
en el capitulo 5 mediante simulacién, supone un grave inconveniente frente al método
propuesto en esta tegis.



MENU SALIR

76

En el capitulo 5 se propone un método para el disenio de los interpoladores que permite
obtener los coeficientes de cualquiera de las tres estructuras propuestas. Este método esta
enfocado a optimizar las prestaciones que el interpolador ofrece al receptor, por lo que
previamente, en el capitulo 4, se analiza el efecto del interpolador sobre la recepcién de
los simbolos transmitidos.
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Capitulo 4

Analisis del efecto del interpolador

4.1. Introduccién

Antes de plantear un método para el disefio de un interpolador para la correccion
del sincronismo es necesario conocer su efecto en el proceso de recepcion, porque puede
condicionar en gran medida el criterio de diseno. Al disponer de un sistema de igualaciéon
que, ademéas de compensar la no idealidad de la respuesta del canal, puede también com-
pensar, al menos en parte, la respuesta no ideal del interpolador, este condicionamiento
es evidente. Por este motivo, el presente capitulo estd dedicado al analisis del error que
introduce el interpolador en los simbolos QAM igualados.

Para poder realizar el andlisis, en primer lugar se plantea un modelo del sistema a
estudiar, tanto del receptor como de la senal recibida. Dentro de dicho modelo se destaca el
funcionamiento del convertidor de frecuencia, con algunas peculiaridades que simplifican el
analisis, y del igualador en el dominio de la frecuencia o FEQ MMSE, de gran importancia
para las prestaciones del interpolador.

A continuacion se realiza el analisis del efecto del interpolador en la relacion senal
a error de los simbolos QAM igualados. Primero se calcula la expresion de los simbolos
demodulados considerando la presencia del interpolador. Se determinan tedricamente los
coeficientes del FEQ y se evalta el error cuadratico medio de los simbolos igualados. Se
obtiene la relacion entre la potencia de la senal y la del error, distinguiendo dos términos
bien diferenciados: la relacién senal a ruido y la relacién senal a distorsiéon, esta tltima
debida al interpolador. Por 1iltimo se interpretan los resultados del anélisis, alcanzando
importantes conclusiones de cara al diseno de los interpoladores.

Ademas, en un apéndice al final del capitulo se concreta el cilculo de las expresiones de
la relacion senal a distorsion mediante la respuesta del filtro continuo original o mediante
los coeficientes de cualquiera de las estructuras del interpolador.

77
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4.2. Modelo de sistema

El modelo de sistema se establece mediante una serie de ecuaciones y diagramas, que
conllevan algunas simplificaciones o aproximaciones que facilitan el analisis. En cada caso
se detallan y justifican cada una de ellas, y en capitulo 5 se probara su validez mediante
simulaciéon. En primer lugar se expone el esquema del receptor, descrito a partir de su
diagrama de bloques, y a continuacién se obtienen las expresiones que determinan la senal
recibida.

4.2.1. Esquema del receptor

El esquema del receptor DMT usado como modelo de anélisis se presenta en la figura
4.1. Como se puede apreciar, no existen importantes diferencias con respecto a disenos
antes propuestos como los que se presentan en [Bing90],[Chow91]| o [Lee95|, aunque si que
hay algunas peculiaridades en el convertidor de frecuencia de muestreo y en el sistema de
igualacion, que serdn expuestas y justificadas en los siguientes subapartados.

Convertidor de frecuencia de muestreo

Si se observa con detalle la figura 4.1 se aprecia que el bloque convertidor de la fre-
cuencia de muestreo se ha modificado ligeramente con respecto al de la figura 3.12. Para
justificar estos cambios, a continuacién se exponen las aproximaciones que los motivan.

Uno de los principales problemas de la sincronizaciéon de un sistema DMT es el error
de la frecuencia, que produce pérdida de ortogonalidad entre las portadoras y, por tanto,
interferencia entre ellas. Para corregirlo es necesario que el interpolador vaya modificando
sus coeficientes para compensar la variacion del retardo a lo largo del simbolo DMT. A
pesar de su uso, al no tratarse de un interpolador ideal, aparece un término de interferencia
entre portadoras residual en los simbolos QAM recibidos.

En este analisis se prescindira de la interferencia entre portadoras residual. Este térmi-
no de error, como se demuestra mediante simulacién en el capitulo 5, suele ser de menor
relevancia que el resto de términos de error provocados por el interpolador. Sélo cobra
mayor importancia bajo ciertas condiciones de la respuesta en frecuencia del canal de
transmision, bajo la cudles son otros términos de error los que limitan la velocidad de
transmision.

También hay que considerar que la inclusiéon de este error en el anélisis implicaria una
solucion dependiente de la respuesta en frecuencia del canal, ya que la interferencia entre
unas portadoras y otras depende de la atenuaciéon que introduzca el canal en cada una de
ellas. En ese caso, los resultados del analisis no permitirian obtener criterios de diseno a
priori, objetivo deseable cuya necesidad se discute en 5.2.1.

Para prescindir de dicho error se asumira que el error de frecuencia de muestreo AQ[/]
es suficientemente pequeno, por lo que la variacion de la fase de muestreo a lo largo del
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Fig. 4.1: Diagrama de bloques de un receptor DMT para el anélisis del efecto del interpolador

simbolo se considerara despreciable. De esta forma el error de fase ®[n] que varia a lo
largo del simbolo DMT se aproxima por un error de fase promedio ®[¢] que s6lo varia
de un simbolo al siguiente, como se aprecia en la figura 4.2. Por tanto, su parte entera
®.[(] solo se modificara al inicio de cada simbolo DMT, con lo que el bloque de diezmado
variable s6lo cambiara su factor de diezmado al inicio del simbolo DMT. Igualmente, la
parte fraccionaria p[f] sélo se modificard al comienzo del simbolo DMT, por lo que el
bloque Interpolador que lo corrige inicamente cambiard sus coeficientes al comienzo de
cada simbolo. De este modo no es posible que se produzca ICI por la variacion de la
respuiesta del interpolador a lo largo del simbolo DMT.

Hay que destacar que, por pequena que sea la diferencia de frecuencias de muestreo
entre el transmisor y receptor, el valor de pu[f] crece o decrece recorriendo todo el rango
de posibles valores en el intervalo [0,1), con forma de rampa casi periddica mientras
AQ[l] no varie sensiblemente, como se aprecia en la figura 4.2. Como estas variaciones no
tienen ninguna caracteristica especial que haga pensar en regiones del intervalo [0,1) més
probables que otras, de cara a un estudio estadistico que requiera un promedio temporal, p
puede considerarse una variable aleatoria que a lo largo de miltiples simbolos DMT toma
distintos valores en el rango [0,1) con una funcion densidad de probabilidad uniforme. Esta
consideracion es de especial relevancia en todo el andlisis, incluyendo el propio calculo los
coeficientes del FEQ.
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Fig. 4.2: Representacion del retardo a compensar ®[n| debido a cierto error de frecuencia AQ a lo
largo de sucesivos simbolos DMT, junto con el retardo ®[¢] usado en el modelo de andlisis, y el retardo
fraccionario p[¢] correspondiente

Sistema de igualacién

La tarea de igualacién de canal de un receptor DMT, como se describi6 en el capitulo
1, esta repartida entre en dos sistemas: el igualador en el dominio del tiempo o TEQ), y el
igualador en el dominio de la frecuencia o FEQ. El primero trata de acortar la respuesta
al impulso del canal discreto equivalente para tratar de confinarla en un intervalo de
longitud igual a la extension ciclica, de forma que reduzca al maximo la interferencia entre
simbolos. El segundo s6lo consta de una constante compleja F'E(Q), por cada portadora k
para reescalar el simbolo QAM y ajustarlo a la rejilla de decision.

En el esquema del receptor presentado se ha prescindido del TEQ. Aunque su presencia
es necesaria en muchos de los canales en los que se usan sistemas DMT, su efecto de cara
al presente analisis es equivalente a que la respuesta al impulso del canal equivalente tenga
una duracién menor que la extension ciclica, aspecto a tener en cuenta en el modelo de
la senial que llega al receptor. Asi que, para no complicarlo inttilmente, se ha prescindido
de este sistema en el modelo utilizado.

Por el contrario, si es de especial importancia considerar la presencia del FEQ. Este
igualador normalmente se disena con criterio de minimo error cuadratico medio, es decir

aEHYk,Z _ ij’?] _0 aEHYk,Z - Xk,AQ] —0 (4 1)
OR{FEQ,} OS{FEQy} |

donde Xy, es el simbolo QAM transmitido por la portadora k, Yy, el simbolo igualado y
FEQ) es la constante compleja del igualador.

En la practica, para disenarlo con este criterio se usan algoritmos adaptativos LMS,
tal y como se propone en [Chow91]| y [Lee95]. Mediante una secuencia de simbolos QAM
conocidos, estos algoritmos tratan de reducir al minimo el error cuadratico medio mediante
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la siguiente ecuacién recurrente
FEQys = FEQu1 + (Yee — X Yriy (4.2)

donde v es la constante que regula la velocidad de convergencia del algoritmo LMS para
la portadora k e Yy, ¢ es el simbolo QAM de la portadora k antes de la igualacion del FEQ.

Efecto del interpolador en la adaptacién del FEQ

Durante el proceso de adaptacion, en el receptor esté presente el bloque Convertidor de
frecuencia de muestreo, y por tanto el Interpolador. De este modo, en el error cuadrético
medio de los simbolos igualados estara incluido el error producido por la respuesta en
frecuencia no ideal del interpolador, por lo que habra que considerar que el FEQ trata
de compensar en cierta medida la distorsién que introduce el interpolador. Por tanto, el
FEQ es una parte del esquema del receptor fundamental para evaluar la distorsién que
finalmente introduce el interpolador en los simbolos QAM recibidos.

Hay que tener en cuenta que la respuesta del interpolador a lo largo del proceso
de adaptacion cambia dependiendo del valor de u[f] en cada simbolo DMT. Por este
motivo, en el promedio del error implicito en el proceso de adaptacién hay un promedio
de las distintas respuestas del interpolador. Es decir, que cuando se realiza el promedio
E|[|Y; — Xi/|?] se esté realizando un promedio que depende, entre otras, de la variable
aleatoria p.

Desde un punto de vista practico, cabria plantearse la posibilidad de que la diferencia
de frecuencias de muestreo entre el transmisor y el receptor fuera muy pequena. En ese
caso es probable que en el periodo de tiempo en el que se realiza la adaptacién inicial del
FEQ el valor de 1 no haya recorrido todo su posible rango de variacién en el intervalo [0,1).
Por tanto, plantear un célculo tedrico de los coeficientes del FEQ mediante la ecuacién
4.1, en la que se incluiria el promediado de la variable 1 no seria del todo correcto.

Al hacer esta consideracion también hay que tener en cuenta que en la mayor parte
de los esquemas propuestos, como [Chow91| o [Lee95|, durante la fase de transmision se
continta adaptando el FEQ mediante un algoritmo LMS, como se aprecia en la figura 4.1.
Las constantes 7, de este algoritmo en dicha fase son mas pequenas que en la fase inicial,
por lo que proporcionan una lenta pero segura convergencia. Por tanto, aunque en la fase
inicial no se realice completamente el promediado de las respuestas del interpolador, a
largo plazo si que se logra.

A pesar de todo puede ocurrir que la diferencia entre frecuencias muestreo sea tan
pequena, que el tiempo en el que la variable u recorre todo el rango [0,1) sea mayor que el
periodo efectivo de adaptacion que imponen las constantes 7. En ese caso los coeficientes
del FEQ no convergen a un valor concreto, sino que se van adaptando a los cambios de
la respuesta del interpolador, por lo que cabe esperar que la compensacion que realiza el
FEQ es atin mejor que la que se obtiene cuando se adapta al promedio de sus respuestas.
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Como conclusion, se puede afirmar que los valores de los coeficientes del FEQ obtenidos
mediante la expresion 4.1 son, en la mayoria de los casos, muy proximos a los que convergen
en la practica y, aunque las condiciones de adaptacién sean muy desfavorables porque el
error de frecuencia sea muy pequeno, los valores calculados suponen una aproximacion
pesimista de cara a evaluar el error de los simbolos QAM recibidos.

4.2.2. Senal recibida

Para expresar la senal recibida r(t) de forma apropiada para el anélisis, hay que realizar
algunas aproximaciones y consideraciones previas expuestas a continuacion.

En primer lugar se supondra que la senal que llega al receptor es limitada en banda,
en concreto, que su frecuencia maxima es TIM donde T es el periodo de muestreo del
transmisor. En la préctica, como el filtro conformador en el transmisor y el filtro antiso-
lapamiento del receptor no son ideales, la senal tiene cierto exceso ancho de banda que
produce solapamiento espectral tras la conversiéon de frecuencia de muestreo. Si no existe
sincronizacién dicho solapamiento origina una variacién del canal discreto equivalente,
como se expone en el apartado 3.5. No obstante, este error se suupone despreciable porque
el muestreo estd sincronizado gracias al convertidor de frecuencia de muestreo.

Ademaés, se admitira que no existe interferencia entre simbolos (ISI) gracias a la exten-
sion ciclica. En la préactica suele aparecer un pequetio término de IST ya que la longitud
de la respuesta al impulso del canal discreto equivalente no suele ser inferior a la de la
extension ciclica, aunque fuera de sus limites tome valores poco apreciables. El hecho de
usar un interpolador s6lo alarga un poco la respuesta al impulso del canal equivalente,
va que su respuesta al impulso suele tener una longitud de pocas muestras. En concreto
puede alargarla como maximo (M — 1)Ty/L, donde M es el nimero de coeficientes del
interpolador y Ty /L es el periodo de muestreo de la sefial al ser interpolada. Esto implica
que su longitud en muestras a la frecuencia de muestreo de Nyquist fy; es (M — 1)/L
muestras, lo que para valores habituales de M y L representa menos de 3 muestras. Este
es un motivo importante para preferir que la respuesta del interpolador sea finita, ya que
facilita la tarea de evitar la ISI.

Por tanto, en el modelo se supondra que la extensién ciclica tiene una duracién mayor
que la suma de las duraciones de las respuestas al impulso del canal y del interpolador.
Visto de otra forma, antes de llegar al interpolador, la tiltima parte de la extensiéon ciclica
de cada simbolo DMT no contiene interferencia del simbolo anterior, en concreto el inter-
valo final de duracion igual a (M — 1)1,/ L. De este modo el alargamiento de la respuesta
al impulso del canal discreto equivalente por parte del interpolador no podra introducir
interferencia entre simbolos.

La senal recibida r(t) puede expresarse como la suma de dos términos

r(t) = s(t) +n(t) = x(t) * g(t) + n(t) (4.3)
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donde 7(t) es el ruido aditivo que introduce el canal, z(t) es la senal transmitida y s(t) es
la senal transmitida z(t) después de atravesar el canal continuo equivalente de respuesta
al impulso g(t).

Para realizar el analisis conviene expresar un periodo de simbolo DMT /¢ de la senal
s(t) y n(t) en funcion de los simbolos QAM transmitidos X, y la componente de ruido
Ny por cada portadora k respectivamente. Teniendo en cuenta las consideraciones previas
realizadas, y excluyendo la parte de la extension ciclica que podria tener interferencia del
simbolo anterior, se obtiene

N/2
27k (t—1DTyy)

S(t) = Z ijer] NTp

k=—N/2+1
N/2 2mk(—IDTy)
W= Y N ()
k=—N/2+1

para —(M — )Ty /L <t —4DTy < (N —1)Ty, donde Gy, es la respuesta equivalente
del canal para la portadora k, Ny, es la componente de ruido, D es la duracién en muestras
del simbolo DMT y N/2 el niimero de portadoras.

4.3. Analisis del error en los simbolos QAM recibidos

Una vez aclaradas las principales particularidades del esquema de receptor expuesto en
la figura 4.1 y partiendo de la descripcion detallada de la senal recibida del apartado 4.2.2,
es posible realizar el anélisis del efecto del interpolador en los simbolos QAM recibidos.
Con este fin se obtiene la expresion de los simbolos QAM, resultantes de aplicar a la senal
recibida los procesos de muestreo, interpolacién y demodulacién. Después, se evaltia el
error cuadratico medio de los dichos simbolos igualados mediante el FEQ, y finalmente
calcula la relacion entre la potencia de la senal y la potencia del error, separando los
términos debidos al ruido y a la distorsién que introduce el interpolador. Este tiltimo
término es determinante para valorar las prestaciones del interpolador y guiar su proceso
de diseno.

Calculo de los simbolos QAM igualados

Siguiendo el esquema de la figura 4.1, en primer lugar, la senal continua recibida
r(t) se convierte en la senal digital rs[m]. Se le aplica un sobremuestreo en los instantes
t = (m—))(Tn/L)+ DTy, donde ®[{] es el error en el instante de muestreo a lo largo
del simbolo DMT /¢ y puede expresarse como la suma de su parte entera ®.[¢] y su parte
fraccionaria p[f]. En adelante se suprimiré el indice ¢ que indica del simbolo DMT del
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que se trata por simplicidad en la nomenclatura. La sefial discreta r5[m| que se obtiene
se puede expresar a partir de 4.4 y 4.3 como

N/2-1
rfml = Y (GG + Ny T (4.5)

k=—N/2+1

para —M <m — &, < (N —1)L.

Una vez tomadas las muestras a la senal se le aplica el diezmado variable que compensa
la parte entera del retardo ®., dejando sin compensar tinicamente la parte fraccionaria p,
y diezma la sehal por un factor L. Las sefiales r,;[nL] obtenidas pueden expresarse

N/2-1
rlnll =rfnl—i+ @)= Y (XuGpt N
k=—N/2+1
N/2-1 _
= Z (Xka + Nk)ejw (46)
k=—N/2+1

para0<n<N-1y0<:<M—1.
Para compensar el retardo p las sefiales r;[nL] se procesan mediante el interpolador
de respuesta al impulso h,[n], obteniéndose la sefial r[n]| definida como

M-1

rln] =) roilnLlh,i] (4.7)

1=

Aplicando la expresion 4.6 en 4.7 se obtiene

N/2—1
)= > (XuG + N H, e ix (4.8)
k=—N/2+1

para 0 <n < N — 1y donde H, es la respuesta a la portadora k del interpolador que
compensa el retardo p, que se calcula segiin la siguiente expresion

27ki

M-1
H, = Z h,[n]e™ T~ (4.9)
i=0

Continuando con el esquema de la figura 4.1, se realiza la demodulaciéon mediante
un algoritmo FFT de las N muestras correspondientes al simbolo DMT sin la extension
ciclica, como ya se expuso en el capitulo 1. A partir de la ecuaciéon 4.8 es inmediato obtener
que el simbolo QAM de la portadora k recibido es

Yi = XoGrHS, + NoHE (4.10)
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donde H} ; se define como la respuesta en frecuencia de retardo compensado 1 del inter-

polador y se calcula
27k

HSp = Hype 0 in (4.11)

Para comprender qué significado tienen las respuestas en frecuencia de retardo com-
pensado HJ, conviene analizar como dependen del pardmetro p. Si se tratase de un
interpolador ideal, el cociente entre la respuesta en frecuencia del interpolador H,; y la
respuesta Hp, serfa un término de la forma e’ ¥ . Por tanto, la respuesta en frecuencia
de retardo compensado H ,, al estar multiplicada por ese mismo término pero invertido,
debiera ser idéntica a Hjj para todo valor de pu. Lo que ocurre en la practica es que,
aunque sean muy parecidas, las respuestas de retardo compensado tienen ligeras diferen-
cias. Como se comprobard un poco més adelante, estas diferencias son precisamente las
causantes del error que introduce el interpolador.

Calculo del error cuadratico medio de los simbolos QAM

El simbolo QAM recibido ?k es multiplicado por una constante compleja F'E(Q)) corres-
pondiente al igualador en el dominio de la frecuencia. Este igualador, como ya se expuso
en el apartado 4.2.1, se disena con criterio de error cuadratico medio minimo. La expresiéon
del error cuadratico medio de la portadora k a la salida del FEQ sera

Sey = Ellex]?] = E[|[YaFEQ), — Xi?] (4.12)

donde ey es el error del simbolo recibido de la portadora k y FFEQ es el coeficiente del
FEQ correspondiente a la portadora k.

Conociendo la expresiéon anterior es posible calcular de forma analitica los coeficientes
del FEQ que se obtendrian idealmente mediante el algoritmo LMS en la fase de entrena-
miento inicial. Para ello no hay mas que derivar el error cuadratico medio Se, con respecto
a la parte real e imaginaria de los coeficientes F'EQ); e igualarlas a cero

OB(ViFEQx — Xyo') _ | OPRFEQy — Xi*| _
ORe{FEQ}} ORe{FEQ}}
OBE([ViFEQr — Xi") _ . |OVAFEQ, — X, | _
= F =0 (4.13)
OIm{FEQy} OIm{FEQy}
Sustituyendo 4.10 en 4.13 y derivando se obtiene
E[(XxGrH},  + N Hp ) (XpGRH Y + Ny H ) FEQ; — X)) =0 (4.14)

Promediando y despejando se calcula la expresion de los coeficientes F'E(Q), Optimos
con criterio MSE o

FEQy =
(Szi|Grl* + o) | HE[?

(4.15)
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donde Sz = E[|X}|?] es la potencia de los simbolos de la portadora k, o7 = E[|Ni|?] es
la potencia de ruido en la portadora k.

La media y el valor cuadratico medio de la respuesta de retardo compensado del
interpolador, Fg y W, se calculan promediando las respuestas para distintos simbolos
DMT. Como la finica variacion de dicha respuesta de un simbolo DMT a otro es el retardo
fraccionario p que compensa el interpolador, el promediado se realiza con respecto a la
variable p. Es decir, la media y el valor cuadratico medio de las respuestas en frecuencia
de retardo compensado se calculan como

1 1
HEZE[Hﬁ,k]Z/ H,‘i,kp(u)duzf Hy pdp (4.16)
0 0

1 1
T = () = [ 1 Potdu= [ 1H P (417
0 0

donde p(p) es la funcion densidad de probabilidad de la variable p que, como se expuso
el apartado 4.2.1, puede considerarse uniforme en el intervalo [0,1).

Tras un sencillo desarrollo a partir del calculo de los coeficientes del FEQ), expresado
en 4.15, y de la expresion del error cuadratico medio de la ecuaciéon 4.12, dicho error se
puede expresar como

_ Sap(Sa| Grl* (| HE — |H{?) + o2 |[HEP)
(Sax|Gr|? + o) | HE|?

Sey, (4.18)

Calculo de la relacién senal a error

Usando la expresiéon 4.18 se puede calcular directamente la relacién potencia de senal
a potencia de error de la portadora k como

Soe  (SmlGil? + o) TP
Ser  Suy|GP(HIE — [Hi) + of| By

SER, = (4.19)

Suponiendo una relaciéon senal a ruido no muy desfavorable, se puede considerar que
el término de ruido del numerador es notablemente inferior al de senal, por lo que, reor-
denando adecuadamente los términos, es sencillo aproximar la SE R, por

-1

- —1
SER; ~ (U—’%>1 + _’H—kP = (SNR;' + SDR—l)*1 (4.20)
S| G2 [He? — [He|? ¥ F

En esta expresion, el primer término depende del ruido a la entrada del receptor,
mientras que el segundo estad relacionado tinicamente con la distorsiéon que introduce el
interpolador. Por tanto, se pueden diferenciar dos términos en la relacion senal a error: la
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relacion senial a ruido SN Ry, y la relacion senal a distorsion SD Ry. Esta tltima se expresa
como

(4.21)

La expresion de la SD Ry obtenida es genérica y puede aplicarse a cualquiera de las
estructuras expuestas para la realizacion del interpolador. Para tratar de optimizar las
prestaciones de un interpolador que usa una estructura concreta, es conveniente expresar
la SDR), en funcién de parametros que caracterizan dicha estructura. Con este fin se ha
desarrollado una serie de expresiones, incluidas en un apéndice al final de este capitulo,
que permiten calcular la SDR) a partir de la respuesta a impulso del filtro continuo
original h(t) (apéndice 4-A.1) o a partir de los coeficientes que caracterizan a cada una
de las estructuras presentadas en esta tesis: de coeficientes almacenados (apéndice 4-A.2),

de coeficientes computados (apéndice 4-A.3) o hibrida (apéndice 4-A.4).

Interpretaciéon de los resultados

De la ecuacion 4.21 se pueden obtener interesantes conclusiones, muchas de las cuales
son importantes para diseniar interpoladores especificos para sistemas DMT.

En primer lugar, se puede apreciar que el denominador de la SDR es igual a la varianza
de las respuestas en frecuencia de retardo compensado de los interpoladores, puesto que se
calcula la diferencia entre el valor cuadréatico medio y la media al cuadrado. Esto significa
que el error que introduce el interpolador no se debe a que las respuestas en frecuencia
no sean completamente planas, sino a que las respuestas de retardo compensado no son
idénticas. Si todas lo fuesen, no introducirian distorsion alguna. Esto es consecuencia del
uso del FEQ, que permite compensar la respuesta del interpolador al ajustarse inicialmente
para minimizar el error. Lo que no puede compensar el FEQ son las variaciones de la
respuesta de retardo compensado del interpolador segiin sea el retardo p que se esté
corrigiendo en cada instante.

Ademas, hay que resenar que en la SDR no sélo influye la varianza de la respuestas
de retardo compensado del interpolador. Si la respuesta del interpolador tiene valores
pequenos para una determinada portadora k y por tanto una varianza también pequena,
el FEQ tendera a amplificar el simbolo recibido para compensarla, por lo que la variacién
de las respuestas también quedard amplificada. Este hecho se refleja en el numerador de
la SDR, en la que aparece el valor cuadratico medio de la respuesta del interpolador.
Se puede afirmar, por tanto, que lo que realmente determina la SDR no es la variacion
absoluta de dichas respuestas sino la relativa.

Esta conclusion hace suponer que, al diseniar el interpolador minimizando la distorsién
introducida por el interpolador, se reduce también el término residual de interferencia
entre portadoras, despreciado en este andlisis. Como la respuesta de retardo compensado
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del interpolador no es igual para los distintos valores de i y, en la practica, a lo largo del
simbolo DMT varia por efecto del error de frecuencia de muestreo, este efecto equivale a
un variacion del canal discreto equivalente. Esta ligera variaciéon temporal provoca pérdida
de ortogonalidad entre portadoras, lo que introduce cierta interferencia entre ellas. Por
esta razon, al tratar de reducir la variaciéon relativa de la respuesta en frecuencia del
interpolador en el proceso de diserio, se tiende a reducir la interferencia entre portadoras
aunque, al no incluir este término en el analisis, esta reduccién no tiene porqué hacerse
de forma 6ptima.

Por otro lado, conviene analizar la causa de que las respuestas de retardo compensa-
do no sean idénticas unas a otras para elegir el método de disenio del interpolador que
mas reduzca estas diferencias. Estas variaciones se deben al solapamiento espectral de
la respuesta en frecuencia producido al tomar muestras de la respuesta al impulso del
filtro continuo original h(t) para obtener los coeficientes del interpolador. La SDR puede
expresarse a partir de H(w), la transformada de Fourier del filtro continuo original h(t)

3

usando el desarrollo expuesto en el apéndice 4-A.1. La expresion final que se obtiene es

S |H (wy, — nLwyy)|?

nN—=——00

SDRy, =
C S H (we — nLwy)?

(4.22)

En el numerador de esta solucién se puede observar que el valor cuadratico medio de
la respuesta de retardo compensado, representado en la figura 4.3, equivale a la suma
de los modulos de la respuesta en frecuencia del filtro continuo original periédicamente
repetidos. Ademaés, como puede apreciarse en el denominador de la ecuaciéon anterior, la
varianza de estas respuestas se corresponde con las réplicas de la respuesta en frecuencia
que se solapan sobre la respuesta en frecuencia del filtro continuo original. Por tanto, para
lograr un interpolador de altas prestaciones es necesario que las regiones de la respuesta
en frecuencia que se solapan sean de la menor amplitud posible en relacién a la respuesta
original. Sin embargo, no es tan importante que la respuesta original tenga una banda
de paso muy plana, puesto que ésta queda compensada por el FEQ. Estas conclusiones
implican que el disefio del interpolador debe realizarse a partir de filtros continuos paso
bajo con la mayor atenuacién posible entre la banda de rechazo y la banda de paso.

En la figura 4.4 se representa un detalle del médulo de la respuesta en frecuencia del
filtro continuo original de un interpolador, el solape de la primera repeticion o réplica de
esta respuesta y el solape de la suma total de las réplicas. Por tanto, si la atenuaciéon en
la banda de rechazo es suficientemente alta y el factor de sobremuestreo igual o mayor
que 2, es razonable suponer que la suma de estas respuestas coincida con la respuesta del
filtro en su banda de paso, desde la frecuencia 0 hasta 0,5w),. Esto se debe a que en dicha
banda las réplicas que se solapan tiene una amplitud mucho menor que la original, y por
tanto esta tltima domina en la suma. Ademas, se puede afirmar que la diferencia en dBs
entre la respuesta original y la suma de las réplicas solapadas equivale a la SD Ry, puesto
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»

wyL/2=7L/Ty,

(a)

[H(wwy )l 4 [H(w)|? [H (w—wy)|*
[} |
: |
, ! i i/ ! \
_u_;ML _(_*_;ML/Q U.,\[L/Z U.:ML

Fig. 4.3: Efecto de solapamiento espectral en el promedio del médulo al cuadrado de la repuesta de
retardo compensado: (a) moédulo al cuadrado de la respuesta en frecuencia del filtro continuo original
|H(w)|? ; (b) promedio del médulo al cuadrado de la respuesta en frecuencia de retardo compensado

que este solape es el que produce la variacion de la respuesta del interpolador.

4.4. Conclusiones

En este capitulo se ha realizado un analisis del impacto del interpolador en los simbolos
QAM recibidos, del que se extraen importantes conclusiones para su diseno.

En primer lugar se ha presentado un modelo, tanto de la senal recibida como del
sistema receptor, en el que se han realizado algunas aproximaciones. Entre los bloques del
receptor, se ha estudiado especialmente el FEQ, que reduce en gran medida la distorsién
que introduce el interpolador gracias a su diseno de minimo error cuadratico medio.

Partiendo de ese modelo se ha realizado el calculo de los simbolos demodulados e
igualados, lo que ha permitido obtener su error cuadratico medio y la relacién senal a
error. Esta relacién se ha podido descomponer en relacién senal a ruido y relacién senal
a distorsion, siendo esta tltima de especial relevancia para el estudio del impacto del
interpolador en los sistemas DMT. El calculo detallado de la SDR en funciéon de los
coeficientes que definen cualquiera de las estructuras presentadas en el capitulo anterior
se presenta en el apéndice 4-A.

Por dltimo se han interpretado los resultados obtenidos. Se ha comprobando la im-
portancia del FEQ en el impacto del interpolador en los simbolos recibidos, ya que su
presencia evita que el diseno de la respuesta en frecuencia del interpolador tenga que ser
lo mas plana posible, como clasicamente se ha propuesto. Ademés, se ha relacionado la
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Fig. 4.4: Ejemplo de representacion en escala logaritmica del médulo al cuadrado de la respuesta en
frecuencia del filtro continuo original |H (w)|? |2
suma de las réplicas solapadas }_, [ H (wk — 2nwnr)
de las réplicas es aproximadamente igual a la SDRy.

, de la primera réplica que se solapa |H(w — 2wy)|* v la
|2. La diferencia entre la respuesta original y la suma

forma de la respuesta en frecuencia del filtro continuo original con las variaciones relativas
de la respuesta del interpolador, de donde se deducen algunas consideraciones importantes
para su diseno.

En el capitulo 5 se utilizan estas conclusiones para desarrollar un nuevo método de
diseno de interpoladores para sistemas DMT, v mediante simulacién se comprueban los
resultados y se validan las aproximaciones realizadas en el anélisis.
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4-A. Apéndice: Calculo de la SDR

Las expresiones para el cdlculo de la SDR debida al uso del interpolador para la
correccion de la sincronizacion, expuestas en el apartado 4.3, se basan en los promedios
de las respuestas en frecuencia de retardo compensado. Sin embargo, es conveniente poder
realizar este calculo a partir de las funciones o pardmetros que de forma mas inmediata
caracterizan el interpolador. Por este motivo, se ha realizado el calculo a partir de la
respuesta al impulso del filtro continuo original h(t) y de los coeficientes que definen el
interpolador seglin sea la estructura elegida: los conjuntos de valores de los coeficientes
del interpolador, en el caso de estructura de coeficientes almacenados, o los coeficientes
de los polinomios para su calculo, en el caso de la estructura de coeficientes computados
o estructura hibrida. De esta forma es posible evaluar las prestaciones de un interpolador
concreto a partir de los coeficientes de su estructura y poder asi aplicar un algoritmo de
optimizacién de dichos coeficientes para su diseno.

4-A.1. Calculo de la SDR a partir de la respuesta al impulso del
filtro continuo original h(t)

Las respuestas al impulso del interpolador se pueden expresar a partir de la respuesta
al impulso del filtro continuo original hA(t) de la siguiente forma

hyln] = h((n + )Ty /L) (4-A.1)

Por tanto la respuesta del interpolador de retardo compensado a la portadora k se
puede expresar como

HE = Hype 5 = Z halnle 9N = Z h((n + p)Tar/L)e 7 =NE (4-A.2)

n=—oo n=—oo

A partir de esta tltima expresion se puede obtener el promedio de las respuestas
compensadas

M_/ H, el 7 dp = Z/ (n + p)Tar/L)e 3 =N du (4-A.3)

Realizando el cambio de variable t = (n + )T /L se obtiene

I & (n+1)Tar /L i omkt L [ _;2mkt L
He, = / h(t)e ™ ¥ dt = — / h(t)e ™ ¥ dt = —H(w)

wk T
T nTar/L M

n=—oo

(4-A.4)

donde H(w) es la respuesta en frecuencia del filtro continuo original y wy la frecuencia

2nk

NTy: De modo similar, el valor cuadratico medio del médulo de la respuestas de retardo
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compensado es igual a

ﬁk(n n’)

THE = / Hy 2y = / S S b @) T /DR + ) Tar /D)5 0

n=—oo n’=—oco

Z Z (/ (n 4 1) Tar /L)A((n + #)TM/L)dH> R (4-A.5)

n=—00 n/=—oo

De nuevo, realizando el cambio de variable t = (n' + )Ty /L se obtiene

N N Lo [T/t / _j2mk(n—n')
L r=3 E/ B((n — n')Tg /L + )h(t)dt ¢ (40 6)

n=—o00 n'=—oco T /L

Con el cambio i = n — n’ se puede expresar como

(e /b 2k
I Z Z (/ (iTM/L+t)h(t)dt> —INT

n=—00 {=—00 T /L

L > TL+1 TAI/L - 27k
Z / h(iTar/L + t)h(t)dt | e=7~E

i=—00 \n=-—00 Tn /L

= — Z th(iT]\{/L)e_jﬁ (4_A7)

donde Ry;,(7) es la autocorrelacion de la funcion h(t). Esta tltima expresion es la transfor-
mada de Fourier para sefial discreta de la funcién de autocorrelacion Ry, (7) evaluada en
los instantes miltiplos de T),/L. Usando el teorema del muestreo se obtiene la expresién
final

L 2 o0
| H ? = (T—M) > [H(wp — nLwy)|? (4-A.8)

n=—oo

Por tanto, la expresion final de la SD R, que se obtiene es

2

SDR, = i
(ﬁ) Yoot oo [H(wy — nLwn|? — |2 H (wy) 2

(4-A.9)

y simplificando
Do —oo [ H (Wi = nLwyr)|”

Zn;ﬁo | H (wi — nLwar)|?

Esta tltima expresion es de especial relevancia porque pone de manifiesto que la va-

SDR, = (4-A.10)

rianza del error debido al interpolador, término del denominador, se debe a la respuesta en
frecuencia del filtro continuo original a frecuencias superiores a la frecuencia 0,5Lwyy, fre-
cuencia limite por encima de la cual se produce solapamiento espectral al tomar muestras
a frecuencia fy/L.
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4-A.2. Calculo de la SDR para la estructura de coeficientes al-
macenados
Cuando se usa esta estructura, se cuenta con P de posibles conjuntos de coeficientes

permiten compensar otros tantos retardos fraccionarios ji; definidos en la ecuacion 3.26.
De este modo, cualquier retardo p que se pretenda compensar se puede expresar como

<<
op =T =2p

donde 7 es la parte del retardo fraccionario que el interpolador no puede compensar.

=+, (4-A.11)

Asumiendo que i puede considerarse una variable aleatoria de funcion densidad de
probabilidad uniforme, como se expuso en el apartado 4.2.1, la variable 7, que se deriva
de ella, también debe ser uniforme en el intervalo especificado en la ecuacién anterior.
De este modo, la media de la respuesta de retardo compensado del interpolador se puede

expresar como
S 27kp

1
H; = E[H;,] :/ Hy pe ™ I8 dp =
0
P—-1

pP-1 1/2P

1/2P -
/ H, ke_j%(ﬁl”)ch = Z Hl,k/ eI G T) gy (4-A.12)
= Joaper P ~1/2P

donde H,y es la respuesta del interpolador para la portadora k que compensa el error fi.

Esta respuesta se puede calcular a partir de la respuesta al impulso iL[l, n| como

M-1
Hyp = Z hll, ﬂ]e_jQEJkVn (4-A.13)
n=0
La ecuacion 4-A.12 puede simplificarse calculando la integral, obteniéndose el siguiente
resultado
- . 1 — _jomk 2Ll k
H{ = FE[H;,] = 2 ; H) e /LN 2P sinc INP (4-A.14)

Siguiendo un procedimiento similar, el valor cuadratico medio de las respuestas de
retardo compensado puede calcularse como

9 Pl 1/2P ork o 2041 9
[HE2 = E[|HE %) = Z/ / |Hy e in 5p 0 1247 =
= J-1/2pP

P-1 1/2]3 1 P-1
;/_ |H, | dr = > ; | Hy | (4-A.15)

1/2P

Sustituyendo las ecuaciones 4-A.14 y 4-A.15 en 4.21 se obtiene la expresion final de la
SDRy
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& 2
P lz%) | H |

SDR, = (4-A.16)

P-1 2 Pl 2k 2041 2 2
%IZE] |Hyp|” — %lz% Hy pe TN 2p ‘sz’nc( L )|

LNP

Conviene recordar que el denominador de esta expresion es la varianza de las respuestas
de retardo compensado del filtro del interpolador, por lo que se expresa como la diferencia
entre el valor cuadratico medio y el médulo al cuadrado del valor medio. Este tltimo tér-

2
Lt 27k

1 iy
Vi ZZ%) Hl,ke JINP

que representa el moédulo al cuadrado del promedio de las respuestas de retardo compen-

7k
LNP

diferencia entre el retardo a compensar p y el realmente compensado fi;, es decir, el error
debido a la variable 7. Obsérvese que si el niimero de conjuntos de coeficientes posibles,
P, tiende a infinito, este factor tiende a 1 y por tanto desaparece. Logicamente si el nii-
mero de posibles conjuntos de coeficientes tiende a infinito el niimero de posibles retardos

mino se puede dividir en dos factores. Por un lado, aparece el factor

sado. Por otro, el factor |sinc(+%)|?, que esté relacionado con el error debido a que la

compensables [i; también, por lo que el error debido a la diferencia entre p y fi; tiende a
cero.

Hay que recordar que el error en el retardo compensado debido al niimero finito de
conjuntos de coeficientes debe afectar menos a frecuencias bajas que a altas, ya que la

variacion relativa de la senial en el tiempo es menor para las primeras. Por ello el término

7k
LNP

menor la frecuencia de la portadora.

|sine( )|? indicado es méas proximo a 1 cuanto menor sea el valor de k, y por tanto

4-A.3. Calculo de la SDR para la estructura de coeficientes com-
putados
En esta opcién los coeficientes del interpolador son calculados para cada retardo a

compensar i mediante los polinomios F, (i), descritos en la ecuacion 3.32. En este caso
se puede calcular el promedio de la respuesta de retardo compensado como

L 27kp

1
Hf = E[H;,,] = / H, e 7 IN dp (4-A.17)
0

donde H,, 1, usando 3.32, se calcula

M-1 . M-1 i M-1 O .
. 2mkn .27kn -21wkn
Hup =Y hulnle VI = Y Fu(u)e I =3 ) Mt me I (4-A118)

donde a,, ,, es el coeficiente de orden m del polinomio con el que se calcula el coeficiente n
del interpolador. Reordenando términos, tal y como se demostr6 en el capitulo anterior,
el interpolador puede entenderse como una serie de O subfiltros cuyos coeficientes son
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an; y cuyas salidas quedan multiplicados por potencias de p, tal y como se expresa en la
siguiente ecuacion

0 M-1 o
Huo =3 (O tnme ™I ™ =" Hyp ™ (4-A.19)
m=0 n=0 m=0

en la que f[mk es la respuesta a la portadora k del subfiltro de coeficientes a,,,, del
interpolador.
Usando las expresiones anteriores el valor de H_;; puede expresarse como

1
Fg:/ H#,ke_ﬁszVMdu / ZHmkM e TN dp
0

O 1 o
=Y Huy / Wi dp =" HypCni (4-A.20)
0 m=0

m=0

donde los coeficientes Cy, i, se calculan de forma analitica mediante la siguiente expresion

27k

eI TN m! jamk i (j2rk/LN)"
(j2wk/LN)™+1

1
Con i :/ pme TN dpy = ) (4-A.21)
0

El valor cuadrético medio de las respuestas de retardo compensado |Hf|?, siguiendo
un camino similar al anterior, es

2mkp

A = B = [ |Huser

1
Cdp = / | Hy el dpe (4-A.22)
0

Introduciendo la ecuaciéon 4-A.19 en la anterior y calculando la integral se obtiene

k‘n

O
/ IZHm wp" Py = / Z > Hypy o Hypy ™™ dps

m=0m/=0

O O
mX:: Z kH 'k m+m dp = Z Z Hmk !k (m) (4-A.23)

m=0m/=0

Introduciendo 4-A.23 y 4-A.17 en la expresion de la SDR;, queda

O o ~
> 3 il (i)
SDR;, = m=0m’=0 (4-A.24)

> Y HupHy [(ss) — ConkCiv i)
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4-A.4. Calculo de la SDR para la estructura hibrida

Esta estructura se basa en que los coeficientes son computados para cada valor de pu
usando el polinomio que le corresponde de entre los P polinomios F,;(¢) descritos en
3.47. En este caso, la respuesta a la portadora k£ de retardo compensado promedio se
puede expresar usando la ecuacion 4-A.17. En esa expresién H,; se calcula, usando 3.47,
mediante la ecuaciéon

M—-1 M—-1 M-1 O
_ _ ;2mkn _ ;2mkn
Hyp = E , huln] T = § Fo(p)e 7N = E Ay V'€ IN (4-A.25)
n=0 n=0 m=0

donde [ es el polinomio que le corresponde al retardo p segin la ecuacion 3.48 y
p,m, Son los coeficientes del subfiltro h,, ;. De nuevo, reordenando términos se obtiene la
siguiente ecuacion

O M-1

(@)
Huo =Y (D e T8 u™ =" Hypy o™ (4-A.26)
m=0

m=0 n=0

en la que ﬁ[ml,k es la respuesta a la portadora k del subfiltro 7lm7l del interpolador.
Usando las expresiones anteriores, y usando la ecuacion 3.48 que permite calcular [ a
partir del valor de u, el valor de F;; puede expresarse como

_ _ 2mkp . (l+1)/P © ~ m 2mkp
H{ = Huke TN dpy = Z ZHm,l,k,u e IN dy
/P

1=0 m=0
P— (I+1)/P — pP-1 0
Z Z Hm 1k / [L e —JIN d,u Z Z HmJ’ka’l’k (4—A27)
1=0 m=0 1=0 m=0
donde los coeficientes (), se calculan de forma analitica mediante la siguiente ex-
presiéon
(1+1)/P _— m ((%)mfre—j%% — (Hlymre —IZN T )m)
= —JIN -

Crnik /Z/P uwhe dy = ; (szﬂ_k) p— (4-A.28)

El valor cuadrético medio de las respuestas compensadas |Hf|?, siguiendo un camino
similar al anterior, es

1 1
HiP = E[[H: ) = / * = / ol dy (4-4.20)
0 0

Introduciendo la ecuacion 4-A.26 en la anterior y calculando la integral se obtiene

2mkp
H,u kej LN

= 251 o
| HE|? :Z/ |ZHm,l7kM ’ dp = Z/ ’ _ goﬁm,l,kﬁ:n’,l,kum+m,duz
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p-1 0 O _ 2 -1 0 O (l+_1)m+m’+1 _ (L)m+m’+1
* m+m’ _ 7 I7* P P
DD SV SNV RETETED 3) 3D SE AN S 2ot
=0 m=0m'=0 P =0 m=0m'=0
(4-A.30)
Introduciendo 4-A.30 y 4-A.27 en la expresion de la SDR;, queda
P-1 O o ~ ~ 41 ym4+m/+1_ L ym+m/+1
% (%) ()
S8 S Ml ()
SDRk _ — =0 m=0m'=0 (4_A31)

O o ~ 1+1 / l /
(7)m+m, +17(7)m,+m +1
S5 HapHy | (P = CuntiCr i

Por tanto se han obtenido las expresiones que permiten calcular la SDR de cada por-
tadora a partir de la matriz de coeficientes ay, ,,,; que define cualquiera de las estructuras
expuestas en esta tesis.

Esta ecuacion pone claramente de manifiesto que para el caso de usar un finico po-
linomio (P=1) la solucion es idéntica a la obtenida para la estructura de coeficientes
computados. Mas complejo es comprobar que para orden cero (O=0) la solucion es equi-
valente a la obtenida para la estructura de coeficientes almacenados pero, sin realizar
demasiados calculos, se puede demostrar que en dicho caso el término ﬁm,z,kﬁ;gl,k se

. 5 A * : ik \|2
convierte en |H;|* y que el término Cy, ;1 Cyr/ ) e convierte en |5sinc(73p)|°-
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Capitulo 5

Diseno del interpolador

5.1. Introduccién

El elemento primordial para realizar la correcciéon del error en la sincronizaciéon es el
interpolador, filtro de coeficientes variables que permite introducir en la senal distintos
retardos fraccionarios. Su uso hace posible compensar con precision las desviaciones en el
instante de muestreo que producen las pequenas diferencias de frecuencias del transmisor
y receptor. En el caso concreto de los sistemas DMT el interpolador debe ofrecer unas
prestaciones muy elevadas si se desea aprovechar al maximo la capacidad del canal para
sistemas de alta velocidad.

Una de las primeras referencias relacionada con interpoladores digitales es [Croch75],
en la que se aborda por primera vez en profundidad el problema del disefio de un filtro de
retardo fraccionario. Otra de las de las més importantes entre las pioneras es [Rams84],
en la que se analiza el problema de la modificacion de la frecuencia de muestreo mediante
un filtro de coeficientes variables. En este trabajo se estudian varias opciones para el
diseno del interpolador: a partir de la respuesta al impulso del filtro ideal; usando los
polinomios de Lagrange e incluso aplicando el criterio de minimo error cuadratico medio,
partiendo del conocimiento de la funcién autocorrelacién estadistica de la senal que hay
que convertir. Aunque no se desarrolla plenamente, también se propone la computacién
de los coeficientes mediante polinomios, basandose en los desarrollos de Taylor de las
expresiones de los coeficientes del filtro obtenidas mediante los métodos anteriores. Otra
de las referencias mas importante es [Farr88]. En este articulo se propone de partida
el uso de polinomios para el cdlculos de los coeficientes del interpolador, asi como una
realizacion eficiente, expuesta en el capitulo 3 con el nombre de estructura de coeficientes
computados. Ademas se describe un método para el diserio de estos interpoladores basado
en calcular las coeficientes de los polinomios que minimicen el error cuadratico medio
de la respuesta en frecuencia en la banda de interés, comparandola con la respuesta del
interpolador ideal.

Por otro lado, los interpoladores clésicos como el de Lagrange o (3-Spline no se han

99
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analizado desde la perspectiva de filtros de coeficientes variables hasta hace pocos anos.
Ejemplos de articulos en los que se encuentra este enfoque para interpoladores de La-
grange son |Erup93|, [Meij99| o [Demp00]|, y [Dool99|, y en [Unse93| y [Unse93b| para
interpoladores B-Spline, siendo estos dos tltimos auténticos referentes en lo relacionado
con su aplicacién al procesado de senal.

En los tltimos tiempos han aparecido miiltiples articulos en los que se proponen dis-
tintos métodos de disefio. En |Zivo93| se presenta una técnica basada en el criterio de
minimo error cuadratico medio de la senal interpolada, con la restriccion de que los coe-
ficientes se han de calcular mediante funciones polinémicas. También se han desarrollado
procedimientos, como en [Kim97| o [Watk01], que intentan minimizar la probabilidad de
error para un determinado receptor. Sin embargo, al tratarse de un problema tan com-
plejo, optan por el criterio subéptimo de minimizar el error cuadratico medio del simbolo
recibido. Otra opciéon planteada en [Dool99| es el disefio a partir de los polinomios B-
spline usando la estructura propuesta por Farrow. Ademas, se ha sugerido el uso de otras
funciones para el computo de los coeficientes del interpolador como en [Fu00| en el que se
propone usar potencias de funciones trigonométricas.

Laidea de que la respuesta del interpolador forma parte del canal discreto equivalente y
que debia ser considerada en el disefio del receptor ya se expone en [Erup93|. En [Kim97]
se considera el uso de un filtro adicional que compense la respuesta del interpolador
y sugiere la posibilidad de aplicar un proceso de optimizacién iterativo para optimizar
ambos, tanto el interpolador como el filtro de compensaciéon. La primera referencia donde
se considera la presencia del FEQ MMSE para el disenio de interpoladores para sistemas
DMT es en [Mart99|. Esta inclusion es de gran importancia, no so6lo porque permite
alcanzar muy buenas prestaciones con interpoladores de 6rdenes razonables, al contrario
de lo que se afirma en [Poll99], también porque modifica radicalmente el criterio de diseno
del interpolador para sistemas DMT, como se demuestra en este capitulo 4.

Partiendo del anéalisis del capitulo 4, en este capitulo se propone un método de diseno
de interpoladores orientado a sistemas DMT. Este método se basa en la optimizacion la
SDR usando un criterio a priori. Para simplificar la optimizacién se restringe la posible
solucién a una familia de filtros continuos originales disenados mediante una variante de
la técnica de enventanado de la respuesta al impulso del filtro ideal.

Una vez desarrollado el método se presentan los resultados obtenidos variando los
pardmetros de disenio propuestos: tipo de ventana, ntimero de coeficientes del filtro, orden
de los polinomios, ntimero de polinomios por coeficiente, etc. También se cotejan los
resultados obtenidos analiticamente con los obtenidos mediante simulacion. Por tltimo
estos resultados se contrastan con los que se logran con interpoladores clésicos y con el
método de correccidn de sincronizacion basado en el rotor, descrito en el capitulo anterior.
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5.2. Meétodo de diseno de los interpoladores

A continuacién se expone un método de disefio de los interpoladores optimizado para
sistemas DMT. Por su complejidad, al concurrir varias técnicas relativas a la sintesis y
optimizacién de filtros digitales, conviene dividir el problema en varias partes.

En primer lugar hay que concretar el criterio de diseno. Para establecerlo se consi-
deran algunos aspectos practicos relativos a las peculiaridades del sistema DMT, a la
complejidad del método de diseno que derivaria y a la dificultad para la realizaciéon del
interpolador.

A continuacién se propone una técnica que permite sintetizar el filtro continuo original,
derivada de la conocida técnica de enventanado para filtros FIR. Se explican sus ventajas
desde el punto de vista de la optimizacion del diseno y se plantean algunas consideraciones
sobre las ventanas més convenientes.

También se detalla un procedimiento general para calcular los coeficientes de la es-
tructura a partir de la respuesta al impulso continua - objetivo final del proceso - que
sirve para cualquiera de las estructuras propuestas en el capitulo 3.

Por dltimo, se expone el proceso de optimizacién, explicando como conjugar la téc-
nica de sintesis mediante enventanado, el procedimiento de calculo de los coeficientes y
los métodos iterativos de biisqueda de méaximos/minimos, e incluyendo aquellas parti-
cularidades que puedan facilitar la realizacion de los interpoladores segiin la plataforma
hardware disponible.

5.2.1. Criterio de diseno

Cualquier método de disenio de filtros necesita establecer un criterio que lo gobierne.
En el caso de un interpolador para un sistema DMT no es facil escogerlo, especialmente,
teniendo en consideraciéon que dicho criterio conviene que sea un criterio a priori, es decir,
independiente de las caracteristicas del canal. Solo asi se podria disenar antes de iniciar la
comunicacion, porque en tiempo de ejecucidén no seria posible usar un método complejo
para el calculo de los coeficientes del interpolador, y menos atin optimizar la estructura
de realizacion del interpolador para evitar que el coste computacional se dispare.

El criterio que podria parecer mas conveniente en primera instancia es el de minimizar
la probabilidad de error. Sin embargo, para optimizar el interpolador con este criterio es
necesario conocer caracteristicas del canal, como son el nivel de ruido y la atenuacién que
sufren los simbolos QAM de cada portadora, lo cudl es incompatible con un criterio a
priori.

Como solucién de compromiso se puede optar por un criterio orientado a minimizar
la distorsiéon que introduce el interpolador. El problema es que la SDR es distinta en
cada portadora. Considerar una SDR promedio no parece razonable, puesto que cabe
la posibilidad de que tenga bastante varianza y, mientras unas portadoras apenas sufran
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los efectos del interpolador, otras estén muy afectadas por su distorsién. En esos casos
puede ocurrir que, por las caracteristicas del canal, se estén deteriorando las prestaciones
de las portadoras de mayor SN R, con lo que a causa del interpolador habria que reducir
considerablemente la velocidad de transmision.

Por todos estos motivos parece razonable usar la ming{SDR}} como medida de las
prestaciones del interpolador, para asegurar un nivel maximo de distorsion de los simbolos
DMT debido al interpolador. Teniendo en cuenta esta medida, el criterio de optimizaciéon
es maximin, es decir, consiste en maximizar la ming{SDRy}, y se puede expresar como

méx{min{SDR(h(t))}} (5.1)

donde h(t) es la respuesta al impulso del filtro original del que se derivan los coeficientes
del interpolador.

Este criterio condiciona la forma de establecer las especificaciones de diseno para estos
interpoladores. Estas se referiran al limite maximo de distorsién que puede introducir,
para que no reduzcan significativamente la SER en el rango previsto de atenuaciones y
potencia de ruido del canal.

5.2.2. Sintesis mediante la técnica de enventanado

Otro problema que plantea el diseno de los interpoladores es la necesidad de encontrar
un proceso de sintesis de la respuesta al impulso h(t) para obtener su forma éptima.

En principio se podria tratar de obtener analiticamente una h(t) que maximice la
ming{SDR;}. La teoria del cdlculo variacional |Elsg77| plantea una ecuacién para en-
contrar la funcién que maximice la funcién de coste, pero dada su gran complejidad esta
ecuacién no se ha podido resolver, por lo que se opté por buscar una solucién mas sencilla.

Una forma de simplificar el proceso de disernio seria tratar de determinar directamente
los coeficientes que definen cualquiera de las estructuras presentadas para el interpola-
dor: los coeficientes del interpolador de la estructura de coeficientes almacenados, o los
coeficientes de los polinomios de las estructuras de coeficientes computados o hibrida. A
partir de estos coeficientes se puede calcular la ming{SDRy} y buscar sus valores 6pti-
mos mediante algoritmos iterativos. El inconveniente es que, para lograr la ming{SD Ry}
suficiente, puede ser necesario un nimero de coeficientes relativamente elevado, lo que
supone un gran problema para la convergencia del algoritmo de optimizacion. Ademas, si
se representa la funcién a maximizar se observa que presenta un gran niimero de maximos
locales, lo que obliga a escoger bien el valor inicial para obtener una solucién, si no 6ptima
al menos suficientemente buena.

La forma mas sencilla de solventar este problema es usar familias de curvas h(t) de
las que quepa esperar buenos resultados para el interpolador y que a la vez se puedan
definir mediante unos pocos parametros. De esta forma, aunque el resultado final no sea
6ptimo, ya que se restringe el conjunto de posibles soluciones, el niimero de parametros a
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calcular es reducido, tarea mucho més sencilla mediante algoritmos de optimizacién. En
conclusion, el criterio de disenio modificado seria

mlfix{mgn{SDRk(u)}} (5.2)

donde v representa el conjunto de parametros de diseno que determinan cada una de las
respuestas h(t) de la familia de respuestas propuestas. Cada uno de los parametros de este
conjunto v tienen un rango acotado en el que es posible obtener resultados razonables,
lo que facilita una primera fase de biisqueda exhaustiva para, posteriormente, refinar la
solucién mediante un algoritmo iterativo. Este procedimiento no permite asegurar que el
resultado sea 6ptimo, pero si lograr muy buenas prestaciones.

Una de las posibilidades para disefiar una respuesta al impulso finita h(t) es usar la
técnica del enventanado, variante de la técnica usada para los filtros FIR. Mediante este
método se calcula la respuesta al impulso continua h(t) a partir de la respuesta impulsiva
de un filtro paso bajo ideal. Como su respuesta tiene forma de funciéon sinc(x) es de
duracién infinita, por lo que se hace necesario recortarla, para lo cual se usa una ventana
w(t) de anchura igual a la duracion de la respuesta deseada del filtro M Ty, /L. Para que el
interpolador sea causal la respuesta se retrasa previamente un periodo igual a M Ty, /(2L).
Siguiendo estos pasos se obtiene la expresion
MTy,

) w(t) (5.3)

sen (wc (t —

hlt) = mt

donde w(t) # 0 tinicamente para 0 <t < MTy,/L.

Existen multitud de ventanas w(t) para disefiar estos filtros, como se observa en la
figura 5.1. Unas tienen una forma fija, como es el caso de las ventanas de Hammning,
Hanning o Blackman [Oppe89|, aunque pueden reescalarse en el tiempo para lograr la
duracion deseada. Otras, como las ventana de Kaiser [Kais80| o Chebyshev [Saram91],
tienen un parametro que introduce un mayor grado de libertad en su forma. Tanto la
denominacién de este pardmetro (tipicamente 3 para ventana de Kaiser y R para ventana
de Chebysev) como su rango de posibles valores son muy distintos para cada ventana.
Sin embargo, el efecto que su modificaciéon produce en la forma de la ventana, como se
observa en la figura, es muy similar. Para simplificar la nomenclatura, el parametro de
forma se denominara a partir de ahora F', independientemente de la ventana usada.

En la figura 5.2 se observa que el modulo de la transformada de Fourier |W(w)| de
estas ventanas consta de un primer l6bulo principal y una serie de l6bulos secundarios
de mucha menor amplitud. La anchura del 16bulo principal y la amplitud de los 16bulos
secundarios estan relacionadas con los dos pardmetros que es posible modificar de la
ventana: la anchura de la ventana MT),/L y el parametro de forma F.

Por un lado, modificar la duracién de la ventana MT);/L s6lo provoca una ex-
pansion/compresion temporal de su forma, lo que a su vez da lugar a una compre-
sion /expansion de |[W(w)| en el eje de frecuencia. Por tanto, el ancho del 16bulo principal
decrece al aumentar la duraciéon de la ventana.
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Fig. 5.1: Forma de las Ventanas de duracion M Ty, (M = 20): (a) Hanning, Hamming y Blackman, (b)
Chebysev (R=50 y 100) y (¢) Kaiser (=6 y 12)

Por otro lado, existe cierta relacion entre el parametro de forma F'y tanto la amplitud
de los l6bulos secundarios como la anchura del l6bulo principal. En concreto, a mayor
valor del pardmetro de forma F' menor amplitud tienen los l6bulos secundarios y mayor
es la anchura del 16bulo principal. El problema que plantean estas tltimas relaciones,
de cara a su uso en el disefio de filtros, es que no existen expresiones analiticas que las
determinen mas que de forma muy aproximada.

A tenor de la figura 5.2, sobre lo que no queda duda es que las ventanas que tienen
lobulos secundarios de menor amplitud son precisamente aquellas que poseen el pardmetro
de forma F' en su definicion.

El proceso de enventanado equivale en el dominio de la frecuencia a la convolucién
periodica de la transformada de Fourier de la ventana con la respuesta en frecuencia del
filtro ideal. Por este motivo existe una estrecha relacion entre las caracteristicas de la
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Fig. 5.2: Modulo de la transformada de Fourier de las ventanas de duracion M Ty, (M=20): (a) Hanning,
Hamming y Blackman, (b) Chebysev (R=50 y 100) y (¢) Kaiser (=6 y 12)

respuesta en frecuencia del filtro obtenido y la transformada de Fourier de la ventana
utilizada. Tanto la anchura de la banda de transicién como la atenuacién en la banda de
rechazo del filtro dependen de la anchura del 16bulo principal y la amplitud de los 16bulos
secundarios de |W(w)| respectivamente [Oppe89|. Es decir, a mayor anchura del l6bulo
principal mayor anchura de la banda de transicion, y a menor amplitud de los l6bulos
secundarios mayor atenuacion en la banda de rechazo. De nuevo estas relaciones no se
pueden expresar analiticamente de forma precisa, lo que complica el diseno de los filtros
usando esta técnica.

De las conclusiones obtenidas en el capitulo 4 se deduce que se obtienen mejores
resultados con los filtros cuya respuesta en frecuencia H(w) alcanza una mayor atenuacion
en la banda de rechazo con respecto a la de la banda de paso. Como la mayor atenuacion,
usando la técnica de enventanado, se logra con la |W(w)| de menor amplitud en los 16bulos
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secundarios, parece logico suponer que los mejores interpoladores tienen que ser disenados
con las ventanas que cuentan con el parametro de forma F'. Los resultados que se presentan
en apartados posteriores obtenidos con distintas ventanas corroboran esta suposicion.

5.2.3. Calculo de los coeficientes de la estructura

Para realizar la optimizacién que requiere el disenio del interpolador es necesario cal-
cular la SD Ry, a partir de alguna de las expresiones descritas en 4-A. Dicho cédlculo puede
realizarse a partir de la respuesta impulsiva h(t) mediante la ecuacion 4-A.10, o a partir de
los coeficientes de la estructura, usando las expresiones 4-A.24, 4-A.16 0 4-A.31. La prime-
ra opcién es la que evidentemente plantea mayor complejidad, ya que requiere el calculo
de la respuesta en frecuencia del filtro continuo original. Ademas no tiene utilidad directa,
ya que, sea cual sea la estructura empleada, en la practica la funcién h(t) se aproxima
mediante uno u otro método. Si se usa directamente la h(t) para el célculo de la SD Ry, el
error de esta aproximacién no se habra considerado en el proceso de optimizacion. Para
poder hacerlo es necesario que durante la optimizacion se calculen los coeficientes de la
estructura y se usen para el calculo de la SDRy,

A continuacién se expone un método general para el célculo de los coeficientes para
cualquiera de las estructuras. El desarrollo de este método se ha basado en las expresiones
usadas para la estructura hibrida, descritas en el apartado 3.4.4. Como el resto de las
estructuras pueden considerarse casos particulares de ésta, el método es extensible a todas
ellas.

Posteriormente se expondra el método para la cuantificaciéon de los coeficientes de la
estructura, que permitird disenar interpoladores con coeficientes de precision reducida.

Ajuste polinémico

Segiin el teorema de Taylor, en general son necesarios polinomios de orden infinito para

lograr un ajuste perfecto a cada segmento de duraciéon % de la respuesta continua h(t).

Como cn la prictica cl orden del polinomio csta limitado por su coste computacional,
la dnica posibilidad que resta es aproximar lo mas posible cada polinomio F};, que es

uno de los P polinomios que permite calcular el coeficiente del interpolador h,[k|, a cada

segmento de duraciéon % de la respuesta continua h(t), de modo que
o
hulk] = Fia(p) = Z akmip"™ & h((k + p)Th /L) (5.4)
m=0

2

Resulta muy complicado establecer un criterio 6ptimo para realizar este ajuste, dado

donde p se encuentra en el intervalo [%,

que la relacion entre el error cometido en la aproximacion y la pérdida de prestaciones
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del interpolador es muy compleja. Definiendo el error de la aproximacién como
e(t) = e((k +p)Tar/L) = Fya(p) — h((k + p)Tar/L) (5.5)

para 0 < t < (M — 1)T);/L, parece 16gico pensar que la pérdida de prestaciones del
interpolador no dependen tinicamente de la magnitud media de dicho error, también
dependen de su variacion con pu, ya esta variacion condiciona a su vez el error en la
respuesta en frecuencia obtenida frente a la respuesta en frecuencia pretendida H(w).
Como se ha considerado demasiado complejo tratar de desarrollar un método que minimice
el impacto de dicho error se ha optado por realizar un ajuste que minimice el error
cuadratico medio, que al menos reduce su magnitud media lo mas posible.

Para llevar cabo este método es necesario tomar muestras de la respuesta al impulso
continua h(t) que sirvan de referencia para realizar el ajuste. Para calcular los coeficientes
ak.m, del polinomio Fy;(u) se definen una serie de instantes ¢y, de la forma

)

Si se desea que los polinomios presenten simetria los instantes deberan ser

donde p,, toma valores en el intervalo [}%,

thgn = (k+p, +1/2)Tw/L (5.7)

donde 1/, toma valores en el intervalo [§ — 1/2, L —1/2)
A partir de estos instantes t;;, y los valores de la respuesta al impulso continua
h(tk.n) correspondientes es posible plantear el sistema de ecuaciones lineales

o

Wtiin) = Y Grmiftsy (5.8)

m=0

donde los coeficientes ay,,,,; son las incoégnitas a calcular.

El nimero de instantes 5, de cada polinomio Fi(x) debe ser mayor que el orden del
polinomio O, de modo que el sistema tenga al menos tantas ecuaciones como incognitas.
La matriz que define este sistema de ecuaciones es de Vandermonde, por lo que a priori se
conocen algunas de sus caracteristicas. En primer lugar, se sabe que en el caso de tomar
un ntmero de ecuaciones igual a O +1 el sistema sera determinado y tiene solucién tinica,
denominada polinomio interpolador de Lagrange [Burd85]. En el caso de que sea mayor
el sistema puede estar sobredeterminado y no tener solucion, por lo que en general sélo
se puede obtener una soluciéon de error cuadratico medio minimo.

Con este método quedan abiertas muchas posibilidades en cuanto al nimero y la
posicion de estos instantes ?j;,. Por simplicidad, ante la ausencia de un criterio mas
justificado, se han tomado instantes ¢ ,, con valores de p,, equidistribuidos en el intervalo
[0,1) o [-1/2,1/2), segiin corresponda.
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El nimero de estos instantes ¢y, se define como (O + 1)K, donde la constante K es
un factor que incrementa el niimero minimo de muestras O + 1 necesarias para realizar el
ajuste de la respuesta al impulso h(t). A priori este pardmetro K podria considerarse de
influencia en las prestaciones del interpolador porque, a mayor ntimero de instantes usados,
més proxima a la curva original seré la referencia del sistema de ajuste. No obstante, como
la relacion entre el error en el ajuste y las prestaciones del interpolador no son tan directas,
no es posible concluirlo. En los resultados que se expondran en apartados posteriores se
pone de manifiesto que, si bien al aumentar este niimero los resultados mejoran, dicha
mejora no es demasiado relevante.

Cuantificacion de los coeficientes de la estructura

El nico método sencillo para acotar el niimero de bits de precision de los coeficientes
de la estructura se basa en cuantificar con el ntimero de bits deseado los valores obtenidos
en el proceso de ajuste polinémico, ante la dificultad que supone imponer esta limitacion
a los coeficientes en el proceso de ajuste.

El procedimiento para cuantificarlos con un niimero de bits n es sencillo. En primer
lugar se dividen todas los coeficientes por aquel que tenga mayor valor absoluto, normali-
zandolos de modo que todas queden en el intervalo [—1, 1]. Después se multiplica por un
valor C' que ha de ser menor o igual que el entero maximo representable mediante n-bits,
es decir, menor o igual que 2"~! — 1. Por tltimo, los valores obtenidos se redondean al
entero mas proximo, con lo qiie todas los coeficientes tienen valores enteros menores qiie
27=1 — 1y, por tanto, son representables con n-bits de precision.

El hecho de que las prestaciones del interpolador se vean mas o menos reducidas
por la cuantificacion de los coeficientes depende, fundamentalmente, de si las relaciones
entre distintos coeficientes se pueden aproximar bien mediante valores racionales sencillos.
Si esto ocurre, y se multiplica por la constante C' adecuada, el error que se comete al
redondear es pequeno y, por tanto, reducida la pérdida de prestaciones del interpolador.

De todos modos hay que distinguir entre dos casos muy distintos, segiin si la estructura
elegida es de coeficientes almacenados o es de coeficientes computados o hibrida.

En el caso de estructuras de coeficientes almacenados, cuantificar los coeficientes de
la estructura equivale a cuantificar las muestras de las distintas respuestas impulsivas del
interpolador h[l,n]. Si al elevar el ntimero de respuestas se mejoran las prestaciones del
interpolador por tener una aproximacion més ajustada a la respuesta al impulso original
h(t), el hecho de cuantificar con pocos bits equivale a reducir el ntimero de respuestas
distintas. Esto se debe a que después de cuantificar pueden repetirse muchas de dichas
respuestas si sus valores originales, aunque distintos, pertenecen al mismo intervalo de
cuantificacion. Por ese motivo no es logico reducir demasiado el niimero de bits de cuanti-
ficacion para estas estructuras, porque diezmaria drasticamente el niimero de respuestas
distintas, y por tanto las prestaciones del interpolador. De todas formas, las realizacio-
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nes eficientes de estas estructuras tampoco lo requieren. Para aprovechar mejor el hecho
de que uno de los operandos tenga un niimero de bits muy reducido es necesario usar
distintas unidades multiplicadoras para realizar el producto por cada coeficientes, y en
las realizaciones eficientes de estas estructuras se reutilizan las unidades multiplicadoras
porque el niimero de coeficientes es muy elevado.

Por otro lado, las prestaciones de los interpoladores cuyos coeficientes cuentan con un
niimero no muy elevado de bits de precision (de 8 a 10 bits) son muy proximas a las que se
alcanzan sin aplicar la cuantificacién, por lo que es posible reducir la precisién necesaria
en la aritmética de la estructura.

En el caso de estructuras de coeficientes computados y estructura hibrida, la cuantifi-
cacion de los coeficientes no se traduce directamente en una cuantificaciéon de la respuesta
impulsiva del interpolador. Ademés, como el niimero de coeficientes que requieren estas
estructuras para obtener buenas prestaciones es considerablemente menor que en el caso
de estructuras de coeficientes almacenados, es mas facil encontrar combinaciones que ten-
gan relaciones muy proximas a ntimeros racionales sencillos. Este hecho permite que la
cuantificacién con un nimero de bits reducido no afecte demasiado sus prestaciones. Hay
que tener en cuenta que son precisamente estas estructuras las que pueden aprovechar
mejor este niimero de bits de precision reducido, ya que su realizacion eficiente si permite
usar unidades multiplicadoras distintas para cada producto por constante.

5.2.4. Optimizaciéon de los parametros de diseno

En el método de disenio propuesto en los apartados previos, la respuesta al impulso
h(t) se sintetiza usando la técnica de enventanado a partir de uno o dos parametros (la
frecuencia de corte w, y, si la ventana elegida lo posee, un pardmetro de forma F). Usando
dicha respuesta se calculan los coeficientes de la estructura del interpolador siguiendo el
procedimiento expuesto en el apartado 5.2.3. A su vez, con estos coeficientes se obtiene
la SDR) usando las expresiones propuestas en el apéndice 4-A.

La optimizacién de los pardmetros w. y F' se realizard de acuerdo al criterio indicado
en el apartado 5.2.1,

méx{mkin{SDRk (we, F)}} (5.9)

we,F

En la figura 5.3 se representa un ejemplo de como ming{SDRy} depende de w, y F'
para el caso de usar la ventana de Kaiser. En esta figura se observa que la regiéon en la
que la min SD Ry, llega a sus maximas cotas abarca un amplio rango de valores de w.. Hay
que destacar que a medida que los valores de F' en esta regiéon aumentan disminuyen los
de w.. Este comportamiento se repite para cualquiera de las ventanas usadas que poseen
el pardametro de forma F, aunque cambie su rango de variacién, y tiene una explicacion
sencilla que se expone en la figura 5.4 y se detalla a continunacion.

En primer lugar hay que recordar que la SDR del interpolador puede calcularse me-
diante la respuesta en frecuencia del filtro continuo H(w). La diferencia en dB entre la
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Fig. 5.3: Representacion del min{SDRy} en dB en funcién de la frecuencia de corte w, normalizada y el
parametro de forma de la ventana F', de un interpolador disefiado mediante ventana de Kaiser: a) curvas
de nivel, b) superficie 3-D

atenuacion de la banda de paso y la atenuaciéon en la banda de rechazo puede considerarse
una primera aproximacion de la SDR, tal y como se aprecia en la figura 4.4. También hay
tener en cuenta la relaciéon entre el parametro de forma de la ventana F' y las anchuras de
las bandas de transicion y rechazo, mostrada en la figura 5.2. Si se incrementa el valor de
F' aumenta la atenuaciéon en la banda de rechazo y se ensancha la banda de transicion.
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Si w, tiene un valor préximo a wyy, la banda de transicién debe ser estrecha para que la
banda de rechazo tenga mayor atenuacion, por lo que el valor de F' debe ser relativamente
mas pequeno. Sin embargo, si w, tiene un valor préximo a cero, la banda de transicién
puede ser més ancha, lo que significa un valor de F' mayor, lo que aumenta también la
atenuacion en la banda de rechazo. Sin embargo, este aumento de la atenuacién no tiene
porque incrementar la SDR porque a menudo también se produce un aumento de la
atenuacion en la banda de paso, como se aprecia en la figura 5.4.

Otra caracteristica importante de las funciones ming{SDR(w,, F')} es que la region
en la que alcanza los valores maximos es una regién mas o menos plana o con muy poca
pendiente, y suele contar con varios méaximos locales. En el ejemplo de la figura 5.3 se
aprecia una amplia region que supera los 40dB de ming{SDRy}, y dentro de esta region
dos méaximos, uno para valores de w, préoximos a wy;/2 y otro para valores muy proximos
a cero. Estas caracteristicas complican en gran medida la biisqueda del maximo absoluto
mediante algoritmos iterativos de optimizacion.

Por estos motivos, para encontrar los valores 6ptimos de w. y F' es conveniente hacer
una bisqueda exhaustiva, estableciendo una rejilla sobre el plano formado por w. y F.
Antes es necesario acotar el rango de valores en el que es razonable encontrar la solucion.
La frecuencia de corte puede acotarse en el rango entre cero y wy, independientemente
de la ventana utilizada. El rango de F' sin embargo se ha establecido de forma empirica,
basandose en la representacion de la superficie de min{SDRy}, y es distinto segiin la
ventana utilizada.

En el caso de que los coeficientes de la estructura sean cuantificados para reducir el
niimero de bits de representacion, la superficie que determina la ming{SDRy} tiene una
forma mas compleja con multitud de discontinuidades, como se aprecia en la figura 5.5.
En estos casos es necesario usar una rejilla de valores atin mas tupida, ya que la mejor
solucion puede ser dificil de encontrar en estas circunstancias.

Gracias a los valores calculados de ming{SDRy}, en la rejilla se determina la posicion
aproximada de los maximos locales. A partir de ellos y usando un algoritmo de optimiza-
cion iterativo se precisa la posicion de cada méaximo, para terminar escogiendo el mejor
de todos los candidatos. En concreto, el algoritmo iterativo usado se basa en el método
simplex de Nelder-Mead [Lag98|. Este procedimiento no asegura la localizacion del maxi-
mo absoluto, pero desde el punto de vista préctico permite encontrar un buen resultado
si la rejilla es suficientemente tupida.

Por tltimo, se puede mejorar atin mas la soluciéon obtenida mediante un nuevo algo-
ritmo de optimizacién que no restringe las posibles soluciones al no usar la técnica de
enventanado para su diseno. Los coeficientes de la estructura obtenidas mediante el pro-
ceso descrito hasta ahora se introducen en un algoritmo iterativo de optimizaciéon. Este
permite buscar directamente los valores de dichos coeficientes que proporcionan el valor
méximo de min SDRy. El método numérico utilizado es el mismo que el usado para la
localizacion de los valores 6ptimos de w, y F'. Este algoritmo es inviable por si s6lo, ya que
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Fig. 5.4: Respuesta en frecuencia del filtro continuo original H(w) para: (a) valor de w. préximo a wys
y F bajo, y (b) valor de w/, proximo a cero y F' alto

necesita partir de una solucién suficientemente buena, por la cantidad de maximos locales
y la complejidad de la funcién a evaluar. Realmente sélo supone un refinamiento de la
solucién obtenida usando la técnica de enventanado y, como es logico, tampoco asegura

la localizacién de un méximo absoluto, pero en ocasiones supone un incremento de varios
dB en la ming{SDRy}.

5.3. Evaluacion de los resultados del diseno

Gracias a la técnica de diseno expuesta en el apartado anterior es posible obtener
distintos disenos de interpoladores variando multitud de parametros. En este apartado se
analizara como dependen las prestaciones del interpolador de una serie de parametros, ya
sean propios del proceso de disefio o que caracterizan al interpolador.

Se comenzaréd por estudiar la dependencia de las prestaciones con respecto a los pa-
rametros del método de diseno: el tipo de ventana para el diseno de la respuesta del
filtro continuo original h(t) y el niimero de muestras de dicha respuesta para ajustar el
polinomio.

A continuacion se realizard un anélisis de como varian las prestaciones segtn los va-
lores elegidos de los pardmetros basicos que lo caracterizan: el niimero de coeficientes del
interpolador M, el ntimero de polinomios por coeficiente P, el orden de los polinomios
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Fig. 5.5: Representacion del min{SDRy} en dB en funcién de la frecuencia de corte w, normalizada y
el pardmetro de forma de la ventana F', de un interpolador disenado mediante ventana de Kaiser con

coeficientes cuantificados con: a) 5 bits , b) 6 bits
O. Asi mismo se mostrard una relaciéon sencilla que permite escoger de forma 6ptima
cualquiera de los tres parametros a partir de los dos restantes.
Finalmente se estimari el impacto que tiene el hecho de imponer a los coeficientes un

ntimero reducido de bits de precision, tanto para la estructura de coeficientes almacenados

como para la de coeficientes computados o hibrida.
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5.3.1. Evaluacion con distintas ventanas

La técnica de sintesis de la respuesta al impulso del filtro continuo h(t) mediante
enventanado de la respuesta al impulso del filtro ideal permite el uso de distintas ventanas.
Como ya se expuso en el apartado 5.2.2; por las caracteristicas de la transformada de
Fourier de dichas ventanas, cabe pensar que unas permitiran obtener mejores resultados
que otras. En concreto, aquellas que poseen un parametro de forma [ deben resultar
mejores.

Para poder comparar convenientemente los disenios que se obtienen con una ventana u
otra es necesario buscar los parametros adecuados, de modo que se pueda aislar la depen-
dencia de las prestaciones con la ventana, evitando que influyan parametros adicionales.
En ocasiones los resultados que se obtienen con distintas ventanas son muy similares ya
que son otros factores los que limitan sus prestaciones, como el ajuste polinémico que se
hace de la respuesta al impulso del filtro continuo h(t).

Para evitar este problema se han escogido interpoladores disenados para una estructura
de coeficientes almacenados. El hecho de tener que tomar un nimero finito de conjuntos
de coeficientes del interpolador, o lo que es lo mismo, un conjunto finito de retardos
a compensar, provoca cierta pérdida en sus prestaciones, como se pone de manifiesto
en la ecuacion 4-A.2. Sin embargo, si se incrementa dicho niimero P se observa que la
min{SDRy} tiende a un limite impuesto por el diseno de la respuesta continua original
h(t). Por tanto, a medida que crece el valor de P se aprecia mas claramente las prestaciones
que es posible obtener con una ventana u otra.

En la figura 5.6 se representa la min{SDR;} de distintos interpoladores disefiados
para la estructura de coeficientes almacenados, con M = 3 (figura 5.6(a)) y M = 4 (figura
5.6(b)), vy P variable entre 16 y 1024. Se aprecia que a medida que P crece la ming{SD Ry}
también lo hace, independientemente del tipo de ventana usada. Sin embargo, a partir de
un numero de respuestas la min{SDRy} tiene una asintota, debido a la limitacién que
impone la respuesta continua original h(t) de la que se obtienen. Lo que queda patente es
que con distintas ventanas los resultados cambian notablemente. Mientras que las ventanas
que no poseen parametro de forma F' no alcanzan los 40dB en caso de M = 3 y los 60dB
para M = 4, las ventanas de Chebyshev o Kaiser, que si lo poseen, superan ampliamente
estas cotas, especialmente en el caso de esta tltima ventana, aproximéandose a los 50dB
para M = 3 y superando claramente los 60dB para M = 4.

Ademas, se aprecia que la diferencia entre unas ventanas y otras se incrementa al
aumentar el nimero de coeficientes. Este fenémeno se puede explicar mediante el analisis
de la respuesta en frecuencia del filtro continuo original H(w). Si el ntimero de coeficientes
del interpolador M es reducido, la longitud de la ventana w(t) es pequena con respecto
al periodo de muestreo y, por tanto, el l6bulo principal de la transformada de Fourier
W (w) tiene un ancho relativo a la fj; elevado. En ese caso no es posible aumentar mucho
el pardmetro de forma F' para obtener una atenuacién mayor por el incremento de la
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Fig. 5.6: Representacion del min{SDR},} de distintos interpoladores en funcién del ntimero de posibles
respuestas P, la ventana usada para su disefio - Hanning (Hn), Hamming (Hm), Blackman (Bk), Bartlett
(Br), Chebyshev (Ch), Kaiser (Ka) - y el nimero de coeficientes: (a) M=3y (b) M=4

anchura del lébulo principal que supone. Dicho incremento aumentaria la anchura de la
banda de transicién, lo que haria initil el aumento de la atenuacién en la banda de rechazo.
A medida que el ntimero de coeficientes crece, el ancho relativo del l6bulo principal de



MENU SALIR

116

W(w) es menor y por tanto es posible incrementar mas el parametro de forma F para
lograr mejores resultados. Como esto no es posible con ventanas sin pardmetro de forma
F, la diferencia entre dichas ventanas y las que si lo poseen se acrecienta a medida que
aumenta el nimero de coeficientes.

En la figura 5.7 se representa la respuesta en frecuencia del filtro continuo H(w) y la
suma de las réplicas solapadas, de dos interpoladores disenados con ventana de Kaiser y
coeficientes M = 3 (figura 5.7(a)) y M =4 (figura 5.7(b)). Como al aumentar el nimero
de coeficientes el ancho relativo del 16bulo principal de W (w) se reduce, en las figuras se
observa que, es posible aumentar la atenuacién en la banda de rechazo aumentando el
valor del parametro de forma J.

De todo lo expuesto en este apartado se concluye que los diserios con las ventanas
que poseen parametro de forma F', tal y como se esperaba, obtienen mejores resultados,
especialmente usando la ventana de Kaiser. Por este motivo en adelante sblo se usara
dicha ventana para evaluar el resto de pardmetros.

5.3.2. Ewvaluaciéon con distintos ajustes polinémicos

Para disenar interpoladores para estructuras de coeficientes computados siguiendo el
procedimiento propuesto, uno de los parametros necesarios es el niimero de muestras de
la respuesta al impulso del filtro continuo h(t) para realizar el ajuste polinémico. Como se
comento en el apartado 5.2.3, el nimero minimo indispensable para ajustar cada polinomio
de orden O es O+ 1 muestras, aunque este niimero puede incrementarse para que el ajuste
sea mas preciso. En general, el nimero de muestras usadas ha sido (O + 1)K, donde la
constante K representa un factor de sobremuestreo de la respuesta al impulso h(t) para
realizar el ajuste.

En la figura 5.8 se representa la ming{SDR}} de dos interpoladores disenados con
distintos valores del factor de sobremuestreo K. Se observa que al aumentar K mejoran
ligeramente las prestaciones del interpolador, pero a partir del valor K = 8 las mejoras
son casi imperceptibles.

De todas formas estos resultados se han obtenido sin realizar la segunda fase del
proceso de optimizacién, que refina los coeficientes de la estructura sin usar la técnica de
enventanado. Si a los coeficientes obtenidas se les aplica este otro proceso la diferencia
de los resultados dependiendo del valor de K es aiin menor de la mostrada en la figura
anterior, por lo que este parametro no ha resultado de especial relevancia en el diseno
de los interpoladores. A pesar de todo, para el cilculo de sucesivos interpoladores se ha
optado por usar valores elevados de K, entre 16 y 32, para asegurar los mejores resultados
posibles.
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Fig. 5.7: Respuesta en frecuencia del filtro continuo original H (w) (linea continua) y de la primera réplica
(linea discontinua), asi como de la suma de las réplicas solapadas (linea punteada) de un interpolador
disenado para una estructura de coeficientes almacenados (P=1024) con ventana de Kaiser y: (a) M =3,

B=5.87 7 we/wy=0.27 ; (b) M=4, 3=8.40 y we/wy=0.17

5.3.3. Evaluacién con distintos ntimeros de coeficientes, polino-

mios y 6rdenes

Los parametros evaluados hasta ahora sélo influyen en las prestaciones del interpola-
dor, por lo que para su elecciéon basta con el criterio descrito en el apartado 5.2.4. Sin
embargo, el ntimero de coeficientes M, el nimero de polinomios por coeficiente P y el
orden de dichos polinomios O condicionan completamente su complejidad, por lo que en
st eleccion confliuyen més factores a tener en cuenta, como las limitaciones hardware de
la plataforma disponible. Por este motivo, el estudio que se ha realizado sobre estos pa-
rdmetros se ha dirigido, no a buscar sus valores 6éptimos, sino a encontrar las relaciones
que existen entre ellos y las prestaciones del interpolador, lo que facilita que el disenio
contemple tanto las prestaciones como el coste computacional.

Para tratar de obtener las relaciones 6ptimas entre unos parametros y otros se ha reali-
zado el diseno de un amplio conjunto de interpoladores. De este modo se puede representar
mediante una serie de curvas cémo evolucionan las prestaciones del interpolador al variar
cualquiera de estos pardmetros, manteniendo los demés constantes. Para todas estas cur-
vas se observa un comportamiento asintético a medida que crece la variable observada.
Con el fin de establecer las relaciones éptimas entre los distintos parametros interesa de-
terminar aquellos valores de la variable observada a partir del cual el incremento de las
prestaciones es tan pequeno que no compensa el aumento del coste computacional que

supone.
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Fig. 5.8: Representacion del ming{SDRy} en dB en funcién del factor de sobremuestreo K de la res-
puesta continua original para realizar el ajuste polinémico de un interpolador disenado para estructura
de coeficientes computados con M=3y O=1,2y 3

Por otro lado, seria conveniente calcular los limites tedricos de las prestaciones del
interpolador para distintos valores de estos parametros, porque permitiria comprobar si
coinciden con las asintotas observadas en los interpoladores disenados. De ser asi, aunque
no se puede afirmar que el método de diseno es 6ptimo, se puede constatar que no queda
muy lejos. Tanto la estrategia utilizada, como los desarrollos matematicos necesarios para
obtener estos limites para algunos tipos de interpoladores se describen en el apéndice
5-A. En este estudio se ha buscado la max{SDRy} que para un determinando orden O y

ntimero de polinomios P se puede obtener independientemente del ntimero de coeficientes
M.

Al establecer las relaciones entre los distintos pardmetros, conviene separar dos casos
distintos en este andlisis, seglin sea la estructura a utilizar: por un lado la estructura de
coeficientes almacenados, y por otro las estructuras de coeficientes computados e hibrida.
Realmente esta clasificacion también puede expresarse en funciéon del pardmetro del orden
de los polinomios de cada coeficiente del interpolador O, que en el primer caso es O = 0
y en el segundo es O # 0. En el primer caso (O = 0) s6lo es posible modificar el niimero
de coeficientes M y el ntimero de posibles respuestas del interpolador P, y en el segundo
se puede modificar también el orden O.

En la figura 5.9 se representa la min{SDR}} de interpoladores correspondientes al
primer caso, disenados con distintos valores de Py M. Se puede apreciar que para cual-
quier valor de M la min{SDRy} se incrementa aproximadamente en 6dB por cada vez
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Fig. 5.9: Representacion del min{SDR;} en dB en funcién del nimero de posibles respuestas del inter-
polador P y del nimero de coeficientes M=2, 3, 4 y 5, asf como el limite tedrico (Lim) que queda en gran
parte oculto por las demés curvas

que se duplica el valor de P, ajustandose al limite teérico, cuyo céalculo se expone en el
apartado del apéndice 5-A.1. Sin embargo, a partir de un determinado valor de P este
crecimiento se reduce, tendiendo a una asintota o valor limite, que representa la maxima
ming{SDRy} que se pueden obtener con un interpolador de este tipo con M coeficientes.

Este comportamicnto ticne una sencilla explicacién. La expresion del limite maximo
de la SD Ry, para este tipo de interpoladores obtenida en 5-A.1 es

1

max{SDRy} =
1— ‘sinc(

(5.10)

L7]r\?P)|2

A partir de la expresion 5.10 se puede extraer el ming{max{SDR}}} de un interpola-
dor con un ntimero de respuestas P, representada en la figura 5.9. Como se trata de una
funcién que decrece al incrementar el valor de k, su valor minimo coincidira con la tltima
portadora k = N/2, por lo que la ming{maz{SDRy}} es

1

rnkl’n{max{SDRk}} = (5.11)

1— ‘sinc (#)f

En la figura 5.10 se representan las SDRy de una serie de interpoladores con un
nimero de respuestas distintas P = 64 y niimero de coeficientes M=2, 3 y 4. Ademés,
se ha representado el limite teérico expuesto en la expresion 5.10. Se aprecia claramente
que a medida que aumenta el ntimero de coeficientes del interpolador la SDRy se va
aproximando progresivamente al limite teérico, ya que el error predominante es el debido
al ntmero finito de posibles respuestas. De hecho no se ha representado la SDRy de
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Fig. 5.10: Representaciéon del SDRy en dB en para interpoladores de coeficientes almacenados, con
P=64y M =2, 3y 4, as{ como su limite teérico (Lim)

interpoladores con un nimero de coeficientes mayor porque casi no pueden distinguirse
del limite teorico.

El otro grupo de interpoladores a analizar es el de los disenados para estructura de
coeficientes computados y estructura hibrida (O # 0). En este caso los parametros a
diseniar son el ntimero de coeficientes M, el ntimero de polinomios por coeficiente P y el
orden de los polinomios O.

Los resultados més significativos del diseno de este tipo de interpoladores se represen-
tan en la figura 5.11. En ella pueden observarse las min{SDR}.} de distintos interpoladores
con un nimero de coeficientes M=2, 3, 4, 5 y 6, niimero de polinomios P=1y 2 y 6rde-
nes de polinomios O=1, 2 y 3. Como era de esperar, a medida que aumentan el ntimero
de coeficientes, polinomios y érdenes, aumenta la ming{SDRy}. Sin embargo, para una
determinada combinaciéon de ntimero de polinomios P y orden de los polinomios O se
observa la existencia de un ntimero de coeficientes M,,,, a partir del cual las prestaciones
del interpolador no mejoran, ya que su limitaciéon principal es la imperfeccion del ajuste
polinémico que se realiza. Analizando los resultados se observa una curiosa relacién entre
el valor de este ntimero de coeficientes M,,,, y el nimero de polinomios y 6rdenes

Miaz = |O + logs(P) + 1] (5.12)

Esta relacion obtenida de forma heuristica sélo tiene validez para valores de P peque-
nos. A medida que este valor aumenta el valor de M,,,, se desplaza ligeramente, lo que
hace pensar que la relacién puede expresarse de forma mas general como

Mmaac = |_O + RllOQQ(P) + RQJ (513)
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Fig. 5.11: Representacion del min{SDRy} en dB en funcién del numero de coeficientes M, del niumero
de polinomios P y del orden O de los polinomios del interpolador

donde Ry y Rs son dos constantes a determinar. De todas formas, para lograr una reali-
zacion de este tipo de interpoladores con un coste computacional razonable no es logico
incrementar demasiado el niimero de polinomios P, por lo que no tiene demasiado interés
determinar con precision estas constantes, es decir, que la expresiéon 5.12 es suficiente
para que el diseniador conozca el limite del ntimero de coeficientes del interpolador para
los casos de interés préctico.

Desafortunadamente, a diferencia de los interpoladores para estructura de coeficientes
almacenados, no se ha obtenido una expresiéon general del limite teérico de la SDRy
independiente del ntimero de coeficientes M, para un interpolador de P polinomios de
orden O. En el apéndice 5-A.2 se ha realizado un extenso desarrollo para obtener mediante
métodos numéricos dicho limite en el caso particular de que el interpolador tenga una
respuesta simétrica, el niimero de polinomios sea P = 1 y el orden O = 1. En la figura
5.12 se muestra el resultado tedrico obtenido y cémo se aproximan a él los disefios con un
creciente ntiimero de coeficientes, lo que en cierta medida confirma la bondad de resultados
alcanzados mediante el proceso de diseno planteado.

5.3.4. Evaluacién con coeficientes de precisiéon reducida

Reducir la precisiéon de los coeficientes de la estructura puede suponer un ahorro en
cuanto al hardware necesario para su realizaciéon, al poder usar unidades multiplicadoras
mas simples. Por este motivo interesa estudiar las prestaciones de los interpoladores que se
obtienen imponiendo una precisiéon limitada a sus coeficientes. De nuevo se van a analizar
por separado los resultados segiin la estructura con la que se realice el interpolador.
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Fig. 5.12: Representacion de la SD Ry, de interpoladores con O=1, P=1y M=2, 4 y &, asi como el limite
tedrico (Lim)

En el apartado 5.2.3 se expuso que el perjuicio en las prestaciones del interpolador por
la cuantificacion de los coeficientes de una estructura de coeficientes almacenados es méas
severo que para otras estructuras. En la figura 5.13 se representa la min{SDRy} de un
interpolador de M = 4 y P = 256 en funcién de la constante de normalizaciéon C' usada
para la cuantificacion. Se aprecia que un ntimero de bits reducido (C' pequeno) provoca
que la min{SDR}} caiga notablemente con respecto a los mejores resultados, obtenidos
sin limite de precision en los coeficientes. Sin embargo, a partir de 10-bits de cuantificacién
(C proximo a 512) los resultados son ya muy proximos a los obtenidos sin cuantificacion.

La estructura de coeficientes computados y la hibrida, sin embargo, permiten alcanzar
altas prestaciones con una precisiéon muy reducida de los coeficientes. El problema radica
en encontrar el valor de la constante de normalizaciéon C' lo logre. Con este objetivo se
puede repetir el proceso de disefio del interpolador para un conjunto de valores de C
que permitan simplificar su realizacion hardware. Una vez encontrados los valores de los
coeficientes para cada valor de C' se trata de buscar el interpolador que conjugue altas
prestaciones con la precisién mas reducida posible.

En la figura 5.14 se representa la ming{SDRy} que se obtienen al disenar un inter-
polador con M=4, P=1, O=3 y distintos coeficientes de normalizacion C. Se observa
que a medida que C crece, en términos generales, la min{SDRy} también crece, con una
pendiente mucho mayor que en el caso del interpolador de coeficientes computados de la
figura 5.13, aunque de forma mucho mas irregular. Con constantes de valor en torno a
64 son suficientes para alcanzar practicamente las mismas prestaciones que sin cuantifica-
cion. Los casos més interesantes son aquellos en los que con un valor de C' relativamente
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Fig. 5.13: Representacion del min{SDRy} en dB del disefio de un interpolador de M=4 y P=256 en
funcién de la constante C' de normalizacién para la cuantificacion de los coeficientes de la estructura
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Fig. 5.14: Representacion del min{SDRy} en dB de un interpolador con M=4, O=3 y P=1 en funcién
de la constante C' de normalizacién para la cuantificacion de los coeficientes de la estructura

bajo la min{SDR}.} sobresalga especialmente sobre las que le rodean, al conjugar buenas
prestaciones con un coste computacional mas reducido.
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5.4. Simulacién

Una vez desarrollado el método de diseno de interpoladores y obtenidos los resultados
correspondientes se han contrastado mediante simulaciones con un doble objetivo: com-
probar que las prestaciones de los interpoladores coinciden con las estimadas y validar las
aproximaciones realizadas en el modelo de analisis teérico.

Simular el funcionamiento de un sistema de correccién de sincronismo basado en un
interpolador requiere incluir la asincronia entre el transmisor y el receptor. Por este moti-
vo, una vez generados los simbolos DMT transmitidos con un factor de sobremuestreo L
y después de atravesar el canal discreto equivalente, se introduce un error en la frecuen-
cia de muestreo AQ[n] mediante un convertidor de la frecuencia de muestreo, como se
muestra en la figura 5.15 que representa un detalle del diagrama de bloques del sistema
de simulacién. En el receptor esta asincronia se compensa mediante otro convertidor de la
frecuencia de muestreo, que corrige un error de frecuencia m[n] y que puede expresarse
en funcion del error de frecuencia introducido AQ[n] usando la expresion 3.1 como

— —AQ[n|

A0 = T Rgn = —A00) (5.14)

Para realizar ambos bloques de conversion de la frecuencia de muestreo se han usado
interpoladores disenados mediante el procedimiento propuesto. Para evitar que el in-
terpolador utilizado para simular la falta de sincronismo interfiera en la medida de las
prestaciones del interpolador usado para corregirla, el primero ha sido disenado con unas
prestaciones muy superiores con respecto al segundo. De este modo, el término de distor-
sion que introduce el primer interpolador en los simbolos QAM sera despreciable frente
al que introduce el segundo.

En la figuras 5.16 y 5.17 se compara la SDR; obtenida mediante simulaciéon y la
calculada analiticamente usando las expresiones que obtenidas en los apartados 4-A.2 y 4-
A.3. En la primera figura, usando interpoladores de estructura de coeficientes almacenados
con M=4y P =16, 128 y 1024, y en la segunda con estructura de coeficientes computados
con M =4y O =1, 2y 3. El error de frecuencia simulado es de 50ppm y 100ppm y el
receptor DMT usa un factor de sobremuestreo L=2 y N/2=256 portadoras. El error
con respecto a los calculos analiticos es debido al término residual de interferencia entre
portadoras o ICI que la variacion de la respuesta del interpolador a lo largo del simbolo
DMT introduce, término que se desprecia en los dichos célculos. De todos modos se aprecia
que los resultados de la simulacién son muy parecidos a los obtenidos analiticamente, y
mas atn cuanto menor es el error de frecuencia. Este se debe a que a menor error de
frecuencia, menor variacion de la respuesta del interpolador a lo largo del simbolo DMT
y por tanto menor serd el término de ICT residual.

También se han realizado simulaciones con diversos canales de transmisiéon para com-
probar si la respuesta del canal influye de alglin modo en las prestaciones del interpolador.
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Fig. 5.15: Diagrama de bloques del sistema de simulacién de la correcciéon del sincronismo para trans-
mision DMT
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Fig. 5.16: Representacién de la SDRy de interpoladores de estructura de coeficientes almacenados
(M =4, P=16, 128 y 1024) calculada analiticamente (Calc) y mediante simulacion con distintos errores
de frecuencia de muestreo (50ppm y 100ppm)

En la mayoria de los canales probados no se aprecian cambios sensibles en la SDR,, pero en
algunos si se han detectado cambios relevantes. En el caso de que la atenuacion del canal
sea mucho mayor a unas frecuencias que a otras, las portadoras llegan al receptor con
potencias muy distintas y, por tanto, la interferencia de las portadoras con mas potencia
sobre las de menor potencia puede ser relativamente importante. En la figura 5.18 se re-
presentan tres ejemplos de canales en los que la atenuacién de las portadoras de més alta
frecuencia es mucho mayor que las de baja frecuencia. Se observa cémo, a medida que esta
atenuacion es mayor, disminuye la SDR en las portadoras de frecuencia mas alta, y més
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Fig. 5.17: Representacién de la SD Ry, de interpoladores de estructura de coeficientes computados (M =4,
P=1, O=1, 2 y 3) calculada analiticamente (Calc) y mediante simulacién con distintos errores de fre-
cuencia de muestreo (50ppm y 100ppm)

atin cuando el error de frecuencia es mayor, puesto que la interferencia entre portadoras
también lo es. De todos modos no se trata de una degradacién demasiado preocupante
puesto que es mas que previsible que unas portadoras tan atenuadas sean las que cuenten
con una SN R mas baja, por lo que la limitacién de la velocidad de transmision vendra
dada por dicha SN R, mas que por la interferencia entre portadoras.

5.5. Comparacién con otros sistemas de correcciéon

Para comprobar el interés que puede suscitar este nuevo método de diseno de interpo-
ladores usados para la correccion de la sincronizacion en sistemas DMT, hay que comparar
los resultados que se obtienen con los de otros sistemas de correccion.

Para realizar con rigor la comparacién habra que contemplar dos aspectos fundamen-
tales: las prestaciones del interpolador y el coste computacional.

En primer lugar se van a comparar los interpoladores disenados mediante el método
propuesto en este capitulo con interpoladores polinémicos clasicos de Lagrange y B-Spline.
Posteriormente se cotejaran con un sistema de correccién descrito en el capitulo 3, basado
en el sistema rotor.



MENU SALIR

DISENO DEL INTERPOLADOR 127
1
0 — Canal 1
O Ss === Canal 2
\'\_ \‘\ \ ==+ Canal 3
-10 \‘\‘\ \\ \\
2-30 I % e <3 \\\
-40 R
-60 e <]
-70
0 0.1 0.2 0.3 04 0.5
Frecuencia ( x (DM)
(a)
90 ....... CdlC
80 — 50ppm
70 A—% — 100ppm
% 50 \\\\
40 \\
30 \
20
10
0
64 128 192 256
Portadora
(b)

Fig. 5.18: Aniilisis del efecto del canal en la SDR}, que se obtiene con un interpolador disefiado con el
método propuesto y M =4, P=1, O=3: (a) representacion de la respuesta en frecuencia de los tres canales
usados en la simulacién la simulacion; (b) SDRy calculada analiticamente (Calc) y la que se ha obtenido
mediante simulacién con cada uno de los tres canales anteriores y un error de frecuencia de 50 y 100 ppm

5.5.1. Comparaciéon con interpoladores polinémicos clasicos

Entre los disenos de interpoladores que han sido propuestos para la correccion de la
frecuencia de muestreo cabe destacar dos ejemplos dentro de los interpoladores polinémi-
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Tabla 5.1: Coeficientes a%’m del interpolador ciibico de Lagrange

k|lm=3 m=2 m=1 m=0
1 8 -12 -2 3
2| 24 12 -54 -27
3
4

-24 12 o4 -27
-8 -12 2 3

Tabla 5.2: Coeficientes a;c,m del interpolador B-Spline cubico

k|l m=8 m=2 m=1 m=0
1 8 12 6 1
-24 -12 30 23
24 -12 -30 23
-8 12 -6 1

=W N

cos: los interpoladores de Lagrange y los interpoladores B-spline. Ambas son familias de
interpoladores cuyos coeficientes son calculados mediante polinomios, es decir, que usan
la estructura de coeficientes computados. Sin embargo, a diferencia de los interpolado-
res disenados con el método propuesto en esta tesis, el orden O y los coeficientes de los
polinomios estan definidos para cada valor de M, por lo que no cabe la posibilidad de
optimizar sus coeficientes.

Para realizar la comparacién entre estos interpoladores y los que se pueden disenar
mediante el método expuesto en esta tesis, se han escogido interpoladores ciibicos, que son
los més habituales en este tipo de aplicaciones [Gard93]. La comparacion se ha realizado
evaluando las prestaciones de interpoladores de uno y otro tipo de un coste computacional
similar. Ademads, hay que considerar que los coeficientes de la estructura de Farrow que
se obtienen para estos interpoladores polinémicos, que aparecen en las tablas 5.1 y 5.2,
se pueden expresar con un ntmero de bits reducido. Por este motivo la comparacién
se ha realizado con un disenio cuyos coeficientes se han cuantificado con un factor de
normalizaciéon que permita obtener valores representables en el mismo rango de ntimeros
enteros, como se observa en la tabla 5.3.

En la figura 5.19 se representa la SD Ry, calculada analiticamente y obtenida median-
te simulacion, de los tres interpoladores: el interpolador de Lagrange, el B-Spline y el
diseniado con el método propuesto. En ella se observa que las SD Ry, de los interpoladores
polinémicos calculada analiticamente, a partir de cierta portadora quedan por debajo de
las que se obtienen con el interpolador propuesto. Aunque a frecuencias més bajas las
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Tabla 5.3: Coeficientes ajc’m del interpolador de diseno optimizado con ventana de Kaiser, M=4, O=3

k|lm=3 m=2 m=1 m=0
1 7 14 9 2
2| -23 -14 -29 26
3
4

23 -14 29 26
-7 14 -9 2

100 [ R A CELIC
90k \\\B—Sphne 50ppm
80 \\ — 100ppm
70 Kaiser

W N \
60 —
TN
R 50 e
Lagrange \
30 s T
20
10
0
0 64 128 192 256
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Fig. 5.19: Representacion de la SDRy, para un canal plano calculada analiticamente (Calc) y mediante
simulacién con distintos errores de frecuencia de muestreo (50ppm y 100ppm) corregidos mediante tres
interpoladores de M=4 y O=3: un interpolador B-Spline cubico (B-Spline), un interpolador cibico de
Lagrange (Lagrange) y un interpolador disefiado con el método propuesto (Kaiser)

prestaciones del interpolador disenado con el método propuesto (designado como Kaiser)
sean mas modestas, el valor minimo de SD Ry, usado como criterio de disenio, se mantie-
ne muy por encima de los valores que presentan los interpoladores polinémicos B-Spline
y de Lagrange, en concreto una diferencia de 15dB y 26dB respectivamente. De hecho,
la SDRy, de la tltima cuarta parte de las portadoras es al menos 6dB y 20dB superior
respectivamente. Ademaés, las buenas prestaciones para portadoras mas bajas se ven mer-
madas por la aparicién del término de error asociado a la ICI, que es mas notorio en estas
portadoras.

Otra de las ventajas del método de diseno propuesto es que, a diferencia de los inter-
poladores clasicos cuyos coeficientes no requieren més precision, es posible incrementar el
rango de cuantificacion de los coeficientes (de 6 a 8 bits) y, a costa de cierto incremento
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Tabla 5.4: Coeficientes aj, ,,, del interpolador propuesto en [Poll00] para la correccién de la sincronizacién
usando sistema rotor, con M=5, O=1

k| m=1 m=0
1 -4 0
2 3 0
3 0 4
4 -3 0
5 4 0

Tabla 5.5: Coeficientes ajc’m del interpolador de diseno optimizado con ventana de Kaiser, M=5, O=3

Elm=3 m=2 m=1 m=0
1 4 6 4 1

21 -9 4 22 14
3 0 -21 0 30
4 9 4 -22 14
5| 4 6 -4 1

en el coste computacional, mejorar atin mas las prestaciones obtenidas (hasta 5 dB en el
caso analizado).

5.5.2. Comparacién con la solucién rotor

El otro sistema de correccion de la sincronizacion propuesto en [Poll99] es més dificil
de comparar en igualdad de condiciones con la solucién basada tinicamente en un inter-
polador, debido a las diferencias entre ambos sistemas, sobre todo teniendo en cuenta que
los autores de esta propuesta no han especificado con detalle el coste computacional que
supone el sistema rotor.

En las tablas 5.4 y 5.5 se presentan los coeficientes de dos interpoladores de estructura
de coeficientes computados. El primero es el propuesto por Pollet en [Poll00] y el segun-
do, la alternativa disenada mediante las técnicas propuestas en esta tesis para obtener
prestaciones similares.

Mientras que con la solucién rotor el interpolador esta formado por polinomios de
primer orden, el interpolador propuesto es de tercer orden. Si se mide el grueso del coste
computacional mediante el ntimero de multiplicaciones en las que los dos factores son
variables, como se propone en [Poll00]|, mientras que el interpolador del sistema rotor
requiere N multiplicaciones reales por cada simbolo DMT, el basado tinicamente en un
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Fig. 5.20: Representacion de la SDRy, (simulacién y calculada) de un sistema de correccién mediante
interpolador y rotor en presencia de un error de frecuencia de 100ppm, y la obtenida con un tnico
interpolador diseriado con el método propuesto, en dos escenarios distintos: a) senal transmitida sin
exceso de ancho de banda; b) sefial transmitida con exceso de ancho de banda (filtros transmisor y
receptor de Butterworth de 4 orden)

interpolador requiere 3N multiplicaciones reales, siendo N/2 el niimero de portadoras
del sistema DMT. No obstante, si al sistema rotor se le suma las N/2 multiplicaciones
complejas que requiere el sistema rotor, que equivalen a 2N multiplicaciones reales, el
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coste total es similar al del sistema propuesto en esta tesis. Ademas, en este computo se
ha excluido el célculo de los factores complejos necesarios para multiplicar cada portadora,
suponiendo que estdn almacenados en una tabla. Ademas de la complejidad del sistema de
control para el acceso a dicha tabla, el tamano de la tabla debiera ser bastante considerable
para acotar lo bastante el error de dichos factores complejos.

En cuanto a las prestaciones, en la figura 5.20(a) se observa que el sistema propuesto
alcanza una ming{SDR}} ligeramente superior a la del sistema rotor. Sin embargo, la
diferencia es mucho mas importante en presencia de un exceso de ancho de banda como
se muestra en la figura 5.20(b). Esto se debe a la imperfeccion de los filtros del transmisor
y receptor, que no logran conformar el espectro de la senial recibida de forma ideal. En
concreto, para obtener los resultados de la simulacién representados, se han usado como
filtros transmisor y receptor dos filtros de Butterworth de orden 4. Como ya se advirtié
en el apartado 3.5, en dichos casos, el solapamiento tiene efectos muy perjudiciales si se
diezma la senal antes de sincronizarla, como ocurre en los sistemas que usan rotor. Se
aprecia claramente que las portadoras de frecuencias més elevadas sufren una importante
reduccion de la SDR, al ser las que sufren en mayor medida el solapamiento. En el caso
de la figura se observa que més de la cuarta parte de las portadoras se ven notoriamente
deterioradas.

En conclusién se puede afirmar que, para un coste computacional similar de ambas
soluciones, los resultados del uso de un tnico interpolador son en general muy superiores
a los obtenidos mediante la soluciéon basada en el sistema rotor, al requerir filtros trans-
misores y receptores de ordenes demasiado elevados para que el solapamiento espectral
no suponga una importante desventaja en cuanto a sus prestaciones. Ademaés,; el uso de
estos filtros supondrian un alargamiento excesivo de la respuesta al impulso del canal
equivalente, complicando en exceso el disenio del TEQ.

5.6. Conclusiones

Gracias al analisis del efecto del interpolador en sistemas DMT realizado en el capitulo
4, se ha podido desarrollar un método de disenio a priori de los coeficientes de los inter-
poladores. Este método se adapta a cualquiera de las distintas estructuras propuestas en
el capitulo anterior para su realizacion.

Los resultados obtenidos aseguran unos niveles de distorsion suficientemente bajos para
las velocidades de transmisiéon habituales, con un coste computacional bastante reducido.
Se ha analizado como dependen sus prestaciones de los parametros de disefio para las
distintas estructuras propuestas, lo que facilita la tarea del diseno del interpolador sobre
cualquier plataforma hardware. Ademas, se ha comprobado la validez de los modelos de
analisis mediante simulacion, obteniéndose resultados muy proximos a los esperados en la
mayoria de los casos.

También se han realizado comparativas para contrastar el interés de este nuevo método
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de disenio mediante simulaciéon. Por un lado, se han comparado los resultados de los
interpoladores disenados con este método con otros interpoladores de diseno clésico de
similar coste computacional, frente a los que presentan mejores prestaciones y mayor
flexibilidad para adaptarse al hardware disponible. Por otro, se ha cotejado con otro
sistema de correcciéon del sincronismo basado en el sistema rotor. Se ha dejado patente
que, aunque su coste computacional es similar para alcanzar prestaciones aceptables en
condiciones ideales, la correccién con rotor tiene importantes problemas relacionados con
el solapamiento espectral de la senal recibida.
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5-A. Apéndice: Limites de la SDR

Las expresiones de la SDR obtenidas para cada tipo interpolador son en general
bastante complejas, por lo que la tarea de encontrar sus limites teéricos es muy complicada.
A pesar de todo en esta tesis se ha logrado obtener dichos limites para un par de tipos
de interpoladores: los de coeficientes almacenados, v los de coeficientes computados con
polinomios de primer orden. En ambos casos, aunque por caminos muy distintos, es posible
obtener los valores maximos de la SDR independientemente del ntimero de coeficientes
que tenga el interpolador, lo que sirve de referencia para evaluar las prestaciones de los
métodos de diserio propuestos.

5-A.1. Calculo del limite teérico de la SDR para interpoladores
de coeficientes almacenados

La SDR de un interpolador de coeficientes almacenados tiene una expresién mas
sencilla que el resto de interpoladores, lo que [acilita notablemente la btisqueda de su
limite tedrico.

Si se analiza la expresion de la SD Ry, para este tipo de interpoladores

, ’=2 2
5 > |Hil
SDRy = = 5 (5-A.1)

P-1 P-1 .
%;O \H? — %;O Hie V50| |sine (25|

LNP

P—1
y se dividen numerador y denominador por el término & > |Hx|* se obtiene
i=0

SDR, = - ; (5-A.2)

donde se pueden identificar claramente dos factores de distinta naturaleza que influyen en

7k
LNP

posibles respuestas del interpolador P. Por otro el cociente entre el valor medio al cuadrado

la SDR. Por un lado el término ‘sz’nc ( ) |2 directamente relacionado con el niimero de
y el valor cuadratico medio de las respuestas de retardo compensado de los coeficientes
almacenados, relacionado con la bondad su disefio. Ambos términos son menores que 1
y cuanto mas proximos a 1 mayor es la SDR. No obstante, mientras el primer término
s6lo depende del niimero de posibles respuestas del interpolador, el segundo dependeréd
del método de diseno escogido. Como la designaldad de Schwarz asegura que el cociente
entre el promedio al cuadrado y el valor cuadratico medio de cualquier variable distinta
de cero tiene como cota maxima la unidad, es sencillo llegar a la expresion del limite de
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la SDRy sin mas que sustituir el cociente correspondiente a dicho término por su valor
méximo, la unidad, obteniéndose

1

1-— |smc(

max{SDRy} =

(5-A.3)

L7]T\;€P)‘2

De esta expresion se deduce que existe un limite teérico de la SDR y que viene dado
por el error intrinseco debido al ntimero finito de posibles respuestas del interpolador.
Ademas, se comprueba que la limitaciéon es mayor cuanto mayor es el indice k, es decir,
cuanto mayor sea la frecuencia de portadora. Esta caracteristica parece logica, puesto que
el error que produce un pequeno error en la fase de muestreo, debido a las limitaciones
en cuanto al niimero de posibles valores de retardos a compensar P, afectan en mayor
medida a las frecuencias mas elevadas.

5-A.2. Calculo del limite teérico de la SDR para interpoladores de
coeficientes computados mediante polinomios de primer
orden

El calculo del limite teérico de la SDR que se puede obtener con un interpolador dise-
nado para una estructura de coeficientes computados es muy complejo. En este apartado
se presenta la forma de lograrlo tinicamente para el caso en que los polinomios sean de
primer orden, y con la limitacién adicional de que la respuesta continua original h(t) sea
simétrica. A continuacién se mostrardn paso a paso las modificaciones que hay que hacer
en el célculo de la SDR, que facilitaran la biisqueda de dicho limite.

En primer lugar hay que expresar los polinomios de primer orden Fj(u) de una forma
alternativa, de modo que

Fo(pt) = anpo + an1p = ag opo(p) + ap 1p1 (1) (5-A.4)
donde los polinomios pg(1) ¥ po(it) se definen de la forma

po(p) = 1

pip) =1—p (5-A.5)

Sabiendo que existe simetria en la respuesta, que se traduce en la simetria de los
polinomios, se obtiene la siguiente relacion

() = ap opo(p) +a'n, 1py(p) = ahy g opo(1 — p) +ahy o pi(1 —p) =

A1 oP1(1) + a1 aPo(1) = Frar—1-n(1 — ) (5-A.6)

de donde se deduce que

P
Apo = Ap—1-n,1
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a;m = a§v1—1—n,o (5-A.7)

Haciendo estas consideraciones se puede reescribir la ecuacién 4-A.18 como

M-1 M-1 1 1
_;2mkn _ s2mkn -
Huyp =Y Fu(p)e 7 =35 "al, pm()e 7N =" Hipypm(p)  (5-A8)
n=0 n=0 m=0 m=0

donde H',, ; es la transformada de Fourier de los nuevos subfiltros definidos por los co-
eficientes a/,,,. Gracias a la simetria que presentan dichos coeficientes se puede afirmar
que

% _ .2xkM

H'yj=H'y e in (5-A.9)

A partir de estas expresiones se puede recalcular Hy como

.27k

1 O
?](; — / H‘u’kefj LN dlu = Z H,m,kC;n,k (5—A10)
0 m=0

donde los términos C), ;. se calculan como

1
mk = / P (1)e ™ TN dp (5-A.11)
0

Por la peculiar simetria con la que cuentan los polinomios p,(u) v p1(p), estos coefi-
cientes se relacionan de la forma

- 2mkn M

Clp=Clope? v (5-A.12)

Igualmente se puede recalcular |H{|? como

-2k M

2| H'y |2 . Re{(H'y )2 9%TN

5-A.13
3 3 ( )
Usando las ecuaciones anteriores la SD Rj, se puede expresar como

9 j'vf’ 9 R j—v]/ 9 _j2mkM
SDRk = | 07k| i e{( OVk)- jrkM il 2rk (5_A'14)

[H'o1l2(2 = 3|Ch 41 [2) + Re{ (H'o)2e 5" (1 — 6(Cj . )2e 9% )}
Expresando la respuesta en frecuencia del subfiltro IAf’o,k mediante su modulo y fase

Hop = [Hoy)e?<H o (5-A.15)
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se puede dividir numerador y denominador de la ecuacién 5-A.14 por \[A{/’o,k!; obteniéndose

2+ cos(QAﬁo’k — 2mkM)

SDR;, = — , LA 2mk(M+1
2+ cos(2£4H' o — 2’2’}’\],”) — 6\0(’)7k|2(1 + cos(2ZH' o + 205, — L (LN+ >))
(5-A.16)

Para calcular la max{S DR} solo es necesario derivar la SDR), con respecto a la tinica
variable restante, ZH’y, e igualar a cero. El resultado es

OSDR,
8/H'y,
12| (sen(2£H'oy, — 2550 + sen(2£Cy + ) — 2sen(2£ Hlo g — 224G, — )
(2+ cos(2£H g — ZEMY — 60, 12(1 + cos(2LH o + 2£C) ), — AT ))2
(5-A.17)

Si esta se compara con las expresiones anteriores se comprueba que el denominador
es el cuadrado de la varianza de las respuestas de retardo compensado del interpolador.
Esta claro que el méximo absoluto se obtendria si dicha varianza es igual a cero, con lo
que la SDR), seria infinita. A tenor de lo expuesto en el apartado 4.3 dicha varianza sélo
podria ser cero en el caso de que la respuesta en frecuencia del filtro original H (w) tuviera
un ancho de banda finito, ya que de esta forma se evitara el solapamiento espectral al
tomar muestras de su respuesta al impulso h(t). Sin embargo, como consecuencia de esta
limitaciéon de la banda, la respuesta al impulso h(t) seria de longitud infinita, por lo que
el interpolador tendria infinitos coeficientes. Por tanto se puede considerar que se trata
de una singularidad de la funcién a estudiar cuando el niimero de coeficientes M no es
finito. Como en la practica el nimero de coeficientes si es finito esta cota no tiene interés,
por lo que conviene evitar este caso en el analisis.

Excluyendo dicha posibilidad y usando la variable v, que se define como

—~ 2wk M
= 2/H'y s — 5-A.18
(e 0k T TN ( )
la ecuaciéon 5-A.17 equivale a
27k 2k
sen(Yy) + sen(2£C% , + m) — 2sen(yy, — 2£C,, — m) =0 (5-A.19)

Es facil demostrar que en cualquier caso esta ecuacioén trigonométrica tiene infinitas
soluciones periddicas, entre las que se encuentran tanto maximos como minimos de funcién
SD Ry (). Mediante cualquier algoritmo simple para resolver ecuaciones no lineales es
posible encontrar una solucién que corresponda con un méaximo, y que en adelante se
denominara ¥y, mqs- Por tanto la max{SDR)} méxima se calcula sustituyendo dicho valor
en 5-A.16, obteniéndose
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2+ COS(T/Jk max)
mar{SDR = 7
{ k(¢k)} 2+ COS(@ij,max) - 6|06,k|2(1 + COS(Q/}kvm‘” + 240(/”{ + %))

(5-A.20)
Es evidente que tanto la ecuacién 5-A.19 como esta tltima expresiéon no dependen en
absoluto del niimero de coeficientes del interpolador M. De este hecho se dediice que el
valor maximo obtenido representa la cota maxima teérica que puede alcanzar un interpola-
dor de coeficientes computados mediante polinomios de primer orden, independientemente
del ntimero finito de coeficientes. El resultado obtenido se representa en la figura 5.12 jun-
to a los resultados de distintos interpoladores disennados con los métodos expuestos en esta
tesis.
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Capitulo 6

Conclusiones

6.1. Conclusiones generales

En esta tesis se ha profundizado en diversas técnicas relacionadas con la sincronizacion
en sistemas DMT. A continuacién se recopilan brevemente las principales conclusiones y
aportaciones descritas en capitulos anteriores.

= Estimacién del error de sincronizaciéon. Se ha realizado un estudio sobre los
métodos para la estimacion del error de fase de muestreo, comparando el estimador
MMSE propuesto en [Sands02| con un par de estimadores desarrollados en esta tesis
basados en la estimacion ML, de un coste computacional mucho mas reducido. Se
ha obtenido el limite de Cramer-Rao de la varianza del estimador de fase y se ha
contrastado con los resultados de los estimadores analizados, obteniendo mejores
resultados los estimadores propuestos, muy préximos al limite tedrico calculado.

s Correcciéon del error de muestreo. Se ha aportado una nuevo enfoque para
el estudio del sistema convertidor de la frecuencia de muestreo que se basa en un
modelo continuo. Se ha desarrollado una nueva formulacion que permite analizar
con precision el funcionamiento de cada uno de los subsistemas que lo componen.
Ademas, se han descrito las particularidades de dicho analisis para sistemas cuyo
receptor aplica sobremuestreo a la senal recibida.

= Estructuras para la realizacién del interpolador. Se ha propuesto una nueva
estructura, denominada estructura hibrida, que engloba las las estructuras clasicas
de coeficientes computados o almacenados y proporciona nuevas opciones interme-
dias que dan mayor flexibilidad a la realizacién del interpolador sobre distintas pla-
taformas hardware. También se han estudiado las posibles configuraciones de cada
estructura para reducir su coste computacional, aprovechando la simetria que en la
mayoria de las ocasiones tiene la respuesta del filtro continuo original o la precision
reducida de los coeficientes de la estructura.
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= Anilisis de las prestaciones del interpolador. Se ha realizado un anélisis de

la distorsion introducida por el interpolador en los simbolos igualados con el FEQ
MMSE en sistemas DMT. Gracias a este analisis se ha podido concluir que la distor-
sion en cada portadora no es debida a que la respuesta en frecuencia del interpolador
no es plana, si no a la variacién relativa de la respuesta de retardo compensado, idea
clave para el disefio de interpoladores para sistemas DMT. Ademas, se ha concluido
que dicha variacién depende bésicamente de la atenuaciéon de la banda de rechazo
con respecto a la banda de paso de la respuesta en frecuencia del filtro continuo
original.

Método de diseno de interpoladores. Se ha desarrollado un nuevo criterio de
diseno que tiende a maximizar la minima variacion relativa de las respuestas a cada
portadora. Para poder aplicar este criterio y evitar un problema de optimizacién muy
dificil de solventar, se ha propuesto un método para el disenio del del filtro continuo
original del interpolador basado en el enventanado de la respuesta al impulso ideal.
De este modo se reducen pardmetros a optimizar y se pueden encontrar con més
facilidad interpoladores de altas prestaciones. Se ha adaptado el método de diseno
a las distintas estructuras descritas y se han propuesto pequenas variaciones que
permiten limitar la precisiéon de los coeficientes de la estructura o aprovechar sus
simetrias.

Evaluacién del método de diseno. Usando el método descrito se han disenado
diversos interpoladores y se ha analizado cémo varian sus prestaciones dependien-
do de miiltiples factores: tipo de enventanado, niimero de puntos de ajuste de los
polinomios, niimero de coeficientes, orden de los polinomios, ntimero de coeficientes
por polinomio, etc. En algunos casos se han obtenido expresiones que especifican
relaciones entre parametros para alcanzar las maximas prestaciones. También se
han obtenido, para un par de casos sencillos, los limites analiticos de las prestacio-
nes de un interpolador sin limitacién en el ntimero de coeficientes, comprobandose
la bondad de los disenos obtenidos por su proximidad a estos resultados. Ademas,
se han disenado interpoladores que suponen un costo computacional similar a los
interpoladores de diseno clasico y tienen prestaciones muy superiores.

Comparacién con otros sistemas de correccién. Se han presentado simulacio-
nes que confirman los resultados analiticos y permiten comparar los interpoladores
disefiados con interpoladores clasicos (Lagrange, B-Spline) y con sistemas de correc-
cion distintos. En todos los casos los nuevos disenos mejoran en prestaciones a los
demés sistemas. La conclusién mas interesantes obtenida de estas simulaciones es
la ventaja que presenta este método respecto al sistema basado en rotor. A diferen-
cia de estos sistemas, la solucién basada tinicamente en el interpolador no provoca
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pérdida de prestaciones apreciable debidas al solapamiento espectral que se produce
durante el muestreo de la senal recibida, dificil de evitar con senales DMT.

6.2. Lineas futuras de continuacion

Seguidamente se resumen las lineas futuras de continuacién de la investigacion de esta
tesis que pueden considerarse de mayor interés.

Un posible objetivo podria ser el de ahondar mas en el analisis del impacto de los
interpoladores, profundizando en el estudio sobre los limites de sus prestaciones. Ya se
han analizado dos casos sencillos, pero se podria tratar de buscar soluciones generales
para asi conocer el margen de mejora del método de diseno.

También se podria mejorar el método de diseno probando otros algoritmos para realizar
los ajustes polinémicos o usando distintos ntimeros y distribuciones de los puntos de ajuste.
Ademas, se podrian probar otras ventanas y buscar otros métodos para la optimizacion
con coeficientes de precisiéon limitada.

Otra linea de interés seria generalizar el analisis del impacto del interpolador en los
simbolos demodulados a cualquier tipo de modulacién multipulso, no tinicamente para
DMT. En los tltimos anos se ha despertado un creciente interés por este tipo de mo-
dulaciones, como ocurre con los sistemas basados en bancos de filtros, especialmente en
canales invariantes en el tiempo como los canales para transmision por cable. Si se realiza
el anélisis independiente de la modulacién seria posible obtener un criterio de diseno mas
genérico. Por tanto, se podria generalizar también el método de diseno del interpolador,
con lo que aumentaria su versatilidad.

Ademaés, se podrian buscar otras aplicaciones a las estructuras presentadas para
los interpoladores. Cabe la posibilidad de incluir estas estructuras en los convertido-
res/analogicos digitales para dotarlos de correccion digital de la frecuencia de muestreo.
Seria de especial interés en convertidores XA, que ya usan filtros FIR previos al diezmado
para reconstruir la senal. Si se intercambian estos filtros por interpoladores de estructu-
ra hibrida con polinomios de primer orden, con un incremento del coste computacional
muy razonable, se podria obtener un convertidor con correccién digital del instante de
muestreo.

Otra aplicacion relacionada con la conversion analdgica/digital es la realizacion de
convertidores de frecuencia de muestreo usando filtros analégicos de respuesta al impulso
infinita mediante interpoladores polinémicos digitales IIR, que permitirian reducir en
mayor medida el solapamiento espectral de la senal fuera de banda.
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