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Sinopsis

Esta tesis propone un esquema genérico y cooperativo para CLP (Interval(X')) don-
de X es cualquier dominio de computacién con estructura de reticulo. El esquema,
que estd basado en la teoria de reticulos, es un enfoque general para la satisfaccién y
optimizacion de restricciones de intervalo asi como para la cooperacién de resolutores
de intervalo definidos sobre dominios de computaciéon con estructura de reticulos, in-
dependientemente de la cardinalidad de éstos. Nuestra propuesta asegura un enfoque
transparente sobre el cual las restricciones, los dominios de computaciéon y los meca-
nismos de propagacién y cooperacion, definidos entre las variables restringidas, pueden
ser ficilmente especificados a nivel del usuario. La parte principal de la tesis presenta
una especificacién formal de este esquema.

Los principales resultados conseguidos en esta tesis son los siguientes:

» Una comparativa global de la eficiencia y algunos aspectos de la expresividad
de ocho sistemas de restricciones. Esta comparativa, realizada sobre el dominio
finito y el dominio Booleano, muestra diferencias principales entre los sistemas
de restricciones existentes.

» Para formalizar el marco de satisfaccién de restricciones para CLP(Interval(X'))
hemos descrito el proceso global de resolucion de restricciones de intervalo sobre
cualquier reticulo, separando claramente los procesos de propagacién y divisién
(ramificacién) de intervalos. Una de las ventajas de nuestra propuesta es que la
monotonia de las restricciones estd implicitamente definida en la teoria. Ademads,
declaramos un conjunto de propiedades interesantes que, bajo ciertas condiciones,
son satisfechas por cualquier instancia del esquema genérico. Mds ain, mostramos
que muchos sistemas de restricciones actualmente existentes satisfacen estas con-
diciones y, ademas, proporcionamos indicaciones sobre cémo extender el sistema
mediante la especificacién de otras instancias interesantes y novedosas.

» Nuestro esquema para CLP(Interval(X')) permite la cooperacién de resolutores de
manera, que la informacioén puede fluir entre diferentes dominios de computacién.
Ademsds, es posible combinar distintas instancias del esquema: por ejemplo,
instancias bien conocidas tales como CLP(Interval(®)), CLP (Interval(Integer)),
CLP(Interval(Set)), CLP(Interval(Bool)), y otras novedosas que son el resultado
de la generacion de nuevos dominios de computacién definidos por el usuario, o
incluso que surgen de la combinaciéon de dominios ya existentes como puede ser
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CLP(Interval(X; x ... x A},)). Por lo tanto, X puede ser instanciado a cualquier
conjunto de dominios de computacion con estructura de reticulo de forma que su
correspondiente instancia CLP(Interval(X’)) permite una amplia flexibilidad en
la definicién de dominios en X (probablemente definidos por el usuario) y en la
interaccién entre estos dominios.

= Mediante la implementacion de un prototipo, demostramos que un tnico sistema,
que esté basado en nuestro esquema para CLP(Interval(X’)), puede proporcionar
soporte para la satisfaccion y la optimizacién de restricciones asi como para la
cooperacién de resolutores sobre un conjunto conteniendo multiples dominios de
computacion. Ademads, el sistema sigue un novedoso enfoque transparente sujeto a
una doble perspectiva ya que el usuario puede definir no sélo nuevas restricciones
y su mecanismo de propagacién, sino también nuevos dominios sobre los cuales
nuevas restricciones pueden ser resueltas asi como el mecanismo de cooperacién
entre todos los dominios de computacién (ya sean definidos por el usuario o
predefinidos por el sistema).

En nuestra opinién, esta tesis apunta nuevas y potenciales direcciones de inves-
tigacion dentro de la comunidad de las restricciones de intervalo.

Para alcanzar los resultados expuestos, hemos seguido los siguientes pasos (1) la
eleccion de un enfoque adecuado sobre el cual construir los fundamentos tedricos de
nuestro esquema genérico; (2) la construccién de un marco tedrico genérico (que llama-
remos el marco bdsico) para la propagacién de restricciones de intervalo sobre cualquier
reticulo; (3) la integracién, en el marco béasico, de una técnica novedosa que facilita la
cooperaciéon de resolutores y que surge de la definicién, sobre multiples dominios, de
operadores de restricciones y (4) la extensién del marco resultante para la resolucién
y optimizacién completa de las restricciones de intervalo.

Finalmente presentamos clp(£), un lenguaje de programacién légica de restriccio-
nes de intervalo que posibilita la resoluciéon de restricciones sobre cualquier conjunto
de reticulos y que estd implementado a partir de las ideas formalizadas en el marco
tedrico. Describimos una primera implementacién de este lenguaje y desarrollamos al-
gunos ejemplos de cémo usarla. Este prototipo demuestra que nuestro esquema para
CLP(Interval(X')) puede ser implementado en un sistema tnico que, como consecuen-
cia, proporciona, bajo un enfoque transparente sobre dominios y restricciones, coope-
racién de resolutores asi como satisfaccién y optimizacién completa de restricciones
sobre diferentes dominios de computacion.

Publicaciones

Las motivos que han dado lugar a la tesis, y que son descritos en la Parte I, fueron
originalmente presentados en (Ferndndez, 1997).

La Parte II ha sido publicada, casi integramente, en la revista Internacional
Constraints (Fernandez y Hill, 2000a). Con anterioridad, las secciones sobre puzzles
auto-referenciales fueron presentadas en (Ferndndez y Hill, 1997a) y (Ferndndez y



VII

Hill, 1997b). Un versién mas corta de la comparativa en eficiencia fue publicada en
(Fernandez y Hill, 1998c).

Con respecto a la Parte III, una versién preliminar del Capitulo 3 se publicé en
(Ferndndez y Hill, 1999b). Otras versiones previas, y menos maduras, de este capitulo
fueron presentadas en (Ferndndez y Hill, 1998b; Fernandez y Hill, 1998a) y (Fernandez y
Hill, 1999a). Los capitulos 4 y 5 se expusieron en (Fernandez y Hill, 2000b) y (Ferndndez
y Hill, 2001a) respectivamente. Un versién de revista que integra los capitulos 3 y 4 se
encuentra actualmente en fase de revisién (Ferndndez y Hill, 2001b).

La parte IV se encuentra disponible como manual de usuario (Fernandez, 2000).

Notas del autor

Todas las demostraciones de teoremas, lemas y proposiciones han sido omitidas en
este documento, puesto que el objetivo del mismo es aportar un resumen (extendido)
de la tesis completa. Si algin lector estd interesado en las demostraciones, éstas pueden
encontrarse en la version original y completa de esta tesis que se ha escrito en inglés y
que estard, préoximamente, disponible en la pagina Web del autor, la cual se encuentra
en la siguiente direccién

http://www.lcc.uma.es/ afdez/

Con respecto a la version inglesa, las siguientes equivalencias deben ser tenidas en
cuenta, sobre todo al consultar las demostraciones:

Espanol Inglés  Significado

propaga solve Procedimiento de propagacién
resuelve branch  Procedimiento de ramificacién
selecciona  choose Funcion de seleccion

divide split Funcién de particion

coloca push Operacion de pila

cma top Operacion de pila

Pilas Stack  Conjunto de pilas
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Capitulo 1

Introduccion y Motivaciéon

It isn’t that they can’t see the solution.

It is that they can’t see the problem.

The Scandal of Father Brown (1935)
G.K. Chesterton, 1874-1936

La programacion légica con restricciones (CLP) (Jaffar y Maher, 1994) nace a partir
de una necesidad de resolver los problemas que la programacién légica (LP) no puede
resolver. El éxito de CLP radica en la combinacién de la declaratividad de LP con la
eficiencia mostrada por el paradigma de la programacién con restricciones (CP). Sin
embargo, aunque ya se ha realizado una considerable investigacion en este area, CLP
es un campo de investigaciéon relativamente nuevo y en el que los sistemas presentan
todavia evidentes limitaciones.

En este capitulo discutimos estas limitaciones y proponemos posibles soluciones
para cada una de ellas. Proporcionar un marco tedrico adecuado para estas soluciones
en un entorno unico es el principal objetivo de esta tesis que, en definitiva, consiste en
encontrar un sistema genérico, cooperativo, transparente y eficiente para CLP.

Un esquema genérico para CLP. El componente esencial del esquema de CLP
es que puede ser parametrizado por un dominio de computacién de tal manera que
diferentes tipos de dominio determinan diferentes instancias del esquema; por ejemplo,
tenemos CLP(FD) (CLP sobre intervalos finitos de enteros), CLP(R) (CLP sobre el do-
minio de los reales), CLP(Set) (CLP sobre conjuntos finitos de elementos) y CLP(Bool)
(CLP sobre el dominio Booleano). Los sistemas para CLP han sido aplicados a muchos
y diferentes dominios, y cada instancia de CLP puede ser identificada por el mecanismo
de resolucién de restricciones utilizado y por la estructura algebraica del dominio. El
poder expresivo y la eficiencia de los sistemas 16gicos con restricciones se reduce debi-
do a la diferente naturaleza de las estructuras (i.e., los objetos -valores en el dominio
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de computacion- y las operaciones definidas sobre ellos) en las cuales las restricciones
pueden ser expresadas. Esto quiere decir que las restricciones tienen ser formuladas
sobre un dominio especifico y resueltas por el método de razonamiento y el resolutor
asociado a ese dominio (véase Figura 1.1). En particular en los actuales sistemas de
CLP, la cardinalidad del dominio determina la forma del procedimiento de resolucion
y, como consecuencia, hay enfoques diferentes para los dominios finitos y los infinitos.

Figura 1.1: Razonamiento especifico sobre dominios distintos

La ventaja de un resolutor especifico para un dominio es que puede ser optimizado
teniendo en cuenta las caracteristicas particulares de la estructura algebraica del do-
minio, lo cual se traduce en una mejora del rendimiento del resolutor. Sin embargo, los
resolutores especificos tienen también desventajas obvias:

= Primero un resolutor especifico no es capaz de resolver restricciones definidas



sobre otros dominios de computacién y, por tanto, su contexto de aplicacién
se restringe al dominio para el cual fue disenado. Esta es una limitacién muy
importante ya que, en la practica, los problemas no son especificos a un dominio
de computaciéon. Como consecuencia la formulacién de un problema tiene que ser
artificialmente adaptada para que pueda ser resuelta por un resolutor especifico,
perdiendo pues parte de la declaratividad de la solucién.

» Segundo, a pesar del hecho de que la semantica (declarativa y operacional) de un
resolutor, podria derivarse a partir del esquema béasico de CLP, hay todavia un
buen nimero de propiedades (e.g., terminacién, correccién y completitud) que
tienen que ser probadas (y demostradas) para cada resolutor de forma indepen-
diente, es decir, el procedimiento operational implementado especificamente para
el resolutor tiene que ser explicado de una manera particular y no puede ser de-
ducido a partir del comportamiento de otros resolutores. Mas aun, no siempre
esta claro cuales son las principales propiedades de aspectos claves del resolutor
(e.g., las heuristicas usadas) que son responsables de propiedades especificas del
resolutor.

Estas desventajas desaparecen cuando se considera un enfoque genérico. Por es-
ta razén, en los ultimos anos han aparecido un cierto niimero de propuestas con el
fin de encontrar principios generales bajo los cuales las principales propiedades de los
algoritmos de resolucién de restricciones pueden ser explicadas y el comportamiento
operacional de las diferentes instancias del esquema puede ser deducido. Ademads, un
resolutor genérico permite que un problema pueda ser formulado en términos de res-
tricciones definidas sobre varios dominios de computacién, lo que significa que el codigo
final serd més parecido a la formulacién original del problema.

A partir de esta discusion se deduce que lo que se necesita es un sistema basado
en un resolutor que ejecute resolucion de restricciones independientemente de la natu-
raleza y cardinalidad del dominio de computacion (véase la Figura 1.2). Naturalmente
este sistema tiene que servir como un marco unificado que incluya los dominios mas
tradicionales usados en CLP, es decir, los enteros, los Booleanos, los conjuntos y los
reales.

Un enfoque transparente mas amplio. En los actuales sistemas muchas de las
restricciones estan controladas directamente por el sistema. Estas restricciones opacas
proporcionan herramientas muy eficientes que pueden usarse en aplicaciones comunes.
Sin embargo existen dos problemas préacticos con este enfoque.

= El proceso de resolucién estd normalmente predefinido e implementado a bajo
nivel, lo cual hace dificil, sino imposible, construir nuevos resolutores sobre nuevos
dominios.

= Un resolutor opaco carece de la suficiente flexibilidad para ser usado en aplica-
ciones no convencionales ya que el problema tiene que ser codificado mediante
restricciones predefinidas que son proporcionadas por el sistema. En definitiva,
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Figura 1.2: El enfoque de un resolutor genérico

el grado de libertad que el usuario tiene para la codificacién de un problema
esta limitado por los constructores predefinidos y especificos del sistema.

Para solventar esta carencia de flexibilidad, algunos sistemas proporcionan hoy en
dia restricciones transparentes las cuales pueden ser definidas por el usuario, aunque
en la mayoria de los casos, la definicién de las estas restricciones se limita todavia a los
dominios predefinidos por el sistema, tales como los enteros. La ventaja de un sistema
transparente es que el usuario puede definir las restricciones que necesite con el objetivo
de conseguir la mejor formulacién de un problema. Ademds, en este tipo de sistemas
el usuario normalmente también puede especificar el mecanismo de propagacién de las
restricciones lo que suele traducirse en programas mas eficientes.



Sin embargo, en los actuales sistemas transparentes los resolutores estan limitados
a los dominios predefinidos lo cual limita la flexibilidad de este enfoque ya que (como
ya ha sido apuntado), en la préctica, los problemas son heterogéneos y, a menudo, su
formulacion natural usa dominios de computacién que son diferentes a los dominios
predefinidos por el sistema. Como consecuencia, estos sistemas siguen careciendo de
la expresividad necesaria y, por tanto, el cédigo final de la solucién no ofrece muy a
menudo una gran similitud con la declaracién inicial del problema.

Una solucion a este problema consiste en ampliar el tipico enfoque transparente
sobre las restricciones a los dominios de computacién. Con este enfoque mas amplio, el
usuario podria definir nuevos dominios, nuevas restricciones sobre estos dominios y el
esquema de propagacién de los valores de los dominios. Nosotros llamamos a este nuevo
enfoque el enfoque transparente bidimensional pues, como se muestra en la Figura 1.3,
crece en dos direcciones diferentes (verticalmente, mediante la definicién de planos que
representan los nuevos dominios definidos por el usuario y, horizontalmente, sobre cada
plano, lo cual simboliza la generacién de nuevas restricciones definidas por el usuario
sobre cada dominio de computacién).

Para resolver todos los problemas esbozados hasta ahora, combinamos los requisitos
del enfoque transparente bidimensional con ésos declarados para el resolutor genérico, y
deducimos que lo que se necesita es un sistema de programacién légica con restricciones
que sea genérico y se implemente siguiendo el enfoque transparente bidimensional.

Un esquema colaborativo. Como ya hemos comentado, la mayoria de los sistemas
l6gicos con restricciones sélo ofrecen resolucién sobre dominios especificos, incluso en
el caso de que el sistema siga un enfoque transparente. Esto implica que las restric-
ciones, incluso si son definidas por el usuario, deben ser formuladas exclusivamente
sobre elementos pertenecientes al dominio de computacién subyacente. For ejemplo,
una restriccion aritmética tal como x + y = z debe ser definida de forma que todos
los elementos x,y y 2z pertenezcan al mismo dominio (e.g., entero o real). Sin embargo,
como ya se apuntd anteriormente, muchos problemas son expresados mas naturalmente
usando restricciones heterogéneas definidas sobre mas de un dominio. Incluso existen
restricciones definidas sobre multiples dominios que requieren la cooperacion de do-
minios distintos a través del envio y la recepcion de informacién de un dominio a
otro completamente diferente (e.g., w = x > y). Esto significa que, atn en el caso
de sistemas sujetos al enfoque bidimensional, la formulacién de los problemas reales
tiene, de nuevo, que ser artificialmente adaptada a un dominio unico (que es uno de
los soportados por el sistema, bien sea predefinido o definido por el usuario).

Una solucién a este problema esta en el concepto de colaboracion de resolutores que
combina la cooperacién con la combinacion de resolutores. Por una parte, la coope-
racion de resolutores permite que las restricciones sean propagadas desde un dominio
de computacion a otro distinto permitiendo que la informacion fluya entre diferentes
dominios de computacién. Por otra parte, la combinacién de resolutores posibilita la
mezcla de resolutores y/o la generacién de nuevos resolutores sobre dominios combi-
nados. En general, la colaboracion de resolutores ayuda a solventar dos problemas: la
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carencia de declaratividad de las soluciones y el pobre rendimiento de los sistemas.
Sin embargo, la mayoria del trabajo realizado sobre este campo estd enfocado sobre
dominios predefinidos y no es flexible ni adaptable a otros dominios. Una solucién a
este problema es el enfoque bidimensional discutido anteriormente.

De nuevo, enlazando todos los requisitos ya discutidos, deducimos que lo que real-
mente se necesita es un sistema genérico que permita la cooperacién y combinacién de
resolutores definidos sobre distintos dominios de computacién (posiblemente definidos
por el usuario) sobre los cuales el esquema de propagacién pueda ser definido en el
nivel del usuario.

Un esquema eficiente. La mayoria de los sistemas actuales de CLP no satisfacen
todos los requerimientos discutidos hasta ahora. La principal excepcion es el lengua-
je CHR (Frihwirth, 1998), el cual permite a los usuarios definir nuevos dominios y
nuevas restricciones asi como el mecanismo de interacciéon entre los mismos. Desafor-
tunadamente, este resolutor es ineficiente (Ferndndez y Hill, 2000a) y su rendimiento
es pobre en comparacién con la mayoria de los sistemas de restricciones especificos a
algin dominio.

La principal critica a los enfoques genéricos es que la eficiencia es una de las ra-
zones principales para escoger la CLP y los resolutotes genéricos raramente alcanzan
la velocidad de los resolutores especificos. Sin embargo, un resolutor genérico también
aporta importantes ventajas. Una de ellas es que cualquier mejora global en la eficien-
cia, probablemente, dard lugar a un mejor rendimiento de cada una de las instancias
del sistema genérico. También, desde el punto de vista tedrico, un enfoque genérico nos
permite investigar los principios generales para la resolucién de las restricciones y, por
lo tanto, estudiar propiedades generales que son satisfechas por todas y cada una de
sus instancias.

A pesar de que la mayoria de los resolutores se basan en extensiones de las técnicas
de consistencia descritas en (Mackworth, 1977), el razonamiento resolutivo difiere para
cada dominio de computacién. En general hay dos formas béasicas de razonamiento: el
de dominio y el de intervalo. El razonamiento de intervalo (particularizado a los limites
del dominio) es mds eficiente que el razonamiento de dominio (que razona sobre todos
los valores del dominio). Como consecuencia, si requerimos eficiencia, el razonamiento
de intervalo parece ser mas adecuado para un enfoque genérico.

Si anadimos el razonamiento de intervalo a los requerimientos previos para construir
nuestro sistema ideal para CLP, vemos que lo que se necesita es un sistema légico con
restricciones que sea genérico, colaborativo, transparente y basado en razonamiento ‘in-
tervalar’. En definitiva, esta tesis describe la formalizacion de un sistema satisfaciendo
todos estos requerimientos.



Figura 1.3: Un enfoque transparente bidimensional: sobre las restricciones y sobre los
dominios de computacién
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Capitulo 2

Una Comparacion de Sistemas
Transparentes

Your true value depends entirely on what you are compared with.

Bob Wells

2.1. Introducciéon y Motivacién

La evidencia del éxito del paradigma de CLP (Csonté y Parali¢, 1997; Jaffar y Las-
sez, 1987) se encuentra en el nimero creciente de sistemas para CLP que estdn, hoy
dia, siendo usados sobre aplicaciones reales (PAPPACT’98, 1998). En general hay dos
razones principales para este éxito: la primera es que CLP extiende el paradigma de la
programacién légica permitiendo soluciones més declarativas y legibles y, la segunda, es
que proporciona propagacion de restricciones sobre dominios especificos, con lo cual se
generan implementaciones eficientes de los procedimientos operacionales. Sin embargo,
CLP difiere significativamente tanto en la forma en la cual las soluciones pueden ser
expresadas como en la eficiencia de la solucién (es decir, la eficiencia mostrada a la
hora de ejecutar la solucién). Es importante que ambos factores sean tenidos en cuenta
a la hora de escoger el mejor sistema de CLP para la resolucion de aplicaciones deter-
minadas. En realidad, una eleccién errénea podria acarrear resultados desastrosos, no
sélo con respecto a la eficiencia o rendimiento del sistema, sino también con respecto a
la claridad de cédigo de la solucién, sobre todo con vistas a futuras modificaciones. A
pesar de ello, no existen, hoy dia, unas directrices imparciales que ayuden a la eleccién
de un sistema con el objetivo de resolver un problema de satisfaccién de restricciones
(CSP).

De los dominios para CLP, el dominio finito (FD) (Van Hentenryck, 1989) es uno
de los més estudiados puesto que es adecuado para resolver CSPs discretos. Particu-
larmente, FD es muy til para los problemas de modelado tales como los problemas de

13



14 CAPITULO 2. Una Comparacion de Sistemas Transparentes

planificacién, ordenacién, empaquetamiento, programacién cronolégica (o sea, ordena-
cién temporal) y, por ello, la mayoria de los sistemas de CLP suministran librerfas de
restricciones sobre el FD. También, como ya se ha apuntado en el Capitulo 1, nosotros
estamos principalmente interesados en el enfoque transparente para la resolucién de
las restricciones y en la practica nos encontramos con el hecho de que la mayoria de los
actuales sistemas transparentes para CLP estan disenados para el dominio finito. Por
esta razdn, en este capitulo hemos considerado sélo el dominio finito y el Booleano (el
cual en realidad es una instancia - con sélo dos valores- del dominio finito). El principal
objetivo de la comparacién que hemos realizado es el de escoger el mejor enfoque trans-
parente sobre el cual implementar nuestro resolutor genérico. El enfoque escogido tiene
que permitir cierta flexibilidad en la formulacién de problemas y, también, tiene que
mostrar un rendimiento aceptable de los sistemas sobre los cuales esté implementado
(i.e., debe combinar declaratividad con eficiencia).

El estudio realizado en este capitulo proporciona una comparativa imparcial de
diverso resolutores en el FD para CLP. Hemos comparado ocho sistemas: ECL‘PS®
(Aggoun et al., 1995), Oz (Smolka, 1995), llog SOLVER (Ilog, 1995), clp(FD) (Codog-
net y Diaz, 1996a), CHR (Frithwirth, 1998), SICStus (Sicstus manual, 1994), IF /Prolog
(If/Prolog, 1994) y B-Prolog (Zhou, 1997). Estos sistemas han sido escogidos porque
cubren las principales clases de resolutores sobre el FD y son todos muy populares
dentro de la comunidad de la CLP.

Aunque los sistemas han sido probados sobre un conjunto tradicional de problemas
clésicos, la mayoria del trabajo comparativo existente en la literatura ha sido realizado
por los mismos implementadores de los sistemas siendo comparados (Carlsson et al.,
1997; Codognet y Diaz, 1994; Codognet y Diaz, 1996a; Cras, 1993; Miiller y Wiirtz,
1996; Puget y Leconte, 1995; Sidebottom, 1993), lo que supone que los problemas
escogidos y la valoracion final del sistema podria no ser totalmente imparcial. Nosotros
no somos los implementadores, ni pertenecemos al grupo investigador de ninguno de
estos sistemas por lo que la comparacién que hemos realizado es mas imparcial que
otras precedentes.

Hemos escogido un tipo particular de puzzle l6gico llamado puzzle auto-referencial
(Self-Referential Quiz, SRQ), como el problema principal sobre el cual hemos realizado
la comparativa. Este tipo de puzzles fueron implementados, por primera vez, en (Henz,
1996), con el objetivo de demostrar las capacidades para el meta-razonamiento del sis-
tema Oz. A causa de la naturaleza auto-referencial del problema, este tipo de puzzles es
particularmente adecuado para examinar la facilidad con la que los diferentes lengua-
jes pueden ser usados sobre problemas que requieren meta-razonamiento. Por lo tanto,
hemos usado el puzzle SRQ para mostrar como los lenguajes soportan la ‘reificacion
de restricciones’ y las ‘meta-restricciones’ (véase la Seccién 2.2). También hemos usado
este puzzle para comparar la eficiencia de los sistemas.

Sin embargo, se sabe que un 1Unico problema podria desviar la evaluacién de un
sistema de programacion y los resultados obtenidos no serian extrapolables globalmen-
te para valorar el sistema. Por ello, para hacer la comparativa mas objetiva, hemos
extendido nuestro estudio con otros problemas (dos de los cuales son escalables) y he-
mos comparado, principalmente, la eficiencia de las soluciones. Escogimos problemas
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bien conocidos y usamos, siempre que nos fue posible, las soluciones proporcionadas en
la distribucién del sistema, o en su defecto, formuladas directamente por los mismos
implementadores (a través de comunicaciones personales).

En realidad, todos los sistemas evaluados son transparentes. Sin embargo, aten-
diendo al nivel de transparencia, los hemos catalogado en sistemas transparentes y
en sistemas opacos. Asi, aquellos sistemas que requieren, por parte del usuario, de un
conocimiento detallado de la implementacion para crear nuevas restricciones, han sido
catalogados como sistemas opacos. En esta categoria tenemos los siguientes sistemas:

Oz 2.0.

ECLIPSe 3.5.2.

Ilog SOLVER 3.1

B-Prolog 2.1

Por el contrario, el resto de los sistemas permiten crear nuevas restricciones sin ne-
cesidad de tener un conocimiento profundo de la implementacién. Estos sistemas son:
clp(FD) 2.21, SICStus 3#5, IF /Prolog 5.0 and CHR. Los tres primeros estdn basados
en el enfoque transparente de indexicals sobre el dominio finito (Van Hentenryck et al.,
1991; Diaz, 1994; Diaz, 1995; Codognet y Diaz, 1996a). El iltimo estd basado en el mo-
delo de reglas de manejo de restricciéon (Frithwirth, 1994; Frithwirth, 1998; Frithwirth,
1999; Abdennadher et al., 1999; Abdennadher, 1997).

2.2. Evaluando la Expresividad

Nosotros sélo evaluamos un aspecto de le expresividad de los lenguajes: la capacidad
para expresar restricciones reificadas y meta-restricciones.

2.2.1. Restricciones Reificadas

Una restriccion reificada (RCs) es aquella que refleja la validez de una restriccién
en una variable Booleana. Este tipo de restricciones permite ademas que el valor de
verdad de una variable Booleana imponga una restriccién determinada. En general, las
RCs tienen la siguiente forma:

b=c

donde b toma el valor true tan pronto como se conoce que la restriccion c es verdadera,
y b toma el valor false tan pronto como se conoce que la restriccion c es falsa. Por
otra parte, si b es true entonces la restriccién ¢ es impuesta, y si b es false entonces se
impone la negaciéon de c.

EJEMPLO 2.1 The constraint

r=(y+z>v)
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restringe x a true cuando se conoce que inecuacion se cumple y x toma el valor false
tan pronto como se sabe que la inecuacion no se cumplird jamds. Por otro lado, si
restringimos x al valor true entonces la inecuacion tiene que cumplirse (es decir, es
impuesta) y si x se restringe al valor false entonces la negacion de la inecuacion tiene
que satisfacerse.

2.2.2. Meta-restricciones

Una meta-restriccién es una forma de expresar restricciones a partir de otras res-
tricciones. Una forma de expresar una meta-restriccién consiste en usar las conectivas
légicas y aplicarlas directamente sobre otra restriccién o sobre una expresién que usa
estas conectivas logicas.

EJEMPLO 2.2 La siguiente formula logica
(r<4)=Wy<3I)IN(z=28)V(w<3)A(w=y)

restringe x a ser menor que 4 siempre que y < 3 y z > 8 o siempre que w < 3 Yy
w = y. También, tan pronto como x es menor que 4, la disyuncion de restricciones a
la derecha de la formula es impuesta (o sea, tiene que satsfacerse para que la formula
global se satisfaga).

2.2.3. Valoracion de los Resultados

A continuacién resumimos los resultados de esta comparativa en expresividad.

Oz, SICStus y IF/Prolog.
e Fistos lenguajes permiten una forma de restriccién reificada y admiten la conca-
tenacién de propagadores en la forma

argo Ry argy Ry ... Ry—1 arg,—1 Ry argy,

donde cada R; es un propagador y arg;—1 y arg; son argumentos (i € {l...n}).

e Los propagadores pueden operar directamente sobre variables Booleanas (i.e. B1V
Bs o ~ By, donde By y By son variables Booleanas y V y ~ denotan los propagadores
para la disyuncién y la negacién respectivamente!) o sobre expresiones (i.e. (Q1 =
n1) V (Q2 = ng) donde Q1 y Q2 son variables de dominio finito y los valores n; y na
pertenecen al dominio finito).

e Las meta-restricciones pueden ser combinadas con restricciones reificadas como,
por ejemplo, en B = (Q1 = n1) A (Q2 = ny) donde B es una variable Booleana.

ECL/PS® y Ilog SOLVER.

'La sintaxis de los propagadores varia de un lenguaje a otro.



2.3. Evaluando el Rendimiento 17

e Los propagadores pueden ser concatenados como en Oz, SICStus o IF/Prolog. La
principal diferencia con estos lenguajes es que algunos propagadores estan limitados a
operar sobre expresiones y no directamente sobre las variables (tal como era permitido
en Oz, SICStus o IF/Prolog).

e ECL'PS® no permite el uso de restricciones reificadas.

e Ilog SOLVER posibilita la reificacién para las variables Booleanas.

clp(FD) and B-Prolog.

e La mayoria de los propagadores tienen una forma relacional (es decir, son de la for-
ma R(X,Y,Result), donde R es un propagador y X,Yy Result son variables Booleanas)
que esta cercana al estilo tradicional de programacién de Prolog. Como consecuencia,
la concatenacion directa de operadores no es posible, v en todo caso, hay que anadir
variables adicionales.

e Las meta-restricciones no pueden ser formuladas directamente en clp(FD) y hay
que utilizar un interface al lenguaje C para definirlas.

e En B-Prolog, como en clp(FD), las meta-restricciones no pueden ser codificadas
directamente y hay que aprender el mecanismo de cldusulas de retraso, que proporciona
el sistema, para implementar las meta-restricciones.

2.2.4. CHR: una Mencién Especial

Expresivamente hablando, el lenguaje CHR merece una consideraciéon especial de-
bido a su flexibilidad para generar los resolutores. Su particular enfoque transparente
posibilita que un mismo problema pueda ser formulado de formas muy diferentes, in-
cluso permite que pueda ser codificado usando el estilo de todos y cada uno de los
lenguajes considerados en nuestra comparativa.

2.3. Evaluando el Rendimiento

En esta seccién resumimos los principales resultados obtenidos.

Ilog SOLVER. En general, Ilog fue el sistema maés rapido con diferencia, Ademds se
mostré extremadamente robusto, pudiendo resolver problemas que involucraban cerca
de 1600 variables de dominio finito.

clp(FD). Este sistema mostré buenos resultados, aunque no fue tan rapido como Ilog.
Desafortunadamente, devolvia mensajes de error conforme el tamano del problema au-
mentaba, indicando que no escala demasiado bien con respecto al niimero de variables
de FD.

Oz. Es mas rédpido que ECL'PS® (el cual se tomé como referencia) cuando se intenta
buscar la primera solucién y también cuando se intentan encontrar todas las soluciones.
Incluso en los problemas escalables se mostré casi tan bueno, en encontrar todas las
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soluciones, como el sistema clp(FD) (con un nimero bajo de variables). Sin embargo
se mostré mas robusto que clp(FD).

SICStus and IF /Prolog tuvieron comportamientos similares y fueron, de dos a tres
veces, mas rapidos que ECLPS® (aunque particularmente IF /Prolog se comport6 real-
mente mal en algiin que otro problema). Por otra parte, IF/Prolog mostré un més
que aceptable comportamiento en la bisqueda de la primera solucién (incluso mejor,
a veces, que clp(FD) y Ilog). IF /Prolog y SICStus fueron también mas robustos que
clp(FD), Oz, y ECLPS®. Comparando ambos en este aspecto, SICStus fue mejor que
IF /Prolog puesto que pudo resolver problemas con cerca de 1000 variables de FD mien-
tras que IF /Prolog sélo pudo resolver problemas con unas 600 variables.

B-Prolog. Como clp(FD), este sistema funcioné aceptablemente bien sobre problemas
involucrando un numero pequeno de variables. Sin embargo, conforme aumentaba el
nuamero de variables restringidas sobre el FD, en los problemas escalables, el rendimien-
to fue deteriorandose y, en la mayoria de los casos, el programa finalizaba devolviendo
mensajes de error. Esto es consecuencia directa del hecho de que la versiéon de este
sistema, aqui estudiada carece de un recolector de basura.

ECL/PS®. Mostré los peores resultados (exceptuando el lenguaje CHR, cuya versién
usada estd implementada sobre el sistema ECL‘PS?). Para obtener un mejor rendi-
miento tuvimos que desactivar el recolector de basura, lo que a su vez, daba problemas
para resolver los problemas escalables. En general, este sistema mostré un rendimiento
pobre.

CHR. Fue el peor. Apuntamos dos razones principales: (1) el sistema que usamos fue
la versién que estd construida sobre el sistema ECL'PS® (el cual a su vez mostré un
rendimiento pobre) y (2) CHR no fue disenado con el objetivo de mejorar la eficiencia
de los sistemas, sino con el de definir nuevas restricciones para solucionar problemas
especificos sobre dominios especificos.

2.4. Conclusiones

Para resumir: eficientemente hablando, el resolutor de Ilog es el mejor. El sistema
clp(FD) es también un buen candidato cuando el problema no es demasiado grande
(medido en el nimero de variables restringidas); expresivamente hablando, CHR es
el mejor; finalmente para un balance entre la expresividad y la eficiencia, IF /Prolog
y SICStus se comportaron razonablemente bien, aunque SICStus mostré una mejor
robustez.
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2.5. Contribuciones

Hasta lo que conocemos, ésta es la primera vez que tantos sistemas de restricciones
son comparados sobre el dominio finito desde dos puntos de vista muy diferentes:
comparacién de la expresividad y de la eficiencia. El capitulo aporta dos contribuciones
principales:

= para la comunidad de las restricciones, nuestra experiencia descrita en este capitu-
lo, puede ayudar a otros a escoger el mejor sistema de CLP, sobre el FD, para
resolver un problema (discreto) de satisfaccién de restricciones y

= para la tesis, los resultados mostrados en este capitulo justifican la eleccién del
modelo de indexicals como el enfoque a partir del cual disenamos nuestro marco
genérico para la resolucién de restricciones de intervalo (y que se describe en los
capitulos siguientes). Observa que, en general, los sistemas sobre el FD que adop-
tan este modelo combinan una buena expresividad con un, mas que aceptable,
rendimiento.
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Capitulo 3

Propagacion de Restricciones de
Intervalo sobre Reticulos de
Intervalo

[Boswell:] Sir, what is poetry?
[Johnson:] Why Sir, it is much easier to say what it is not.
We all know what light is

but it is not easy to tell what it is.

Boswell Life, vol.3, pag: 38 (1776)
Samuel Johnson, 1709-84

3.1. Motivaciones

Los sistemas de CLP soportan diferentes dominios de computacién tales como los
intervalos finitos de enteros (Carlson et al., 1994; Carlsson et al., 1997; Codognet y Diaz,
1996a), los reales (Jaffar et al., 1992; Refalo y Van Hentenryck, 1996; Sidebottom y
Havens, 1992; Benhamou, 1995), los conjuntos finitos (Walinsky, 1989; Gervet, 1997;
Miiller y Miiller, 1997) o los Booleanos (Codognet y Diaz, 1996b; Codognet y Diaz,
1994; Barth y Bockmayr, 1996). El tipo del dominio determina la naturaleza de las
restricciones y el resolutor usado para resolverlas. En particular, la cardinalidad del
dominio determina el procedimiento de resolucién de tal forma que los actuales sistemas
de CLP tienen métodos diferentes para el dominio finito y para los dominios infinitos.

En general, en la practica los problemas no son especificos a un dominio y su for-
mulacién tiene que ser artificialmente adaptada a un resolutor especifico (i.e., a un
dominio especifico). Ademas, la mayoria de los resolutores de restriccién son opacos y

23
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su control depende exclusivamente del sistema. Estas restricciones proporcionan imple-
mentaciones muy eficientes para aplicaciones préacticas pero carecen de la flexibilidad
para ser usados en aplicaciones para las cuales no fueron creados. Este problema es
solucionado por las llamadas restricciones transparentes (Frithwirth, 1998; Codognet
y Diaz, 1996a) las cuales pueden ser definidas por el usuario. Nosotros estamos prin-
cipalmente interesados en estas ultimas, y en particular, en aquellas que no necesitan
un conocimiento detallado de la implementacién del sistema para ser construidas en el
nivel de usuario.

Desde este punto de vista, existen dos sistemas principales que aportan el enfoque
transparente sobre las restricciones: el sistema clp(FD) (Codognet y Diaz, 1996a) y las
CHR (Constraint Handling Rules, i.e., reglas de manejo de las restricciones) (Frithwirth,
1998). El primero de éstos fue disenado para el dominio finito (FD), y se basa en
una restriccion simple que se usa para construir restricciones mas complejas y para
controlar el mecanismo de propagacién. Estas restricciones, a menudo denominadas
como indezicals, son muy eficientes (tal como se demostr6 en el Capitulo 2) pues la
implementaciéon usa una técnica muy simple de reduccién de intervalos que puede ser
facilmente integrada en la méquina abstracta de Warren (WAM) (Ait-kaci, 1999; Diaz
y Codognet, 1993). Por ello, clp(FD) forma parte, hoy dia, de los principales sistemas
de CLP tales como SICStus Prolog (Carlsson et al., 1997) o IF/Prolog (If/Prolog,
1994). Por otro lado, CHR (actualmente incluida como una libreria en diversos sistemas
(Carlsson et al., 1997; Aggoun et al., 1995; G. y Treinen R., 1995)) facilita la creacién
de restricciones y resolutores definidos por el usuario y permite ademds interaccion
entre ellos. Desafortunadamente, la flexibilidad de estas reglas tiene un coste y, como
se mostro en el Capitulo 2, el sistema CHR no puede competir, eficientemente hablando,
con otros sistemas que emplean enfoques més tradicionales.

De esta discusién se deduce que lo que se necesita es un sistema transparente que
combine la flexibilidad del sistema CHR con la eficiencia del sistema clp(FD). En el
capitulo previo se demostré que los sistemas sujetos al enfoque de los indexicals sumi-
nistraban un buen balance entre expresividad y eficiencia. A partir de este resultado,
en este capitulo adoptamos el modelo de indexicals de clp(FD) para la propagacién de
restricciones y lo generalizamos a cualquier conjunto de reticulos, proporcionando por
tanto, una flexibilidad cercana a ésa de CHR.

Observa ademads que nuestra generalizacion, al ser aplicable a cualquier reticulo, es
valida para todos los dominios practicos existentes en CLP (e.g. reales, enteros, conjun-
tos y Booleanos). Més atin, mediante el uso de operadores de combinacién de reticulos,
pueden obtenerse nuevos dominios de computacién y los resolutores pueden generarse
a partir de los resolutores ya existentes. Nuestro marco tedrico también permite una
forma de cooperacion en la cual la informacién fluye entre dominios diferentes a través
de canales de sentido tnico.

Nuestra generalizacién es nueva incluso en el caso de los dominios finitos de enteros
en el cual el modelo de indexicals es ampliamente conocido y estudiado. Nuestra pro-
puesta es también una alternativa al sistema CHR y tiene muchas ventajas potenciales
como indicamos a continuacién:
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= La tnica condicién que hemos impuesto sobre el dominio de computacion es que
sea un reticulo. Puesto que, por lo que sabemos, todos los dominios existentes
soportados para CLP, son reticulos o podrian ser ficilmente extendidos como
reticulos, esto quiere decir que nuestro enfoque permite una gran variedad de
aplicaciones.

= Existen operadores bien conocidos en la teoria de reticulos, tales como el pro-
ducto directo y el lexicografico, que permiten combinar reticulos. Por lo tanto,
es bastante sencillo combinar dominios existentes y los resolutores de éstos para
formar nuevos dominios (compuestos).

s El esquema se define para un conjunto de dominios donde se permite la propa-
gacion de la informacién entre los dominios de manera que resolutores definidos
sobre dominios distintos pueden comunicarse y, por lo tanto, cooperar.

s El esquema bésico para la propagacién de restricciones es uniforme para todos
los dominios independientemente de si éstos son predefinidos o han sido definidos
por el usuario y de la cardinalidad de los mismos.

s Nuestro esquema es un entorno totalmente transparente sobre el cual se pue-
den definir, a nivel de usuario, nuevos dominios, nuevas restricciones sobre estos
dominios y el proceso de propagacién entre ellos.

3.2. Conceptos Preliminares y Notacién

Si C' es un conjunto, entonces #C denota su cardinalidad, o(C) su conjunto po-
tencia y p¢(C) el conjunto de todos los subconjuntos finitos de C, es decir, p¢(C) =
{c € p(C) | ¢ is finite}.

Orden. Sea C un conjunto con la igualdad definida. Una relacién binaria < sobre C
es una relacion de orden si es reflexiva, antisimétrica y transitiva. Sea C' un conjunto
con una relacién de orden < y donde ¢, ¢’ € C. Entonces, escribimos ¢ <¢ ¢ (cuando
sea necesario) para expresar que ¢ < ¢ y escribimos ¢ ~ ¢ sic < od <X cy, en
otro caso escribimos ¢ ¢ ¢/. También ¢ <¢ ¢ sic ¢ ¢ y ¢ A¢ c. Cualquier conjunto
C sobre el cual se define una relacién de orden se llama ordenado. Decimos que C
esté totalmente ordenado si para cualquier a,b € C, a ~ b.

Cotas. Sea C un conjunto ordenado. Un elemento ¢ € C es una cota inferior (su-
perior) de un subconjunto F C C siy sélosi Vo € E: ¢ < x (x < ¢). Si el conjunto
de cotas inferiores (superiores) de E tiene un elemento superior (inferior), entonces
denominaremos a ese elemento la cota inferior més alta (la cota superior mas baja) de
E y se denota por glbo(E) (lubc(E)). Si E = {x,y}, nosotros escribimos glb-(z, y)
para denotar glb({z,y}) v lubc(z,y) para denotar lubc({z,y}).
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Predecesor y sucesor. Sea C un conjunto totalmente ordenado y sea c¢,d € C.
Entonces ¢ es el predecesor inmediato de ¢’ y ¢ el sucesor inmediato de ¢ si ¢ < 'y
para cualquier ¢ € C con ¢ < ¢’ < ¢ implica ¢ = ¢”.

Monotonia. Sea f una funcién n-aria f :: C7 x ... x C,, — C, donde C y cada Cj,
para i € {1,...,n}, son conjuntos ordenados. Entonces f es mondtona si, para todo
ie{l,...,n} tal que t;,t, € C; y t; =¢, t;, entonces

Ft1,tivetn) 2o ft), .t ).

y anti-monotona si
Ft, o tiveitn) =c f(t), ..t ).

Una funcién mondtona f es estrictamente mondtona cuando paratodoi € {1,...,n},
tal que t;,t; € Cj, t; Z¢, 1] y existe algtin j € {1,...,n} tal que t; <¢; t, entonces

Ft1, . tivetn) <o f(t), oty th).

y es estrictamente mondtona si

Ft1, tivetn) =c f(th, .ty th).

Reticulo. Sea L un conjunto ordenado. L es un reticulo si lubp(z,y) v glbr(z,y)
existen para cada par de elementos z,y € L.

Elementos top y bottom. Sea L un reticulo. Si existe, glb;(L) = L[, es el elemento
minimo (bottom)de L. De forma similar, si existe, lubr,(L) = T, es el elemento mdzimo
(top) de L. La carencia de un elemento top o bottom puede ser remediado anadiendo
una cota ficticia. Por lo tanto, el reticulo liftado de L es LU{ L, T1} donde, si glb; (L)
no existe, L7 es un nuevo elemento no perteneciente a L tal que Va € L, 1y < ay
similarmente, si luby(L) no existe, T es un nuevo elemento no perteneciente a L tal
que Va € L,a < Tp.

Dual. Sea L un reticulo. El dual de L, denotado por IAJ, es el reticulo que contiene
exactamente los mismo elementos que L y que se obtiene intercambiando ¢lb;(a, b) y
lubp(a, b) para cualquier a,b € L. Si a € L, entonces denotamos su dual como a € L.
El principio de dualidad de los reticulos es “el dual de una sentencia sobre reticulos
expresada en términos de glb y [ub puede ser obtenido simplemente intercambiando
glb y lub”. Obserya que el orden se invierte en el reticulo dual. Es decir, si a,b € L'y

a =<1, b, entonces b =; a.
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Productos. Sean L; y Lo dos reticulos (liftados). Entonces el producto directo
(L1, Ly) y el producto lexicografico (Lj, La) son reticulos tales que:

(T1,72) 21,10y (Y1, 2) 21 20, y1y 22 =1, yo;
(z1,%2) 2(1,,00) (W1,92) ff @1 <, y1 0 (21 =91 ¥ 22 21, Y2)-

Mis aun

gib((w1,22), (y1,y2)) = (glby,, (21, y1), 9lbp, (22, y2));
glb((z1,22), (y1,y2)) = si 21 = y1 entonces (1, glby, (72, y2))
sino si z1 < y; entonces (x1,x2)

sino si z1 = y; entonces (y1,y2)

sino (glby, (z1,y1), T1,);

lub es el dual de glb and

T(Ll,L2> = <TL13 TL2> y J‘(L1,L2> = <J—L17 J—L2>§
T(L17L2) = (TL17TL2) Y J—(L1,L2) = (J‘Ll’ J—Lz)-

Sumas Lineales. Supén que L, ..., L, son reticulos. Entonces su suma lineal, de-
notada como L1 W...W L,, es el reticulo Lg donde:

(1) Ls =Ly U...U Ly;

(2) la relacién de orden <r,, se define:

r,yeLiyx =L, y; 0

Tpg Yy = ..
s {xELi,yELjyz-<j;

(3) glb, v lubpg se definen:

glbp (x,y) = glby (z,y) y lubrg(z,y) = lubp, (v, y) siz,y € L
glbLS(az,y): xy lubrg(z,y)=ysizel;, yeLijyi=<j
glbp (v,y) =  yylubpg(w,y) =xsize Ly, yeLjyj<i

(4) J—Ls =1Ly TLS =TL,-

Para mas informacién sobre reticulos, véase (Davey y Priestley, 1990). En el resto
del documento, (L,=r,glb;,luby, L, T1) denota un reticulo (posiblemente liftado)
sobre L con cotas Ly y T (posiblemente ficticias).

3.3. Los Dominios de Computacién y el de Intervalo

El dominio sobre el cual los valores se calculan se llama dominio de computacion.
El aspecto clave del sistema de restricciones descrito en este documento es que puede
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ser construido sobre cualquier dominio con estructura de reticulo. A través de este
documento, nosotros denotamos por £ un conjunto (posiblemente infinito) de dominios
de computacién conteniendo al menos un elemento L. También denotamos £ = {L |
L € L}. Para cada dominio de computacién L € L, nosotros asociamos un conjunto
de simbolos de variables V7, que es disjunto en L. Definimos V, = U{V.|L € L} y
asumimos (sin pérdida de generalidad) que cada L € L es un reticulo liftado.

EJEMPLO 3.1 La mayoria de los dominios de computacion cldsicos son reticulos.
Por ejemplo,

Integer, Sy min, maxi, J—Integera TInteger)7

Bool, <, A\, V, false, true),

(
(R, <, mini, mazxi, Ly, Tg),
(
(Set L,C,N,U,0, L)

son reticulos para los enteros, los reales, los Booleanos y los conjuntos, respectivamen-
te, bajo las relaciones de orden convencionales, donde las funciones ‘mini’ y ‘maxi’
devuelven, respectivamente, el minimo y el mdzimo de dos elementos enteros o reales.
Observa que Integer y R son reticulos liftados que incluyen los elementos ficticios
T Integers LInteger, T Yy L. Para los Booleanos, se supone que Bool = {false, true} y
false <poo true. Para el reticulo conjunto (i.e., Set ) suponemos que

Set L = p(L),

para cada L € L, donde L = {Integer,R, Bool} U{Set L | L € L}. Observe que L es
un conjunto infinito de dominios de computacion.

En el resto de este documento haremos referencia a estos dominios de computacion
Integer, R, Bool y Set L, para cualquier dominio L € L, sin hacer ninguna referencia
a este ejemplo.

3.3.1. Dominios de Computacién Acotados

Primero definimos el dominio de los paréntesis.

DEFINICION 3.2 (Dominio paréntesis) El dominio de los paréntesis B es un reticu-
lo que contiene sdlo dos elementos ‘)’ y ‘|" donde ‘)’ <p |’

En el resto del documento, ‘}’ denota cualquier elemento de B. También definimos
una funcién ming(}1, }2) que devuelve el menor elemento entre }; y }o en B.

Este dominio se combina con cualquier dominio de computacién para formar la cota
derecha de un intervalo.

DEFINICION 3.3 (El dominio acotado y simple de computacion) El dominio aco-
tado y simple de computacién (para L), denotado por L*, es el producto lexicogrdfico
(L,B).
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Ahora definimos el refiejo de este dominio para formar la cota izquierda de un intervalo.

DEFINICI()N 3.4 (El dominio reflejo) El espejo (de L®) es el producto lexicogrdfico
(L, B), denotado por L*. EL reflejo de un elemento t=(a,’}’) € L* es el elemento
(a,}’) € L® y lo denotamos como t.

PROPOSICION 3.5

1. L$ es el dominio acotado y simple de computacion para L. ie., LS = f/s,'
2. lis=T1)=(Tr y Tz =Lr]=[Lr.

3. Sity = (a1,'}1),ta = (a2, ‘}2) € L® entonces,

th <zt = t < ta W=l &= b3ty
si a7 ag, 4 glbps(t,be) = lubps (81, te) o sino ¢ glbs(tr, t2) = glbps (11, ta)
lubzs(tr,t2) = glbps (21, t2) lubgs(t1, t2) = lubrs(t1, t2)

En el resto de este documento, para simplificar la notacién, a menudo denotamos
un elemento (a,‘}’) de L® como a} y un elemento (&, ‘}’) de L® como {a. En particular,
con esta notacién tenemos Lys = 1),y Trs = Tpr].

EJEMPLO 3.6 Considera el dominio de computacion L = Integer. Entonces 6] de-
nota (6, ) € Integer®, [6 denota (6, ]’) € Integer® y 6] = [6. También

glbys (3], 5]) = lub+(3],3)) = 3],

glbz=([3,[5) = by (3], 5]) = 5] = [5,

lubzs([3,[5) = glb;-(3],5]) = 3] = [3,

0) <7s 0] <ps 1) <ps 1] <ps ... <ps Tp) <ps 1] en L?,
(Tr <7+ [To =g -+ <75 (1 <75 [1 <75 (0 <75 [0,

Mas ain, si L = Set Integer, entonces {1,3}) denota ({1,3},9)), ({1,3} denota
({1,3},9) v {1,3}] = [{1,3}. También

glbrs({4}],{4,6}]) = {4}] v lubrs({3}],{4,6}]) = {3,4,6}],
glbz=([{4}, [{4,6}) = lubr:({4}],{4,6}]) = {4,6}] = [{4,6},
lubz([{4}, [{4,6}) = glb-({4}], {4, 6}]) = {4}] = [{4},
{1}] <1+ {1,3}) <1< {1,3}] <1+ {1,3,5}],

{1,3,5} <z ({1,3} =gz [{1,3} <z= {1}

PROPOSICION 3.7 Sean L' € {L*, L5} y t € L'. Entonces,

WD =L, 2ITe{l*T°, B)itell y (@)i=t
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3.3.2. Operadores de Restriccion

Extendemos los dominios de computacién acotados para permitir operadores sobre
los dominios de computacién.

DEFINICION 3.8 (Operadores de restriccion) Supon que L,Ly...,L, € LU Ly
que or, y op son funciones n-arias mondtonas definidas como

or, Ly xX...x L, — L,
oguBx...xB—B.
————

n times

Supon también que, si of, no es mondtona estricta, entonces og es una funcion cons-
tante. Sea o el operador

onLix...x Ly —L°
o((ar, }1)s-- -, (an, tn)) = (op(at, ..., an),0o8(} 1,y tn) )- (3.1)

Entonces o es un operador de restriccién para L°.
El espejo © de o se define como

6::L7fx...XL7$I%F
6(t1,...,t7,...,a):O(tl,...,ti,...,tn). (32)

Si o es un operador binario, permitimos la notacién infija de tal forma que la
expresion o(ty,t2) se denota como t1 o ta.

EJEMPLO 3.9 Supdn que +1, y —p se declaran como
LiLxL—L —r:LxL— L

Ast, si L € {Integer, R} y los operadores +1,/2 y —1,/2 son definidos como es usual y
devuelven la suma y la diferencia de dos nimeros en L, estos opemdores son mondotonos
estrictamente. Observa que conforme a y b aumentan en L Y L respectivamente, a— b
también incrementa en L.

Supdn, mds generalmente, que +r/2 y —r/2 son definidos para un dominio L de
tal forma que son mondtonos estrictos. Supon también que +p y —p se definen como

htB by = ming(}y, 1) Yy h—Bly=]si}y=p}yy) en otro caso.

Entonces los operadores de restriccion binarios + y — para L° y sus operadores
reflejos son declarados como

+ o LPxLP—L° — L x L5 — L®
FuLsx LS — L8 — L5 x L® — L5,
Considera el caso L = R. Entonces tenemos
3,2)+4,1] = 7,3), (32+[41=32)+41] =73) = (7,3,
7.3)—[4,1 = 3,2), (7,3—4,1] =73)—[4,1 = 3,2) = (3,2.
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PROPOSICION 3.10 Supon que o es un operador de restriccion para L°. Entonces,

o es mondtono; (a)
S es un operador de restriccion (para LS); (b)
o es el reflejo de G i.e., o = 5. (c)

La definicién de un operador puede realizarse sobre dominios muy diferentes creando
pues un canal de comunicacién entre resolutores distintos.

EJEMPLO 3.11 Supon que el operador unario trunc se define como

trunc :: R° — Integer®

trunc(a}) = truncmteger (@) truncgp(])

donde trunc ppieger (@) devuelve la parte entera de a, para cualquier a € R, y truncp(}) =]
para cualquier } € B. Entonces

trunc :: 35 — Integer®.
Por tanto, por (3.1) y (3.2),

trunc(3,1}) = trunc[nteger(?)al)tTunCB(]) = 3]’

trunc([3,1) = trunc(3,1]) = 3] = [3.

3.3.3. Indexicals

Las variables de V[, son introducidas en el dominio L® y su reflejo mediante inde-
xicals. Sea Op un conjunto de operadores de restriccién definido para L°.

DEFINICION 3.12 (Domz'nioﬂa computacion acotado) El dominio de computacién
acotado L® (para L) y su reflejo LY se definen de la siguiente manera:

Lb=1r
U{maz(z) |z € Vi}
U{wal(z) |z € V}

2Ly x...x L — L% €0y,
U oftryeeesta) |1 not L
ti € (L))” para (1 <i<n)
b={t|tel’

donde parai € {1,...,n}, Ly € L y L} € {L{, L},

(L) = L si I = L y (L) = IF si I} = L;

maz(z) = min(z), min(z) = maz(z) y val(z) = val(x);
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para cada o :: Ly x ... x Ll — L® € Oy,

O(tl,...,ti,...,tn) IB(tl,...,ti,...,tn).

Las expresiones max(x), min(zx), val(x) y val(x) son llamadas indexicals. Los elements
de L y Lb son llamados términos indexical.

El dominio LP es también un reticulo que hereda el orden de L® y donde T ;» = T s
y Ly = Lrs. Por tanto, si t1,ta € LY, entonces t; =rb to2 sty solo si t; = Lps,
to =T 0t1,to € L® \ {J_LS,TLs} yt1 <rs t2.

PROPOSICION 3.13
(1) =t para cualquier t € {L°, L}.
(2) Sit e LY entonces t € L y sit € LY entonces t € L.

EJEMPLO 3.14 Sean + (para L = Integer), — (para L = R) y trunc tal como se
definieron en los Ejemplos 3.9 y 3.11. Entonces +,trunc € Opppeger ¥y — € On. Sean
también x € Vipteger, Yy € Vi, entonces:

3], max(x), 3) + maz(z), trunc(maz(y)) pertenecen a Integer®;
20,1), maz(y), 20,1) — min(y), val(y) pertenecen a R;
(3, min(x), (3+min(z), trunc(min(y)) pertenecen a Integer®;
(20,1, min(y), (20,1—maz(y), val(y) pertenecen a R°

donde, por ejemplo, 3) + maz(z) = 3)Fmaz(z) = (3Fmin(z).

3.3.4. El Dominio de Intervalos

Ahora definimos la estructura sobre la cual las restricciones pueden ser genérica-
mente resueltas.

DEFINICION 3.15 (Dominio de Intervalos) Sea LP el dominio de computacion aco-
tado para un dominio L € L. El dominio de intervalos Rli sobre L es el producto directo

(ﬁ, LY. El dominio de intervalos simples R3 sobre L es el producto directo (L, L*).
Un rango es un elemento de R’}J. Un rango es simple si es un elemento de R .

Por el producto directo de reticulos, R% y R} son reticulos. Para simplificar la
notacién, un elemento (a},b}) serd escrito simplemente como {a,b}.
Por la tanto, para cualquier r = (37,t1),1r2 = (53,t2) € Rl]: donde s1, $9,t1,t9 € LP,
r gy T2 = (51 2 s2) y (b = t2),
glez(rl ’ T?) = <glbﬁ(§> @)7 glbLb(tZa t2)>7
lusz(T’] , T’g) = <lubﬁ(§, @), lubLb(t1 , t2)>,
TR% = [J_L,TL] y J‘R% = (TL,J_L).
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EJEMPLO 3.16
(1],8)) € Ripteger S€ escribe como [1,8),
[2,3,8,9) € RS vy [1,4,maz(z)+4,9] € R,
glb gy ([3,2,6,7],(1,8,4,5]) = [3,2,4,5],
(13,2,6,7],(1,8,4,5]) = (1,8,6,7],
(3,0,4,0) < (1,8,4,5].

Observe que
gle&([3,2,6,7], (1,8,4,5]) = ( glb@( (3,2, (1,8 ), glbs ( 6,7],4,5] ) ) = [3,2,4,5];
lubp (3,2,6,7], (1,8,4,5]) = ( lubg( [3,2,(1,8 ), lubgi( 6,7),4,5] ) ) = (1,8,6,7).

Es importante resaltar que la relaciéon <p» simula la inclusién de intervalos en la
L

teorfa clasica de conjuntos'. La Figura 3.1 muestra la relacién entre dos elementos
cualesquiera de cualquier dominio Rj definido sobre algtin dominio de computacién

LelL.

Figura 3.1: Relacién entre dos rangos 51,1 y 52,t2 de R} para algin L € £

La consistencia de los rangos simples puede ser genéricamente definida para cual-
quier dominio de intervalo R} independientemente del reticulo L.

DEFINICION 3.17 (Condiciones de consistencia) Un rango simple r = (3,t) € R}
es inconsistente si

1Observe que el concepto de intervalo que usamos en esta tesis difiere del concepto cldsico en la
teoria de conjuntos.
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1. s Aps t (lo cual quiere decir que r es inconsistente si s s t) o
2. 5= (a yt=a} para cualquier } € B.

En cualquier otro caso r es consistente. Observa que J_Rzi = lpy = (Lis, Lps) =

(T,,LL) es inconsistente.

EJEMPLO 3.18 En el dominio Integer, (1,1] y [5,2] son inconsistentes mientras
que [1,10] es consistente. En el dominio Set Integer, [{1,3},{1}] y [{1,3},{1,4}] son
inconsistentes y [{1},{1,3}] es consistente ya que {1}] <(get mmteger)* 11, 3}]-

Cualquier rango (in)consistente en R} identifica un conjunto de rangos (in)consistentes
en Rj.

PROPOSICION 3.19 Supdn que r,r" € R}, para cualquier L € L, donde r =Rs r'.
Sir' es inconsistente, entonces r es también inconsistente.

EJEMPLO 3.20 Supon que L € L y a,b,c € L donde a <y, ¢ <r, b. La Figura 3.2
muestra la zona del reticulo R} que se construye a partir de los elementos a,b y c.
Nota que todos los nodos dentro del cuadrado son inconsistentes mientras que el resto
son consistentes. Los nodos marcados con circulos corresponden a casos especiales y
son tratados en la Seccion 3.4.4.

3.4. Los Dominios de las Restricciones

Las restricciones son expresadas asociando cada variable restringida con uno o mas
intervalos de valores (definidos usando el dominio de intervalos) sobre el cual (los cuales)
la variable puede tomar valores (o sea, esta limitada o restringida). Estas restricciones
de intervalo, las cuales se definen en 3.4.1, son resueltas mediante dos procesos, defi-
nidos, respectivamente, en 3.4.2 y 3.4.3: la estabilizacion de las restricciones (i.e., la
reduccién de las restricciones) y la propagacion de las restricciones .

Continuamos usando L para denotar cualquier dominio en £, V7, el conjunto de
variables asociadas con L. También denotamos por R’i el dominio de intervalos sobre

LV, = U{VL’L € [:} vy X € pf(Vg).

3.4.1. Restricciones de Intervalo

Las restricciones de intervalo asocian elementos de R% con variables en V7.

DEFINICION 3.21 (El dominio de las restricciones de intervalo) Sean © € Vi, y
r € RY. Entonces
xCr

es una restriccién de intervalo para L con variable restringida z. Si r es un rango
simple (resp. rango no-simple), entonces x T r es una restriccién de intervalo sim-
ple (resp. restriccién de intervalo no-simple). Si r es consistente (resp. inconsistente),
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Figura 3.2: Estructura del dominio de intervalos simple R} donde a,b,c € L'y a <,
c <y, b
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entonces x T 1 es consistente (resp. inconsistente). Si r = T RY entonces x C 1 es
una restriccién de tipo para x, y se denota como x:' L. Sit € L, entonces v =t es
equivalente a la restriccion x C [t,t]. El dominio de las restricciones de intervalo sobre
X para L es el conjunto de todas las restricciones de intervalo para L con variables
restringidas en X y se denota por Ci(. La union

e\ Jie¥ | Lecy

constituye el dominio de la restricciones de intervalo sobre X para L.

La relacion de orden para CX se hereda de la relacion de orden definida en los
dominios de intervalos. Nosotros definimos c1 <px ¢ si y solo si, para algin L € L,
Clzl'ETl,Cg:l'E?”QECi( YTy jR% 9.

EJEMPLO 3.22 FEjemplos de restricciones de tipo, de restricciones de intervalo sim-
ple y de restricciones de intervalo no-simples son mostradas a continuacion en (a), (b)
y (c), respectivamente, donde + (para L = R), — (para L = Integer) y trunc son tal
como se definieron en los Ejemplos 3.9 y 3.11.

(a) x,y: Integer, b: Bool, w, ' R
b))y yC£1,4), b C [true,true], r C [1,23,3,45);
w)+3,2] y

)—maz(y),trunc(maz(w)) — min(y).

(¢) rC min(w),maz

~_

x C trunc(min(w

DEFINICION 3.23 (Interseccion de restricciones de intervalo simple) Supdn que
x € X. La interseccion en un dominio L € L de dos restricciones de intervalo simple
c1,co € Cif dondeci =xzCry, co=xCre yx €V sedefine como sigue:

c1 N ¢ = glbcf(cl, c2)= x C glez(T]7 2).

Supén que z € X y c1,¢3,¢3 € Ci( son restricciones de intervalo simple con variable
restringida x donde c¢3 = ¢1 N, co. Entonces se deduce, a partir de la definicién mostrada
previamente, que Ny, posee las siguientes propiedades:

Convergencia: c3 jcf c1ycs jcf c2;

Correccion: si ¢ jci( cQyec jcic co, entonces ¢ jcfj c3;
Conmutatividad: (¢ N c2) = (c2 N c1);
Idempotencia: (c; N c3) =csy (c3 Np c2) = cs.

Si S, es un conjunto de restricciones de intervalo simple restringidas sobre la misma
variable € Vi, y sobre algin L € £, entonces nosotros definimos (1), S; = glbcf (Sz)-
Como consecuencia de la propiedad de convergencia, [); Sy < ¢, para cada ¢ € S,.
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EJEMPLO 3.24 Considera los dominios Integer, R, Bool y Set Integer. Sea X =
{i,’l“, b, 5} donde i € VInteger: 7€ ViR, b€ VBoot Y5 € Ve Integer - Entonces

iC[5,24] Ny i C[1,15) = glbex (i C[5,24],4 C [1,15))
nteger
=iCglby  ([5,24],(1,15))

Integer
([57 [1) ) glb[ntegerb (24]7 15))

=14 C glb

Integer®
—=iC [5,15).
También,

rC[1,12,5,67) N rC [2,34,5,95) = rC [2,34,5,67);
b C (false,true] N b C [false,true] = b T (false,truel;
SCH1L{1,2,3,4)] Ny sC[{3}{1,2,3,5)] = s C[{1,3},{1,2,3}]

3.4.2. Reduccion de Restricciones

La reduccién de las restricciones se llama estabilizaciéon de las restricciones y el
proceso se basa principalmente en la interseccién de restricciones de intervalo simple.

DEFINICION 3.25 (Almacén de restricciones) Un almacén de restricciones S para
X es un subconjunto finito de CX. El almacén S es estable si, para cada x € X, hay
exactamente una unica restriccion de intervalo simple ¢ para x en S. El almacén S es
simple s¢ contiene solo restricciones simples. El almacén S es inconsistente si contiene
al menos una restriccion de intervalo inconsistente; en otro caso es consistente.

El dominio de los almacenes simples de restricciones para X es el conjunto de todos
los almacenes simples de restricciones para X y lo denotamos por S*. El dominio de
los almacenes simples y estables de restricciones para X es el conjunto de todos los
almacenes simples y estables de restricciones para X y lo denotamos por SSX .

DEFINICION 3.26 (Almacén estabilizado) Sea S € S* y, para cada x € X, S,
el conjunto de restricciones en S con wvariable restringida x. Entonces, el almacén
estabilizado S € SS¥ de S se define como:

S"={Np(Sz) |z € X Az €V}, (para algin L € L) }
Escribimos S — S’ para expresar que S’ es el almacén estabilizado de S.
Observa que, por la Definicién 3.21, si S, = 0 entonces Np(S,) = = C TR%. Esto
asegura que S’ € SS¥.

EJEMPLO 3.27 Supdn que Integer,® € L y X = {x,y,i} donde z,y € Vy yi €
Vinteger- Considera
S={zC(8,3,204], yE i C [0,10],
rC[1,0,150], yC(56,153), iC[2,15)},
S ={xzC (83,150, yC iC [2,10] }.

Entonces S — S'.
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DEFINICION 3.28 (Un orden parcial sobre los almacenes de restricciones simples y
estables) Sean S, S' € S8 donde cy, ¢, denotan las restricciones de intervalo (simples)
parax € X en S y S, respectivamente. Entonces S < S’ si y sélo si, para cada x € X,
Cy Sox Iy

Por tanto, SS¥ forma un reticulo con la relacién de orden <, cuyo maximo ele-
mento (i.e., el top) es el conjunto de restricciones de tipo para X (i.e., el conjunto
{r © Tgy | ® € XNV, L € L}) y cuyo minimo elemento (i.e., el bottom) es el
conjunto {x C Lps [z € XNV, L€ L}

EJEMPLO 3.29 Considera los dominios Integer y Bool. Entonces
{b T [false,false], i C (2,4]} <5 {b C [false,true],i C [1,5)}.

PROPOSICION 3.30 Sean X' C X y C € SX'. Sean también S, 5 € SSX tal que
SUC — 8. Entonces, S’ Xs S yVee C:3d €S .d <x e

Cualquier almacén de restricciones (in)consistente en SS* identifica un conjunto
de almacenes de restricciones (in)consistentes en SS¥.

PROPOSICION 3.31 Supén S, 5" € SSX donde S <, S'. Entonces, si S' es incon-
sistente, S es también inconsistente.
3.4.3. Propagacion de Restricciones
La propagacién de restricciones se define mediante una funcién de evaluacién.
DEFINICION 3.32 (Evaluacién de términos indexicals) Sean S € SSX, z € X, y
£X¥=U{L*|Le L, L* ={te L’ | vars(t) C X}},
LX =U{LX|Le £,LX = {t € L | vars(t) C X} }

donde vars(t) denota el conjunto de todas las variables ocurriendo en t. Entonces las
funciones de evaluacion (sobrecargadas) se definen como::

eval :: 88X x £LX — X, eval :: S8X x £LX — X,

eval(S,t) =1 sitc L°ULS, L €L,

eval(S, maz(z)) =t donde x C (5,t) € S,

eval(S, min(z)) =3 donde x C (5,t) € S,

eval (S, val(x)) =t six C(t,t) € S,

eval (S, val(z)) = val(z) six C(t,t) &5,

eval(S,val(z)) =1 six C(t,t) €S,

eval (S, val(x)) = val(z) six T (t,t) €8S,
eval(S,o(ty,...,t,)) = o(eval(S,t;),...,eval(S,t,)),
eval(S,5(ty,...,t,)) =0(eval(S,t1),...,eval(S,t,)).
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EJEMPLO 3.33 Sea
S={xrC(1,23,6,78],y C [4,54,3,41),i C (1,4],b C [false,falsc] }

un almacén estable de restricciones simples para {x,y,i,b} i.e., S € SSwibl - Epton-
ces

eval(S,2,34])

eval (S, min(i)+[3)
eval (S, trunc(max(z)))
)
)

34],

val(S, min(i))+eval(S,[3) = (1+[3 = (4,
trunc(eval(S max(z))) = trunc(6,78]) = 6],
[false,
val(z).

eval (S, val(b)
eval (S, val(x)

donde +/2 (para L = Integer) y trunc/1 se definen, respectivamente, igual que en los
Ejemplos 3.9 y 3.11.

Nota que nuestros términos indexicals son una generalizacion de los términos de
indexicals de clp(FD) (Codognet y Diaz, 1996a) y que admiten rangos finitos e infinitos.

Sea ¢ = x C (5, t) una restriccién de intervalo en Ci( y, por tanto, s € Lb y t € L?
para algin L € L. Entonces sobrecargamos eval/2 y definimos eval(S, ¢) como

eval(S, ¢) = z C (eval(S,5), eval (S, t)).

DEFINICION 3.34 (Propagacion de restricciones) Supon que S € SSX.

Sic,c € Ci( donde ¢ es simple y eval(S, ¢) = ¢, entonces decimos que c se propaga
(usando S) a ¢ y escribimos ¢~ .

SiCCCXyC ={d|3cecC.c~%} entonces decimos que C se propaga a
C’ using S y escribimos C' ~° C'. Como consecuencia, C' C CX' es un almacén de
restricciones simples donde X' C X.

Observe que, si x C (5,t) € S donde s # t, entonces la funcién de evaluacién eval
aplicada a val(z) (resp. val(z)) devuelve val(z) (resp. val(z)), es decir, equivale a la
identidad. Por lo tanto el indexical val(x) (resp. val(z)) suministra un mecanismo til
para retrasar la propagacién de las restricciones.

Nota también que, si C es finito y C' ~»° C’, entonces C’ puede computarse (i.e.,
el proceso de propagar C' a C' usando S termina).

EJEMPLO 3.35 Considera el almacén S’ y las variables del Ejemplo 3.27, y el ope-
rador trunc/1 tal como fue definido en el Ejemplo 3.11. Entonces

/

{x C min(y),20,4], i C M(mm(y)),trunc(mm(y))} ~5
{z C (5,6,20,4], i C [5,10]}.
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3.4.4. Equivalencia en el Dominio Discreto

Cuando el dominio de computacién L es discreto, podemos identificar elementos
equivalentes en L® y en su reflejo L® y, como consecuencia, en el dominio de intervalos
7y el dominio de las restricciones Cif .

EJEMPLO 3.36 Para cualquier i € Integer, el predecesor inmediato es i — 1 de
manera que, por ejemplo, 3) = 2|. Similarmente, con el dominio Bool, el predecesor
inmediato de ‘true’ es ‘false’ de manera que true) = false].

Supén que L es un dominio discreto en el cual el predecesor inmediato pre(a) de
cada valor a € L, con a # 11, estd definido. Para reducir el tamano del dominio L?*,
introducimos la siguiente regla de equivalencia para cualquier a) € L° y a# 1,

a) = pre(a)] en LS.

Por el principio de dualidad de los reticulos, en el dominio L* (donde succ(a) es el
sucesor inmediato de cualquier a € L con a # T ), tenemos

(a = [succ(a) en L.
Si los elementos 1 y T fueron anadidos como cotas ficticias, entonces definimos
pre(Tr) = Tp, suce(Lyp) = L.

Cuando el dominio de intervalos se construye a partir de un dominio discreto L, las
reglas de equivalencia permiten reducir el tamafo de L® y L y por tanto, el tamano de
R; . Si pre/1 esta definido para cada elemento en L (con la excepcién, ya comentada,
de 11), entonces se puede proporcionar una forma canénica para L® de manera que
los paréntesis abiertos ‘(’,)’ se eliminan y son reemplazados por los paréntesis cerrados

7.

EJEMPLO 3.37 Para el dominio Integer, [1,3) = [1,2]. Similarmente, para el do-
minio Bool, [false, true) = [false, false]. Supdn que L = {0,1,2,3} es un reticulo donde
0<1<2<3. Entonces,

L* = { 0)70]71)71]72)72]73)73] = { 0)70]71]72]73] }v
Ls={(3.[3,(2,[2,(1,[1.(0,[0 } = { (3,[3,[2, 1, [0 }.

Supon también que X = {JZ, b}7 T € ‘/}nteger Yy b € Vpoor- Entonces, x E (175) €s
equivalente a x T [2,4] en Cﬁtegw y b C (false, true] es equivalente a b T [true, true]

X
en CBOOZ :

Con estas reglas de equivalencia para los dominios discretos, méas inconsistencias
pueden ser detectadas.
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EJEMPLO 3.38 Considera de nuevo el dominio L del Ejemplo 3.20. Supon que L
es discreto y que pre(c) = a y pre(b) = c. Entonces los rangos (a,c) € R} y (c,b) son
inconsistentes ya que equivalen a los rangos [c,a] y [b,c| respectivamente. Estos son
los nodos marcados con circulos en la Figura 3.2.

Por ejemplo, sea L = Integer. Entonces el rango (1,2) es inconsistente en el do-
minio Ri,,..., pues [2,1] es inconsistente. También la restriccion x T (1,2) es incon-
sistente pues x C [2,1] es inconsistente.

En el resto del documento, asumimos que todas las restricciones de intervalos sim-
ples definidas sobre dominios discretos son reducidas (siempre que sea posible) mediante
la equivalencia mostrada en esta seccion.

3.4.5. Una Solucién para un Almacén de Restricciones

DEFINICION 3.39 (Solucidn) Sea C € p(CX) un almacén de restricciones para X .
Una solucién para C' es un almacén de restricciones R € SSX donde,

C -~
RUC' — R.

El conjunto de todas las soluciones para C' lo denotamos como Sol(C). Si existe, la
solucién mas general para C' (m.g.s. para C), se define como:

m.g.s. para C = G € Sol(C) | VR € Sol(C).R =, G.

Por tanto, una solucién es un almacén de restricciones consistente que contiene, para
cada una de las variables restringidas, exactamente una tnica restricciéon de intervalo
simple que no puede ser reducida mediante la propagacion de las restricciones.

LEMA 3.40 Sean C € o(C¥) y S,R € SS*. Si R es una solucién para C U S,
entonces, R <5 5.

3.4.6. Monotonia de las Restricciones

En esta seccién mostramos que todas las restricciones que pueden ser definidas en
nuestro marco tedrico son forzosamente mondtonas.

LEMA 3.41 Supdn que ¢ <cx ¢ y que ¢ y ¢ son restricciones consistentes simples
para L € L restringidas sobre la misma variable y € X y supdn también que ¢ =y C
(t',t') para algin t' € L*. Entonces ¢ = ¢ .

Cada restriccién de intervalo se propaga de forma mondétona con respecto a la
relacion de orden definida sobre los almacenes estables simples.

LEMA 3.42 Sean Sy, S, € SSX dos almacenes estables y consistentes tal que S <
Sy y ¢, co € CX de manera que ¢ ~2 ¢o. Entonces, existe 1 € CX tal que ¢ ~5' ¢1 y
C1 jcx Co.
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PROPOSICION 3.43 Sean S1,9, € 88X donde S; y S son consistentes, S1 < So
y C € p(CX) de manera que

C~CLySuc— S,
C~%2Cy y Sy UCy s Sh.

Entonces S} <5 S5.

EJEMPLO 3.44 Considera la definicion del operador — del Ejemplo 3.9, cuando L
es R asi que — :: R° X NS — N°. Supdn que X = {z,y}, =,y € Vi,

S1 = { yC(2,0,4,0], z:' R } y  Sy= { y C(1,0,11,0], = ' R }
Entonces 51,55 € SSX y S1 <s Sa. Supon que
cp =z C[0,0,20,0]-min(y) y c2 =2z LCJ[0,0,20,0-maz(y).
Entonces c1 es una restriccion de intervalo para R porque
(0,0 € R? y 20,0]—min(y) € R®

Yy, por tanto,
0,0,20,0]—min(y) € R%.

Usando el procedimiento de propagacion de restricciones para S1 y Sz obtenemos

S s
c1 ~"1 e, c1 ~7% cq2
donde

ci1=x [0,0, 18,0), cipo=x L [0,07 19,0).

Entonces, tenemos c11 <¢x ci2 (i.e., c1 se propagé mondtonamente con respecto a
la relacion de orden definida entre los almacenes de restriccion estables).

Sin_embargo, ca no es una restriccién de intervalo. Esto se debe a que, aunque
[0,0 € R0 y 20,0] € R°. Vemos que maz(y) ¢ R® con la consecuencia de que,

20,0]-maz(y) ¢ R

y, por tanto,

Observa que si aplicasemos el procedimiento de propagar esta restriccion, obtendriamos

o~ ey, co ~52 cop

donde

co1 =z C [0,0, 16,0], coo =x C [0,0,9,0].
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Con lo cual caa <cx ca1. Por lo tanto, usando al almacén de restricciones mds pequeno
S1, ¢ da lugar a un rango mds grande para x. El problema es causado por el hecho de
que si Sy se reemplaza por un almacén menor, tal como S1, max(y) también disminuye
en 1%, ast que el valor de 20,0}-max(y) aumenta. Por tanto, la cota derecha del rango
para x en cg también incrementa de manera que el limite superior para y nunca podria
ser reducido.

Afortunadamente este problema se detecta simplemente asequrando la validez de las
restricciones en nuestro marco tedrico. Observa que la aceptabilidad de las restriccio-
nes, tales como co, puede decidirse a priori mediante el uso de técnicas estindares de
comprobacion de tipos.

3.5. Semantica Operacional

En esta seccién, proporcionamos un esquema operacional para la propagacion de las
restricciones de intervalo y probamos la correccion y la terminacién de este esquema.

3.5.1. Esquema Operacional para la Propagacién de Restricciones

Sea C € pp(C¥)y S € SS¥. Definimos aqui propaga(C, S), un esquema operacional
para calcular una solucién (si existe) para C'US.

procedimiento propaga(C,S)

empieza
si S is consistente entonces (0)
C:=CUS; (1)
repite
C~2 % % Propagacién de Restricciones (2)
S =S (3)
S'ucC' — S; % % Estabilizacién (4)
hasta que S sea inconsistente 0 S = S'; (5)
finsi;
finempieza.

Figura 3.3: propaga/2: un esquema genérico para la propagacién de las restricciones de
intervalo

Si al menos una solucién existe, el almacén S contiene una solucién para C' U S.

TEOREMA 3.45 (Correccion) Sean C € ¢;(CX) y S € SS*. Si al menos una
solucion para C'U S existe, entonces cualquier ejecucion del esquema operacional para
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propaga(C, S) que termine, devuelve en S la solucién mds general para C U S. En
otro caso, si no existe ninguna solucion para C U S, entonces a la finalizacion de
propaga(C,S), S es inconsistente.

3.5.2. Terminacion

El paso de propagacién (2), en la Figura 3.3, anade nuevas restricciones creadas
antes del paso de estabilizacién (4). Por tanto, con dominios infinitos, el procedimiento
podria no terminar (observa que, en dominios de computacién infinitos, las restricciones
podrian ser contraidas indefinidamente mediante el paso de estabilizacion).
EJEMPLO 3.46 Considera el operador div2g :: ® — R donde div2gp a = 2‘:‘0 para
cualquier a € R, y sea div2p definido como la identidad sobre B (i.e., el dominio de
los paréntesis). Sea también, C el almacén de restricciones

{ #£10,0,10,0], = C [0,0, div2(maz(y)),
y C [0,0,10,0], y C [0,0, div2(maz(z)) }

donde x,y € Vi y Sy es el elemento mdzimo del reticulo S8} Seq también S; el
valor del almacén S al final de la i iteracion, para i > 1, del esquema operacional
para propaga(C,S) siendo Sy el valor inicial de S. Entonces, durante la ejecucion de
propaga(C, S), S se reduce indefinidamente i.e.,

So={2C[Llg,Tnl,y C [Ly,Tx },
S1={=2C0,0,100], y C [0,0,10,0] },
Sy ={2C0,0,50], yC[0,0,5,0] },
Ss3={xC[00,25], yC[0,0,2,5] },

Para forzar la terminacion, introducimos la nocién de precision de una restriccion
consistente.

DEFINICION 3.47 (Precision de una restriccion) Sea CCY el conjunto de todas
las restricciones de intervalo consistentes para L y con wvartables restringidas en X,
r € X NVy para cualquier L € L y sea RT el producto lexicogrifico (R, Integer)
donde RT es el dominio de los niimeros reales no-negativos. Entonces definimos

precisiony ::CCx — RT

precisiony ( © T {ja,b}y ) = (aorb, Yo}y ) 33

donde of, :: { (a,b) ’ a,b€ L,a=pb} - R es una funcidn mondtona estricta (bien
predefinida o bien definida por el usuario) y op :: B x B — {0,1,2} es la funcidn
mondtona estricta

q q » def q o »def Q2 q Q2 Q2
}03]262 ]OB):el )OB]:l )OB):O.
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Puesto que precision;, se define sélo sobre restricciones consistentes, la funcién of,
s6lo tiene que ser definida sobre aquellos rangos en los que su primer argumento (i.e.,
la cota inferior) es menor o igual que su segundo argumento (i.e., la cota superior).
Esta funcién tiene que ser definida para todos los dominios de computacién.

PROPOSICION 3.48 precisiony es estrictamente mondtona. i.e.,
precision, (c) <gr precisiony(c') sic <cex d.

EJEMPLO 3.49 Sean Integer, R, Bool y Set Integer y también R? = (R, R). En-
tonces definimos, para todo i1,i0 € Integer, xri,T2,y1,y2 € R, b1,bs € Bool y s1,82 €
Set Integer tal que 13 j]nteger 12, T1 SR T2, Y1 3R Y2, b1 = Bool b2 Y S1 =Set Integer S2;
7:Al < Integer ig = ig — il7
T Op Tg = T3 — T,

by ©Bool b2 = 0,0 si by = by y 1,0 en otro caso,

(@1, y1) ome (w2, y2) = +v/ (@2 — 207 + (32 — 112,
S108et Integer 52 = F£(52) — #(s1)-
Sea X = {i,7,2,y,5,b} y supon que 1,7 € Vipteger, © € Vi, y € Ve, s €
Vset mtegers b € VBool Y
o =1iLC[1,4], co =1
c3 =2z LC (3,5,5,7), cy =1y
s =sC[{},{3,4,5}) yec=0

C
C [(2,0,3,0),(3,4,5,6)],
C

[false, true].

Entonces
Precision pieqer(c1) = (3,0,2), PTecision yeqer(c2) = (2,0,2),
precisiong(c3) = (2,2,0), precisiongz (c4) = (2,95, 2),
Precisionge; nieger(c5) = (3,0,1), precision gy, (cs) = (1,0,2)

Observa que precision e (c2) es (2,0,2) en vez de (3,0, 1) puesto que la restriccion
i’ T [1,4) es equivalente en el dominio CX (ver la Seccion 3.4.4) a la restriccion
i' C [1,38], y la precision se calcula entonces con respecto a esta ltima restriccion.

Los operadores usados en el ejemplo, es decir, —, +, # y la potencia al cuadrado
tienen que estar completamente definidos sobre el dominio de computacion y, por tanto,
deben incluir las cotas liftadas (i.e., ficticias). A su vez, el operador raiz-cuadrada,
definido sobre el dominio de los reales no-negativos, tiene que definirse también para
la cota liftada superior.

DEFINICION 3.50 (Precision de un almacén de restricciones) La precision de un
almacén de restricciones consistente S € SSX se define como

precision(S) = Z precisiony (c)
cGS,cECCf para algin LEL

donde la suma en RZ estd definida como (a1, a2) + (b1,b2) = (a1 + b1, az + ba).
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Por tanto, la precision de un almacén de restricciones consistente y estable S es igual
a la suma de las precisiones de cada una de las restricciones que lo componen.

EJEMPLO 3.51 Supon que S = {c1,ca,c3,¢4,¢5,¢6} € SSX, donde, para 1 <i <6,
¢; se define como en el Ejemplo 3.49, y X = {i,i,z,y,s,b}. Entonces

precision(S) = Z precisiony (c;) = (14,15,9).
1<i<5

PROPOSICION 3.52 Supén que S,S" € SSX son almacenes consistentes y que
S <5 S'. Entonces precision(S) <wr precision(S").

Mediante la definicién de una cota computable? ¢ € #+1U{0,0}, podemos comprobar
si la precision de las restricciones simples en un almacén S fue reducida significativa-
mente en el proceso de estabilizacién (step 4). Si el cambio es considerado suficiente-
mente grande, entonces continuamos con el proceso de propagaciéon. En otro caso, el
conjunto de restricciones en S se considera como “una solucién bastante aceptable” y
el procedimiento termina. Esta “soluciéon” es una aproximacién al concepto de solucién
mostrado en la Definicién 3.39.

La cota € puede ser predefinida o definida por el usuario. Para usar precision/1y ¢,
a continuacién definimos un nuevo esquema operacional para propaga.(C,S) que es el
mismo que el esquema para propaga(C,.S) pero donde el paso (5) ha sido reemplazado
por

(5%) hasta que S sea inconsistente o precision(S') — precision(S) <gz (¢,0).

TEOREMA 3.53 (Terminacion) Sean C € pp(CX) y S € SS*. Sie > 0,0 entonces
el esquema operacional para propaga,.(C,S) termina.

DEFINICION 3.54 (Solucién aprozimada) Sean C € pr(CX) y S e SSX. Sea tam-
bién R una solucion para C'U S y (6,¢) € RZ. Una solucién aproximada via (6, @)
para CUS es un almacén estable de restricciones simples para X, denotado por Rs 4),
donde,

precision(R((;,qS)) — precision(R) <p7 (0,0) y R =s Rs5.4)-

El ntimero de iteraciones del esquema operacional depende, en los dominios infinitos,
del valor de €. En estos casos, la solucién final para propaga.(C,S) es una solucién
aproximada para C'U S.

TEOREMA 3.55 (Correccion extendida) Sean C € p¢(CX) y S € SS*. Si al menos
una solucion R para C' U S eziste, cualquier ejecucion de propaga.(C,S) que termine,
devuelve en S una solucion aproximada para C'U S.

2Es decir, que puede ser representada en el ordenador que estd siendo usado como méaquina de
computacién.
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También en estos casos, la soluciéon aproximada depende del valor de € en el sen-
tido de que, cuanto méas pequeno sea €, mas préxima a la solucién estara la solucion
aproximada.

TEOREMA 3.56 Sea R una solucion para C U S donde C € pp(CY) y S € SS¥.
Supon que Sg, y Se, son las soluciones aprorimadas devueltas por el esquema operacio-
nal para propaga., (C,S) y propaga.,(C,S), respectivamente. Entonces, si 0,0 < g1 <

€2,
R =s Ssl =s 562'

La funcién precision/1 y la cota € permiten un control transparente y directo sobre
la precisién de los resultados. Por ejemplo, podriamos definir € = 10~® para los reales.

La terminacion de nuestro algoritmo consiste en medir la propagacién midiendo
la diferencia entre las precisions de los almacenes de restricciones. Este concepto es
genérico y, a nuestro entender, novedoso. Un enfoque més bésico, pero sélo sobre los
reales, consiste en asociar un parametro que mida la precisién para limitar el niimero
de veces que una variable puede ser contraida (Sidebottom y Havens, 1992).

3.6. Instancias

3.6.1. Dominios Clasicos

La mayoria de los dominios de computacién tradicionales para la propagacién de
restricciones son reticulos. Por ejemplo, Integer, R, Bool, y Set L (para cualquier do-
minio L € £). En estos dominios es posible reducir restricciones de intervalo de una
forma natural, tal y como se muestra en los siguientes ejemplos:

(1)iCE[1,8) Ny i E(0,5] = 4L [1,5];
(2) r C [1.12,5.67) Ny 7 C [2.34,5.95) = r C [2.34,5.67);
(3) b C (false, true] N b C [false, true] = b C (false, true].

Sup6én también que Ly € L. Entonces, Set Ly es un reticulo sobre el cual es posible
reducir las restricciones. Por ejemplo, considera el siguiente almacén de restricciones:

S = { s: Set Integer,
s & [{1},{1,2,3,4}],
sC [{3}a{192’375}] }

Entonces®:

s L [®7TSet Integer] N s [{1}7{1527374}] = sL [{1}’{1725374}]
s £ [{1}1,{1,2,3,4}] n. s C [{3},{1,2,3,5}] = sC [{1,3},{1,2,3}]

3Observa que s:’ Set Integer es la restriccién s T [0, Tset Integer]-
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3.6.2. Otros ejemplos
Cadenas Binarias

El dominio de las cadenas binarias B es el conjunto de todas las secuencias (po-
siblemente infinitas) de ceros y unos junto con el elemento Tp. El elemento bottom
15 es la secuencia vacia. Para todo b1,bs € B, definimos b1 <p by si y sélo si by es
un prefijo de by. Por tanto, glbz(bs, bz) es el prefijo comin més largo de by y by (e.g.
glb3(00010, 00]]1) = 00) y lubB(b1, bg) €S TB si b1 76 bg, bQ si bl jB b2 y bl si b2 jB bl.
Por tanto

(B, =3, glbg, lubp, LB, Tp)

es un reticulo. Entonces, si B se toma como el dominio de computacién y definimos
+/2 como un operador que concatena dos cadenas binarias, las siguientes restricciones
de intervalo para xz,y € V3

z,y ' B, z C [001+min(y), Tl

limitan x a tomar valores en el conjunto de las cadenas binarias que empiezan con la
cadena 001.

3.6.3. Combinaciones de Dominios

Nuevos dominios de computacién pueden ser construidos mediante el uso de ope-
radores clasicos definidos para la combinacién de reticulos.

Productos de dominios

Por ejemplo, considera el reticulo Integer.
(1) Un punto en un plano puede definirse mediante sus coordenadas Cartesianas usando
el producto directo Point = (Integer, Integer).
(2) Un rectdangulo (donde el eje de abscisas estd en paralelo con la base del rectdngulo)
puede definirse mediante dos puntos (la esquina inferior izquierda y la esquina superior
derecha). Sea Rect el producto directo (Point, Point).

Ahora es posible declarar restricciones de intervalo sobre estos dominios. Por ejem-
plo, considera re € Vg, entonces

re L [<<27 2>7 <57 5>>7 <<474>7 <77 7>>]

restringe la esquina inferior izquierda del rectdngulo a tomar valores en el plano (2, 2) x
(4,4) y la esquina superior derecha a tomar valores en el plano (5,5) x (7,7).

Sumas de Dominios

Considera el reticulo AtoF que contiene todos los caracteres alfabéticos (en mayiscu-
las) entre la ‘A’ y la ‘F’ con la relacién de orden tradicional ‘A’<‘B’<...<‘F’| y el
reticulo 0to9 que contiene los caracteres numéricos desde el ‘0’ hasta el ‘9’ con la rela-
cién de orden ‘0’<‘1’<...<‘8’<‘9’. Entonces el reticulo de digitos hexadecimales 0toF
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puede ser definido como el reticulo 0to9W AtoF (i.e., como la suma lineal de los reticulos
AtoF y 0to9).

3.7. Contribuciones

Hemos propuesto una generalizacién del modelo de indexicals sobre dominios finitos
a conjuntos de reticulos. La novedad se basa en dos pasos fundamentales:

1. La construccion formal de una estructura de reticulos de intervalo sobre la cual
las restricciones pueden ser genéricamente propagadas, independientemente de la
naturaleza del dominio de computacion y de la cardinalidad del mismo.

2. La definiciéon de los operadores de restriccién sobre multiples dominios, lo que
da lugar a la generaciéon de canales de sentido tnico a través de los cuales los
resolutores definidos sobre dominios diferentes pueden comunicarse, de manera
que la informacién fluye de un dominio de computacion a otro.

Ademds hemos propuesto un esquema genérico para la propagacién de las restric-
ciones de intervalo. Otras contribuciones de éste son enumeradas a continuacion:

= Nuestro esquema proporciona un mecanismo novedoso para comprobar a priori
la monotonia de las restricciones de intervalo, que puede usarse sobre cualquier
dominio con estructura de reticulo y servir para cualquier sistema basado en el
modelo indexical.

= Muchos sistemas de restricciones existentes son instancias de nuestro esquema pa-
ra la propagacién. Como consecuencia, nuestro esquema puede explicar el com-
portamiento operacional de todos estos sistemas y garantizar las propiedades
principales tales como la terminacion y la correccién.

Ademas, nuestro esquema también demuestra que la estructura de reticulo de un
dominio de computacion es el motor principal de muchos sistemas de propagacién
basados en restricciones.

= Nuestro esquema de propagacion es una alternativa al enfoque genérico y trans-
parente, basado en reglas, del lenguaje CHR.
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Capitulo 4

Cooperacion de Resolutores de
Intervalo

Un pour tous et tous pour un.

Les Trois Mousquetaires (1844)
Alexandre Dumas, 1802-70

4.1. Introduccion y Motivaciones

En el Capitulo 3, hemos propuesto una alternativa al enfoque transparente de CHR
que estd basada en el enfoque indexical de clp(FD) (Codognet y Diaz, 1996a). En el
capitulo 2 hemos mostrado que este enfoque es bastante eficiente. En nuestra propues-
ta, hemos definido un esquema para la propagacion de las restricciones de intervalo
sobre cualquier reticulo. Por tanto, este enfoque es valido y aplicable a todos los do-
minios clasicos como son los Booleanos, los reales, los intervalos finitos de enteros y
los conjuntos, asi como a otros dominios especializados y construidos para aplicaciones
especificas.

Sin embargo en la practica, las restricciones no suelen ser homogéneas y no se
suelen adaptar a un tinico dominio de computacién. Como consecuencia, la formulacién
de problemas debe adaptarse a los dominios soportados por un sistema de CLP. En
realidad, muchos problemas se expresan mejor cuando se pueden utilizar dominios
diferentes.

En este capitulo extendemos el esquema para la propagacion de restricciones de in-
tervalo anteriormente formalizado, para que admita la cooperacién de resolutores (posi-
blemente definidos sobre dominios diferentes). Para ello, partimos de los fundamentos
bésicos establecidos en el capitulo 3 donde mostramos que, al definir los elementos
del dominio LP, se permitia la definicién de un conjunto de operadores que reciben,

o1
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como argumentos, elementos pertenecientes a multiples dominios (posiblemente distin-

tos) Lj,..., L7 y devuelven un elemento de otro dominio L*. Esto, combinado con el
concepto de indexical, da lugar a la generacién de canales de sentido tnico (para la
trasmisién de la informacién) que van desde los dominios LY, ..., L2 al dominio L°.

Una cooperacion mas general requeriria una comunicacion en un doble sentido entre
los dominios de computacién. Por ello, hemos definido el concepto de restriccion de alto
nivel a ser una relacién sobre un dominio que se construye a partir de un conjunto de
dominios de computacion.

4.2. Restricciones de Alto Nivel

Para diferenciar el concepto de restriccién de intervalo definido en el capitulo an-
terior, de las restricciones de alto nivel, definidas en este capitulo, llamaremos en lo
sucesivo restricciones primitivas a aquellas de la forma z C r.

De la misma forma que en el lenguaje clp(FD) (Codognet y Diaz, 1996a), las restric-
ciones de alto nivel pueden ser definidas en términos de otras restricciones de intervalo
(bien sean primitivas o bien sean de alto nivel).

DEFINICION 4.1 (Restriccion de alto nivel) Supén que £ = {Li,..., Ly} C L.
Entonces q :: L1 X ... X Ly, es una relacién de restricciones m-aria para L'. Supdn
que x1 € Vp,,...,xm € VL, , Yy C1,...,cp SOn restricciones con variables restringidas
X D {z1,...,xm}. Entonces

q(z1, .. Tm) & CLy ey Cn.
es una restriccién de alto nivel sobre L.

A diferencia de clp(FD), nuestro esquema también permite la definicién de res-
tricciones genéricas o sobrecargadas. Una restriccién de alto nivel es genérica para los

argumentos 4i,...,4; (1 < iy <--- < i; < m) si su definicién es independiente de la
eleccién de los dominios Lj;,, ..., L;; en L. Una restriccion estd sobrecargada para los
argumentos iy, ...,4; si estd definida para cualquier L;,, ..., L;; en £y donde £; C L
y #(ﬁl) > 1.

EJEMPLO 4.2 Considera la siguiente restriccion de alto nivel:

x <y exC[Lyrma(y), (4.1)
y C min(z),T ).

FEntonces esta restriccion es genérica para ambos argumentos de <, puesto que cada
L € L tiene elementos top y bottom (posiblemente “liftados”).
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EJEMPLO 4.3 Considera la definicion de los operadores — y + mostrados en el
Ejemplo 3.9 y la siguiente definicion de una restriccion plus/3:

plus(z,y, z) ©x C min(z)—max(y), maz(z) — min(y),
y C min(z)—mazx(x), max(z) — min(z),

z C min(x)+min(y), maz(x) + maz(y).

donde x,y,z € Vi, para algun L € L. Esta restriccion esta sobrecargada puesto que es
vdlida para cualquier dominio L en el cual los operadores +1, y —1, estdn definidos.

Sea ¢ < c1,...c, una restriccion de alto nivel definida sobre un conjunto de restric-
ciones C. Para propagar C' con respecto a un almacén de restricciones simple y estable
S, primero reemplazamos ¢ (en C') por ci,...,c,. Repetimos este paso hasta que C
contiene solo restricciones primitivas. Naturalmente, la terminacién no es garantizada
y dependerd de las definiciones de las restricciones de alto nivel. Tan pronto como C
contenga solo restricciones primitivas, la propagacion de restricciones y la estabilizacion
de las mismas se ejecuta como en el esquema bésico mostrado en el capitulo 3.

EJEMPLO 4.4 Considera L = {Set R, R}, las variables x,y € Vser w, z,w € Vi y
los siguientes almacenes estables y simples:

S = { + C[{1,2,3,0},{5,6,1,2,3,0,7,4,9,3}), 2 C (2,0,15,5),

C [{},{3,0,1,2,7,4,4,8}), wC[0,0,12,0] };
= { rC[{},{3,0,1,2,7,4,48}), 2 C [Ly,12,0],
C {1,2,3,0}, T set ), wC (2,0,Tg] }
= { r C [{1,2,3,0},{3,0,1,2,7.4}), z C (2,0,12,0],
y C [{1,2,3,0},{3,0,1,2,7,4,4,8}), wC (2,0,12,0] }.

Considera ahora la restriccion de alto nivel </2 tal como fue definida en el Ejem-
plo 4.2. Entonces {x <y, z<w}~%5 ySUS 5"

EJEMPLO 4.5 Supon que L € {Integer,R, Point}, donde Point se define como en
la Seccion 3.6.3 (i.e., Point = (Integer, Integer)), que los operadores + y — son tal
como fueron definidos en el Ejemplo 3.9 donde, para los dominios enteros y reales +1, y
—1, son definidos como es usual (i.e., devuelven la suma y la diferencia de dos nimeros
en L) y en el dominio de los puntos enteros + point Y — Point S€ define como

<a7 b> + Point <C, d> = <a +c,b+ d>7
(a, b> — Point (G, d> = <a —c,b— d>,

que T,Y,2 € Vinteger, que T,w,t € Vi, que p1,p2,p3 € Vpoint Y considera el siguiente
almacén de restricciones:

S = {t C [1,0,4,0], w C (0,0,90,0],
xC[1,2], yC [2,9),
p1 C [(0,0),(1,2)], p2 T [(1,3),(2,9)] }.
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Considera ahora la restriccion plus/3 definida en el Ejemplo 4.3. Esta definicion
estd sobrecargada y es vdlida para los enteros, los reales y el dominios de los pun-
tos enteros puesto que +1 y —r estan definidos sobre estos dominios. Por ello, esta
restriccion puede emplearse sobre estos dominios. Por ejemplo,

{plus(r,w,t)} ~S {rZ[-89,0,4,0) },
{plus(z,y,2)} ~° { 2 C [3,11) },
{plus(pl,p27p3)} '\”S { p3 & [(17 3>7 <37 11)] }

4.3. Ejemplos

En esta seccién mostramos un par de ejemplos que demuestran la declaratividad
del enfoque cooperativo.

4.3.1. Combinaciones Lineales

En los actuales sistemas de CLP, la mayoria de las operaciones aritméticas, ejecu-
tadas sobre un dominio particular, devuelven un valor perteneciente a dicho dominio.
Por ejemplo, una expresion tal como a+ b, donde a y b son reales, devuelve un valor de
tipo real. Sin embargo, en la prictica, existen dominios bien conocidos, tales como el
dominio de los ntimeros binarios o el de los niimeros hexadecimales, en los cuales ésto
no es necesariamente cierto (véase la Figura 4.1). Por ejemplo, en el dominio hexade-
cimal ‘F’4+‘F’ no pertenece a este dominio sino que pertenece al producto lexicografico
(hexadecimal, hexadecimal). Esto significa que la definicién estdndar del operador +
no es valida.

Figura 4.1: Combinaciones lineales de la suma de dominios

Una solucién tradicional consiste en extender la operaciéon + con un argumento
para contener el acarreo. Por ejemplo, F+F=(1,E). A continuacién presentamos una
soluciéon mas elegante que estd basada en el concepto de colaboracion de resolutores
(i.e., combinacién de dominios + cooperacién).

Sea OtoF' el reticulo de los digitos hexadecimales tal como se defini6 en la Sec-
cién 3.6.3 (i.e., OtoF = 0to9 W AtoF) y 0toF? el producto lexicogréfico (0toF, OtoF).
Ahora sobrecargamos los operadores + y — mostrados en el Ejemplo 3.9 mediante la
siguiente definicién sobre los hexadecimales

+ i OtoF® x 0toF® — 0toF*  —:: 0toF?° x OtoF® — OtoF*®
hiti + hoto = hi +y0p2 h2 }1+BH (h1,h2)}1 — {ahs = (h1,h2) —owr hs }1+B}2



4.3. Ejemplos 55

donde +p se define como en el Ejemplo 3.9 y +,,72 ¥ —otor se definen como es usual
en el dominio de los hexadecimales i.e.,

F ooz 1t 0toF x 0toF — 0toF> —otor 1t 0toF? x OtoF — L
407 +0t0F2 407:(4077407>7 (4077407) — OtoF 467 — 4077
417 +0t0F2 4F7:(4177407)7 (4177407) — OtoF 4]?\7 — 4177

(4177407) — OtoF 417 =P,

gnk + ot 4F7:(417,4E7)7 (417’4E7) — OtoF ‘F’ =P,

Entonces,
VHE] = (1,0)] y (1.0)] - [1 = F.
Como consecuencia, la restricciéon plus/3 definida en el Ejemplo 4.3 puede ser usada
sobre el dominio de los hexadecimales, siempre que consideremos x,y € Vpior v 2 €

VOtoF2'
Por ejemplo, sea hi,ha € Viyor y h3 € Vi, 2, y considera el siguiente almacén de

restricciones:
S = { hi C[0,F’],hy C (‘A F) }
Entonces

{ plus(hy, ha, h3) } ~5 { hg T((0A"),(‘1E")] }.

4.3.2. Incluso mas Expresividad!
La cooperacién puede también ser alcanzada a partir de dominios no-relacionados.

EJEMPLO 4.6 Sean Integer, el conjunto de los enteros no-negativos y Ry el conjunto
de los reales no-negativos. Considera la siguiente sentencia ‘imperativa’:

si b entonces i < trunc(r xr) sino i < trunc(r)finsi

donde b € Bool, r € Ry e i € Integery. El significado abstracto de esta sentencia
condicional puede ser simulado en la teoria de los intervalos mediante la siguiente
restriccion de intervalo:

c1 = i Cmin(b)>min(r), max(b) > maz(r)

donde r € Vipy, b € Voor, © € Vinteger, Y > €s un operador de restriccion para Integer®
declarado y definido como sigue:

> :: Bool® x Rog® — Integer,®

true| > r} = trunc mieger (7 * 1)]

false] > r} = truncseger (7))
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donde truncipteger(a) devuelve la parte entera de cualquier elemento a € Ry. Puesto
que el dominio Booleano es discreto, observa que solo consideramos valores “cerrados”
ya que los valores “abiertos” pueden reducirse a éstos mediante la aplicacion de las
reglas de equivalencia descritas en la Seccion 3.4.4.

La propagacion de restricciones se realiza como en el marco bdsico. Por ejemplo

S = { r C [2,3,8,9),b C [false, true] }

Entoncest

{er} ~5 (i [2,79] ).

Mds propagacion puede obtenerse anadiendo mds restricciones. Por ejemplo,
SU{bC [false, false]} — S1

y Sy = {r C [2,3,8,9),b C [false, false] }. Entonces® {c1} ~ {iC [2,8] }.

4.4. Conclusiones

En este capitulo hemos extendido el esquema basico de propagacién descrito en el
capitulo anterior con el objeto de producir un mecanismo que permita la propagacién
entre dominios diferentes. La extension esta basada en la definicién de las restricciones
de alto nivel como relaciones sobre un dominio de computacion construidas a partir de
un conjunto de dominios de computacion. Como resultado, en el esquema extendido,
los resolutores pueden verse como relaciones formuladas sobre uno o més dominios de
computacion y, por tanto, los resolutores pueden ser construidos sobre dominios muy
diferentes o, incluso, puede ser definidos sobre varios dominios.

La flexibilidad del esquema resultante se ha demostrado a través de ejemplos no
convencionales.

Ademads, nuestro esquema cooperativo proporciona tres caracteristicas que cualquier
sistema cooperativo deberia tener:

1. La seguridad de tipo: nuestro esquema previene la cooperacion errénea de reso-
lutores. Observa que los resolutores pueden ser conectados libremente mediante
restricciones de intervalo formuladas con operadores definidos sobre varios do-
minios. Por tanto, sélo las restricciones que son admisibles en el sistema con
respecto a las declaraciones de los operadores, son validas en la formulacién de
los problemas.

2. Transparencia en la comunicacion de los resolutores: En nuestro esquema la
cooperacién viene de definir adecuadamente los operadores de restriccién sobre
diversos dominios y de permitir que las restricciones de alto nivel definan el me-
canismo de propagacion entre los diferentes dominios “cooperando”. Como ya se

!Observa que i C [2,79] es el resultado de evaluar i C [false>[2,3, true] > 8,9).
2Observa que i C [2, 8] es el resultado de evaluar i C [falsel>[2,3, false] > 8,9).
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ha indicado, tanto los operadores como las restricciones de alto nivel son transpa-
rentes desde el punto de vista del usuario, de manera que el esquema cooperativo
es transparente.

3. Colaboracion de resolutores, es decir, combinacién de dominios y/o resolutores,
y cooperacién de éstos ultimos.

4.5. Contribuciones

En este capitulo hemos presentado un mecanismo nuevo para la cooperacion de
restricciones en el cual la interaccién de los resolutores se alcanza a partir de opera-
dores que se definen sobre dominios diferentes, y a partir de la definiciéon correcta de
las restricciones de alto nivel. Como consecuencia, los operadores hacen el rol de in-
terfaz entre los dominios, mientras que las restricciones de alto nivel juegan el papel
de ‘pipelines’ a través de los cuales la informacién se transmite entre los resolutores
(i.e., es ‘enviada a’ y ‘recibida por’ los resolutores). A nuestro entender este enfoque es
completamente nuevo.

Desde el punto de vista del usuario, los operadores de restriccién y las restricciones
de alto nivel son totalmente transparentes, asi que nuestro sistema cooperativo es un
sistema transparente. Con la excepcién del lenguaje CHR, es el tinico lenguaje conocido
(por lo que sabemos) que permite a los usuarios definir su propio interfaz entre los
resolutores asi como el grado de cooperacién entre los mismos (es decir, el sentido
fisico en el que el usuario desea que la informacién se propague).
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Capitulo 5

Ramificacion de Restricciones de
Intervalo

Nothing is particularly hard if you divide it into small jobs.

Henry Ford 1863 - 1947

5.1. Introduccion

En los capitulos previos hemos descrito un esquema de propagacion para las restric-
ciones de intervalo que es genérico y que permite resolver (en la mayoria de los casos
sélo parcialmente) CSPs (i.e., un conjunto de restricciones de intervalo definidas sobre
un conjunto de reticulos). Nuestro esquema elimina los valores inconsistentes del do-
minio inicial de las variables que no pueden llegar a ser parte de ninguna solucién. Los
resultados se propagan a través de un conjunto de restricciones y el proceso se repite
hasta alcanzar un conjunto estable. Sin embargo, aunque nuestro esquema encuentra
la solucién mds general al almacén de restricciones representando el (véase el Teore-
ma 3.45), no es completo puesto que podria no determina cudles son, exactamente, los
valores de los intervalos que pertenecen a las soluciones concretas del problema.

Por esta razén, en este capitulo, proponemos un esquema de ramificacién que es
complementario al esquema de propagacién que descrito anteriormente. La combina-
cién de ambos esquemas forma un esquema de resolucién completa de las restricciones
de intervalo que pueden ser formuladas sobre cualquier conjunto de reticulos, de nuevo
independientemente de la naturaleza y cardinalidad de éstos. Por ello, este nuevo es-
quema puede ser usado en la mayoria de los dominios clasicos existentes y, al igual que
para el esquema descrito anteriormente, también es valido para sistemas cooperativos
y para sistemas soportando diversos dominios.

Ademads, también describimos un conjunto de propiedades interesantes que son sa-
tisfechas por cualquier instancia del esquema, y mostramos que el comportamiento

59
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operacional de muchos sistemas légicos con restricciones (incluyendo sistemas coope-
rativos) puede ser explicados completamente por nuestro esquema.

5.2. Algunos Conceptos Importantes

Continuamos usando L para denotar cualquier dominio en £, X € p¢(V,) el con-
junto de variables restringidas, Cif el conjunto de todas las restricciones de intervalo
para L con variables restringidas en X, CX el dominio de todas las restricciones de
intervalo sobre X y SSX el conjunto de todos los almacenes de restricciones simples y
estables para X. También L. denota cualquier reticulo totalmente ordenado en L.

Notacién. Si {ci,...,c,} € S§¥ y i€ {1...,n}, entonces
{c1,...,entci/d) = {e1,. .. cii1,c civt, oy en)

DEFINICION 5.1 (Divisibilidad) Sea ¢ = x T 5,t una restriccion de intervalo con-
sistente en Ci( . Entonces, c es divisible si s #1s t y no-divisible en cualquier otro caso.
Sea S € SS* un almacén de restricciones consistente. Entonces S es divisible si existe
c € S tal que ¢ es divisible y no-divisible en otro caso.

Observa que, por la Definicién 3.17, una restricciéon no-divisible tiene la forma
x C [a,a] la cual, como se dice en la Definicién 3.21 equivale a x = a donde = € V,
y a € L para algin L € L (i.e., una restricciéon no-divisible puede ser vista como un
asignacién de una variable a un valor).

EJEMPLO 5.2 Sean z,y € Vinteger, 7w € Vg y S, 58" € SS} Entonces,

xC (1,4 y rC(1,0,3,2] son divisibles;
yC[2,2] y wC[1,5,1,5] son no-divisibles.
También
S = { z C[1,1], » C[1,0,1,0] } es no-divisible;
S'={2C[1,4], rC[1,0,1,0] } es divisible.

Observa que otros caso de ‘no-divisibilidad’ pueden ser detectados mediante la
equivalencia de rangos sobre los dominios discretos discutida en la Seccién 3.4.4.

EJEMPLO 5.3 Considera L = Integer y la restriccion consistente ¢ = x C (1,2].
Entonces ¢ es no-divisible puesto que el rango (1,2] es equivalente al rango [2,2] en
$ y la restriccion ¢ = x C [2,2] es no-divisible.

PROPOSICION 5.4 Sea X € p(Vy).

(1) Sean también c,c € CyX tal que c ~ex c. Entonces, si c es consistente, ¢ es
divisible.
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(2) Sean también S,S' € SSX tal que S <4 S'. Entonces, si S es consistente, S es
divisible.

En la Seccién 3.4.5 nosotros definimos el concepto de solucidn para un almacén de
restricciones como un almacén consistente y estable que no puede ser reducido mas por
el proceso de propagacién. Ahora redefinimos este concepto para capturar el concepto
tradicional de solucién como una asignacion de las variables restringidas a valores de los
dominios de computacién de manera que todas las restricciones sean satisfechas. De esta
forma, para diferenciar lo que es una solucion, tal como se definié en la Seccién 3.4.5,
del concepto definido en este capitulo, a partir de ahora usamos el término solucion
para referirnos al concepto anteriormente definido y el término solucion auténtica para
referirnos al concepto definido en este capitulo.

DEFINICION 5.5 (Solucién auténtica) Sea C € pf(CX) un almacén de restriccio-
nes consistente para X y R € SSX. Entonces, R es una solucién auténtica para C si
R es no-divisible y ademds una solucion para C'.

R € 88% es una solucién parcial para C si eziste una solucion auténtica R para
C tal que R" <4 R'. En este caso decimos que R’ cubre R".

EJEMPLO 5.6 Considera los operadores + y — para L = Integer tal como fueron
definidos en el Ejemplo 3.9, x,y € Vipteger, X = {z,y}, C € pf(CX) donde

C = {zC [0, maz(y)—[1,
y C [1+ min(z), 100] }

y S,S" € S§X donde

s —
s = |

4]

b b y
[1,1], y

I 1

T (3,3] }.

Entonces, S es una solucion (y también una solucion parcial) para C' mientras que
S’ es una solucién auténtica para C.

El conjunto de soluciones auténticas para C' se denota como Soly(C).

DEFINICION 5.7 (Pila de almacenes de restricciones) Sea P = (Si,...,S;) cual-
quier secuencia (posiblemente vacia) donde S; € 88X paral <i</{yl>0. Entonces
P es una pila de almacenes de restricciones para X si la operacion coloca/2 sobre P
estd definida para cualquier S € SSX tal como sigue

Precondicion: { P = (S1,...,5¢) }
coloca(P, S)
Poscondicion: { P = (S1,...,5¢,804+1), Se4+1 =S5 y P € Pilas(X) }
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donde Pilas(X) es el conjunto de todas las pilas de almacenes de restricciones para X,
y la operacion cima/1 sobre P se define como:

Precondicion: {P = (S1,...,S¢) y £ >0}
cima(P) =S
Poscondicion: {S = Sy}.

Sea otra pila P' = (S},...,S,} € Pilas(X). Entonces P =, P' si y sdlo si para
todo S; € P (1 <i < (), existe S; € P' (1 < j < ') tal que S; =5 S}. En este caso
decimos que P’ cubre P.

5.3. El Proceso de Ramificacion

La ramificacion de restricciones normalmente involucra dos pasos de eleccién que
suelen llamarse ordenacion de variables y ordenacion de valores. El primer paso selec-
ciona una variable restringida y el segundo divide el dominio asociado a esta variable
en una o mas partes, introduciendo un punto de eleccién en el arbol de bisqueda. A
continuacién explicamos estos dos pasos de eleccién a partir de la descripcion de las
funciones que los definen.

La funcion de seleccion es una heuristica para la ordenacion de variables.

DEFINICION 5.8 (Funcién de seleccion) Sea S = {ci,...,¢,} € SSX. Entonces
selecciona :: {S € SS* | S es divisible} — C*

es una funcién de seleccién para X si selecciona(S) = ¢j donde 1 < j < n yc; es
divisible.

EJEMPLO 5.9 Supdn que X = {z1,...,z,} es un conjunto de variables restringido
respectivamente en Ly, ..., L, € L y que S = {c1,...,cp} € SS8¥ es cualquier almacén
divisible de restricciones de intervalo para X donde para todo i € {1,...,n}, ¢; es
la restriccion de intervalo simple en S con wvariable restringida xz;. A continuacion
mostramos una funcion de seleccion bdsica que selecciona la restriccion de intervalo
divisible “la mas a la izquierda” en S.

Precondicion: {S = {c1,...,¢,} € SSX es divisible}
seleccionapgive (S) = ¢
Poscondicion: {j € {1,...,n}, ¢; es divisible y
Vie{l,...,j—1}: ¢ es no-divisible}.

En el proceso de ramificacion, algunas restricciones necesitan ser particionadas, en
dos o més partes, para introducir un punto de eleccién. Nosotros definimos una funcion
de particion la cual proporciona una heuristica para la ordenacion de valores.
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DEFINICION 5.10 (Funcién de particion) Sea L € L y k > 1. Entonces

dividey, :: CX — Cy x ... x Cy
~——

k times

es una funcién de particion k-aria para L si, para todo ¢ € Ci( , con ¢ divisible, esta
funcion estd definida como divider(c) = (c1,...,ck) tal que las siguientes propiedades
se mantienen

Completitud : V¢ =cx ¢ con ¢ no-divisible, 3i € {1,...,k} .c jcf .

Convergencia : ¢; <ex ¢ Vie{l,... k}.

EJEMPLO 5.11 Sea X = {i,b,7,5}, i € Vipteger; b € VBool, 7 € Vi ¥ 5 € Vser mnteger
y sean’ i C [a,a'], b C [false, true], r C {c,d} y s C {e, f} restricciones divisibles en C*
donde a,a’ € Integer, c,d € R y e, f € Set Integer. Entonces, las siguientes funciones
son funciones binarias de particion respectivamente para los dominios Integer, Bool,
R y Set Integer
divide fpieger( © T [a, al)=(xCla,a), xCla+1,a]),

divide gooi( b C [false, true] ) = ( b C [false, false], b C [true, true] ),
divideg(r C {c,d}) = (rC{c,c), rC[c,d}),

divide geq Integer(s C {e, f}) = ( s {e,f\g], s [e U g,f} )

Aqui, divide pieger €5 una estrategia bdsica de enumeracion de valores desde el mini-
mo hasta el mdzximo; divide gy, particiona la inica restriccion divisible (en el dominio
Booleano) en dos restricciones no-divisibles; dividegy parte el intervalo por el punto
medio ¢’ = cz":g ;Y divideges nteger €5 una funcién de particion vdlida para el dominio

de los conjuntos de enteros siempre que definamos g = {1} y1 € f\e.

LEMA 5.12 Sean selecciona/1 una funcion de seleccion para X, C € p¢(CX), S =
(c1,...,cn) € SS* un almacén divisible de restricciones, c; = selecciona(S), ¢; € Cx
para algin L € L, divider, /1 una funcion de particion k-aria para L y (cj1, ..., cjk) =
divider,(c;). Entonces

(a) Vie {1,...,k}: S[cj/cji] <5 S;
(b) si S" € Sol,(C) yS" <5 S, entonces

4 € {1,...,]€} .9 =s S[Cj/Cji].

LObserva que, de nuevo, sélo consideramos los intervalos cerrados en el caso de los dominios discretos
(i-e., los enteros y los Booleanos). Esto es debido a que estos dominios son reducidos a intervalos cerrados
por la equivalencia mostrada en la Seccién 3.4.4. Por ejemplo, x C (1, 8) equivale a x C [2,7].
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5.3.1. La Funcién de Precisiéon como una Regla de Normalizaciéon

La funcién de precisiéon descrita en la Seccién 3.5.2 proporciona un instrumento
para la normalizacién de las funciones de particién, lo que es muy 1util en los sistemas
que soportan diversos dominios (i.e., sistemas cooperativos)

EJEMPLO 5.13 Bdsicamente, el principio del primer-fallo (Haralick y Elliot, 1980)
consiste en seleccionar la variable restringida que tiene asociado el menor dominio. Sin
embargo, en los sistemas de multiples dominios, no estd siempre claro cudl es el menor
dominio (sobre todo si hay varios dominios infinitos). Una forma de medir el tamano
de dominios distintos consiste en normalizarlos mediante la funcion precision/1 y luego
comparar los valores normalizados.

Por ejemplo, supon que X = {x1,...,z,} es un conjunto de variables restringidas,
respectivamente, en Ly, ..., Ly, € Ly que S = {c1,...,cn} € 88X es cualquier almacén
de restricciones divisible para X donde para cada i € {1,...,n}, ¢; es la restriccion

de intervalo simple en S con variable restringida x;. Entonces el principio del primer-
fallo puede ser emulado mediante la funcion de particion selecciona/1 mostrada abajo,
la cual selecciona la restriccion con la menor precision®. Denotamos esta funcion por
seleccionayy .

Precondicion: {S = {c1,...,c,} € SS* es divisible}
seleccionag (S) = ¢;
Poscondicion: {j € {1,...,n},c; es divisible y

Vie{l,....,n}\{j} : ¢ divisible => precisiony (c;) <wz precisiony, (c;)}.

5.4. Ramificacion en la Resolucion de las Restricciones de
Intervalo

La Figura 5.1 muestra un esquema genérico para resolver completamente las res-
tricciones de intervalo. Este esquema complementa el de la Seccién 3.5.

El esquema requiere los siguientes parametros: un conjunto finito C € pf(CX ) de
restricciones de intervalo a ser resueltas, una almacén de restricciones S € SS¥ y
una cota p € RZ. También se necesita una cota real no-negativa «. El esquema hace
uso del esquema operacional propaga./2 descrito en la Seccién 3.5.1. A continuacién
declaramos més propiedades sobre el esquema de propagacién propaga, /2.

LEMA 5.14 (Mds propiedades para propaga,/2) Sean C € pf(CX), S8 e 88X y
e € RTU{0,0}. Supon que ST es el valor de S después de una ejecucion que termina
del procedimiento propaga.(C,S). Entonces,

(a) ST =< S;

2Es muy sencillo incluir otras condiciones e.g., si c;i,cg,c; tienen la misma precisién (minima),
podemos escoger “més a la izquierda” i.e., Cminimum(i,k,j)-
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(b) VR € Solo(CUS) : R =, S7.

(c) SiSol,(CUS) no es el conjunto vacio y ST es no-divisible entonces ST € Sol,(CU
S).

(d) Sie=0,0yS/ es no-divisible entonces ST € Sol,(C U S).

La propiedad (a) asegura que el procedimiento de propagacién nunca gana valores
nuevos, (b) garantiza que no se pierde ninguna solucién, cubierta por el almacén S,
durante la propagacién y las propiedades (c¢) y (d) garantizan la correccién de las
soluciones auténticas.

Ademads hay un niimero de valores y procedimientos externos que deben ser definidos
externamente al procedimiento de ramificacién mostrado en la Figura 5.1:

» una funcién de seleccién selecciona/1 para X;

» una funcién k-aria de particién divide;, para cada dominio L € L (para algin
entero k > 1);

= una funcién de precision para cada L € L;
= una pila de almacenes de restricciones P para X.

Asumimos que los procedimientos externos tienen una implementaciéon que garan-
tiza la terminacién para todos los valores posibles.

TEOREMA 5.15 (Propiedades del esquema resuelve,/3) Sean C € ¢(CX), S €
SS¥X, e, a e RHU {0,0} y p = Twz. Entonces, las siguientes propiedades son garanti-
zadas:

1. Terminacioén: si o > 0,0 y el procedimiento propaga,/2 termina para todos los
valores® entonces resuelve,(C, S, p) termina;

2. Completitud: si « = 0,0 y la ejecucion de resuelve,(C, S, p) termina, entonces
(en su estado final) la pila P contiene todas las soluciones auténticas para C'US;

3. Completitud aproximada: si la ejecucion de resuelve,(C,S,p) termina y R €
Sol,(CUS), entonces (en su estado final) la pila P contiene R o bien una solucion
parcial R' que cubre R.

4. Correccién: si v = 0,0 ye = 0,0, la pila P estd inicialmente vacia y la ejecucion de
resuelvey (C, S, p) termina conteniendo R en el estado final de la pila P, entonces
R € Sol,(CUS).

30Observa que esto se garantiza si € > 0,0 -véase el Teorema 3.53.
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procedimiento resuelve,(C, S, p)
empieza
propaga,(C, S);

si S es consistente entonces

w

si (S es no-divisible 0 p < Tgz vy p — precision(S) < (a,0)) entonces
coloca(P, S);

t

sino

e e e e e
D e~
~— — — ~— ~— ~— ~—

¢cj + selecciona(S);
(¢j1,---,cjk) < divider,;(cj), donde ¢; € Ci(j y Lj € L;
resuelveo (C, S[cj /1], precision(S)) Vv
. . . . V' 7 %% Puntos de Elecciéon  (8)
resuelve, (C, S|c;/cji), precision(S));
finsi;
finsi;

finempieza.

Figura 5.1: resuelve, /3: un esquema genérico de ramificacién para la resolucién de las
restricciones de intervalo

5. Correccién aproximada o control en la precisién de los resultados: Si Py, y Pa, son
dos pilas no-vacias pertenecientes a Pilas(X) que son el resultado de cualquier
ejecucion que termina de resuelvey(C, S, p) (donde inicialmente P estd vacia)
cuando o toma los valores ay y aa, respectivamente, y ay < ao entonces

Py, =p Pa,.

(En otras palabras, el conjunto de soluciones (posiblemente parciales), en el es-
tado final de la pila, depende del valor de o en el sentido de que cuanto menor
sea o mejor serd el conjunto de soluciones.)

Observa que, al igual que la cota € en el esquema propaga./2, la cota a también
garantiza la terminacién y permite controlar la precisién de los resultados.

5.5. Problemas de Optimizacién (COPs)

El esquema de la Figura 5.1 puede adaptarse para resolver problemas de optimiza-
cién mediante la introduccién de tres funciones adicionales.

DEFINICION 5.16 (Funciones y valores subsidiarios) Sea Lo € L cualquier domi-
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nio totalmente ordenado® en L. Entonces definimos
» una funcién de coste, feost :: SSX — L. ;
» una relacién de orden, ¢ :: Lo X Lo € {>,<,=};
» una cota de coste, d € L.

Entonces el esquema de ramificacion extendido, resuelveq .y /3, se obtiene a partir del
esquema resuelve, /3 donde la Linea 4 en la Figura 5.1 es reemplazada por la siguiente
sentencia:

si fecost(S) ¢ & entonces (4%)
0 < feost(S);
coloca(P, S);

finsi;

TEOREMA 5.17 (Propiedades del esquema resuelven /3) Sean C € p;(CX), S €
SSX, e,a € RYU{0,0} y p = Twz. Supén que el procedimiento propaga./2 termina
para todos los valores®. Entonces, las siguientes propiedades son garantizadas:

1. Terminacién: si « > 0,0 entonces la ejecucion de resuelvey(C, S, p) termina;

2. Si fecost es una funcion constante con valor d y ¢ es =, entonces todas la propieda-
des mostradas en el Teorema 5.15 se mantienen en la ejecucion de resuelve,+(C, S, p).

3. Solidez en la optimizacién: Si al menos existe una solucion para C'US con coste
mayor que Ly,_ (resp. menor que Tr_), e = 0,0, ¢ es > (resp. <), d = L_ (resp.
Tr.), la pila P estd inicialmente vacia y la ejecucion de resuelveq4(C, S, p)
termina con P mno-vacia, entonces la cima de P contiene la primera solucion
auténtica que mazimiza (resp. minimiza) la funcion de coste.

Desafortunadamente, si « > 0,0, no podemos garantizar que la cima de la pila
contenga una solucién auténtica o incluso una solucion parcial para el problema de
optimizacion. Sin embargo, si la funcién de coste es monétona podemos comparar las
soluciones.

TEOREMA 5.18 (Solidez aprozimada) Supon que, para i € {1,2}, P, es la pila
resultante de la ejecucion de resuelve,,(C, S, p) donde a; € R U{0,0}. Entonces, si
ay < ag la siguiente propiedad se mantiene.

Si Py, y Pa, son no-vacias, y cima(P,,) es una solucion auténtica o cubre una
solucion auténtica para C'U S, entonces, si fcost/1 es mondtona y o es < (i.e., es un
problema de minimizacion),

feost(cima(Py,)) = feost(cima(P,,)),

4Normalmente L. serd R.
5De nuevo observa que esto se garantiza siempre que € > 0,0 -véase el Teorema 3.53.
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y, si feost/1 es anti-mondtona y ¢ es > (i.e., es un problema de mazximizacion),
feost(cima(Py,)) =1 feost(cima(Py,)).

Una consecuencia directa de este teorema es que si usamos una funcién de coste
(anti-)mondtona, cuanto menor sea «, mejor sera la solucién (la cual es una solucién
probable®.). Ms atin, decrementar o es una forma de descartar soluciones aproximadas.
Por ejemplo, en un problema de minimizacién, si

feost(cima(Py,)) > 1. feost(cima(Py,))

donde fcost/1 es monétona, entonces, por la propiedad de la solidez aprorimada se
deduce que cima(P,,) no puede ser una solucién auténtica ni puede cubrir una solucién
auténtica.

5.5.1. Formas Diversas de Resolver las Instancias

En esta seccién, explicamos ¢cémo instanciando los parametros fcost, § y ¢ de formas
diferentes el esquema resuelve, /3 se resuelve también de maneras diferentes.

El Teorema 5.17(2) muestra que para resolver CSPs de forma clédsica, fcost tiene que
ser una funcién constante” § y ¢ debe tener el valor =. M4s atin, el Teorema 5.17(3) nos
indica que un CSP puede ser resuelto como problema de optimizacién si instanciamos
© como > para problemas de minimizacién (para problemas de maximizacién como <).
En todos los casos, el valor de § tiene que ser instanciado al valor inicial de coste a
partir del cual se requiere que una solucién éptima sea encontrada. Algunas posibles
instanciaciones se muestran en la Table 5.1 donde la Columna 1 caracteriza el tipo de
CSP, la Columna 2 indica cualquier condicién que la funcién de coste debe cumplir y
la Columna 3 su rango (normalmente éste es R), la Columna 4 da la definicién inicial
del operador ¢ y la Columna 5 el valor inicial para 6.

Tipo de CSP feost L. o 1)
CSP Clasico constante R = | feost(S)
Tipico COP (Minimizacién) | cualquier funcién de coste R < Tx
Tipico COP (Maximizacién) | cualquier funcién de coste R > R
Max-Min COP cualquier funcién de coste | R x R | < TRxn

Cuadro 5.1: El tipo de CSP depende de la instanciaciéon de los pardmetros

Al contrario que los tipicos problemas de optimizacién que normalmente mantienen
un criterio fijo (i.e., de maximizacién o de minimizacién) y una unica cota inferior o
superior simple, nuestro esquema también permite combinar criterios (e incluso dar
prioridad a unos criterios sobre otros). Este es el caso (véase la Fila 4 en la Tabla 5.1)
cuando L. es un dominio compuesto y la relaciéon de orden en L. determina la forma
en la que el problema se resuelve.

5No podemos garantizar que sea una solucién auténtica. Ni siquiera que cubra una solucién auténtica
"Normalmente § € R.
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EJEMPLO 5.19 Sean C € pf(CX) un conjunto de restricciones de intervalo a resol-
ver como un COP, L. el dominio R?> = R x R con la relacion de orden

(a,b) < (¢,d) <= (a<cAb>d)V(a<cAb>d),

y feost :: SSX — L. es una funcion de coste sobre R? definida para cualquier S € SS*
de la siguiente manera

feost(S) = (feost,(S), feosty(S))

donde fcostq, fcosty :: SSX — R son funciones de coste definidas sobre R. Entonces, si
0 y o se instancian, respectivamente, a < y Tg2 (tal como se muestra en la Fila 4 de
la Tabla 5.1), C se resuelve minimizando fcost; y mazimizando fcosts.

Por otro lado, si < se define lexicogrdficamente, es decir,

(a,b) < (c,d) <= a<cVa=cAb<d,

entonces C' es resuelto priorizando el criterio de minimizacion de fcost, sobre el criterio
de minimizacion de fcosts.

Por ejemplo, supon que Sol,(C) = {S1,S2,S3} y feost(S1) = (1,0,5,0), feost(S2) =
(3,0,1,0) y feost(Ss) = (1,0,8,0). Supon también que estas soluciones han sido en-
contradas mediante la ejecucion del esquema resuelveqy /3 con o =< e, inicialmente,
0 = Txe y que la secuencia en la que las soluciones han sido encontradas es (S1,S2,53).

Considera ahora el primer orden definido arriba sobre ®2. Cuando Sy es encontrado,
la Linea 4* del esquema se ejecuta con 6 = (Tw, Lg) (i-e., con § = Txe tal como se
muestra en la Fila 4 de la Tabla 5.1) y, como consecuencia, Sy es colocado en la pila
P. A continuacion, Se es encontrada y la Linea 4* se ejecuta con § = feost(S1) =
(1,0,5,0). Puesto que fcost(S2) £ (1,0,5,0), So no es colocado en la pila. Después S3 es
encontrada y, de nuevo la Linea 4* es ejecutada con 6 = feost(S1) = (1,0,5,0). Puesto
que feost(S3) < (1,0,5,0) entonces Ss es colocada en la cima de la pila. Observa que
Ss minimiza la primera componente y mazximiza la seqgunda.

Considera ahora el orden lexicogrifico definido sobre R2. Cuando Sy es encontrada,
la Linea 4* se ejecuta con 6 = (Tx, Tw) (i.e., con 6 = Txe tal como se muestra
en la Fila 4 de la Tabla 5.1) y, como consecuencia, Si es colocada en la pila P. A
continuacion, Sy es encontrada y La Linea 4* se ejecuta con 6 = fecost(S1) = (1,0,5,0).
Como feost(S2) £ (1,0,5,0) entonces Sz no se coloca en la pila. Finalmente S3 es
encontrada y, de nuevo, la Linea 4* es ejecutada con § = fecost(S1) = (1,0,5,0). Puesto
que feost(Ss) £ (1,0,5,0), S3 no se coloca en la pila y la cima de la pila contiene Sy.
En este caso, S1 es la solucidon que minimiza prioritariamente el primer componente
y, a igualdad de seqgundos componentes, intenta minimizar la seqgunda componente.

5.6. Conclusiones

En este capitulo hemos generalizado el método de ‘split-and-solve’ del sistema
CLP(BNR) (Benhamou y Older, 1997) que era aplicable al dominio Booleano, real
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y al entero, a cualquier dominio con estructura de reticulo, lo que significa que nuestra
generalizacién es vélida sobre los dominios cldsicos (i.e., reales, enteros, Booleanos y
los conjuntos) y nuevos dominios (posiblemente compuestos). En esta generalizacién
hemos propuesto un esquema de ramificacién para las restricciones de intervalo que
extiende el esquema de propagacion descrito en la Seccion 3.5. Esta extension da lugar
a un esquema genérico para la resolucién de restricciones de intervalo que permite la
resolucién de problemas formulados en términos de estas restricciones y definidos sobre
cualquier conjunto de reticulos (predefinidos o definidos por el usuario).

Hemos declarado las principales propiedades del nuevo esquema, tales como la ter-
minacion y la completitud. La terminacién se garantiza mediante el mismo mecanismo
que usamos para garantizar la terminacion de nuestro esquema de propagacién.

El esquema es totalmente transparente y es aplicable a sistemas cooperativos y que
admiten multiples dominios.

5.7. Contribuciones

A pesar de que es bien conocido que, en muchos casos, el proceso de ramificacién es
clave para resolver completamente un CSP, la mayoria de la literatura enfocada a en-
contrar principios generales dentro de la comunidad de las restricciones y, en particular
con respecto a los algoritmos de resolucion, se concentra en el proceso de propagacién
(Apt, 1999; Fernandez y Hill, 1999b; Van Hentenryck et al., 1992).

Las principales contribuciones de este capitulo son las siguientes:

= Primero, con respecto a la comunidad de las restricciones, nuestra propuesta es
un intento de encontrar principios generales para el proceso de ramificacion en la
resolucién de las restricciones de intervalo.

Nuestro esquema puede ser usado para explicar el comportamiento operacional de
muchos sistemas existentes tales como clp(FD) (Codognet y Diaz, 1996a), clp(B)
(Codognet y Diaz, 1994), DecLic (Goualard et al., 1999), clp(B/FD) (Codognet
y Diaz, 1996b), CLIP (Hickey, 2000), Conjunto (Gervet, 1997) o CLP(BNR)
(Benhamou y Older, 1997).

= Segundo, este capitulo complementa el esquema genérico y cooperativo para la
propagacion de restricciones de intervalo propuesto en el Capitulo 3 de manera
que el esquema resultante permite la resolucién (completa) de la restricciones (en
realidad de los problemas formulados en términos de las mismas). El esquema
global es genérico, cooperativo y transparente. A nuestro entender sélo el sistema
CHR cumple estas caracteristicas. Ya que nuestro enfoque es totalmente diferente
a ese de CHR, nuestro esquema es una alternativa a este sistema.

Como contribuciones menores, este capitulo también

= propone un nuevo mecanismo para normalizar las heuristicas de ordenacion de
variables. Por ello este mecanismo puede ser muy 1til en los sistemas que admiten
diversos dominios tales como los sistemas cooperativos;
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s demuestra que, en ciertos casos, la forma de resolver un CSP depende de la
relacion de orden definida sobre las funciones de coste.
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Capitulo 6

Un lenguaje de CLP Genérico,
Colaborativo y de 2D

The limits of my language

mean the limits of my world.

Tractatus Logico-Philosophicus (1922)
Ludwig Wittgenstein 1889-1951

6.1. Motivacion

Para demostrar que nuestras ideas, descritas en los capitulos anteriores, son viables,
hemos implementado un lenguaje légico para la resolucién de restricciones de intervalo
formuladas sobre un conjunto de reticulos y cuyos fundamentos estan basados en esos
descritos en la Parte III.

En este capitulo proponemos un nuevo lenguaje para CLP llamado clp(L) (i.e., CLP
sobre conjuntos de reticulos). El lenguaje clp(L) es una propuesta para un resolutor
flexible que permite la generacién de nuevas restricciones definidas por el usuario (lo
que significa un enfoque transparente sobre las restricciones) y la creaciéon de nuevos
dominios de computacién también a nivel de usuario (lo que significa un enfoque trans-
parente sobre los dominios de computacién). Estos dominios podrian tener estructuras
diversas pudiendo ser finitos, infinitos, discretos o continuos. El lenguaje también po-
sibilita la interaccién de los dominios de computacién. En general decimos que clp(L)
proporciona un enfoque transparente de dos dimensiones (2D): sobre las restricciones
y sobre los dominios (véase la Figura 1.3).

En este capitulo se describen las principales caracteristicas del lenguaje clp(L), se
presenta brevemente una implementacion prototipo y se muestran varios ejemplos que
muestran la flexibilidad del lenguaje. Para mas informacién ver (Fernandez, 2000).
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Debido a que este documento es un resumen del contenido global de la tesis y
puesto que los fundamentos tedricos ya han sido presentados en los capitulos anterio-
res, a continuacién sélo indicaremos las conclusiones obtenidas en este capitulo y las
contribuciones del mismo.

6.2. Conclusiones

En este capitulo se introduce el lenguaje clp(£) language y se muestran las princi-
pales caracteristicas de una primera implementacion prototipo.

EL lenguaje clp(L) proporciona soporte para la resolucién de restricciones de inter-
valo formuladas sobre cualquier conjunto de reticulos sin restricciéon en su naturaleza.
Por tanto, puede ser usado sobre los dominios usuale y sobre otros que el usuario defina
para aplicaciones mas especificas. La fundamentos basicos del lenguaje se basan en los
principios de la teoria de reticulos por lo que es facil combinar los dominios de compu-
tacién a partir de operadores de combinacion de reticulos. Puesto que los operadores
pueden ser definidos sobre més de un dominio, la informacion puede transmitirse entre
todos y cada uno de los dominios de computacién.

En este capitulo se especifica como se pueden generar nuevos dominios desde la
nada o a partir de la combinacién de otros ya existentes. Se muestra ademdas cémo
definir restricciones de alto nivel genéricas o sobrecargadas y se muestran ejemplos de
la utilidad de éstas.

También se han desarrollado minuciosamente una serie de ejemplos con el objetivo
de mostrar la flexibilidad, transparencia, generalidad, cooperativismo y declaratividad
del lenguaje clp(L).

En ningiin momento se ha discutido la eficiencia del sistema puesto que el prototipo
estd construido usando las CHRs, las cuales a pesar de ser muy expresivas son altamente
ineficientes como se demostré en el Capitulo 2. Sin embargo, esta probado que el
enfoque indexical es muy eficiente sobre el dominio finito, el dominio Booleano y sobre
los reales (Codognet y Diaz, 1996a; Goualard et al., 1999). Puesto que el lenguaje
clp(L) estd fuertemente basado en este enfoque, entonces si adaptamos las técnicas
usadas para la implementacion de sistemas tales como clp(FD), clp(B) y DecLic (los
cuales siguen el enfoque de indexicals) a nuestro sistema, podemos vaticinar que la
implementacion resultante tendrd un rendimiento competitivo comparado con otros
sistemas de CLP especificamente disenados para dominios determinados.

Actualmente el esquema de ramificacién de las restricciones de intervalo descrito
en el Capitulo 5, no ha sido todavia implementado en el prototipo. Esto forma parte
del trabajo futuro a realizar.

6.3. Contribuciones

Las principales contribuciones del capitulo son enumeradas a continuacién:

» Primero, demuestra que las ideas tedricas descritas en la Parte III son factibles..
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= Segundo, demuestra que un unico sistema puede combinar un enfoque transpa-
rente sobre los dominios y las restricciones, un enfoque genérico y un enfoque
cooperativo.

» Finalmente, propone un lenguaje nuevo que combina otras caracteristicas poten-
cialmente interesantes tales como la posibilidad de definir restricciones genéricas
o sobrecargadas.



78

CAPITULO 6. Un lenguaje de CLP Genérico, Colaborativo y de 2D



Capitulo 7

Conclusiones

Roma locuta est; causa finita est

Roma has spoken; the case is concluded

Traditional summary of words found in
Sermons (Antwerp, 1702), n.131, seat 10
St. Augustine of Hipo, Ad. 354-430

7.1. Resumen de los Resultados

En esta tesis, hemos propuesto un esquema para la resolucién de restricciones de
intervalo que combina tres caracteristicas deseables: (1) generalidad real, (2) coope-
rativismo de los resolutores y (3) transparencia total en la definicién de restricciones,
dominios y el mecanismo de propagacion. Ademads vaticina una cuarta propiedad im-
portante: eficiencia en la resoluciéon de las restricciones. El esquema ha sido desarrollado
en cuatro etapas.

Primeramente, nosotros hemos comparado los diferentes enfoques transparentes
(sobre las restricciones) que existen sobre el FD. La razén argumentada para elegir
este dominio fue que los principales sistemas transparentes actualmente disponibles
han sido implementados para este dominio. A partir de esta comparativa, hemos ob-
servado que los sistemas transparentes proporcionan una flexibilidad muy superior a
los sistemas opacos, y ello sin una pérdida significativa de eficiencia. Como resultado
de esta comparacion, hemos elegido el modelo de indezicals como la base sobre la cual
construir los fundamentos teéricos de nuestro esquema. La eleccion se justific en el
hecho de que este modelo mostré un rendimiento aceptable y una flexibilidad elevada
en la formulacién de problemas (discretos). Ademds el modelo fue catalogado como
transparente.

Después hemos generalizado el modelo de indexicals desde el FD a cualquier domi-
nio con estructura de reticulo. El resultado es un esquema genérico para la propagacién
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de restricciones de intervalo que es valido para cualquier reticulo, independiente de la
cardinalidad de éste. Hemos mostrado que el esquema es 1til para la mayoria de los
dominios clédsicos y que, ademas, es valido para nuevos dominios que son generados a
partir de constructores y combinadores de reticulos. Las principales propiedades del
esquema, tales como la correccion, han sido demostradas. Para asegurar la terminacion
de la propagacién usamos una funcién precision/1 que es definida para cada dominio
de computacién. Como resultado anadido, la monotonia de las restricciones esté ase-
gurada por la misma formalizacién del esquema. Una consecuencia directa es que las
restricciones anti-monétonas pueden ser detectadas facilmente a priori (i.e., antes de
su resolucién) mediante un simple test que compruebe la validez de las restricciones
en el marco tedrico. Mas aun, al igual que el modelo de indexicals para el FD, nuestro
esquema para la propagacién se basa en una restriccién primitiva simple x C r que
proporciona la especificaciéon de la restriccién y cierto control sobre su mecanismo de
propagacion .

La restriccion primitiva puede estar definida a partir de operadores de restriccion
definidos sobre multiples dominios lo que da lugar a una nueva forma de cooperacion
en la que se permite que la informacion fluya entre los diferentes dominios soportados
por el sistema (i.e., cualquier reticulo). El concepto de restriccién de alto nivel usado en
CLP(FD) ha sido generalizado en nuestro esquema. Esta generalizacién incrementa el
potencial de la cooperacién y ademas posibilita la definicién de restricciones genéricas
o sobrecargadas. Obsérvese, ademds, que nuestro esquema cooperativo garantiza la
sequridad de tipos. De hecho, los operadores de restriccién se comportan como el interfaz
de comunicacion entre los resolutores y a partir de los cuales la informacién se propaga.
Como ya se indicé anteriormente, las restricciones no-véalidas pueden ser detectadas
a priori y, por ello, todas las restricciones cooperantes (i.e., ésas que posibilitan la
cooperacion) admitidas en nuestro esquema son vélidas.

Posteriormente, hemos completado el esquema para la resolucién de restricciones
de intervalo. El nuevo esquema es transparente, colaborativo y genérico y, por tanto,
puede usarse tanto para la resolucién clasica de CSPs como para la resoluciéon par-
cial de los mismos. El esquema resultante, llamado el esquema de ramificacién o de
bifurcacién, puede usarse sobre cualquier conjunto de reticulos y es una generaliza-
cién del conocido método ‘split-and-solve’ del lenguaje CLP(BNR), el cual resuelve
restricciones de intervalo sobre los reales, los enteros y los Booleanos. El esquema de
bifurcacién estd parametrizado en varios procedimientos que son parcialmente especi-
ficados (i.e., estan declarados formalmente y las precondiciones y las poscondiciones
definidas). Ademads, hemos estudiado algunas propiedades que son satisfechas por cual-
quier instancia del esquema, siempre que los procedimientos parcialmente especificados
mantengan ciertas condiciones (que, por supuesto, también han sido especificadas). De
nuevo, la terminacién es asegurada mediante la funcién precision/1 que fue definida
para el esquema de propagacion.

Para demostrar que nuestras ideas son factibles, hemos definido un lenguaje para
CLP basado en el marco tedrico y, ademas, hemos implementado un prototipo para
dicho lenguaje y mostrado un conjunto de ejemplos que ilustran la declaratividad del
sistema.
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7.2. Resumen de las Principales Contribuciones

Esta tesis ha tratado aspectos muy diferentes relacionados con la CLP. En cada
capitulo hemos resenado las principales contribuciones aportadas en el capitulo. Ahora
resumimos las principales aportaciones de la tesis.

= Hemos comparado la eficiencia y algunos aspectos claves de la expresividad de
ocho sistemas para CLP sobre el dominio finito. Hasta lo que conocemos, ésta es
la primera vez que un numero tan elevado de sistemas para CLP es comparado en
el entorno de la comunidad de las restricciones. Hemos discutido los principales
aspectos que deben ser tenidos en cuenta a la hora de escoger un sistema para
resolver una aplicacion especifica. Ademds hemos proporcionado unas lineas di-
rectivas para escoger uno u otro sistema dependiendo de la aplicacién a resolver
y de los requisitos a conseguir (i.e., tiempo, declaratividad de la solucién, etc.).

= Hemos propuesto una generalizacién del modelo de indexicals para el dominio
finito a cualquier dominio con estructura de reticulo, independientemente de la
cardinalidad y naturaleza del dominio. Este modelo genérico es un esquema para
la resolucion de restricciones de intervalo. Se han probado las principales pro-
piedades del modelo y se ha demostrado que son satisfechas por todas y cada
una de sus instancias (incluso de esas cooperativas). La propuesta da lugar a
un sistema transparente para las restricciones y para los dominios que, también,
permite conectar resolutores definidos sobre dominios distintos. Un resultado in-
mediato de nuestra propuesta es que constituye una alternativa al lenguaje CHR.
Ademsds, al estar basado en el modelo de indexicals (el cual se ha probado que
es bastante eficiente), podemos vaticinar que nuestro esquema garantiza también
una eficiencia mas que aceptable de cualquier sistema basado en él.

= Hemos demostrado que la cooperacién de resolutores puede ser integrada en un
sistema unico bajo un enfoque transparente.

7.3. Trabajo Futuro

A pesar de que se han alcanzado todos los objetivos trazados en el Capitulo 1,
esta tesis abre algunas posibilidades que complementan el trabajo aqui realizado. A
continuacién, se describen algunas de las lineas de investigacién abiertas.

Con respecto a nuestra comparacion de sistemas de restricciones sobre el dominio
finito, queremos resaltar que hemos comparado las librerias sobre este dominio y no los
sistemas globales. Estudios similares deberian hacerse sobre otros dominios interesantes
tales como el dominio de intervalos (Benhamou, 1995) o el dominio real (Jaffar et al.,
1992). También deberian considerarse enfoques alternativos tales como la programacién
lineal.

En nuestro marco tedrico, hemos impuesto que el conjunto de variables restringi-
das para cada dominio de computacion tiene que ser disjunto. Sin embargo, deberia
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ser posible eliminar esta restriccién y considerar sub-reticulos de los reticulos, como
dominios de computacién. Esto permitiria tener conjuntos de variables restringidas en
un sub-reticulo que serian ademas restringidas en el reticulo del que forman parte.
Hemos estudiado las propiedades genéricas del esquema de ramificacion, y hemos
impuesto algunas condiciones sobre las heuristicas de ordenacién de variables y valores.
Sin embargo, estas condiciones no garantizan que el espacio de busqueda es minimo.
En otras palabras, no se garantiza que exista informacién redundante en el arbol de
busqueda. Por lo tanto, es interesante estudiar si existen propiedades que garanticen la
minimalidad del espacio de busqueda y, si existen, declararlas y demostrar que, efecti-
vamente, aseguran la minimalidad. Por ejemplo, sobre las funciones de particién (ver
Definicién 5.10) podriamos recomendar que deberian satisfacer la siguiente propiedad:

Vi,je{l,....k}i#j: glbci( (¢i,¢j) es inconsistente

la cual asegura (en teoria) que “todas las particiones son disjuntas”, y por tanto, la
redundancia de informacién es evitada.

Observa también que en el esquema resuelve, /3 no se ha tenido en cuenta la
eficiencia, y sélo se ha considerado la funcién de coste y la relacion de orden en su
rango como instrumentos para encontrar una soluciéon éptima. FEvidentemente, esto
es claramente ineficiente puesto que el arbol de bisqueda tiene que ser atravesado
completamente. Naturalmente nuestro objetivo fue estudiar los principios generales del
proceso de la resolucién de restricciones de intervalo en los problemas de optimizacion.
Atn asi, seria interesante investigar si nuestro esquema puede ser reformulado con la
idea de realizar podas del arbol del biisqueda en los casos en los que se conoce que no
habra una solucién mejor, que la actualmente encontrada, en el subarbol actual.

La implementacion descrita en esta tesis se ha construido usando CHRs, las cuales
proporcionan una expresividad muy alta pero son muy ineficientes. Por lo tanto, en un
futuro a corto plazo, la idea es implementar nuestro esquema en una arquitectura mas
eficiente. Varios enfoques se estan considerando actualmente (Diaz y Codognet, 1993).

También estamos actualmente estudiando la integracién de nuestro esquema en
un lenguaje logico funcional. Estos lenguajes combinan propiedades logicas con carac-
teristicas funcionales lo que los convierten en entornos adecuados para la implantacién
de nuestro sistema genérico. Creemos que existe una fuerte analogia de los conceptos
de tipo y funcion en los lenguajes légico funcionales con respecto a los conceptos de
dominio y operadores de restriccion en nuestro marco teérico. Por ello, pensamos que
nuestro esquema podria integrarse bastante bien en este tipo de lenguajes. En este
sentido ya hemos realizado una primera aproximacién (Cazorla, 2001).
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