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Un modelo matemático de un sistema dinámico se define como

un conjunto de ecuaciones que representan la dinámica de un sistema

con precisión o, al menos, bastante bien. Tenga presente que un modelo

matemático no es único para un sistema determinado. Un sistema puede

representarse en muchas formas diferentes, por lo que puede tener

muchos modelos matemáticos, dependiendo de cada perspectiva.

Katsuhiko Ogata
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Resumen

Los albores del siglo XX han traído consigo el concepto de ahorro de energético y la

necesidad de optimizar los rendimientos en los procesos de producción, transporte y consumo

de energía. Con objeto de paliar el impacto y contaminación mediambiental, el desarrollo

de las fuentes renovables de energía, como alternativa frente a los combustibles fósiles se ha

convertido en uno de los aspectos clave de la política energética internacional. En este aspecto,

la energía eólica se ha posicionado en el último año como la primera fuente de electricidad a

nivel nacional, superando el 23,3 % de cobertura de la demanda y consolidándose como sector

clave para la recuperación económica. La evolución, innovación y desarrollo de esta tecnología

ha motivado la fabricación de turbinas con aspas de hasta 115,5 metros de largo y con una

potencia generada de 15 MW. No obstante, los aerogeneradores afectan negativamente al

paso de las aves migratorias y requieren de grandes superficies para su emplazamiento y

explotación, además del impacto visual y acústico que producen. Recientemente una empresa

española, Vortex-Bladeless, ha desarrollado un modelo sin aspas, que funciona en rangos de

velocidades menores. Consiste en una estructura troncocónica, conectada a un generador

en su parte inferior. Al pasar el aire alrededor de ella, se generan unos torbellinos de estela

conocidos como estela de Von-Kármán, que excitan a la estructura a vibrar con la frecuencia

a la que se emiten los mismos. Este movimiento oscilatorio puede aprovecharse generando un

potencial aprovechable. En este Trabajo Fin de Grado se pretende modelar, diseñar y ensayar

por Elementos Finitos, una turbina sin aspas a escala.

Palabras clave: Calle de vórtices de Von Kármán, vibraciones laterales auto-inducidas,

análisis dimensional, turbina sin aspas.
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Abstract

The dawn of the twentieth century has brought the concept of energy saving and the need to

optimize the performance in production processes, transport and energy consumption. In order

to alleviate the impact and environmental pollution, the development of renewable energy

sources, as an alternative to fossil fuels, has become one of the key aspects of international

energy policy. In this regard, wind energy has positioned itself in the last year as the

leading source of electricity at the national level, exceeding 23,3% of demand coverage and

consolidating itself as a key sector for economic recovery. The evolution, innovation and

development of this technology has motivated the manufacture of turbines with blades up to

115.5 meters long and with a generated power of 15 MW. However, wind turbines negatively

affect the passage of migratory birds and require large surfaces for their location and operation,

in addition to the visual and acoustic impact that they produce. Recently a spanish company,

Vortex-Bladeless, has developed a model without blades, which works in lower speed ranges.

It consists of a troncoconical structure, connected to a generator at its bottom. As the air

passes around it, wake vortices known as Von-Kármán wake are generated, which excite the

structure to vibrate with the frequency at which they are emitted. This oscillatory movement

can be exploited by generating usable potential. In this Final Degree Project, the aim is to

model, design and test by Finite Elements a bladeless turbine to scale.

Keywords: Von Kármán vortex street, self-induced lateral vibrations, dimensional

analysis, bladeless turbine.
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Notación y acrónimos

NOTACIÓN

En la siguiente lista se muestra la notación y nomenclatura empleada en la memoria del TFG.

A : Área frontal (o característica).

a : Distancia desde el empotramiento hasta el punto de aplicación de la fuerza

(en la longitud roscada) de la varilla.

b(y) : Ancho de la sección en dirección perpendicular a la aplicación del cortante.

b : Distancia desde el punto de aplicación de la fuerza hasta el extremo libre

de la varilla.

br : Factor de bloqueo del túnel de viento.

CL : Coeficiente de sustentación.

CD : Coeficiente de arrastre.

CP : Coeficiente de presión.

CL0 : Amplitud del coeficiente de sustentación.

CD0 : Amplitud del coeficiente de arrastre.

C1, C2, ...Cn : Constantes resultado de aplicar condiciones de contorno.

dm : Diámetro del mástil.

ds : Diámetro de la varilla o vástago.

dS : Elemento diferencial de área del sólido.

dF : Diferencial de fuerza responsable del estado tensional de axil para un

elemento diferencial de área del sólido.

E : Módulo de Young (o de elasticidad longitudinal).

EI : Rigidez a flexión.

em : Espesor del mástil.

es : Espesor de la varilla o vástago.

e.c. : Error de convergencia.

FL : Fuerza de sustentación.

FD : Fuerza de arrastre.

F0 : Amplitud de la fuerza resultante que ejerce el fluido sobre el sólido.

F (z, t) : Carga genérica aplicada perpendicularmente en el extremo libre del vástago.

fvs : Frecuencia de desprendimiento de vórtices.

F, G : Parámetros empíricos influyentes en la ecuación del coeficiente de

sustentación de la ecuación de van der Pol.
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Ix, Iy : Momento de incercia de la sección transversal según el eje x e y.

L : Longitud o dimensión característica del sólido.

K : Coeficiente de rigidez equivalente.

lm : Longitud del mástil.

ls : Longitud de la varilla o vástago.

M : Coeficiente de masa equivalente.

My(z) : Momento generado en la varilla por la fuerza de arrastre.

n : Coeficiente de seguridad.

Q(z, t) : Componente de excitación del coeficiente de sustentación.

Re : Número de Reynolds.

R0 : radio de curvatura de la fibra neutra para un elemento diferencial de área.

S(x) : Momento estático de la sección.

St : Número de Strouhal.

S0 : Arco de curva de la fibra neutra para un elemento diferencial de área.

u(z, t) : Desplazamiento por deformación según el eje x.

Vx : Esfuerzo cortante.

v∞ : Velocidad no perturbada (o de flujo libre).

v(z, t) : Desplazamiento por deformación según el eje y.

Wel,y : Módulo resistente elástico de la sección.

Z(z) : Factor modal de forma.
2α

Dωs
: Término de pérdidas.

α : Autovalores de la ecuación del factor formal de formas.

βnls : Autovalores para cada n modo normal de oscilación.

Γ : Constante empírica influyente en la ecuación que gobierna las vibraciones

laterales.

θ : Ángulo comprendido entre el vector normal exterior del cuerpo y la dirección

positiva del flujo.

κ : Curvatura.

µ : Coeficiente de visocidad dinámica del flujo.

Π : Monomio o factor adimensional.

ρ : Densidad del flujo.

ρs : Masa por unidad de longitud.

σ1, σ2, σ3 : Tensiones principales (de mayor a menor orden de magnitud).

σe : Límite elástico del material.

σeq : Tensión equivalente.

σz(z) : Tensión normal según eje z derivada del estado tensional de flexión.

τx : Componente del tensor de esfuerzos viscosos en dirección paralela a la de

la corriente.

τxz : Tensión tangencial o de cortadura derivada del estado tensional de flexión.

ωn : Frecuencia natural.

ωs : Frecuencia de desprendimiento de vórtices.
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LISTA DE ACRÓNIMOS

En la lista de a continuación, quedan rodenados alfabéticamente los acrónimos empleados en

la redacción de este proyecto.

BWT : Bladeless Wind Turbine

CAD : Computer-Aided Design

EDO : Ecuación Diferencial Ordinaria

FSI : Fluid Structure Interaction

FIV : Flow Induced Vibration

HDPE : High Density Polyethylene

MEF : Método de Elementos Finitos

PTO : Power Take-Off

TFG : Trabajo Fin de Grado

VIPEH : Vortex-Induced Piezoelectric Energy Harvesting

VIV : Vortex-Induced vibration
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CAPÍTULO 1

Introducción

Resulta habitual abordar la dinámica del sólido y del fluido de forma independiente; véase

en mecánica de fluidos como la presencia de sólidos se traduce generalmente en un conjunto

de condiciones de contorno para el flujo, imponiendo a menudo una velocidad del flujo en

correspondencia con la superficie del sólido. En el mismo sentido, en la mecánica de medios

continuos, la presencia de fluidos suele simplemente considerarse como una carga que actúa

de manera aislada sobre una superficie sólida. Sin embargo, existe una amplia diversidad

de aplicaciones científico-técnicas, en las que el estudio de ambos modelos se encuentran

acoplados; es decir, se influencian mutuamente.

En este sentido, surgen los problemas de Interacción fluido-estructura (FSI, Fluid

Structure Interaction) que describen la interrelación entre un elemento estructural deformable

y el flujo que lo envuelve.

Por tanto, el desplazamiento del cuerpo modifica las condiciones propias del flujo y a

su vez este flujo provoca variaciones de presión y de las fuerzas viscosas. Esta alteración

en el fluido conlleva el desplazamiento de la estructura (FIV, Flow-Induced Vibration). Por

consiguiente, este proceso realimentado no solo implica que la velocidad del fluido coincide

con la de la estructura para la interfase (condición cinemática), sino que el dominio fluido

sigue a la estructura y se deforma en consonancia (condición mecánica).

Las vibraciones inducidas por el flujo constituyen una gran familia de interacciones

fluido-estructura, dentro de la cual, es posible distinguir diversos fenómenos que causan el

desprendimiento de la capa límite. No obstante, todos ellos comparten que la presencia de un

cuerpo obstructor (bluff body) perturba el movimiento del fluido, generando variaciones de

presión.

Estos fenómenos pueden originar vibraciones de considerable amplitud en las estructuras,

tales como chimeneas, torres o plataformas (Br. Visentini, 2014), alterando las garantías de

seguridad, fiabilidad, funcionalidad y durabilidad para las que fueron diseñadas. En casos

extremos, podrían suscitar inestabilidades aerolásticas y por tanto, una actividad oscilatoria

que pueden causar su colapso. Como referencia, la ejemplarizante caída del puente de Tacoma

Narrows (EE.UU.,1940) como muestra la fig. 1.1 (a), para el cúal, aún actualmente, se

desconocen las verdaderas causas que originaran las oscilaciones responsables de su desplome.

Se barajó en un primer lugar, la resonancia entre la frecuencia de desprendimiento de vórtices
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de Kármán y la natural característica de la estructura, sin embargo se descartó, apuntando al

fenómeno de flameo (interacción de flexión y torsión) como la causa más posible.

(a) (b)

Figura 1.1: (a) Instantánea del colapso del puente de Tacoma Narrows en EE.UU.,1940 (imagen
tomada de https://www.theatlantic.com). (b) Torbellinos generados por algunas de las
Islas Canarias por los vientos aliseos (imagen tomada de https://visibleearth.nasa.gov).

A principios de la década de los setenta (Larsen, 2000), se desarrolló un modelo del famoso

puente y en base a trabajos anteriores, se concluyó que el final catastófico se debió a un caso

de aleteo torsional de un grado de libertad originado cuarenta y cinco minutos previo a su

colapso, por una estela de aleteo (flutter). Este fenómeno representa un acople de dos grados

de libertad (flexión y torsión), no obsatnte, se conoce que para altas velocidades del flujo (en

el instante del desplome se registaron v∞ = 68 Km/h) el mecanismo principal que prevalece

es el de torsión.

De igual modo, elementos esbeltos como mástiles o chimeneas metálicas sujetas a flexión

por el viento, son ejemplos evidentes, de estructuras ligeras y con bajo amortiguamiento que

experimentan vibraciones lo sufientemente considerables y frecuentes como para causar daños

notables que reduzcan su vida útil por fatiga.

Los fenómenos aerolásticos más influyentes y analizados en el ámbito de la ingeniería

estructural (Martínez Piquer, 1998) son el desprendimiento de vórtices (vortex shedding), el

galope inducido por una estela (wake galloping), el galope transversal (galloping), el bataneo

(buffeting) y el previamente mencionado, flameo (flutter).

Como ya se describirá con mayor profundidad en sucesivos capítulos, el fenómeno originado

por el desprendimiento de torbellinos es debido a la alteración y separación del flujo debido a

la presencia de un obstáculo y queda caracterizado por el derramamiento periódico de vórtices

con sentido de rotación alternos como muestra la fig. 1.1 (b).

El galope transversal produce desplazamientos de gran amplitud en dirección perpendicular

al flujo pero con frecuencias inferiores a las que se generarían para el caso de desprendimiento de

vórtices. Este fenómeno aerolástico es propio de estructuras esbeltas con secciones transversales

de geometría rectangular o en forma de D, así también para cables del tendido eléctrico debido

a la cobertura irregular de hielo de los conductores de las líneas de transmisión. El galope de

estela (Bellei Pardo, 2017) tiene lugar cuando la no estacionariedad de la corriente incidente se

debe a que el cuerpo se encuentra inmerso en la estela generada por otro obstáculo aguas arriba.

Debido a la estela de vórtices que origina el cuerpo aguas arriba del flujo, el segundo sólido

recibe una corriente cuya intensidad y sentido son variables con el tiempo. Este fenómeno es
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característico de las catenarias de ferrocarril y de las canalización aérea de energía eléctrica en

las cuales, las líneas de cables operan agrupadas en conjuntos de más de dos cables dispuestos

en paralelo y distanciados por los espaciadores oportunos.

En el caso de que el cuerpo esté sumergido en el seno de una corriente que no es

estacionaria ni uniforme corriente arriba del obstáculo (antes de que el mismo pueda perturbarla

apreciablemente), puede originarse el fenómeno denominado como bataneo. Se distinguen dos

tipos de bataneo: el inducido por la propia turbulencia de la corriente incidente y el debido a

las perturbaciones suscitadas por cualquier otro obstáculo cercano situado aguas arriba del

cuerpo en consideración (bataneo de estela).

Y finalmente, la inestabilidad aerolástica causada por el flameo se produce cuando las

fuerzas aerodinámicas generadas por el desplazamiento relativo entre el cuerpo y el fluido

no pueden considerarse como estacionarias debidas al propio movimiento de la estructura

que modifica dichas acciones (asociado a variaciones instantáneas de posición u orientación

del sólido). Estas vibraciones provocan en la estructura, amortiguamientos negativos que

amplifican la magnitud de las fluctuaciones hasta que se supera el estado tensional de diseño

y se produce su colapso.

Así pues, el estudio y simulación multifísica FSI, donde una estructura elástica interactúa

con un medio fluido, es extrapolable a otras aplicaciones como los problemas de acústica,

oscilaciones de perfiles aerodinámicos, la predicción de oscilaciones inducidas, el análisis del

flujo sanguíneo en arterias flexibles, así como al sector de las energías renovables.

Se pueden distinguir dos tipos de accciones suscitadas por un flujo como el viento, por

un lado las aerodinámicas y por otro lado, las ya descritas, aerolásticas. Las denominadas

aerolásticas quedan caracterizadas por la incidencia del flujo sobre el elemento estructural de

modo que las fuerzas resultantes originadas no dependen de su movimiento. Sin embargo, las

solicitaciones aerolásticas surgen cuando el sólido se encuentra en movimiento, dando lugar a

una interacción entre ambos movimientos y generando fuerzas dependientes de la cinética de

la estructura. Esta interacción fluido-estructura podrá ocasionar oscilaciones divergentes, en

función de las conocidas como fuerzas auto-excitadas.

En la siguiente fig. 1.4 se muestra un esquema de los factores involucrados en los problemas

de interacción FSI.

Fluid

dynamics

Fluid

force on

structure

Structural

dynamics

Fluid/str.

boundary

motion

Figura 1.2: Mecanismo de interaccción fluido-estructura (FSI) (Blevins, 2001).
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1.1. CASO DE ESTUDIO

En este contexto de fuentes de energía de bajas emisiones centradas en aminorar la dependencia

de los combustibles fósiles y restringir los niveles de emisión de gases contaminantes a la

atmósfera, la energía eólica se ha consolidado a lo largo de las últimas décadas como una

de las alternativas con mayor peso, cuyo desarrollo hace posible que su explotación resulte

competitiva respecto a las fuente de energía convencionales.

No obstante, los parques eólicos originan sobre el conjunto de la fauna y la flora local

importantes repercusiones, afectando negativamente al proceso de migración y paso de las

aves y requiriendo de grandes superficies para su emplazamiento y explotación. Este impacto

ambiental se suma a que la dirección variable del viento puede generar otros problemas

potenciales. Con el objetivo de encarar estos desafíos, la empresa española Vortex Bladeless

S.L. ha diseñado un aerogenerador basado en el fenómeno de resonancia aerolástica que carece

de elementos rotatorios y que gracias a su configuración simétrica le permite un comportamiento

independiente de la dirección del flujo incidente y compatible con la población animal.

En tal sentido, parece haber surgido un nuevo concepto de generación y cultivo de energía

a través de las turbinas sin álabes (BWT, Bladeless Wind Turbine) que se materializan a

partir de una carcasa cilíndrica rígida acoplada sobre una varilla flexible (Adeyanju and

Boucher, 2020), sometidas a un flujo, de modo que, al incidir sobre ellas, se produce el

desprendimiento alternado de vórtices aguas abajo que se traduce sobre el sistema, en una

componente dinámica de sustentación que varía sinusoidalmente con el tiempo, lo que provoca

una excitación oscilatoria.

En su principio de funcionamiento se busca hacer coincidir la frecuencia de desprendimiento

de vórtices y la frecuencia natural de la estructura flexible, cuyo fenómeno es conocido como

resonancia o lock-in, ya que para este intervalo de frecuencias se amplifican la magnitud de

las oscilaciones y por tanto, el rendimiento del sistema. Con objeto de lograr esta sintonía

en el desprendimiento de torbellinos, puede pretenderse modificar el diámetro del mástil en

función de la longitud del mástil (Seyed-Aghazadeh et al., 2015), de modo que las fuerzas

actúen sincronizadamente y en fase.

Este comportamiento vibratorio puede ser empleado como fuente de generación eléctrica a

través de un sistema que traduzca la energía cinética en energía eléctrica.

Tomando como referencia la presente fuente de aprovechamiento energético, los desarrollos

en este área son amplios. Sirva de referencia, la patente US20110273032 (Liédana Pérez, 2016)

presenta un dispositivo generador de vórtices que hace uso de imanes permanentes para la

conversión energía estructural-eléctrica. A partir de la incorporación de una lámina metálica

en el seno de una corriente magnética y gracias al movimiento de carácter oscilatorio originado

por el fenómeno de turbulencia, consigue producir un potencial eléctrico aprovechable.

De igual modo, el documento de invención US9590534B1 (Yavid, 2015) describe un

dispositivo que entra en resonancia y que lleva acoplado a su estructura una serie de elementos

piezoeléctricos que son activados a partir del movimiento oscilatorio de la estructura. Cuando

el sistema entra en resonancia, se desplazan de una posición a la opuesta, al encontrar el
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terminal imantado otro de signo contrario, generando de esta forma energía eléctrica.

Asimismo, destacan las patentes CA2772905 (Hama, 2011) y CA2640868-A1 (Adrian

Robert Bowles, 2008), cuyo planteamiento es similar. Para este último, basándose en el ya

mencionado, fenómeno de piezoelectricidad, consigue energía eléctrica a partir de los flujos

producidos en los pozos de petróleo y de gas. El sistema dispone de un dispositvo compuesto

por un cuerpo cilíndrico emplazado de forma perpendicular al flujo que oscila debido al

desprendimiento de vórtices.

Cabe mencionar que los antecendentes referidos y gran parte de los modelos de estudio

según la literatura (Tandel et al., 2021) comparten una estructura común en la que se

distinguen tres elementos principales (García González, 2019); en primer lugar, el mástil o

carcasa cilíndrica, cuya acometida es la de absorber las fuerzas aerodinámicas y comunicárselas

al estátor y a la varilla. A su vez, la varilla con una cierta rigidez absorbe la carga neta en

su extremo no empotrado y dado su comportamiento elástico, permite liberarlo de pequeños

desplazamientos respecto a su posición de equilibrio a ambos lados del eje de simetría,

motivando el movimiento oscilatorio tan característico. Y, por otro lado, el estátor o la base

que actúa como empotramiento y se encarga de recibir en voladizo a la varilla. El diseño

mecánico objeto de estudio y análisis de este Trabajo Fin de Grado es el que se muestra en la

siguiente figura.

(a) (b)

Figura 1.3: (a) Diseño de un aerogenerador sin palas elaborado por un grupo de estudiantes
de ingeniería mecánica de la Universidad de Southampton (imagen tomada de
http://uosdesign.org).(b) Diseño propio del BWT objeto de estudio, destacando cada
uno de los elementos que lo constituyen.

Bien sea a partir del compartamiento piezoeléctrico1 que presentan determinados materiales

(VIPEH, Vortex-Induced Piezoelectric Energy Harvester), bien a partir de un sistema mecánico

que transforme el movimiento lineal de las oscilaciones de la varilla en uno de carácter rotativo

(como ha diseñado el grupo de la Universidad de Southampton) o bien a partir del uso de un

alternador magnético, según el principio de inducción electromagnética, es posible la conversión

de energía mecánica en electricidad. Para este último y tal y como ha desarrollado la empresa

española previamente mencionada, resulta fundamental el análisis de factores de diseño como
1El efecto piezoeléctrico directo permite generar una diferencia de potencial entre las dos caras del cristal al

ser sometido a tensiones mecánicas entre ellas.
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mantener una simetría axial de modo que el alternador se comporte independientemente de la

dirección del flujo2, así como la posición óptima para la interacción entre imanes y la bobina.

El alternador requerirá de un sistema de filtrado y rectificador diseñado para convertir la

salida del alternador al convertidor. En lo respectivo al uso de reguladores de carga comúnmente

empleados en la industria eólica, pasará por la conexión directa de la salida del rectificador a

las baterías. Asumiendo el riesgo de que esta solución pudiera destruir las baterías en caso de

que la velocidad del viento resultara excesiva y careciendo por tanto de un sistema de frenado

específico, la ventaja que presentan este tipo de turbinas se encuentra en que, debido a los

propios fenómenos físicos que regulan la mecánica de extracción de energía, al alcanzar la

velocidad del flujo un valor específico, el sistema abandona el rango aerodinámico de lock-in y

se detiene su funcionamiento. Por este motivo, tras estos dos sistemas electrónicos solo sería

necesario la incoporación de un dispositivo controlador de derivación para redirigir la corriente

en el caso de que la batería se encuentre sobrecargada.

1.1.1. Análisis de la potencia extraíble

La potencia disponible que es capaz de extraer y aprovechar el recurso eólico está relacionada

con la energía cinética presente en las corrientes de viento y de acuerdo con la literatura puede

expresarse como muestra

Pf =
1

2
ρAf v3

∞ =
1

2

[

2

(

lm

(
dm

2
+ vmmáx

)

+
lm

2

2
tan(θm,máx)

)]

ρv∞
2, (1.1)

donde Pf es la potencia extraíble del flujo, ρ es la densidad del aire, Af es el área característica

efectiva del BWT; es decir la superficie frontal proyectada por el mástil, v∞ la velocidad del

viento, lm y dm, la altura y diámetro del mástil y vm,máx y θm,máx, la máxima deflexión y

desviación del mástil respecto a su posición de equilibrio. Como se observa, existe una fuerte

dependencia de la potencia con la velocidad del flujo. Sirva de ejemplo, un incremento en

un 10 % de la velocidad conlleva un aumento del orden de un 30 % de la potencia disponible.

De igual modo, es evidente que a mayor superficie de contacto (para los aerogeneradores

convencionales, área de barrido), mayor es la potencia obtenida.

No obstante para generar potencia a partir de las vibraciones excitadas en el sistema, es

necesario disponer transversalmente en el acoplamiento varilla-mástil de una toma de fuerza

o de potencia (denominada de acuerdo con la literatura como PTO, Power Take-Off ). Es

posible definir la potencia mecánica generada a partir de

Pm =
1

T

∫ T

0
v̇(ls, t)F (t) dt , (1.2)

donde T es el período de vibración, v̇(ls, t) es la velocidad de la varilla evaluada en su extremo

y F (t) la fuerza de resistencia introducida por el PTO. En general, si la acción resistente

ejercida por la toma de fuerza es considerable, la velocidad v̇(ls, t) será pequeña, mientras que

2Para ello, se han desarrollado imanes fijados al mástil en forma de anillos y la parte fija del alternador se
encuentra sujeta por parte de la estructura fijada al pavimento. De modo que al flexionarse el mástil, aumenta
la interacción entre las bobinas y los imanes de sintonización fijados a la base.
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si la fuerza que opone el sistema es pequeña, la velocidad será alta. Desde el punto de vista

de generación de potencia (Azadi Yazdi, 2018), ambos casos, tanto el de aumentar como el de

disminuir la componente de resistencia, puede entrar en conflicto con el objetivo de maximizar

la producción de energía de la turbina. Por esta razón resulta necesario incorporar un sistema

de control que considere las limitaciones físicas del BWT y PTO y optimice el proceso de

obtención de un potencial aprovechable.

Se define el coeficiente de potencia, Cp, también denominado eficiencia aero-mecánica,

como la relación que se establece entre la potencia mecánica máxima entraída por las turbinas

y la potencia disponible del flujo por unidad de longitud y de período de oscilación como se

indica

Cp =
Pm

Pf
. (1.3)

Sirva de referencia, Azadi Yazdi (2018) obtuvo para su modelo, un valor máximo cercano

al 32 %. El valor máximo teórico de Cp, se encuentra limitado a un 59,26 % (16/27). A éste

se le denomina el límite de Betz y establece que tan sólo el 59,26 % de la energía cinética

del viento puede convertirse en energía mecánica para desplazar el mástil (o rótor). Este

porcentaje es por tanto, el límite teórico para el rendimiento alcanzable por un aerogenerador;

es decir, considerando flujo laminar, que no existen pérdidas mecánicas ni térmicas y con una

eficiencia del elemento móvil del 100 %. Es evidente que cuanto más se aproxime la conversión

de energía cinética del flujo en energía mecánica aprovechable al límite de Betz, mejor será el

comportamiento del sistema.

1.1.2. Cuantificación del perfil del viento

Así, para su diseño, será necesario conocer el perfil de velocidades del flujo incidente en función

de la cota sobre el nivel del suelo. El método propuesto por Monin-Obukhov (Bañuelos-Ruedas

et al., 2011) es el más empleado para predecir los valores de velocidad v, en condiciones

de estabilidad neutra y breves períodos de tiempo, a una altura z a partir de un perfil

lineal-logarítimico como se describe

v(z) =
vf

κ

[

ln
z

z0
− ξ

(
z

L

)]

, con vf =
√

var(w, u), (1.4)

donde vf es la velocidad de fricción (wind shear velocity o velocidad dinámica), κ es la

constante de Von Kármán (normalmente se asume que adopta un valor de 0,1), z0 la cota

de rugosidad (o rugosidad aerodinámica), L es un factor escala denominado la longitud de

Monin-Obukhov y w y u, las componentes vertical y meridional del viento respectivamente.

La función de estabilidad atmosférica o factor de correción ξ

(
z

L

)

se determina a partir de la

radiación solar para el emplazamiento que se analiza.
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No obstante, por simplicidad, se suele recurrir a modelos más sencillos que arrojen resultados

igualmente satisfactorios, a pesar de perder en precisión. Uno de los más utilizados es la

relación exponencial de tipo estadística, conocida como ley de Hellman que puede resumirse

como

v

v0
=

(
h

h0

)α

, (1.5)

donde v hace referencia a la velocidad media del viento a una altura h, h la cota de estudio, v

la velocidad media a h0, h0 la cota de referencia (habitualmente se estudia para 10 m) y α

el exponente de Hellmann que varía con la topografía del terreno. Asimismo, resulta común

recurrir al perfil logarítimico de velocidades que puede enunicarse como sigue

v

v0
=

ln(h/z0)

ln(h0/z0)
. (1.6)

Si se representan las curvas correspondientes a los modelos descritos a partir de las

ecuaciones 1.5) y (1.6) se obtiene que para una altura de 100 m, la diferencia de valores

de velocidad es aproximadamente de 0,35 m/s, lo que en términos de potencia, según

Bañuelos-Ruedas et al. (2011), supone una diferencia aproximada de unos 100 W/m2.

Los modelos anteriormente expuestos junto a las curvas de duración de velocidad resultan

fundamentales para la predicción de los valores de velocidad para los que comienza el

intervalo de resonancia (vlock−in) y por tanto donde proporciona la máxima potencia. Bajo

su consideración y del hecho de que la dirección de incidencia de un fluido como el aire es

variable, a priori parece resultar adecuado un sistema vertical, lo más esbelto posible y cuya

sección sea circular.
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1.2. HIPÓTESIS Y OBJETIVOS

Es evidente que la energía eólica se ha convertido en una de las energías renovables de mayor

alcance junto con la energía hidráulica, en las últimas décadas. En particular, la energía eólica

ha supuesto un 22 % del total de electricidad consumida en España en el año 2020. Es una

tecnología plenamente desarrollada, y los avances en este campo pasan por la instalación de

este tipo de turbinas en el mar (offshore) y la fabricación de turbinas cada vez más grandes.

En este sentido, el gigante danés Vestas acaba de fabricar el modelo de mayor envergadura de

la historia, con aspas de 115,5 metros de largo y una potencia generada de 15 MW. Por otro

lado y como se ha expuesto anteriormente, estas turbinas presentan otro tipo de problemas

medioambientales, como su interferencia con las rutas de las aves migratorias, el ruido, así

como la contaminación visual que producen.

En dicho sentido y tratando de dar respuesta a esta problemática, la empresa española ya

citada, ha desarrollado una turbina eólica sin aspas, que funciona en rangos de velocidades

menores. Desde su lanzamiento no han dejado de sucederse publicaciones e investigaciones,

a nivel internacional, que modelen analíticamente su comportamiento mecánico (Mottaghi

et al., 2020), eléctrico (Ramírez Monsell, 2020), así como, el acoplamiento de ambos (Francis

et al., 2021).

Este Trabajo Fin de Grado pretende pues analizar y desarrollar un modelo físico que refleje

las vibraciones laterales del sistema (Chizfahm et al., 2018). De igual modo, este proyecto

tiene como objetivo, su estudio y ensayo por Elementos Finitos.

Este trabajo de investigación partirá de las siguientes hipótesis.

H1. El comportamiento a flexión que presentan los materiales dúctiles bajo cargas

aerodinámicas cíclicas y su aplicación a los sistemas energy harvesting.

H2. Se puede establecer una relación funcional (Saengsaen et al., 2019) que relacione el

desplazamiento máximo que experimenta la turbina con las características geométricas,

así como las propias del flujo y de las propiedades mecánicas de los materiales candidatos.

H3. Los estudios al respecto que analicen aisladamente la influencia de cada uno de

los parámetros en la flecha que sufre el vástago elástico son escasos, justificándose la

necesidad de este análisis.

Además de los objetivos principales de este TFG, se considerarán el siguiente conjunto de

objetivos secundarios.

O1. Demostrar el potencial del análisis dimensional a partir de la aplicación del Teorema

de Buckingham basándose en la condición de homogeneidad dimensional que asegura

la invarianza de las relaciones físicas frente a cambios de unidades, los cuales suceden

a menudo en la práctica. Esto permite indicar la importancia relativa de los distintos

factores físicos implicados en la dinámica del sistema a partir de la consideración de los

órdenes de magnitud de los productos adimensionales implicados.

O2. El análisis del comportamiento dinámico del sistema y la caracterización de los

coeficientes de fuerza más comunes presentes sobre un cuerpo romo.
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O3. El uso de la ecuación biarmónica de ondas (Gómez Acebal, 2019), dentro de la

teoría de la elasticidad lineal para definir la cinética oscilatoria del BWT.

1.3. METODOLOGÍA

La metodología que se ha aplicado para el cumplimiento de los objetivos propuestos en la

elaboración del Trabajo Fin de Grado se refleja en el siguiente diagrama de flujo.

Establecimiento

del estado del arte

Análisis por Elementos Finitos

Modelo analítico de

vibraciones laterales

Evaluación de resultados

y conclusiones

Elaboración de la memoria

Figura 1.4: Fases integrantes de la metodología de este proyecto.

A continuación se detallan cada una de las fases previamente descritas.

Fase 1. Establecimiento del estado del arte. Esta etapa corresponde a la revisión del

estado del arte de los fenómenos aerolásticos, concretamente el desprendimiento de

vórtices caracterizado por la calle de vórtices que se origina aguas abajo de un cuerpo

cilíndrico y las vibraciones inducidas como consecuencia de la perturbación del campo

de presiones. Dicha revisión recogerá los aspectos que a continuación se detallan.

• Análisis de la calle de vórtices de Von Kármán y de la estela aguas abajo del sólido

en función del número de Reynolds (Roushan and Wu, 2005).

• Análisis de la frecuencia de desprendimiento de vórtices y su relación con el número

de Strouhal. Rango de velocidades para el que comienza el fenómeno de resonancia.

• Ensayos similares de vibraciones controladas de cilindros sometidos a oscilaciones

sinuosidales en el supuesto de vibraciones auto-inducidas por vórtices.

• Caracterización de los distintos modos de desprendimiento de vórtices (Williamson

and Govardhan, 2004).

• Relación de los coeficientes de fuerza con los números adimensionales (Çengel,

2018).
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• Influencia de la rugosidad superficial en los coeficientes de fuerza como recogen

Chen et al. (2022), Xie and Wang (2016) y Mallick (2014).

• Diseños similares de turbinas sin aspas (Larsen, 2000).

Fase 2. Análisis por elementos finitos. Haciendo uso del Método de Elemtos Finitos, se

estudia la distribución de esfuerzos y desplazamientos debidos a la deformación derivados

de la flexión, comparando los resultados obtenidos con las expresiones procedentes de

las teorías clásicas de Resistencia de Materiales.

Fase 3. Modelo analítico de vibraciones laterales. Partiendo de la formulación de viga de

Euler-Bernoulli, se desarrolla un modelo que predice la respuesta oscilatoria del sistema

y permite obtener la respuesta modal; es decir, los valores de frecuencias característicos

para cada modo normal de vibración (Avellán Martín, 2017).

Fase 4. Evaluación de resultados y conclusiones. Tras analizar los resultados obtenidos

analíticamente, se procede a su valoración y a la extracción de las conclusiones principales

de este Trabajo Fin de Grado.

Fase 5. Elaboración de la memoria. Para finalizar, los resultados obtenidos a lo largo

de las fases previas quedarán documentados en una memoria que recoja y valore los

procedimientos llevados a cabo durante el desarrollo de este TFG, así como de las

conclusiones obtenidas.



CAPÍTULO 2

Fundamentos teóricos y formulación

del problema

A lo largo de este capítulo, se introducen, exponen y desarrollan los fundamentos teóricos

relacionados con las oscilaciones inducidas por vórtices en el paradigma de las interacciones

fluido-estructura (FSI) y que determinan el diseño y el modelo estructural dinámico del

sistema que se pretende analizar.

2.1. CROSS-FLOW VORTEX-INDUCED VIBRATION (VIV)

El estudio de la influencia de la geometría y otros parámetros dinámicos y característicos del

fluido sobre un elemento obstructor en el seno de una corriente y el análisis de los fenómenos

de inestabilidad asociados resulta una práctica común y ampliamente analizada que afecta

transversalmente a diversas áreas de la ingeniería.

Se conoce que para un cuerpo de geometría cilíndrica sometido a un flujo de carácter

laminar, uniforme y estacionario, conforme se incrementa el número de Reynolds se observa la

formación en aumento de un patrón de vórtices aguas abajo, a lo largo de la estela, hasta

producirse la separación de la capa límite y completarse la transición a régimen turbulento.

El número de Reynolds se define como monomio adimensional a partir de la razón entre las

fuerzas de inercia y las fuerzas viscosas como

Re =
Fuerzas inerciales

Fuerzas viscosas
=

ρv2
∞L2

µv∞L
=

ρu∞L

µ
, con L = dm, (2.1)

donde ρ es la densidad del medio en la que se encuentra el sistema, u∞ representa la velocidad

de la corriente aguas arriba (no perturbada o de flujo libre), dm se trata del diámetro del

cuerpo cilíndrico que sustituye a la magnitud geométrica de longitud L y µ hace referencia al

coeficiente de viscosidad dinámica.

Motivada por la separación de la capa límite, se desarrolla aguas abajo del cuerpo romo, el

desprendimiento alternado y periódico de torbellinos, denominado de acuerdo con la literatura

como calle de vórtices de Von Kármán, lo que produce sobre el elemento estructural una

alteración en la distribución del campo de presiones y consecuentemente del conjunto de

fuerzas aerodinámicas que sobre él actúan. Esto se traduce en el movimiento vibratorio
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inducido por vórtices (VIV) tan singular.

Para valores del Reynolds muy bajos (Re ≪ 1), donde se tiene flujo de Stokes, debido a

que las fuerzas viscosas predominan frente a las inerciales, el flujo alrededor del cilindro está

asociado a un patrón completamente simétrico, aguas arriba y abajo del sistema. A medida

que este parámetro adimensional aumenta (Re ∼ 5), empieza a observarse progresivamente

una estela de separación del flujo aguas abajo del sólido. Para el intervalo de 5 < Re < 40,

surgen una pareja de vórtices simétricos que giran en sentidos opuestos.

Conforme aumenta la magnitud de la velocidad del flujo; es decir, para la franja de valores

de 40 < Re < 200, la recirculación aguas abajo es totalmente perceptible y se produce el

fenómeno de vortex shedding, previamente descrito, y originando la conocida calle de vórtices

de Kármán. La transición entre regímenes, de laminar a turbulento, se genera para el rango de

200 < Re < 300 y el patrón de la calle de torbellinos adquiere una estructura tridimensional.

Para el régimen subcrítico, 300 < Re < 1, 4 · 105, se completa la separación laminar de la capa

límite, desaparece la calle de vórtices de Von Kármán y la estela ya es turbulenta.

Si se sigue aumentando el número de Reynolds hasta 1, 4 · 105 < Re < 3, 5 · 106; es decir,

para régimen crítico, se produce la separación turbulenta de la capa límite. No obstante, no

es hasta valores de Re ∼ 5 · 106 (transición de régimen supercrítico a transcrítico) cuando la

capa límite es plenamente turbulenta.

La velocidad, cuya dirección, la de los torbellinos aguas abajo del cuerpo, es aproximadamente

u1 = 0, 85u∞. Para todo obstáculo que tenga el desplazamiento impedido, la distancia entre

vórtices lv en dicha dirección es proprocional al ancho del cuerpo dm transversal a la dirección

del flujo. El tiempo que transcurre entre vórtices es igual al cociente de la distancia que guardan

entre ellos y su velocidad, lo que implica que la frecuencia de la fuerza lateral armónica, fvs,

generada por el desprendimiento de vórtices es lv/u1 que es proporcional a u∞/dm.

Figura 2.1: Calle de vórtices corriente abajo de un cilindro. Según la nomenclatura de la fuente
en relación a la que se sigue en el presente proyecto, U1 ∼ u1, U ∼ u∞ y d = dm

(Vasallo Belver, 2009).

Analíticamente, el número de Strouhal queda definido como el factor de proporcionalidad

entre las relaciones previamente mencionadas, a partir de la ecuación (2.2). Los experimentos

Bearman (1984) demostraron su relación de dependencia con el número de Reynolds y el ratio

L/D,

St

(

Re,
lm
dm

)

=
fvsdm

u∞

. (2.2)
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Gráficamente la relación que se establece entre el número de Strouhal y el número de

Reynolds, se ajusta a la siguiente curva.

Figura 2.2: Relación entre el número de Strouhal y el número de Reynolds para geometrías
cilíndricas, abarcando desde el régimen subcrítico a supercrítico. Véase la influencia
de la rugosidad en el trazado de la curva (Vasallo Belver, 2009).

Para el régimen subcrítico, la frecuencia de desprendimiento de vórtices como puede

observarse en la fig. 2.2 puede considerarse constante, adoptando el número de Strouhal un

valor aproximado de St ≈ 0, 21. Este valor obedece a la expresión experimental que obtuvo

Roshko (1961) para la que bajo números de Reynolds lo suficientemente altos, el Strouhal

converge a 0, 212 como se indica

St = 0, 212

(

1 −
12, 7

Re

)

. (2.3)

Existen numerosos estudios que analizan las vibraciones inducidas por el desprendimiento

de vórtices, analizados en trabajos de Bearman (1984), Griffin and Ramberg (1982), Parkinson

(1989); en libros de Bearman (1978), Naudascher and Rockwell (2012), Simiu and Scanlan

(1996), Sumer et al. (2006) y Williamson et al. (2004), así como un capítulo de un libro de

Anagmostopoulos (2003).

Se han realizado abundantes ensayos con cilindros sometidos a oscilaciones sinusoidales

generadas por una corriente, con el objetivo de predecir las vibraciones inducidas por el

desprendimiento de remolinos. Algunos investigadores han medido las fuerzas en cuerpos

sometidos a un movimiento armónico simple como Bishop and Hassan (1964a), Carberry et al.

(2001), cite34, Carberry et al. (2004), Carberry et al. (2005), R. (1993), Hover et al. (1997),

Hover et al. (1998), Mercier (1973), Sarpkaya (1978), Carberry et al. (1998) y Staubli (1983).

Hover et al. (1997) y Hover et al. (1998) en colaboración con el grupo encabezado por

Triantafyllou del MIT Towing Tank, desarrolló un experimento consistente en un ingenioso

retroalimentador de fuerza virtual cable testing apparatus trabajando con números de Reynolds

altos.

Los grupos de Naudascher and Rockwell (2012) en la Universidad de Lehigh y Carberry

et al. (1998) en la Universidad de Monash llevaron a cabo conjuntamente numerosas medidas
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en vibraciones controladas de cilindros generando gran número de artículos interesantes.

El análisis de las vibraciones inducidas por el desprendimiento de torbellinos realizado por

determinados modelos analíticos bidimensionales han descrito la fuerza, usando coeficientes

de ajuste y considerando una respuesta armónica, como una curva sinusoidal (Kwok and

Melbourne, 1981).

Bishop and Hassan (1964b) propusieron que el comportamiento del fluido, en el supuesto

de vibraciones auto-inducidas por el desprendimiento de vórtices, se puede modelar como una

oscilación no lineal, utilizando modelos para los que en el caso de cilindros verticales, la fuerza

lateral sigue una ecuación del tipo van der Pol acoplada a la ecuación de movimiento de la

estructura en función de la velocidad.

(a) Re < 5 (b) 5 − 15 < Re < 40

(c) 40 < Re < 150 (d) 150 < Re < 3 · 10
5

(e) 3 · 10
5 < Re < 3, 5 · 10

6 (f) Re > 3 · 10
6

Figura 2.3: Comportamiento de la estela de un sólido cilíndrico para distintos regímenes del
flujo en función del número de Reynolds (Mares Bou, 2018).

Cabe destacar que existen igualmente, distintos modos de desprendimiento de vórtices.

Williamson et al. (2004) desarrolló un mapa de cada uno de estos modelos para un sólido

cilíndrico que oscila transversalmente a la dirección del flujo para un amplio rango de amplitudes

y longitudes de onda, designando como 2S , 2P o P + S al desprendimiento de dos vórtices, de

dos pares de igual intensidad y de uno simple y un par respectivamente, arrojados por cada

ciclo de oscilación.

Como se muestra en la fig. 2.4 el modo 2S , fue probado por primera vez por Brika and

Laneville (1993) a partir del ensayo en un tunel de viento de la vibración libre experimentada

por un cable. Es comúmente conocido como modo de calle de vórtices de Von Kármán y en

él los vórtices aguas abajo del cilindro se caracterizan por ser compactos y bien definidos, a

diferencia del modo 2P que está asociado a una estela más extendida y donde se observa una

fragmentación y una separación en lados opuestos del eje de la estela.
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(a)

(b)

(c)

Figura 2.4: Imágenes de los distintos modelos de desprendimiento de torbellinos observados en
la estela de un sólido cilindrico oscilante en dirección transversal al flujo. (a) Patrón
de vórtices 2S (Williamson et al., 2004). (b) Patrón 2P (Gsell, 2016). (c) Patrón
P + S (Williamson et al., 2004).
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El estudio bidimensional del movimiento relativo de un cuerpo estacionario sujeto a flujo

externo ha resultado objeto de análisis a lo largo del último siglo en el ámbito de la mecánica

de fluidos, quedando caracterizado por una capa límite libremente creciente en contacto con

una región de flujo exterior que comprende pequeños gradientes de velocidad y temperatura.

El desprendimiento de vórtices que se genera, es responsable de las fuerzas laterales

periódicas sobre el cuerpo romo, causante, a su vez, de las notables vibraciones laterales que

éste experimenta.

Para el caso más sencillo; es decir, un sólido esbelto de sección circular rígido e inmerso en

el seno de una corriente fluida, cuya velocidad media se considerará uniforme, elásticamente

apoyado, con el movimiento restringido en la dirección paralela al flujo y con un amortiguamiento

mecánico en la dirección normal.

Bajo todas estas condiciones, el desprendimiento de remolinos aguas abajo del elemento

cilíndrico, conlleva su desplazamiento periódico (Hirata et al., 2008); no obstante, la amplitud

que caracteriza este movimiento será relativamente pequeña a no ser que la frecuencia de

desprendimiento de vórtices, sea cercana o indéntica a la frecuencia natural de la estructura

(Vasallo Belver, 2009). Para valores cercanos a esta frecuencia, se amplifica la amplitud del

movimiento y el sistema empieza a interaccionar con el flujo (fenómeno aerolástico).

Como se introdujo en el primer capítulo, para este rango en el que la frecuencia mecánica

del sólido controla el desprendimiento de vórtices, se produce, lo que en teoría de sistemas

dinámicos se conoce como lock-in. Es decir, existe un intervalo de velocidades del fluido para

el cual, la frecuencia de desprendimiento de vórtices no sigue a la función lineal de velocidad

según la ley de Strouhal, sino es igual a la frecuencia natural del cuerpo oscilante.

Para aumentar el rango de velocidades de trabajo, la empresa Vortex Bladeless S.L.

propone disponer de dos pares de imanes concéntricos axialmente, oponiendo las caras de

igual polo magnético, de modo que un imán de cada pareja queda fijo a la masa oscilante y el

otro a la parte fija. A medida que los imanes se acercan, la fuerza magnética de repulsión

aumenta. Conforme se incrementa la velocidad del fluido, es evidente que la amplitud de

oscilación es mayor, a medida que ésta aumenta, crece la energía potencial y por tanto la

frecuencia de oscilación del sistema.
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(a) (b)

Figura 2.5: (a) Representación esquemática propia de las fuerzas (arrastre y sustentación) de
acuerdo al sistema de referencia que se ilustra y de la nomenclatura empleada para la
configuración geométrica. (b) Diagrama de fuerzas propio, configuración geométrica
y características mecánicas para el plano Y Z.

2.2. ANÁLISIS DEL COMPORTAMIENTO DINÁMICO

Previo a definir el modelo analítico, para el denominado problema modelo objeto de estudio;

es decir, entiéndase como tal, un sistema de un grado de libertad que se comporta como

un péndulo invertido inmerso en un flujo que descansa sobre un elemento de sustentación

elástico y que solo puede describir un movimiento oscilatorio transversal a la dirección de la

corriente incidente, resulta de especial interés cuantificar el valor de las fuerzas aerodinámicas

que surgen de la oscilación del campo de presiones, la cúal a su vez está originada por el

desprendimiento sucesivo de eddies aguas abajo del obstáculo. Así como conocer el nivel de

influencia de cada una de las magnitudes físicas involucradas tanto a nivel estático como a

nivel oscilatorio en el proceso.

(a) La velocidad de la corriente no perturbada (libre), u∞.

(b) La densidad del fluido en que se encuentra sumergido el cuerpo, ρ.

(c) La configuración geométrica, caracterizada por la longitud característica, L.

(d) La viscosidad del fluido que está ligada a las fuerzas tangenciales que actúan sobre el

elemento obstructor. Las cuales dependen del gradiente de velocidades,
∂u

∂z
y del propio

coeficiente de viscosidad (µ) como sigue,

τ = µ
∂u

∂z
. (2.4)
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Entendiéndose como tal la componente del tensor de esfuerzos viscosos cuya dirección

es paralela a la de la corriente. Tomando como coordenada z, la longitudinal del eje del

sólido y normal a x, de acuerdo al sistema de referencia cartesiano que se ha adoptado.

Sean 〈F0〉, 〈u∞〉, 〈ρ〉, 〈L〉, 〈µ〉 las n variables físicas involucradas en la dinámica de un

sólido sumergido en el seno de una corriente transitoria. Existiendo una relación funcional de

la siguiente forma:

f(F0, u∞, ρ, L, µ) = 0 con n = 5. (2.5)

Una vez consideradas todas las magnitudes físicas relevantes en el análisis de la fuerza

resultante a estudio, cabe relacionarlas, cabe expresarlas en términos de sus j dimensiones

fundamentales según se indica,

〈F0, u∞, ρ, L, µ〉 ≡ 〈MLT −2, LT −1, ML−3, L, M(LT )−1〉 con j = 3, (2.6)

existirán pues (n−j) variables adimensionales independientes; es decir, dos factores adimensionales,

usando argumentos basados en la homegeneidad dimensional de la forma siguiente:

ϕ(Π1, Π2) = 0. (2.7)

Cabe expresar cada monomio adimensional como producto de las variables físicas relevantes

(o dependientes) seleccionadas arbitrariamente 〈F, µ〉 y las que hacen las veces de variables

fundamentales (básicas). Para que tenga dimensión nula deberá verificarse que sus exponentes

cumplan el siguiente sistema de ecuaciones homogéneo,

Π1 = ρavb
∞LcF ≡ (ML−3)a(LT −1)bLcMLT −2 = M0L0T 0. (2.8)

De donde se obtiene que a = −1 y b = c = −2. Análogamente para el segundo factor

adimensional se obtiene el siguiente producto,

Π2 = ρdve
∞Lf µ ≡ (ML−3)a(LT −1)bLcM(LT )−1 = M0L0T 0. (2.9)

De nuevo, d = e = f = −1. Es posible expresar la relación funcional (2.7) del par de monomios

adimensionales en términos de las magnitudes físicas involucradas.

ϕ

(
F0

ρv2
∞L2

,
µ

ρv∞L

)

= 0, (2.10)

resulta conveniente enunciar ahora el Teorema de la función implícita.
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Teorema de la función implícita. Sea ϕ una función con derivadas parciales continuas en

una región U ⊆ R
2 y sea (x0, y0) un punto interior a U tal que ϕ(x0, y0) = 0 y ϕy(x0, y0) Ó= 0.

Entonces existe un intervalo I, centrado en el punto x0 y una única función y : x ∈ I ⊆

R → y(x) ∈ R, derivable con derivada continua en I tal que y(x0) = y0 que es solución de la

ecuación ϕ(x, y) = 0; es decir, se verifica que ϕ(x, y(x)) = 0 para todo x ∈ I.

En virtud del Teorema de la función implícita, se define la siguiente relación entre factores

adimensionales.

Π1 = Φ (Π2) =⇒
F0

ρv2
∞L2

= Φ

(
µ

ρv∞L

)

=⇒ CF = Φ(Re−1) con A ∝ L2, (2.11)

el término de la izquierda, Π1, es el conocido como coeficiente de fuerza y el de la derecha, Π2, es

el inverso del número de Reynolds. Por tanto, la resultante periódica que actue sobre el cilindro,

F0(t) quedará adimensionalizada a partir del número de Reynolds y según los experimentos de

Bearman (1984) y los resultados de Kelly (2012) también de la razón diámetro-altura dm/lm

a partir de una función ψ, obteniéndose la ecuación (2.12). Véase que el coeficiente de fuerza

también es una función dependiente del tiempo.

CF (t) = ψ

(

Re,
dm

lm

)

, (2.12)

en términos de las componentes de fuerza, DRAG (arrastre o resistencia aerodinámica) y

LIFT (sustentación), ambos valores RMS (raíz cuadrada del valor cuadrático medio), quedan

definidos los respectivos coeficientes como números de Euler a partir del siguiente par de

ecuaciones,

C̃D(t) =
FD(t)

1
2ρu2

∞A
, (2.13)

C̃L(t) =
FL(t)

1
2ρu2

∞A
, (2.14)

donde A se define como el área frontal del cuerpo; es decir, la superficie proyectada sobre un

plano perpendicular a la dirección del flujo, de modo que A = dmlm. Así como el término
1
2ρu∞ representa la presión dinámica. Las fuerzas de arrastre al avance del elemento obstructor

comparten dirección con el campo de velocidades, pero en sentido opuesto, tratando de producir

una desaceleración, mientras que las de sustentación actúan en dirección perpendicular

al movimiento relativo, manteniendo constante la dirección de aplicación y cambiando

sinusoidalmente su sentido en el tiempo. En la siguiente figura se muestra un diagrama

de las fuerzas que actúan a lo largo del mástil y el sistema de coordenadas correspondiente.

Las fuerzas netas de arrastre y sustentación que actúan sobre el sólido proceden de las

integrales de acuerdo a las ecuaciones (2.15) y (2.16) respectivamente. Entiéndase por pdS y

τdS, la presión y las fuerzas de corte que actúan sobre un elemento diferencial de área dS, así

como, θ el ángulo entre el vector normal exterior y la dirección del flujo.
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þFD =

∫

S
−p cos(θ) + τ sin(θ) dS, (2.15)

þFL = −

∫

S
p sin(θ) + τ sin(θ) dS; (2.16)

no obstante, si se pretenden obtener estas fuerzas mediante análisis experimentales, las dos

ecuaciones anteriores, (2.15) y (2.16) no resultan prácticas puesto que las distribuciones de

presión y fuerzas tangenciales son complejas de obtener mediante ensayos; recurriendo en

estos casos, al túnel de viento, para obtener directamente la magnitud de FD y FL.

El drag se define a su vez como la suma de una componente de arrastre por fricción,

FDfricción y otra por arrastre por presión o forma, FDpresión. El arrastre para el caso objeto

de análisis, se debe a ambos pero principalmente debido al término por presión. Y por tanto,

el coeficiente de arrastre se puede expresar como la suma de ambos efectos,

CD = CDfricción + CDpresión, (2.17)

el coeficiente de arrastre por fricción depende en gran medida del patrón del flujo incidente y

el coeficiente de arrastre por presión de la aerodinámica del cuerpo, así para cuerpos romos

resulta dominante este término. De igual modo, el arrastre por presión adquiere mayor peso,

cuanto mayor es la velocidad del fluido y por tanto la presión generada aguas abajo.

Considerando dS = rdθ despreciando el efecto de las tensiones tangenciales, si se

opera la integral resultante de estas consideraciones a partir de la ecuación (2.15), se llega

paradójicamente a un valor nulo, lo que concuerda con el hecho de que una distribución

simétrica de las presiones lleva a una fuerza neta nula sobre el elemento, a lo que se le conoce

como Paradoja de D’Alembert. Ésta es debida a la hipótesis inválida de considerar un flujo

potencial y no considerar la vorticidad; es decir, no se produce una presión positiva aguas

abajo del cilindro. Cabe definir de igual modo, un tercer parámetro, denominado coeficiente

de presión que se define como se detalla,

CP =
p − p∞

1
2ρu2

∞

= 1 − 4 sin2(θ), (2.18)

es válido expresar el coeficiente de arrastre en función del coeficiente de presión como se

describe a continuación,

CP = −

∫ 2π

0

pr cos θ
1
2ρu2

∞A
dθ = −

1

2

∫ 2π

0
CP cos(θ) dθ −

1

2

p∞

1
2ρu2

∞A

∫ 2π

0
cos(θ) dθ, (2.19)

puesto que la segunda integral resulta nula, CD se obtiene,

CD = −
1

2

∫ 2π

0
CP cos(θ) dθ. (2.20)
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Cuya integral puede resolverse aplicando la regla de Simpson o la regla del trapecio. Esta

estimación solo tiene en cuenta la componente de arrastre debida a la contribución estacionaria

del campo de presiones; es decir, debida a la diferencia de presiones respecto a la distribución

hipotética si no tuviera lugar el desprendimiento de las capas límite y no se originara una

estela con vorticidad. Resulta habitual medir experimentalmente CP para diferentes posiciones

angulares de la superficie del cilindro tratando de obtener CD.

Una vez definidos los coeficientes de fuerza influyentes, es posible determinar cuantitativamente

el valor de la fuerza y el momento ejercidos por el mástil sobre la varilla como se muestra,

FM =

∫ ls+lm

ls

1

2
ρv2

∞DCL(z, t)dz − mm ¨̄vm, (2.21)

MM =

∫ ls+lm

ls

1

2
ρv2

∞DCL(z, t)(z − ls)dz − mm l̄m ¨̄vm − Im
¨̄θm, (2.22)

donde, con respecto al centro de masas del mástil, l̄m es la distancia al extremo de la varilla,

Im es el momento de incercia respecto al eje y, θ la pediente del mástil y ¨̄vm el desplazamiento

de su centro de masas. Estos dos últimos a su vez, se pueden expresar como sigue,

θm = v′(z, t)|z=ls =
∑

Z ′

i(ls)Yi(t), (2.23)

v̄m ≈ v(z, t)|z=ls +
lm
2

θm =
∑

Zi(ls)Yi(t) + ¯lm
∑

Z ′

i(ls)Yi(t), (2.24)

donde Z(z) e Y (t) simbolizan el factor modal de formas y de respuesta del sistema oscilante,

como se estudiará con mayor detalle en el quinto capítulo de análisis de vibraciones laterales.
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Retomando el análisis de los coeficientes de fuerza, gráficamente se observa la siguiente

relación entre el coeficiente de arrastre y el número de Reynolds para cuerpos lisos y cilíndricos.

Figura 2.6: Relación entre el coeficiente de arrastre (CD) y el número de Reynolds (Re) para
sólidos cilíndricos lisos (Vasallo Belver, 2009).

Resulta interesante destacar la reducción considerable del coeficiente de arrastre (drag

crisis) para valores del Reynolds Re ≈ 2, 5 · 105; es decir, para la región crítica. Para este

dominio, la transición de régimen laminar a turbulento se origina en la capa límite formada en

la superficie del cilindro. El estrechamiento de la estela y la caída drástica del coeficiente de

arrastre se deben al desplazamiento del punto de separación de la capa límite hacia la parte

posterior del sólido.

Uno de los parámetros más influyentes en el trazado de la curva CD − Re se trata de

la rugosidad relativa (ǫ/D) (Mallick, 2014). Como puede observarse en la fig. 2.7, cuanto

mayor es este valor, obliga a que la caída del CD se produzca con anterioridad (a valores del

Reynolds más bajos); es decir, que la inflexión de la curva según la fig. 2.7 se desplazace hacia

la izquierda y también es menos acusada conforme la superficie se hace menos lisa (Xie and

Wang, 2016). Esto, se debe a la temprana transición a la capa límite turbulenta motivado

por el incremento de la rugosidad. Por tanto, puede concluirse que, para flujo turbulento, la

rugosidad de la superficie incrementa el coeficiente de arrastre.

Figura 2.7: Influencia de la rugosidad relativa (ǫ/D) sobre el coeficiente de arrastre (CD)
(Vasallo Belver, 2009).
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Puede observarse también como varía el coeficiente de sustentación (valor RMS) con el

número de Reynolds, incluyendo resultados numéricos bidimensionales y tridimensionales.

Figura 2.8: Variación del coeficiente de sustentación (C̃L) en función del número de Reynodls
(Re) (Vasallo Belver, 2009).

La estimación de estas magnitudes adimensionales resulta compleja debido a las irregularidades

de los vórtices y a su variación durante cada período y ni siquiera para las casos más triviales

(geometrías circulares, sometido a flujo laminar) se conocen soluciones analíticas que permitan

describir con exactitud estos fenómenos, no obstante, se conoce que, para un cuerpo cilíndrico,

liso y sometido a un flujo continuo para el dominio subcrítico para un análisis bidimensional

y por tanto sin considerar posibles efectos propios de la diseminación de vórtices oblicuos

y/o imperfecciones tridimensionales (Thompson et al., 1996), según Boretto (2019), el valor

del coeficiente de arrastre puede considerarse constante y convergente a C̃L ≈ 1, 2. Asimismo

para el coeficiente de sustentación, de acuerdo con (Boretto, 2019), sirva como referencia, se

conoce que adopta los siguientes valores según el número de Reynolds,

C̃L =







0, 045 + 1, 05
(

1 − Re
1600

)

, si 260 < Re < 1600,

0, 045 +
[

log
(

Re
1600

)]4,6
, si 1600 < Re < 5, 4 · 103,

0, 52 − 0, 06
[

log
(

Re
1600

)]−2,6
, si 5, 4 · 103 < Re < 2, 2 · 105.

(2.25)

Tal y como se ha descrito con anterioridad, el fenómeno de desprendimiento de vórtices

es el responsable de suscitar fluctuaciones en ambos coeficientes aerodinámicos. Si bien, la

frecuencia que se considerará característica será la de oscilación del coeficiente de sustentación

que se trata precisamente de la frecuencia de desprendimiento de vórtices.

El valor medio de oscilación del coeficiente de sustentación se encuentra para FL0 = 0

con una frecuencia f = fvs mientras que para la componente de arrastre se trata de un valor

positivo distinto de cero tal que FD0 > 0, oscilando esta última al doble de la frecuencia

(2f). Esto se justifica a partir del hecho de que la frecuencia de oscilación dominante para

el coeficiente de sustentación se corresponde con el primer armónico, mientras que, para

el coeficiente de arrastre, predomina el segundo armónico. No obstante, la magnitud de la

amplitud de las oscilaciones en dirección paralela a la del flujo es considerablemente menor a
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la que se observa en dirección transversal, por tanto siendo estas últimas de mayor interés.

Puede resumirse en que mientras el coeficiente de arrastre trata de deformar al vástago en

sentido contrario al del flujo, la sustentación es el causante del movimiento oscilatorio.



CAPÍTULO 3

Dimensionamiento, diseño y fabricación

Una vez formulado el problema físico pendiente de análisis, en este capítulo se propone el

dimensionamiento de un modelo a escala de similares características a los que muestran otros

de acuerdo a la literatura para su posterior diseño, modelado CAD y fabricación.

3.1. DISEÑO Y FABRICACIÓN

Según la empresa Vortex Bladeless S.L. y como se describió durante el primer capítulo, el

funcionamiento de un aerogenerador sin palas (Bladeless Wind Turbine) está basado en el

fenómeno de resonancia aerolástica y su diseño (Tandel et al., 2021) se resume en un cilindro

vertical fijo vertical (referido como mástil) sobre una varilla elástica que se empotra en una

base fija al suelo. En las siguientes imágenes se muestran algunos de los modelos de BWT

llevados a cabo por la propia empresa y por la Universidad Southampton (Inglaterra) en los

que se observan cada una de las partes.

(a) (b)

Figura 3.1: (a) Ensayo en el túnel de viento de un modelo a escala del diseño comercializado por
Vortex Bladeless S.L. (imagen tomada de https://vortexbladeless.com/es/).(b) Ensayo
en el túnel de viento del diseño llevado a cabo por la Universidad de Southampton
(imagen tomada de http://uosdesign.org).

En lo que se refiere al diseño del mástil rígido y con objeto de maximizar las ocilaciones

que experimenta, existe una diferencia significativa en la formación de vórtices según el

tipo de geometría cilíndrica. De acuerdo con la literatura, para el caso de sólidos cilíndricos

uniformes experimentan el modo de formación de vórtices 2S , mientras que los cilindros

cónicos experimentan el modo híbrido; afectando cada uno de ellos de manera distinta a
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las virbaciones que describen. En este sentido, las últimas publicaciones muestran que los

cilindros cónicos con una relación de conicidad adecuada proporcionan mayores valores de

amplitud en comparación a los cilindros uniformes. Además se ha demostrado que conforme

el ratio de conicidad disminuye el rango lock-in comienza a velocidades superiores y por tanto,

este rango de resonancia se traslada a velocidades superiores, aumentando el rendimiento del

sistema1. Incluso, puede resultar de interés, disponer el elemento cilíndrico inclinado ciertos

grados respecto a su eje longitudinal (Jain and Modarres-Sadeghi, 2013).

La carcasa cilíndrica como puede verse en la fig. 3.2 queda acoplada a la varilla a partir de

una pieza circular ((c) de la fig. 3.2), referida de ahora en adelante como disco, que permite

fijar sencillamente ambas piezas a partir de una rosca. La varilla que recibe el par y la carga

en voladizo se encuentra bajo carga de fatiga y por lo tanto deberá materializarse a partir

de un material lo suficientemente flexible como para que le permita flectar ciertos grados

respecto a su posición de equilibrio y no ofrezca una resistencia excesiva. De acuerdo con

Francis et al. (2021), la resina reforzada con fibra de vidrio y de carbono L700 resultaron

candidatos idóneos, llegando a deflexiones máximas de hasta 30 y 12 mm respectivamente

sometidos a una corriente de 5 m/s. En cuanto al diseño de este proyecto, con objeto de

simplificar y reducir costes de materiales y fabricación se plantean como materiales de trabajo,

el acero, aleaciones de aluminio y/o algún polímero con carcaterísticas similares al HDPE.

En cuanto a la base, deberá de ser de un material metálico que proporcione un soporte

estable para el conjunto oscilante de modo que quede fijo sólidamente al anclaje del túnel de

viento, en caso de un supuesto ensayo.

Figura 3.2: Explosionado del diseño propio del BWT destacando algunos detalles del esamblaje.
Se distinguen: (a) fijación del disco con el mástil, (b) diseño del disco, (c) detalle del
acoplamiento varilla-base.

1Para el caso del presente Trabajo Fin de Grado, se ha optado por un diseño cilíndrico uniforme para
facilitar su fabricación.
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3.2. DIMENSIONAMIENTO

Para que el conjunto pueda oscilar debidamente durante un posible ensayo en el túnel de

viento, se plantea un predimensionamiento considerando las dimensiones de la sección del

túnel e imponiendo la siguiente condición de acuerdo a,

br =
ABW T

Atunel
/ 5 %, (3.1)

asumiendo por br el factor de bloqueo que establece una relación entre ambas áreas (la del

sistema y la de la sección del túnel). Probando para una altura del mástil de lm ∼ 50 cm y un

diámetro aproximado de dm ∼ 15 cm, 3.1 tomará el siguiente valor,

br =
0, 5 · 0, 15

1 · 1
= 7, 5 % / 5 %, (3.2)

a priori se considerará válida esta primera aproximación. Con el objetivo de que las dimensiones

del sistema guarden una proporción con modelos similares, se tomará que ds ∼ 1 cm y ls ∼ 10

cm. Para la varilla, se estudiará tanto la configuración maciza como la hueca, cuyo espesor se

considerará de es = 2 mm.

En la siguiente tabla resumen se muestran las dimensiones principales que caracterizan el

modelo.

Nomenclatura Significado Dimensiones (mm)

lm Altura del mástil 500

dm Diámetro del mástil 150

em Espesor del mástil 20

ls Altura de la varilla 100

ds Diámetro exterior de la varilla 10

es Espesor de la varilla 2

Tabla 3.1: Dimensiones y nomenclatura empleada para el diseño propio de BWT.

Tanto para un recolector de energía piezoeléctrico (Jia et al., 2018) como a través de

la implementación de un sistema mecánico o electromagnético que transforme la energía

mecánica de las vibraciones en energía eléctrica, la pieza cuyo análisis resulta de mayor interes

es la varilla o vástago.

Se conoce que el modelo más común (Ottman et al., 2002) para un sistema que emplee

materiales piezoeléctricos para la generación de un potencial aprovechable, consiste en una

pletina en voladizo con una pareja de láminas piezocerámicas (bimorfo) y con una masa puntual.

La pletina queda acoplada sobre una estructura vibratoria de manera que la tensión inducida

en ella genera un voltaje de salida a través de los electrodos que cubren el piezocerámico.

Para el diseño que se plantea en este TFG, esto podría materializarse en la fijación de estas

láminas cerámicas a la base de la varilla donde el estado tensional es mayor (tal y como se

analiza en el siguiente capítulo).
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En este sentido, el problema que supone predecir el voltaje a partir de la resistencia

conectada al piezoeléctrico bajo una excitación armónica ha sido estudiado en profundidad

por diversos autores. Destaca la fórmula del tipo Rayleigh-Ritz empleada por Dutoit et al.

(2005) que permite modelar un recolector en ménsula de energía piezoeléctrica basándose en

el modelo de pletina de Euler-Bernoulli.

Asimismo, destacan las investigaciones posteriores, como las llevadas a cabo por Ertuk

e Inman, a través de las aportaciones (Erturk and Inman, 2008), A distributed parameter

electromechanical model for catilevered piezoelectric energy harvester y (Erturk and Inman,

2009), An experimentally validated bimorph cantilever model for piezoelectric energy harvesting

form base excitations, en la que extendieron la respuesta de voltaje y vibración teniendo en

cuenta las dos láminas piezoeléctricas.



CAPÍTULO 4

Análisis estático lineal

Durante este capítulo se procede a un análisis del equilibrio de la varilla como elemento

sólido resistente, considerando que se comporta como sólido deformable. Las variables de

estudio serán los esfuerzos ante la solicitación a flexión junto a los desplazamientos debidos

a la deformación. Se llevará a cabo una comparación entre los resultados arrojados por el

Método de Elementos Finitos (MEF) y los obtenidos analíticamente obtenidos a partir de las

expresiones que predice la teoría de barras.

4.1. ANÁLISIS DE LA RIGIDEZ A FLEXIÓN

El primer objetivo que cabe plantearse es el análisis de la rigidez a flexión de la varilla debido

a la resultante de la componente de arrastre que actúa longitudinalmente sobre el mástil.

Por tanto el desplazamiento que resulta de interés es el de los puntos de la fibra neutra en

dirección de la fuerza aplicada. Ante esta necesidad de establecer la convergencia del modelo

en desplazamientos para asegurar la fiabilidad de los resultados, se plantea un refinado global

del tamaño promedio de elemento de la malla.

Para garantizar la convergencia en desplazamientos y poder seleccionar el máximo tamaño

medio global ad hoc con el mínimo coste computacional se emplea como parámetro el error

de convergencia en entidades de control preseleccionadas. El error de convergencia de una

variable genérica A se define a partir como,

e.c.( %) =

∣
∣
∣
∣

Ai+1 − Ai

Ai+1

∣
∣
∣
∣ · 100, (4.1)

Entiéndanse para los subíndices i e i + 1, el valor de la variable de interés para dos

aproximaciones consecutivas con un grado de refinamiento en aumento. Se adopta como

umbral aceptable, un error inferior al 3 % (dentro del intervalo del 2-5 %).

4.1.1. Planificación del modelo de elementos finitos

Conocido el objetivo inicial del estudio por elementos finitos y previo a su realización, cabe

plantearse las hipótesis que deben adoptarse, la naturaleza de las cargas y condiciones de

contorno que son necesarias aplicar y el análisis de la geometría para determinar posibles

simplificaciones que permitan planificar adecuadamente la malla.



4.Análisis estático lineal 31

4.1.1.1. Hipótesis y simplificación de la geometría

Por la propia naturaleza del Método de Elementos Finitos y de las ecuaciones que gobiernan el

problema de equilibrio del sólido deformable en un análisis estático lineal se asumen: pequeños

desplazamientos, pequeñas deformaciones y material elástico lineal isotrópico (condiciones

de linealidad). Y por tanto, las únicas propiedades intrínsecamente imprescindibles son el

módulo elástico y el coeficiente de Poisson (o en su defecto el módulo cortante). Para análisis

posteriores como inspeccionar si se producen deformaciones permanentes y considerando que

los materiales objeto de análisis tienen un comportamiento eminentemente dúctil, es necesario

disponer de la resistencia a fluencia.

Para lograr los objetivos fijados en el modelo, es interesante el análisis de un caso

extremo (de máximos desplazamientos), aquel en el que el disco que permite el acoplamiento

mástil-varilla y las tuercas no le aportan rigidez alguna a la varilla. Lo que mecánicamente

resulta equivalente a considerar que no existen holguras entre el disco y la varilla. La

consideración de incluir el disco y elementos mecánicos complementarios para su montaje

como las tuercas, cabría que afectase a la magnitud de los desplazamientos por deformación

en la zona objeto de estudio, aunque no en gran medida debido al espesor limitado de esta

pieza. Por tanto, a priori, su no inclusión conduce a obtener desplazamientos mayores.

4.1.1.2. Cargas y condiciones de contorno

Para reflejar la acción de la componente aerodinámica de arrastre responsable de la deformación

que sufre la varilla, son válidas diferentes alternativas de acuerdo con el principio de Saint

Venant, a partir del cual, un sistema de cargas estáticamente equivalentes al modelo real

conlleva a los mismos resultados, exceptuando el entorno de la zona de transmisión de la carga

debido a la influencia de efectos locales.

Una posibilidad es incluir una carga puntual distanciada a media altura de la longitud

roscada (en el punto B∗ de acuerdo con la fig. 4.1 (a)), de forma que la cota coincida con

el centro de masas del disco y cuya magnitud sea la resultante de la fuerza de arrastre

que le comunica el mástil. Gracias a la simetría axial que presenta la pieza, el resultado es

independiente de cualquiera de las dos direcciones radiales en que se aplique la fuerza. En este

caso se opta por la dirección x de acuerdo al sistema de referencia que dispone Solidworks.

(a) (b)

Figura 4.1: (a) Detalle del punto de aplicación de la fuerza en el ensamblaje de la varilla y el
disco (imagen tomada del modelo de Solidworks Simulation).(b) Sentido y dirección
de la carga aplicada de acuerdo con el sistema de referencia global de Solidworks y
resultado de la deformada (imagen tomada del modelo de Solidworks Simulation).
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La interacción varilla-base se modelará como un empotramiento a lo largo de la rosca

opuesta a la que recibe la carga. Esto se materializa restringiendo todos los desplazamientos

de los nodos de la malla ubicados sobre dicha cara. De esta forma, el modelo del MEF refleja

una barra en voladizo sometida a una carga puntual aplicada a una distancia b de su extremo

libre (ver fig.2.6).

(a) (b)

Figura 4.2: (a) Detalle del ensamblaje de la varilla y la base (imagen tomada del modelo de
Solidworks Simulation).(b) Detalle del empotramiento de la varilla (imagen tomada
del modelo de Solidworks Simulation).

4.1.1.3. Mallado del modelo

Para el modelo inicial se aplica la malla que establece por defecto el programa (tamaño

medio global de 2,2463 mm y tolerancia 0,1123 mm) cuyos elementos son tetraédricos de

segundo orden o cuadráticos; es decir, la función que emplea para la aproximación del campo

de desplazamientos es parabólica.

4.1.2. Modelos refinados

Es evidente que conforme el tamaño medio global de elemento tiende a disminuir, la solución

que se obtiene del MEF se aproxima cada vez más a la del sólido continuo del sistema real. No

obstante, tamaños de elementos cada vez menores, conllevan la resolución de mayor número

de ecuaciones y por tanto de un mayor coste computacional. Para evitar tener que recurrir a

una discretización excesivamente fina que implique un modelo poco efeciente, se hace uso del

error de discretización definido previamente.

Partiendo del modelo incial, se plantean dos estudios consecutivos manteniendo la definición

de todos los parámetros exceptuando el tamaño medio global de elemento y la tolerancia que

se verán reducidos a la mitad en cada modelo respecto al anterior.

En la siguiente tabla se observa el valor del desplazamiento según la dirección de aplicación

de la carga (evaluado en el nodo correspondiente al punto C segun la fig. 4.1 (a)) para una

fuerza de valor unidad y los errores de convergencia correspondientes.

Modelos u (mm) |e.c.| ( %) Tam.global (mm) Tolerancia

Modelo ref. glob. 1 0,0061048 0,70 2,2463 0,1123

Modelo ref. glob. 2 0,0061479 0,42 1,1232 0,0562

Modelo ref. glob. 3 0,0061739 - 0,5616 0,0281

Tabla 4.1: Refinado global de malla según criterio de convergencia en desplazamientos.
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Se selecciona el primer modelo (reportado en la fig. 4.9 (a)) como el más adecuado, puesto

que optimiza computacionalmente la convergencia en desplazamientos en el nodo de control.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.3: (a)-(c) Detalle del trazado de calidad de malla en la zona de interés de los tres
estudios Modelo refinado global 1-3 (de más basta a más fina) (imagen tomada de
Solidworks Simulation). (d) Trazado de calidad de malla para el modelo seleccionado
(imagen tomada de Solidworks Simulation).

4.1.3. Cálculo de máximos desplazamientos según MEF

Para el modelo seleccionado, se procede al análisis de los resultados en cuanto a la distribución

del trazado de desplazamientos en dirección de la fuerza aplicada y de los valores máximos

alcanzados para el acero, el aluminio y el HDPE para una velocidad del flujo de v∞ = 5 m/s.

Comparando el trazado del campo de desplazamientos para el acero y aluminio ante una

carga de valor unidad, se obtienen los resultados mostrados en la fig. 4.4. El desplazamiento

máximo para el caso del aluminio es del orden de un 332 % al que experimenta el acero.

(a) (b)

Figura 4.4: (a) Trazado de desplazamientos para el acero (imagen tomada de Solidworks
Simulation).(b) Trazado de desplazamientos para el aluminio (imagen tomada
de Solidworks Simulation).
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Para el acero y el polietileno, el trazado del desplazamiento por flexión es el que se muestra

en fig. 4.5. El valor máximo de desplazamiento que se alcanza para el modelo de polietileno es

cuantitativamente mayor al del acero, en torno en un 20688 %.

(a) (b)

Figura 4.5: (a) Trazado de desplazamientos para el acero (imagen tomada de Solidworks
Simulation).(b) Trazado de desplazamientos para el polietileno (imagen tomada de
Solidworks Simulation).

Y finalmente la comparación en desplazamientos para el aluminio y polietileno puede

observarse en fig. 4.6. El máximo desplazamiento que se obtiene para el polietileno en relación

al del aluminio, es de un 6224 % superior.

(a) (b)

Figura 4.6: (a) Trazado de desplazamientos para el aluminio (imagen tomada de Solidworks
Simulation).(b) Trazado de desplazamientos para el polietileno (imagen tomada de
Solidworks Simulation).

En la siguiente tabla se exponen los valores máximos de desplazamiento para los tres

materiales. Bajo condiciones de linealidad, el resultado del desplazamiento para una carga

igual a la resultante de arrastre será proporcional a los resultados obtenidos aplicando una

fuerza de valor unidad.

Acero Aluminio Polietileno

umax (mm) para F = 1 N 0,0061045 0,0202923 1,2629086

umax (mm) para F = FD = 1, 3546 N 0,0082692 0,0274882 1,7107552

Tabla 4.2: Comparación de máximos desplazamientos para acero, aluminio y HDPE según MEF.
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4.1.4. Validación del modelo MEF

Con objeto de garantizar la validez y fiabilidad de los resultados obtenidos, se procede a la

comprobación de la deformada, comparando las reacciones en la base con las determinadas

mediante las ecuaciones de equilibrio, así como, del cálculo de desplazamientos a partir de

las estimaciones procedentes de la teoría clásica de barras comúmente empleada en el diseño

mecánico y contrastando ambos resultados.

Para caracterizar analíticamente la curva de deflexión que adopta la varilla se seguirá la

ecuación diferencial de la elástica.

4.1.4.1. Ecuación de la elástica

Consíderese un tramo infinitesimal de la barra bajo una solicitación a flexión (Cervantes Ayora,

2013) caracterizada por una carga puntual (cuya magnitud la de la fuerza de arrastre) aplicada

a una distancia b de su extremo libre. Como se observa en la fig. 4.7, mientras que la fibra

límite superior se encuentra traccionada, la fibra límite inferior se encuentra comprimida; así

como, existe una superficie libre de tensiones normales, a la que se conoce como fibra neutra.

Tomando una rebanada diferencial de elemento que sea paralela a la fibra neutra y que

diste un valor de x respecto a la misma, se obtiene el trapecio circular de color azul discontinuo

que se muestra en el detalle de la fig. 4.7, cuya área transversal se supondrá de magnitud

dA. Entiéndase por S0, el arco de la fibra neutra del elemento infinitesimal que se pretende

estudiar y R0, su radio de curvatura. De igual modo, el arco de la fibra que se encuentra a

una distancia x del eje neutro, es designado como S(x).

Figura 4.7: Demostración de la ecuación de la elástica (elaboración propia).

Geométricamente, es válido definir α de acuerdo con

α =
S(x)

R0 + x
=

S0

R0
, (4.2)
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de donde se deduce ∆S como se muestra,

∆S = S(x) − S0 =
S0

R0
x, (4.3)

entiéndase dF como el término infinitesimal de fuerza responsable del estado de tracción

y/o compresión del elemento diferencial que se analiza. Aplicando la ley de comportamiento

elástico o ley de Hooke, tendremos que

dF =

(

E
dS

S0

)

dA = E
x

R0
dA, (4.4)

para el momento generado por este diferencial de fuerza respecto a línea neutra, bastará

multiplicar por la excentricidad x, resultando la ecuación

dM = xdF, (4.5)

y por tanto, para el momento que actúa sobre la barra será necesario integrar según se indica,

M =

∫

x df =

∫

xE
dS

S0
dA =

E

R0

∫

A
x2 dA =

EI

R0
, (4.6)

donde I es el momento de inercia de la sección transversal, así como el producto EI representa

el término de rígidez a flexión, lo que de acuerdo a la literatura se denomina stiffness o flexural

rigidity. A su vez, el radio de curvatura puede expresarse como sigue,

R =
1

κ
=

(

1 +
(

du
dz

)2
)

d2u
dz2

=
dS

dθ
. (4.7)

De esta forma queda definido R como el inverso de la curvatura, geométricamente cuando

se conoce la expresión de la curva u = u(z) y en función del arco S, previamente definido y el

ángulo θ entre la tangente a la curva y el eje z. Si el radio de curvatura es cuantitativamente

superior a la dimensión de la barra; es decir si R ≫ L, es válido considerar la simplificación

(teoría de pequeñas deformaciones y desplazamientos) de θ(z) ≈ u′(z) y obtener

R ≈
1

d2u
dz2

, (4.8)

resultando la ecuación de la elástica como se escribe en la ecuación (4.9). Debido a la

formulación que se ha seguido, se ha prescindido de la deformación debida al esfuerzo cortante;

no obstante, se obtienen resultados suficientemente aproximados.

EI
d2u(z)

dz2
≈ M(z). (4.9)

Con objeto de determinar la flecha que experimenta el vástago debido a la flexión producida

por la componente de arrastre que le comunica el cilindro, se sigue la ecuación (4.9). Donde
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u(z) representa el desplazamiento según el eje z de acuerdo al sistema de referencia global

que se ha tomado. El flector se define a partir del producto del término de la fuerza y la

excentricidad, de modo que, M(z) = FD(a − z). Integrando para z en el tramo AB se llega a

la ecuación,

EIu(z) =
FD

EI

(

a
z2

2
−

z3

6

)

+ C1z + C2, (4.10)

donde C1 y C2, las constantes resultado de la integración, se obtienen de aplicar las siguientes

dos condiciones de contorno para el extremo empotrado como se expone,

θ(z = 0) =
du(z = 0)

dz
= 0 ⇒ C1 = 0

u(z = 0) = 0 ⇒ C2 = 0







. (4.11)

Tras sustituir el valor de las constantes de integración, se llega a la siguiente ecuación para

el desplazamiento según x de acuerdo con

uAB(z) =
FD

EI

(

a
z2

2
−

z3

6

)

. (4.12)

Al tratarse de una sección circular, el momento de inercia respecto al eje x e y son

coincidentes y cuyo valor, Ixx = Iyy =
πr4

s

4
. El valor de la flecha en B que experimenta la

varilla según z se obtiene de

uB(z) =
ρu2

∞DCD0La3

6EIyy
. (4.13)

Análogamente, la flecha suscitada en C, se muestra a continuación,

uC(z) =
ρu2

∞DCD0La2(2a + 3b)

12EIyy
. (4.14)

Para la configuración geométrica planteada inicialmente y considerando las propiedades

mecánicas de los tres materiales que se pretenden analizar, se calculan ambos desplazamientos

y se selecciona el máximo de ambos. En la siguiente tabla resumen se exponen los resultados.

E (Pa) Ixx = Iyy (m4) uB (mm) uC = umax (mm)

Acero 2, 1 · 1011 0,0066619 0,0079653

Aluminio 6, 3 · 103 4, 9087 · 10−10 0,0222063 0,0265511

Polietileno 1 · 109 1,3989991 1,6727164

Tabla 4.3: Comparación de máximos desplazamientos analíticos para acero, aluminio y HDPE.

4.1.4.2. Fuerzas de reacción y leyes de esfuerzos

El esfuerzo cortante es constante y de valor, la carga puntual que recibe en voladizo F = FD.

Mientras que el momento flector depende linealmente de la coordenada longitudinal, z; es
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decir la distancia entre el extremo empotrado del voladizo y la sección que se analiza. De tal

forma, se hace cero en el extremo de aplicación de la carga y es máximo en el empotramiento

y por tanto las leyes de esfuerzo se obtienen como,

Vx(z) = FD

My(z) = FD(a − z)

}

. (4.15)

Resulta evidente que en el tramo BC, la ley de esfuerzos es nula. En la siguiente figura se

detalla el trazado del diagrama de esfuerzos cortantes y momento flector a los que se encuentra

sometida la varilla1.

Figura 4.8: Diagrama de esfuerzos de la varilla (elaboración propia).

Los valores de fuerza y momentos de reacción en la base obtenidos por MEF ante una

carga de valor unidad se incluyen en la siguiente tabla.

Sum. X Sum. Y Sum. Z

Fuerza de reacción (N) −0, 99894 0,00029 −0, 00013

Momento de reacción (Nm) 0, 11488 0,00003 0,00001

Tabla 4.4: Valores de las reacciones en la base según MEF (imagen tomada de Solidworks
Simulation).

En la tabla que se incluye a continuación, contrastan los valores del esfuerzo cortante y el

momento flector en la base (máximos) obtenidos mediante MEF y los resultados teóricos.

Vx(z = 0) (N) My(z = 0) (Nm)

MEF −1, 35318 0,15562

Resultados analíticos −1, 35461 0,15578

Tabla 4.5: Valores de las reacciones en la base determinados analíticamente.

1Según el criterio de signos adoptado, un momento flector positivo implica esfuerzos de compresión en las
fibras inferiores.
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4.1.4.3. Comparación de resultados teóricos-MEF

En cuanto a los desplazamientos de interés obtenidos analíticamente y mediante MEF, la

diferencia entre ambos se recoge en la siguiente tabla. De donde se deduce que el modelo en

polietileno es el que se aproxima más a la teoría.

|Error| ( %) Acero Aluminio Polietileno

umax 3,82 % 3,53 % 2,27 %

Tabla 4.6: Diferencias en el cálculo de tensiones obtenidos mediante MEF respecto a resultados
teóricos.

Entre algunas de las posibles causas de dicrepancia destacan, por un lado los errores de

cálculo cometidos por el MEF en integración numérica en la resolución de las ecuaciones que

gobiernan el modelo computacional, así como en truncamientos y redondeos. Por otro lado, se

enumeran los errores cometidos en la discretización (tanto de la geometría como del campo

de desplazamientos) y los derivados de la forma de introducir la carga y las condiciones de

contorno como responsables de las diferencias entre ambos.

Y en cuanto al valor de las reacciones, como puede comprobarse (Tabla 4.6), distan

ligeramente de la carga aplicada (en torno en un 0,10 %). Esto no implica que el sólido no se

encuentre en equilibrio, sino en la aproximación que se ha cometido en la transformación de

la fuerza aplicada en cargas nodales equivalentes. De ahí que los valores de fuerza y momento

en las direcciones Y y Z no sean exactamente nulas.

4.2. ANÁLISIS TENSIONAL

Con objeto de determinar los valores máximos de tensión en el entorno del acoplamiento

varilla-base, resulta necesario, en primer lugar, garantizar que el modelo representa adecuadamente

la rigidez de la pieza, lo que equivale a que los desplazamientos estén debidamente calculados;

es decir, plantear un refinado global del tamaño promedio de elemento siguiendo un criterio

de convergencia en desplazamientos (analizado en la primera sección del presente capítulo).

Una vez completado este primer requisito y ya en disposición de asegurar la convergencia

de las tensiones de interés del modelo, es conveniente definir un tamaño local de elemento

(en el entorno de A) menor para obtener una buena aproximación del campo tensional cuya

magnitud es máxima por la propia distribución de los esfuerzos y por el cambio de sección de

la longitud roscada. El resultado que se obtiene es una discretización con distintos tamaños

de elementos según la zona de la varilla, lo que se conoce como modelo de transición.

Resulta clave que se produzca un cambio progresivo entre los distintos tamaños especificados

para no incluir elementos excesivamente distorsionados. Como parámetro que permita estimar

dicho grado de progresión, se hace uso del error de discretización. Entiéndase como tal, una

medida del error en tensiones, basado en la discontinuidad del campo de esfuerzos en nodos,

también conocido como norma energética del error. Compara las tensiones obtenidas por

MEF en cada elemento con unas tensiones mejoradas obtenidas mediante las funciones de

aproximación del campo de desplazamiento (de un orden superior) por postprocesado.
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Los valores de esta medida del error, no resultan muy intuitivos y vienen dados de forma

porcentual relativa a la energía de deformación media de la malla. Como criterio, se considera

que para erorres acotados entre el 2-5 %, se obtienen resultados fiables para el campo de

tensiones.

A continuación, en la siguiente figura se muestra el refinado local del tamaño medio de

elemento llevado a cabo en la zona de interés. Al igual que se planteó para el refinado global,

se han simulado cuatro modelos modifcando tan solo el tamaño local de elemento que se ve

reducido a la mitad con respecto al estudio anterior.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.9: (a)-(d) Detalle del control local de mallado en la zona de interés (imagen tomada
de Solidworks Simulation).

Haciendo uso del error de discretización, es posible seleccionar la malla de transición más

adecuada al objetivo del análisis en tensiones.
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(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.10: (a)-(d) Detalle del trazado del error de discretización para la sección que contiene
al punto A (z = 0) (imagen tomada de Solidworks Simulation).

Ajustado el valor máximo al 2 %, se observa cómo va evolucionando la distribución del

error. Puesto que la zona de interés son las fibras extremas (fibra límite superior e inferior)

que según predice la ley de Navier, será donde se alcancen los valores máximos de tensión, se

observa que a partir del tercer control de mallado (4.10 (c)), el error de norma de energía se

encuentra por debajo del umbral establecido.

Habiendo seleccionado ya el modelo más eficiente computacionalmente que cumple con el

criterio de aceptación establecido, ya es posible analizar las tensiones normales y tangenciales

máximas que experimentan los tres materiales.

4.2.1. Cálculo de máximas tensiones normales y cortantes según MEF

En la siguiente imagen, la fig. 4.14, se comparan los valores máximos de tensión para la sección

de interés que experimentan los tres materiales ante una carga de valor unidad. Véase la

aparente simetría de las tensiones de tracción y compresión con respecto a la fibra neutra.

También puede comprobarse la distribución de las tensiones longitudinalmente a lo largo de

la pieza (máximas en la base y nulas a partir de la sección de aplicación de la carga).

No obstante, en la longitud roscada (z < 0) se alcanzan valores muy superiores a los

que se observan en la sección que se analiza debido a la influencia de la concentración de

esfuerzos a lo largo del flanco (transición de diámetro nominal a diámetro interior). Además

se aprecia en estos valores de tensión (máximo y mínimo) cierta asimetría, correspondientes

además a secciones diferentes. No obstante, estos valores se desestimarán por considerar que

el empotramiento se materializa a partir de la sección z = 0.
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(a) (b)

Figura 4.11: (a) Detalle del trazado del tensiones normales máximas en dirección del eje
longitudinal de la pieza para la sección de interés (imagen tomada de Solidworks
Simulation). (b) Trazado de tensiones tangenciales a lo largo de toda la pieza y
valor máximo en la sección de estudio (imagen tomada de Solidworks Simulation).

σmax,F =1 (MPa) σmax,F =FD
(MPa) τmax,F =1 (MPa) τmax,F =FD

(MPa)

Acero

1,1643895 1,5772966 0,0175998 0,0238409Aluminio

Polietileno

Tabla 4.7: Comparación de máximas tensiones para acero, aluminio y HDPE según MEF.

En la tabla 4.7, se recogen los resultados máximos de tensión para la sección que se

pretende analizar. Considerando de nuevo linealidad, es posible obtener las tensiones para

una fuerza igual a la componente de arrastre suscitada por el fluido.

Como puede verse, el orden de magnitud de las tensiones normales es considerablemente

mayor al de la tensión cortante. Razón, por la que resulta habitual a priori descartar este

esfuerzo en el predimensionamiento.

4.2.2. Validación del modelo

4.2.2.1. Ley de Navier

El estado tensional debido a la flexión y a la componente de cortadura que experimenta

el vástago se determina aplicando la ley de Navier y la fórmula de Colignon-Jouravski

respectivamente.

En virtud de la teoría de Navier y bajo la hipótesis de Bernoulli y de comportamiento

elástico, considerando que el elemento prismático trabaja a flexión simple, la distribución de

tensiones normales según el eje z al estar sometida a un momento de naturaleza Mx,

σz = −
My(z)x

Iy
. (4.16)

Es evidente que las tensiones máximas, en valor absoluto, se dan en las fibras extremas

(superior e inferior). Para estas fibras más tensionadas, es posible definir el módulo resistente

elástico de la sección como sigue,
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Wel,y =
Iy

xmáx
, (4.17)

donde Ix = πr4
s

4 . Al tratarse de una sección circular, las fibras más solicitadas distarán

ymáx = rs respecto de la fibra neutra. La expresión para la tensión normal máxima que

experimenta la sección resulta de

|σz,máx| =
4FDa

Iy

rs
︸︷︷︸

Wel,x

=
4FDa

πr3
s

. (4.18)

La tensión tangencial debida al esfuerzo cortante, cuyo orden de magnitud es consirablemente

menor al de las tensiones normales, de acuerdo con la ley de Collignon será la que se muestra,

τxz =
VxS(x)

Iyb(x)
, (4.19)

donde S(y), el momento estático de la sección, vendrá de integrar de acuerdo con

S(y) =

∫

A(y)
y dA =

∫ rs

y

√

r2
s − x2 dx =

2

3

(

r2
s − x2

)3/2
, (4.20)

y b(x), el ancho de la sección en dirección perpendicular a la aplicación del cortante (V ); es

decir a lo largo del eje y, será el siguiente,

b(x) = 2
√

r2
s − x2, (4.21)

y por tanto, la tensión tangencial será la que se indica,

τxz =
4Vx(r2

s − x2)

3πr4
s

. (4.22)

Obedeciendo a una ley parabólica de valor nulo en los extremos (ya que para ambos se

verifica que que el momento estático correspondiente es nulo) y cuyo valor máximo se alcanza

para x = 0,

τmáx =
4FD

3πr2
s

. (4.23)
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4.2.2.2. Comparación de resultados teóricos-MEF

En lo que se refiere a las tensiones normales y de cizalladura obtenidas mediante la formulación

clásica y mediante MEF, la diferencia entre ambas se muestra en la tabla 4.8. Como se puede

comprobar, los resultados son independientes del material.

|Error| ( %) Acero Aluminio Polietileno

σz,máx 0,5968071 %

τmáx 3,67137951 %

Tabla 4.8: Diferencias en el cálculo de desplazamiento obtenidos mediante MEF respecto a
resultados teóricos.

Se obtiene que los resultados arrojados por MEF son muy similares a los que predice las

expresiones analíticas de medios continuos (algo superiores para el caso de la tensión cortante).

Tanto para el cálculo de las tensiones como para el de desplazamientos, se han tomado en

consideración la siguientes hipótesis.

1. Suposición estática; es decir la carga que trata de deformar a la barra (drag) se

considera aplicada lenta y progresivamente hasta alcanzar sus magnitud completa. A

continuación su valor permanece constante en el tiempo, lo que permite ignorar posibles

fuerzas inerciales y de amortiguación debido a pequeñas velocidades y aceleraciones que

resultan insignificativas.

2. Suposición de linealidad, como bien se ha mencionado, la relación entre carga

y respuesta inducida es lineal. Para ello, se considera que todos los materiales del

modelo cumplen la ley de Hooke; es decir, la tensión es directamente proporcional a la

deformación unitaria, los desplazamientos inducidos son lo suficientemente pequeños

como para ignorar el cambio de rigidez originado por la componente de arrastre y

las condiciones de contorno no varían durante la aplicación de la fuerza, así como su

magnitud, dirección y distribución.

4.2.3. Criterio de plasticidad de Von Mises

Como bien se conoce, para materiales eminentemente dúctiles como el caso del acero y

aleaciones de aluminio y bajo hipótesis de régimen elástico lineal, el criterio de fallo de Von

Mises parece el más adecuado. Von Mises, en 1913, propuso como criterio que la plastificación

se alcanza cuando las componentes de tensión en un punto del sólido cumplen la siguiente

relación,

1

6

[

(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2
]

= k2, (4.24)

o lo que resulta equivalente, para ejes no principales,

1

6

[

(σx − σy)2 + (σy − σz)2 + (σz − σx)2 + 6(τ2
xy + τ2

yz + τ2
xz)

]

= k2, (4.25)
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entendiéndose por k2 una constante a determinar a partir del ensayo de traccción del material.

Así, considerando σe el límite elástico del material obtenido en el ensayo de tracción y

verificándose que σ1 = σe y σ2 = σ3 = 0, de la ecuación (4.24) se tiene que

k2 =
σ2

e

3
. (4.26)

Sustituyendo su valor en la expresión para ejes principales, resultando

√

1

2
[(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2] = σe. (4.27)

De nuevo, para ejes no principales,

√

1

6

[

(σx − σy)2 + (σy − σz)2 + (σz − σx)2 + 6(τ2
xy + τ2

yz + τ2
xz)

]

= σe, (4.28)

por tanto, es razonable deducir que las raíces de las expresiones anteriores constituyan la

tensión equivalente de Von Mises como se indica,

σeq =

√

1

2
[(σ1 − σ2)2 + (σ2 − σ3)2 + (σ3 − σ1)2], (4.29)

o lo que es equivalente,

σeq =

√

1

6

[

(σx − σy)2 + (σy − σz)2 + (σz − σx)2 + 6(τ2
xy + τ2

yz + τ2
xz)

]

. (4.30)

Para el caso que se analiza, de tensión plana, el criterio queda simplificado. Para el sistema

de ejes principales, la tensión equivalente se calcula como,

σeq =
√

σ2
1 + σ2

2 − σ1σ2. (4.31)

Para el sistema de ejes no principales,

σeq =
√

σ2
z + σ2

x − σzσx + 3τ2
xz, (4.32)

y para un estado biaxial,

σeq =
√

σ2
z + 3τ2

xz. (4.33)

En la tabla 4.9, se recogen las tensiones máximas según este criterio de fallo para el punto

crítico de la sección más solicitada para velocidades del flujo de v = 5 m/s, v = 10 m/s, v = 15

m/s y v = 20 m/s.
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Acero Aluminio Resultados analíticos

σeq,v=5 m/s (MPa) 1,6472216 1,6097612 1,5869331

σeq,v=10 m/s (MPa) 6,5888863 6,4390450 6,34773256

σeq,v=15 m/s (MPa) 14,8249950 14,4878521 14,2823983

σeq,v=20 m/s (MPa) 26,3555430 27,7561798 25,3909302

Tabla 4.9: Comparación de tensiones de Von Mises para la sección de estudio obtenidas
analíticamente y mediante MEF para el acero y el aluminio.

Las diferencias máximas entre las tensiones obtenidas analíticamente y mediante MEF se

dan para el caso del acero (en torno un 3,66 % frente a un 1,42 % para el aluminio).

Incluso para la velocidad máxima estudiada, la sección esta lejos de agotarse al alcanzar

el límite elástico. Sin considerar la influencia de la concentración de esfuerzos y la rotura

por fatiga motivada por el cambio de sección de la longitud roscada, es posible determinar

la velocidad necesaria para fracturar el vástago comparando el límite elástico con la tensión

equivalente de Von Mises y despejando la fuerza de arrastre,

σeq = σe =⇒ FD =
σe

4

πr2
s

√
(

a

rs

)2

+
1

3

. (4.34)

A partir de la definición de la fuerza de arrastre es posible calcular la velocidad del flujo a

partir de la cual alcanza el límite elástico,

FD =
1

2
ρv2

∞dmlmCD =⇒ v∞ =

√

σeπr2
s

2ρlmdmCD
4

√
√
√
√
√

1
(

a

rs

)2

+
1

3

. (4.35)

Mientras que para el acero sería necesaria una velocidad aproximada de v ≈ 52, 10 m/s,

para el aluminio, v ≈ 40, 66 m/s.
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(a) Acero v = 5 m/s (b) Aluminio v = 5 m/s

(c) Acero v = 10 m/s (d) Aluminio v = 10 m/s

(e) Acero v = 15 m/s (f) Aluminio v = 15 m/s

(g) Acero v = 20 m/s (h) Aluminio v = 20 m/s

Figura 4.12: Detalle del trazado del tensiones de Von Mises para el punto crítico de la sección
de estudio para velocidades v = 5 m/s, v = 10 m/s, v = 15 m/s y v = 20 m/s y
para el caso del acero y el aluminio (imagen tomada de Solidworks Simulation).

Se puede observar cómo evoluciona la tensión equivalente de Von Mises conforme se

incrementa la velocidad del flujo. A simple vista y a pesar de que la diferencia entre los

resultados analíticos y los obtenidos mediante MEF concluya que el aluminio se ajusta mejor

a las predicciones de la teoría clásica, la distribución de tensiones es práticamente idéntica.
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4.2.3.1. Factor de seguridad

La resistencia de un sistema mecánico es la capacidad de soportar y transmitir cargar sin

fallar; es decir sin llegar a alcanzar la fluencia o límite elástico. Así pues, cabe definir el

coeficiente de seguridad como la relación entre la resistencia de diseño; es decir, la tensión

equivalente, y la requerida o la máxima admisible por el material. Este cociente siempre debe

ser mayor a la unidad.

Como se ha analizado en la sección anterior, la teoría de Von Mises, predice que el fallo

por fluencia ocurre cuando la energía de deformación total por unidad de volumen alcanza o

supera la energía de deformación por unidad de volumen correspondiente a la resistencia a

fluencia a tracción del material. Analíticamente se traduce en,

σeq ≥
σe

n
. (4.36)

Entiéndase σeq, la tensión equivalente de Von Mises, σe, el límite elástico y n el coeficiente

de seguridad. A continuación se analiza el coeficiente de seguridad para el acero y el aluminio

para velocidades de v = 10 m/s y v = 20 m/s. El coefiente de seguridad mínimo para todos

los casos es superior a la unidad y por tanto como era de esperar, la sección cumple.

(a) Acero 10 m/s (b) Aluminio 10 m/s

(c) Acero 20 m/s (d) Aluminio 20 m/s

Figura 4.13: Detalle del trazado del factor de seguridad en torno a la sección de estudio para
v = 10 m/s y v = 20 m/s para el acero y el aluminio (imagen tomada de Solidworks
Simulation).
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Por último, se estudia la distribución del coeficiente de seguridad para el acero y el aluminio

para una velocidad de v = 10 m/s para una configuración geométrica maciza y hueca.

(a) (b)

(c) (d)

Figura 4.14: (a)-(c) Detalle del trazado del factor de seguridad para la sección de interés para
una velocidad de v = 10 m/s para un diseño del vástago macizo y hueco.

Como puede verse, las regiones con menor factor de seguridad (más solicitadas) se

encuentran en el comienzo del roscado (zona de concentración de esfuerzos) y en los extremos

de la sección según la dirección de aplicación de la fuerza (mayor aún para la configuración

hueca).



CAPÍTULO 5

Análisis de vibraciones laterales

A lo largo de este capítulo se analiza la respuesta dinámica del sistema, caracterizando los

modos de vibración y sus frecuencias correspondientes a partir de un análisis modal. De igual

modo, se lleva a cabo un modelo analítico que relaciona y permite estudiar los desplazamientos

debidos a la componente sustentación con el resto de variables implicadas en el proceso.

5.1. FORMULACIÓN DE VIGA DE EULER-BERNOULLI

El cálculo de frecuencias naturales en vibración de barras elásticas resulta clave en el análisis

estructural de cualquier sólido sujeto a la corriente de un fluido. La técnica que arroja resultados

más realistas implica modelar el sistema a partir de la teoría de la elasticidad seguido de

la aplicación del MEF. El modelo es tridimensional con un gran coste computacional. Para

evitarlo, se recurre a modelos unidimensionales, como el de Euler-Bernoulli.

Para la aplicación de esta teoría, se considera que la barra se constituye como un elemento

esbelto cuya relación ls/ds es mayor a 10, entendiéndose por ls la longitud del vástago y

ds su diámetro. Asimismo, se aplicará de nuevo la hipótesis de pequeñas deformaciones, la

hipótesis de Navier-Bernoulli por el que la secciones permanecen planas y normales al eje

neutro durante la deformación, igualmente se considerará que las fibras longitudinales no se

comprimen mutuamente y se desprecia la inercia rotacional del sólido. Asimismo, a diferencia

de capítulos anteriores, por simplificación, se considerá que la carga está aplicada en el extremo

libre de la barra (a una distancia ls del extremo empotrado).

Con todo ello, se supondrá un elemento diferencial de longitud ∆z del sólido elástico sujeto

al conjunto de fuerzas y de momentos previamente detallado.

Supóngase, F (z, t), una carga genérica aplicada sobre la directriz de la pieza. En virtud

de la segunda ley de Newton aplicada al elemento diferencial de espesor ∆z se obtiene

∑

z

Fz = ∆maz = V (z, t) −

(

V (z, t) +
∂V (z, t)

∂z
∆z

)

+ F (z, t) = ρA∆z
∂2v(z, t)

∂t2
, (5.1)

para el límite ∆z → 0, se llega a

ρA
∂2v(z, t)

∂t2
= F (z, t) −

∂V (z, t)

∂z
, (5.2)
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imponiendo equilibrio de momentos se tiene 5.3.

∑

M = 0 ⇒ M(z + ∆z, t) − M(z, t) − F (z, t)
∆z2

2
− V (z, t)∆Z =

= M(z, t) +
∂M(z, t)

z
− M(z, t) − F (z, t)

∆z2

2
.

(5.3)

Operando y aplicando límites para ∆z → 0, se deduce que ∂M
∂z = V . Combinando las

ecuaciones (5.2) y (5.3), se obtiene la siguiente ecuación en derivadas parciales,

ρA
∂2v

∂t2
= F −

∂M2

∂z2
. (5.4)

Bajo la hipótesis de pequeños desplazamientos y a partir de la teoría de vigas de

Euler-Bernoulli, se tiene que el momento puede expresarse en términos de la curvatura

κ como sigue,

M = EIκ = EI
∂2v

∂t2
. (5.5)

donde E es el módulo de Young a partir del ensayo a tracción del material de la barra e I es

el momento de inercia que se define como I =
∫∫

ρx2ds.

Los momentos principales de inercia del tensor de incercia de un elemento cilíndrico de

sección circular maciza de radio rs, altura ls y masa m, respecto a sus tres ejes principales y

respecto al c.d.m. es el que se muestra,

I =







1
12m(3r2

s + l2s) 0 0

0 1
12m(3r2

s + l2s) 0

0 0 1
2mr2

s







. (5.6)

Aplicando el teorema de Steiner, el cálculo de los momentos de inercia respecto a la base

para cada una de las direcciones principales de inercia se modifican,

Ixx′ = Iyy′ = ICDG + m

(
l

2

)2

=
1

12
m(4l2s + 3r2

s), (5.7)

Izz′ = Izz =
1

2
mr2

s , (5.8)

y por tanto, el tensor respecto al empotramiento es el que sigue,

I ′ =







1
12m(4l2s + 3r2

s) 0 0

0 1
12m(4l2s + 3r2

s) 0

0 0 1
2mr2

s







. (5.9)

Sustituyendo la expresión del momento según la ecuación (5.5) en la ecuación (5.4), se
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obtiene la ecuación diferencial que modela la respuesta lateral en desplazamientos para un

sólido elástico,

ρA
∂2v

∂t2
= F −

∂

∂z2

(

EI
∂2v

∂z2

)

. (5.10)

Para resolver el problema de frecuencias naturales del oscilador, se plantea el caso de

vibración libre; es decir, sin fuerzas externas aplicadas, tal que F (z, t) = 0 reduciéndose a la

ecuación

ρA
∂2v

∂t2
+

∂

∂z2

(

EI
∂2v

∂z2

)

= 0. (5.11)

Para el caso que se analiza, el término de rígidez a flexión, es constante, por tanto operando

y teniendo esto en consideración, puede reescribirse como se indica en la ecuación (5.12). Por

separación de variables, se obtiene la siguiente igualdad.

EI

ρA

1

Z

d4Z

dz4
=

−1

T

d2T

dt2
= ω2. (5.12)

Es evidente que el término de la izquierda es una función dependiente del dominio espacial

en z, mientras que el término de la derecha es una función temporal. Para que exista solución,

solo es posible que ambos términos sean iguales entre sí a una constante de valor ω2. La

respectiva ecuación diferencial ordinaria para el dominio del tiempo resulta,

d2T

dt2
+ ω2T = 0, (5.13)

cuya solución queda definida a partir de

T (t) = A cos(λt) + B sin(λt). (5.14)

En cuanto a la EDO para la variable espacial, se tiene

d4Z

dz4
− ω2 ρA

EI
Z = 0, (5.15)

donde β4 = ω2 ρA
EI , luego, cabe expresar la ecuación (5.15) como

d4Z

dz4
− β4Z = 0, (5.16)

cuya solución será de la forma eaz para una cierta constante a que satisface a la ecuación

diferencial cuando a ± β y a ± iβ, ya que se cumplen las siguientes relaciones,

e±βz = cosh (βz) ± sinh (βz)

e±iβz = cos (βz) ± i sin (βz)

}

. (5.17)
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Operando se obtiene un polinomio característico de cuatro raíces, cuya expresión se muestra

en la ecuación

Z(z) = C1 sinh (βz) + C2 cosh (βz) + C3 sin (βz) + C4 cos (βz), (5.18)

donde A, B, C1, C2, C3, C4 se obtienen de satisfacer las condiciones de contorno para la

configuración que se analiza. En z = 0, se obtienen el siguiente par de condiciones de

contorno,

v(0, t) = 0 = Z(0)T (t) ⇒ Z(0) = 0 ∀t

θ(0, t) =
∂v

∂z
= 0 ⇒

dZ

dz
(0) = 0 ∀t







, (5.19)

de las cuáles se deduce el valor de las siguientes constantes de integración,

C2 + C4 = 0

C1 + C3 = 0

}

. (5.20)

En z = ls se cumple que el flector y el cortante son nulos, luego es válido imponer

analíticamente

M(ls, t) =
∂2v

∂z2
= 0 ⇒

∂2Z

∂z2
(ls) = 0 ∀t

V (ls, t) =
∂3v

∂z3
= 0 ⇒

∂3Z

∂z3
(ls) = 0 ∀t







, (5.21)

de donde se obtiene la siguiente igualdad,

cosh (βls) + cos (βls)

sinh (βls) − sin (βls)
=

sinh (βls) + sin (βls)

cosh (βls) − cos (βls)
, (5.22)

que se reduce a

cosh (βls) cos (βls) + 1 = 0. (5.23)

Esta ecuación se verifica para unos determinados valores de βls que se corresponden con

cada modo normal de oscilación. Para el primer (o fundamental), segundo y tercer modo,

adoptará los siguientes valores.

Modos de oscilación Autovalores βls

Modo fundamental (β1ls) 1,8751

Segundo modo (β2ls) 4,6941

Tercer modo (β3ls) 7,8548

Cuarto modo (β4ls) 10,9955

Tabla 5.1: Autovalores para los cuatro primeros modos normal de oscilación del sistema.
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La frecuencia natural de oscilación vendrá definida a partir de

ωn = βn
2

(
EI

ρA

)1/2

= (βnl)2
(

EI

ρAl4s

)1/2

. (5.24)

Es decir, las respectivas frecuencias naturales para cada modo de oscilación (Avellán Martín,

2017) vendrán dadas en función de características geométricas y propiedades mecánicas del

sistema.

En la siguiente tabla se muestran las frecuencias naturales obtenidas para cada material

correspondientes al primer modo de vibración.

Materiales Frecuencia (rad/s) Frecuencia (Hz)

Acero 2690,1531 428,1512

Aluminio 2512,4103 399,8625

Polietileno 536,4111 85,3804

Tabla 5.2: Frecuencia natural de oscilación obtenidas para el primer modo de vibración para
cada material.

En las siguientes imágenes se muestran los cuatro primeros modos de vibración.

(a) Modo fundamental (b) Segundo modo

(c) Tercer modo (d) Cuarto modo

Figura 5.1: Se representan los cuatro primeros modos de vibración del sólido (imagen tomada
de Solidworks Simulation).
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Sustituyendo el término de la fuerza de sustentación que recibe la varilla en su extremo,

se llega de la ecuación (5.10) a la ecuación (5.25).

∂

∂z2

[

EI
∂

∂z2
v(z, t)

]

+ ρA
∂2v(z, t)

∂t2
=

1

2
ρu2

∞DCL(z, t). (5.25)

Definiéndose el coeficiente de sustentación como

CL(z, t) = Q(z, t) −
2α

Dωs
v̇(z, t), (5.26)

donde Q(x, t) es la componente de excitación del coeficiente de sustentación y v̇(z, t) es la

velocidad transversal para una rodaja del BWT. El segundo término del lado de la derecha se

conoce como el término de perdidas (stall term de acuerdo con la literatura), donde a su vez

α es una constante empírica y ωs es la frecuencia de desprendimiento de vórtices que queda

definida como ωs = 2πStu∞

dm
. Entiéndase por dm, el diámetro de la carcasa cilíndrica.

La finalidad del término de pérdidas introducido es limitar el coeficiente de sustentación

fluctuante para grandes deflexiones, basándose en las interesantes observaciones de Skop and

Balasubramanian (1997). Con la ecuación diferencial de segundo orden del oscilador de van

der Pol, es posible definir la componente de excitación del coeficiente de sustentación como

sigue,

Q̈(z, t) − ωsG(C2
L0 − 4Q2(z, t))Q̇(z, t) + ω2

sQ(z, t) = ωsF
v̇(z, t)

dm
, (5.27)

donde CL0, G y F son parámetros empíricos. Para un mástil de geometría cilíndrica en régimen

estacionario, el término de la derecha de la ecuación (5.27) se hace cero, luego la ecuación

anterior resulta simplificada adoptando una solución autoexcitada, dada por la ecuación

Q(z, t) = CL0 sin(ωst). (5.28)

Adoptar como solución simplificada, la ecuación del coeficiente de sustentación con amplitud

CL0 (static lift) tan solo dependiente del tiempo; es decir el modelo más sencillo que propone

Païdoussis (modelo de sistema forzado) como se describe en Boretto (2019) que implica asumir

como hipótesis simplificadora que el mástil permanecerá fijo (sin sufrir deformación) a pesar de

que la varilla flecte y se desplace respecto a su posición de equilibrio. Por tanto, sustituyendo

el coeficiente de sustentación según la ecuación (5.28) en la ecuación (5.25) se obtiene

EI
∂

∂z4
v(z, t) + ρA

︸︷︷︸

ρs

∂2v(z, t)

∂t2
=

1

2
ρu2

∞DCL0 sin(ωst). (5.29)

La solución a la ecuación diferencial que se plantea en 5.29, pasa por emplear el método

de Garlekin, cuya forma será

v(z, t) =
∑

Z(z)Y (t). (5.30)
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La función dependiente de la coordenada en z, conocida como mode shape factor, vendrá

de sustituir el valor de las constantes de integración C1...C4 en la ecuación (5.18),

Z(z) = cosh (β1ls) − cos(β1ls) −
cosh (β1ls) + cosβ1ls)

sinh(β1ls) + sin(β1ls)
(sinh(β1ls) − sin(β1ls)) . (5.31)

Entiéndase por α el autovector cuyo valor se indica como

α =
cosh (β1ls) + cosβ1ls)

sinh(β1ls) + sin(β1ls)
, (5.32)

cuyos valores para los cuatro primeros modos de vibración se indican en la siguiente tabla.

Modos de oscilación Autovectores α

Modo fundamental (α1) 0,7341

Segundo modo (α2) 1,0185

Tercer modo (α3) 0,9992

Cuarto modo (α4) 1,0000

Tabla 5.3: Autovectores para los cuatro primeros modos normal de oscilación del sistema.

Se representa a continuación la superposición de los cuatro primeros modos de vibración

Z(z) frente al vector z/ls en la siguiente figura.

Figura 5.2: Variación de la función Z(z) con el vector z/ls para diferentes valores de frecuencia
adimensional βls, de este modo quedan representados los cuatro primeros modos de
vibración de la viga (azul oscuro, rojo, violeta y azul turquesa respectivamente).
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Para el modal response factor ; es decir, Y (t), la función dependiente del dominio temporal,

se llega a una expresión similar a Mÿ(t)+ Ky = Γfext(z, t),

Eρs

[

Ixx
ρs

=
Iyy

ρs
︷ ︸︸ ︷

πd2
s

4
ls

12

(

r2
s + 4l2s

)

K
︷ ︸︸ ︷
∫ ls

0
Z(z)

d4Z(z)

dz4
dz y(t) + A2

s

M
︷ ︸︸ ︷
∫ ls

0
Z(z)2 dz ÿ(t)

]

=

=

F0

︷ ︸︸ ︷

1

2
ρ∞v2

∞dm

Γ
︷ ︸︸ ︷
∫ ls+lm

ls
Z(z)2 dz CL0 sin(wst),

(5.33)

donde ρs, K, M y Γ representan la masa por unidad de longitud del cilindro, el coeficiente de

rígidez equivalente, el coeficiente de masa equivalente y una constante empírica respectivamente.

Se conoce que la mayor cantidad de energía transmitida por el flujo al BWT se produce para

el primer modo y por tanto, se considerá β1l = 1, 8751.

Para resolver la ecuación (5.33), se convierte a una ecuación diferencial de primer orden a

partir del siguiente cambio,

þq =





dY

dt
Y



 , (5.34)

y por tanto
dþq

dt
se obtiene de como

dþq

dt
=







1

MA2
s

(
F0CL(t)

Eρs
− AIY

)

dY

dt







. (5.35)
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5.1.1. Modelización con MATLAB

Para el cálculo numérico de la ecuación modelo (5.33) y haciendo uso de MATLAB como

herramienta para resolver la ecuación que gobierna el sistema que se analiza, se detalla a

continuación el código planteado.

Se comienza definiendo las variables involucradas en la ecuación diferencial. Considerando

como materiales de diseño, el acero, aluminio y el polietileno de alta densidad, se ha seleccionado

como configuración geométrica los valores de diámetro, espesor y longitud que se especifican

en la siguiente porción de código.

Listado 5.1: Definición de los parámetros de cálculo influyentes en la EDO modelo

1 % PARÁMETROS DE CÁLCULO

2 %Relativos del fluido (densidad; velocidad de la corriente no perturbada)

3 rho_aire =1.2041; v=5;

4 %Relativas de las propiedades mecánicas/físicas del material.

5 % Para acero, aluminio y polietileno (HDPE) (densidad; módulo de Young)

6 rho_ac = 7850; E_ac = 2.1 e11;

7 rho_alum = 2.7 e3; E_alum = 6.3 e10;

8 rho_pol = 0.94 e3; E_pol = 1e9;

9 % Geométricos (longitud; diámetros (y espesor); masa)

10 %Nomenclatura: "s"(stand/varilla) y "m"(mast/mástil)

11 longm = 0.5; dm = 0.15; em = 0.002; mm =

12 = rho_pol *pi *0.25*( dm^2-(dm -(2* em))^2)*lm;

13 longs = 0.1; ds = 0.01; es=2e -3; ms = rho_pol *pi *0.25* ds ^2* longs;

14 % K;M;Gamma (constantes calculadas numéricamente con Mathematica)

15 M = 12362.4; K = 0.0999999; G = 2.78925 e6;

16 % Strouhal; Frecuencia desprendimiento de vórtices; Amplitud CL

17 St = 0.1932; ws = (2* St*pi*v)/(dm); CL0 = 0.3842;

18 % Inercia varilla en función de la masa, respecto a base/empotramiento

19 % (Inercia varilla maciza; Inercia varilla hueca)

20 I = (( pi *0.25* ds ^2* longs)/12) *((3*( ds /2) ^2) +(4* longs ^2));

21 I_hueco = ((pi *0.25*(( ds ^2) -(ds -2* es)^2)* longs)/12)*

22 *((3*(( ds /2) ^2+(( ds /2) -es)^2))+(4* longs ^2));

Una vez definidas las magnitudes necesarias, se plantea la función que opera y resuelve la

ecuación que rige el modelo, según el cambio descrito en las ecuaciones (5.34) y (5.35).

Listado 5.2: Función que resuelve la EDO modelo

1 function dqdt =

2 = fBladeless (t,q,K,M,G,CL0 ,ws ,rho ,E,I,ds ,rho_aire ,v,dm)

3 dydt=q(1);

4 y = q(2);

5 CL = CL0*sin(ws*t);

6 F0 = 0.5* rho_aire *v^2* dm*G;

7 As = pi *0.25* ds ^2;

8 dqdt = [(1/(M*As ^2))*((( F0*CL)/(E*rho)) -(K*I*y)); dydt ];

Y para el cálculo del desplazamiento Y (t), se hace uso de la función ode45(...) para resolver

mediante procedimientos numéricos la ecuación diferencial de segundo orden, la cual a su vez

invoca a la función fBaldeless(...) previamente definida. Tomando como condiciones iniciales
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las que se especifican en el vector q0 y para un intervalo de tiempo de [0, 1]s se obtienen la

siguientes líneas de código.

Listado 5.3: Función ode45

1 q0 = [0;0];

2 [t,q] =

3 =ode45 (@(t,q) fBladeless (t,q,A,B,C,CL0 ,ws ,rho ,E,I,ds ,rho_aire ,v,dm),

4 [0 1],q0);

5.2. DISEÑO PARAMÉTRICO

La respuesta del sistema en desplazamientos en dirección transversal al flujo y con una

velocidad constante de v∞ = 5 m/s para los materiales previamente indicados (acero, aluminio

y HDPE) es la que se muestra a continuación. La flecha para el caso del polímero (eje de la

izquierda) es mayor a la que experimentan los metales (eje de la derecha), en una cuantía

cuyo orden de magnitud aproximado es de 2 · 102 y 2 · 103 veces para el aluminio y el acero

respectivamente.

Cabe destacar que el aluminio es el primero que alcanza el valor de la deflexión máxima

(para t ≈ 0, 041 s), al que le sigue el acero (t ≈ 0, 967 s) y finalmente el HDPE (t ≈ 0, 968 s).

Figura 5.3: Deflexión de la varilla e influencia del módulo de Young en los máximos alcanzados
para una velocidad de flujo libre v∞ = 5 m/s.

Por tanto, parece resultar evidente que a menor módulo de elasticidad longitudinal, mayor

es el desplazamiento máximo que experimenta el BWT.

A continuación se analizan la relación de dependencia de la deflexión máxima, para el caso

del polietileno, en función de parámetros geométricos, mecánicos y característicos del flujo.

En cuanto al efecto de la velocidad del flujo sobre la desviación que sufre la varilla, como

puede observarse en la siguiente figura, puede ajustarse a un modelo de regresión cuadrática

cuya expresión es la que se indica en la ecuación (5.36), con un coeficiente de determinación

R2 = 1, lo que implica que la bondad del ajuste es perfecta.
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ymax = 3, 3510 · 10−4v2
∞ − 2, 2084 · 10−6v∞ + 6, 7382 · 10−6; (5.36)

es decir, la flecha crece cuadráticamente con la velocidad del flujo incidente.

Figura 5.4: Influencia de la velocidad no perturbada del flujo en la máxima deflexión para una
velocidad de flujo libre v∞ = 5 m/s.

El efecto del diámetro de la varilla sobre el valor del desplazamiento máximo sigue un

modelo de regresión polinómico de grado cuatro, el cuál analíticamente adopta la siguiente

expresión según la ecuación (5.37). El coeficiente de determinación de nuevo es muy cercano a

la unidad, R2 = 0, 999, lo que conduce a un buen grado del ajuste.

ymax = −7, 5571 · 104d4
s + 1, 5762 · 103d3

s − 6, 4852d2
s + 2, 8338 · 10−2ds + 7, 9208 · 10−3; (5.37)
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es decir, la deflexión máxima crece con el diamétro de la varilla polinómicamente a la cuarta.

Figura 5.5: Influencia del diámetro de la varilla en la máxima deflexión para una velocidad de
flujo libre v∞ = 5 m/s.

A continuación se incluye la comparación en desplazamientos considerando la varilla

maciza (solid) y hueca (hollow). Como cabía esperar, la configuración hueca aporta un

valor del momento de inercia mayor y por tanto mayor magnitud de la deflexión alcanzada.

Cuantitavemente el desplazamiento máximo para una varilla hueca con respecto a una maciza

es del orden de un 150 % mayor.

Figura 5.6: Comparación de la deflexión para una varilla de constitución maciza y hueca para
una velocidad de flujo libre v∞ = 5 m/s.
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En lo referente al diámetro de la carcasa cilíndrica y su relación sobre el desplazamiento

máximo, puede modelarse a partir de una regresión lineal, nuevamente con el cuadrado del

coeficiente de correlación de Pearson igual a la unidad y cuya ecuación es la que se muestra

en la ecuación (5.38).

ymax = 5, 5821 · 10−2dm + 9, 4688 · 10−7, (5.38)

y por tanto, la desviación máxima crece linealmente con el diámetro del mástil.

Figura 5.7: Influencia del diámetro del mástil en la máxima deflexión para una velocidad de
flujo libre v∞ = 5 m/s.

Por último, la relación que se establece cualitativamente, entre la altura del mástil sobre

la flecha que experimenta la varilla es lineal. Es decir, un incremento de la longitud del mástil

se traduce en un mayor desplazamiento.

Figura 5.8: Influencia de la longitud del mástil en la máxima deflexión para una velocidad de
flujo libre v∞ = 5 m/s.



CAPÍTULO 6

Conclusiones y trabajos futuros

En este capítulo se lleva a cabo un juicio crítico, discusión y síntesis del proyecto realizado,

aunando las principales conclusiones derivadas de este Trabajo Fin de Grado.

6.1. CONCLUSIONES Y TRABAJOS FUTUROS

El estudio y análisis del problema de flujo bidimensional alrededor de un sólido cilíndrico

sumergido en el seno de una corriente a distintos números de Reynolds, dentro del paradigma

de las interacciones fluido-estructura, y los fenómenos de inestabilidad asociados, ha permitido

ampliar el conocimiento sobre las vibraciones inducidas por vórtices y su interesante aplicación

a los sistemas de recolección de energía. Se ha llegado a la conclusión que existen, al menos

tres modos de desprendimiento de vórtices, viéndose influenciados cada uno de ellos, en gran

medida por la configuración geométrica del cuerpo romo.

De igual modo, para el caso transitorio se concluye que el fenómeno físico de vortex

shedding, cuya frecuencia tan característica queda definida por el número de Strouhal, se

origina aguas abajo del elemento obstructor al paso de la corriente a partir de un número de

Reynolds superior a 40, originando la conocida calle de vórtices de Von Kármán.

Además se ha puesto de manifiesto la existencia de numerosos estudios y trabajos que

analizan las vibraciones auto-inducidas por el desprendimiento de vórtices particularmente en

cilindros sometidos a oscilaciones sinusoidales generados por un flujo como el viento, cuya

respuesta temporal ha sido comúnmente modelada siguiendo la ecuación del tipo de van der

Pol acoplada a la ecuación de movimiento de la estructura en función de la velocidad.

Por otra parte, ha quedado patente el interés que supone alcanzar la fase lock-in (resonancia)

al objeto de amplificar la magnitud de las excitaciones, viéndose traducido en un incremento

del rendimiento de un sistema que pretenda transformar este comportamiento vibratorio en un

potencial eléctrico aprovechable, como el modelo desarrollado por la empresa Vortex-Bladeless.

Se concluye que existen diferentes mecanismos para tal fin, como variar la relación de conicidad

o su inclinación respecto a su eje longitudinal, así como disponer de dos pares de imanes

concéntricos axialmente, oponiendo las caras de igual polo magnético.

El análisis dimensional a partir de la aplicación del ejemplarizante Teorema de Vaschy-

Buckingham ha permitido reflejar la importancia relativa de los factores físicos involucrados

en el comportamiento dinámico. Estas magnitudes son la velocidad de la corriente libre, la
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densidad y viscosidad del fluido, así como la configuración geométrica del conjunto.

Por otra parte, tras el examen de los coeficientes aerodinámicos responsables de la cinética

oscilatoria, se ha podido concluir, en primer lugar, que guardan una relación con el número

de Reynolds y la rugosidad relativa de la superficie del cuerpo romo y en segundo lugar,

que la fuerza de arrastre fluctúa aproximadamente al doble de frecuencia que la fuerza de

sustentación y cuyo orden de magnitud era generalmente inferior a la de la fuerza transversal,

lo que permitía, en una primera estimación, plantear el modelado del comportamiento de la

turbina sin aspas como un sistema de un solo grado de libertad dispuesto perpendicularmente

a la dirección de la corriente incidente.

En lo que refiere al análisis de los máximos desplazamientos por deformación que experimenta

el vástago del modelo estudiado (en el extremo libre), los valores alcanzados para el acero,

el aluminio y el HDPE son respectivamente; 0,008; 0,027 y 1,710 mm. Concluyendo que los

resultados alcanzados para el polietileno son, en torno a un 20688 % superior al del acero.

En cuanto a la comparación de los desplazamientos de interés obtenidos analíticamente y

mediante MEF, el error más significativo (para el acero) queda cifrado en un 3,82 %. De

donde se deduce que el modelo en polietileno es el que se aproxima mejor a las teorías clásicas

(2,27 %). Cabe destacar como posibles causas responsables de dichos errores, por un lado,

aquellos considerados de cálculo cometidos por el MEF y por otro lado, los originados en la

discretización del continuo, así como los inducidos por la forma de introducir la carga y las

condiciones de contorno.

Tras haber realizado un análisis del estado tensional, se obtuvo un error de un 0,59 %

y un 3,67 % para la tensión normal y tangencial máximas de interés (en el entorno de la

sección empotrada) de los valores obtenidos mediante MEF respecto a los resultados teóricos

respectivamente. Véase que el tensión de cortadura supone un 1,51 % de la tensión normal. Por

otro lado, en cuanto al valor de las reacciones obtenidos numéricamente, difieren ligeramente

de la carga real aplicada (menos de un 0,10 %), lo que se le atribuye a la precisión en la

transformación de la fuerza introducida en cargas nodales equivalentes.

En relación a la aplicación del criterio de plasticidad de Von Misses, se obtuvieron como

errores de los valores obtenidos mediante simulación respecto a los teóricos, en torno a un

3,66 % y un 1,42 % para el acero y el aluminio respectivamente. Incluso para la máxima

velocidad ensayada (flujo de 20 m/s), sin considerar el efecto de la concentración de esfuerzos

y la influencia de la fatiga, se comprobó que la sección crítica (la de la base empotrada) se

encontraba lejos de agotarse al alcanzar el límite elástico. Concluyéndose que, sin llegar a

considerar los gradientes en el flujo de esfuerzos, sería necesario un flujo de 40,66 y 52,10 m/s

para su colapso. De este modo y tal y como reflejan los ensayos, para velocidades de 10 y 20

m/s, el coeficiente de seguridad en el entorno de la sección crítica es superior a la unidad y

por tanto, queda garantizada la fiabilidad y seguridad del sistema.

El análisis modal planteado en base a la formulación de viga de Euler-Bernoulli, como

cabía esperar, arroja valores de frecuencia relativamente próximos entre el acero y el aluminio

(candidatos metálicos); 2690,15 y 2512,41 rad/s; mientras que para el HDPE (candidato

polimérico), se obtuvó un valor considerablemente inferior; 536,41 rad/s.
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Tras haber realizado un estudio paramétrico, cuya finalidad es la de analizar los valores de

las características geométricas y las propiedades mecánicas de los materiales candidatos que

maximizan los desplazamientos y por tanto la generación de potencia, se han derivado ciertas

conclusiones que resultan relevantes.

La primera de ellas corresponde a la elección del material de diseño. La deformación

máxima se obtuvo para el polietileno, cuyo orden de magnitud es de 2 · 102 y 2 · 103 veces para

el aluminio y el acero respectivamente. No obstante; es el aluminio el que primero alcanza

el valor de la deflexión máxima (para t ≈ 0, 041 s), al que le sigue el acero (t ≈ 0, 967 s) y

finalmente el HDPE (t ≈ 0, 968 s).

Por otro lado, la influencia de la configuración geométrica resulta clave en los valores

máximos de las oscilaciones. Mientras que el efecto del diámetro de la varilla sigue un modelo

de regresión polinómico de cuarto grado (con un coeficiente de determinación muy cercano a

la unidad), el diámetro del mástil puede modelarse a partir de una regresión lineal (con el

cuadrado del coeficiente de Pearson igual a la unidad). Es evidente que conforme aumenten

estos dos parámetros, lo hará también la amplitud de las excitaciones. Asimismo, se concluye

que la consideración de una varilla hueca, en lugar de maciza, implica un incremento de la

inercia y por tanto de las magnitud de los desplazamientos.

En lo referente al efecto de la velocidad libre del flujo sobre la respuesta temporal de

la deflexión experimentada por el vástago, se concluye que puede ajustarse a un modelo de

regresión cuadrática con un coeficiente de derminación igual a la unidad (lo que implica que

la bondad del ajuste resulta perfecta). Y por tanto, es correcto afirmar que la flecha crece

cuadráticamente con la velocidad del flujo incidente.

Según se ha analizado para casos similares al del presente Trabajo Fin de Grado, el

máximo coeficiente de potencia alcanzado para este tipo de turbinas es cercano al 32 %, lo que

dista de los valores máximos de potencia generados por los aerogeneradores multimegavatios

convencionales. No obstante, estos últimos adolecen de interferir señales de radio o afectar

negativamente al flujo de las aves migratorias, así como requerir de grandes superficies para

su explotación. Es por esto, por lo que se proponen varios proyectos futuros.

En un primer lugar, podría resultar interesante, el ensayo en el túnel de viento de un

prototipo, cuyas dimensiones y materiales sean las que se plantean en este TFG, a fin de

comprobar y validar los resultados de la respuesta temporal en desplazamientos obtenidos

analíticamente, pudiendo monitorizar otros parámetros como la de los coeficientes de fuerzas

a distintos números de Reynolds o modificacando la configuración geométrica con objeto de

estudiar su influencia en la deflexión que experimenta el sistema.

En segundo lugar, cabría realizar un estudio de la potencia generada. Para ello, habría que

estudiar diferentes modelos de generación de energía eléctrica, bien a partir de materiales de

comportamiento piezoeléctrico o bien a partir del uso de un alternador. De cualquier modo,

sería necesario el diseño de un sistema que transforme el movimiento lineal de las oscilaciones

en uno de carácter rotativo.

Finalmente, podría ser objeto de nuevas investigaciones, el refinamiento de la malla

con el objetivo de reducir el error de discretización y la realización de un ensayo numérico



6.Conclusiones y trabajos futuros 66

CFD (Computational Fluid Dynamics) tridimensional, puesto que el fenómeno de vibraciones

inducidas por vórtices, además de la sincronización temporal no lineal, contempla también

una sincronización espacial.
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