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1. ASPECTOS GENERALES DE LOS PROCESOS ALGORITMICOS
1.1 La nocién de algoritmo

El término algoritmo procede del nombre del mat@&ngpersa Al-Khuwarizmi (783-
850), quien con su obtabro de la adicion y sustraccion segun el calcdélos indiodio
a conocer en Europa occidental el sistema de namardecimal posicional y los métodos
de calculo de origen hindd. La palabra algoritmbed@, por tanto, hacer referencia
solamente a esas técnicas calculistas, o tambiéas, pero siempre sin perder de vista el
campo aritmético. Sin embargo, los limites de ingtica se han traspasado y hoy en dia
definiciones como la siguiente son las que se erareparalgoritma

“Un algoritmo es una sucesion finita de reglas etenales, regidas por una
prescripcion precisa y uniforme, que permite efacpaso a paso, en un encadenamiento
estricto y riguroso, ciertas operaciones de tipecgable, con vistas a la resolucion de los
problemas pertenecientes a una misma cldiedh, 1998)

Por ejemplo, la construccion clasica con reglaomgas de un pentdgono regular se
ajusta perfectamente a la definicion anterior, gémaduda, es un algoritmo distinto al de la
division. Asi pues, el concepto asociado a la palabgoritmo abarca mas de lo que en
principio se puede suponer. No tiene en cuentatiaraleza particular de los elementos que
intervienen (nUmeros, puntos y rectas,...), el tipageglas elementales (colocar las cifras en
columnas, trazar una perpendicular,...) ni la cds®peraciones ejecutables (realizar una
division, construir un pentagono,...). El que hayanumero finito de reglas, el orden
determinado con el que hay que aplicarlas o elvesproblemas de un mismo tipo, son
caracteristicas vinculadas mas a las accionegpyoakédimiento en si que al contenido, y
hacen que bajo el término algoritmo se aglutinenchms mas situaciones que las
anteriormente mencionadas.

En el @&mbito de la Educacion Matemética, Usiski®9g8) reconoce la dificultad que
supone proponer una caracterizacion para la nodnalgoritmo susceptible de ser
aceptada ampliamente por la comunidad de educadwesmaticos. Por un lado, existen
procedimientos inmediatos (p.e., la multiplicacids fracciones o los hechos numéricos
basicos) tan simples que no queda claro si debaltamzar la categoria de algoritmo de
lapiz y papel. Por otro lado, en ciertas demostras se emplean procesos tan complejos
(p.e., demostraciones de sumas por induccion @agrgencias de triangulos) que resulta
dificil determinar si los estudiantes, al respondstan aplicando un método ya aprendido o
en realidad estan resolviendo un problema novedoso.

En cualquier caso, este autor considera a la namyd®ilos procedimientos que se
presentan en el aula de mateméticas como algoripmdenecientes a alguna de las tres
categorias siguientes:



(a) Algoritmos aritméticascomo los de columnas para sumar, restar, muéply
dividir nimeros de varios digitos o los métodosapaalcular raices cuadradas y cubicas,
para operar con fracciones, para determinar laarettimética, etc.

(b) Algoritmos de algebra y calculoomo los procedimientos para resolver ecuaciones
lineales e inecuaciones, manipular fracciones adgeds, calcular integrales definidas,
simplificar radicales, evaluar formulas, etc.

(c) Algoritmos de dibujp como los empleados para hacer graficos de barrds
sectores, representar funciones, realizar construes con regla y compas, encontrar la
transformada de imagenes de figuras, etc.

Durante la exposicion emplearemos el término digaripara referirmos a los métodos
de célculo escritos correspondientes a las cugtesaciones aritméticas basicas: adicion,
sustraccion, multiplicacion y division. Con las sgiones algoritmo tradiciona)
algoritmo clasicoo algoritmo canénicadenotaremos a los métodos estarddarcolumnas
asociados a estas operaciones.

1.2 Procesos algoritmicos y heuristicos

Con la intencion de profundizar un poco méas en d&unaleza de los procesos
algoritmicos en general, exponemos a continuadigmnas diferencias con los llamados
procedimientos heuristicos:

(a) El uso adecuado de un procedimiento algoritmgamantiza siempre la obtencion de
una respuesta correcta. Esta garantia es soOlccaeporque aunque se considere al
algoritmo como una sucesion finita de reglas, eoré&tica el nUmero de pasos a efectuar
puede incrementarse en exceso Yy hacer inviableneg@os, muy costosa esta tarea. En tal
sentido, Maurer (1998) advierte que a veces langjarale respuesta concluyente se suele
pasar por alto para poder considerar también coactest algoritmico procedimientos de
interés que tedricamente podrian permanecer fuacdm sin dar una respuesta o que
contienen una regla que no puede ser especificadarecision (p.e., la generacion de un
namero aleatorio).

Por su parte, los métodos heuristicos no asegaraallicibn de un problema porque
no especifican con exactitud el proceso que peraltanzarla. EI dominio de algunas
estrategias heuristicas particulares puede mejoestra habilidad para resolver problemas
pero no consigue que tengamos la certeza absaupader llegar a la solucion, tal como
pasa con los procedimientos algoritmicos. Podenea#,door tanto, que los algoritmos
llevan implicito un determinismo mucho mayor que Ibétodos heuristicos y esto es lo
gue facilita la llegada a la solucion de un proldem

(b) Este determinismo hace que cada procedimiefgoritmico lleve asociado una
coleccion de problemas de una misma clase que pusateresueltos a través de él. Es
decir, los procesos algoritmicos sirven para dtasifproblemas, diferenciando los que
pueden ser resueltos por un algoritmo particularlade que no. Normalmente estos
problemas son catalogados como ejercicios ya qumieb requerimiento cognitivo para
resolverlos consiste en saber cofmociona el mecanismo del algoritmo (hemos visto e
(a) que la puesta en practica de éste garantealdaion). Volveremos sobre esta cuestion
en el apartado (d).
Sin embargo, estrategias heuristicas ctogcar un problema semejaraehacer un

diagrama no estan restringidas a ninguna clase particukar pdoblemas. Esto es
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precisamente lo que da potencialidad al métodoi$teaa: aunque no garantiza la solucion,
las pautas de actuacion que propone pueden ses (pidra resolver la mayoria de los
problemas mateméaticos que se planteen. En la fijuepresentamos de manera grafica
todas estas ideas:
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Figura 1.- Situacion relativa de los procesos algoritmicbgyristicos.

(c) En numerosas ocasiones, dentro del procedimiggtristico seguido para resolver un
problema hay una parte que es de naturaleza atgycaitGeneralmente corresponde a una
fase deejecucion del plamle acuerdo con el modelo de resolucion de problgmamiesto
por Polya (1965). En cambio, el determinismo erplaxesos algoritmicos hace imposible
lo contrario, aunque el sujeto que domina un digaricualquiera puede ser capaz, en un
momento dado, de reducir algunos pasos en él nteddatrategias de tipo heuristico. Es lo
gue ocurre con el algoritmo semiautomatico deVasidin (Gomez, 1988), donde es normal
utilizar la estimacion para elegir las cifras mdsaiadas en el cociente.

(d) La diferente naturaleza de los procesos algarits y heuristicos queda aun mas
patente al considerar el tipo de conocimiento me@do en ellos. Apoyandonos en la
clasificacion de Farnham-Diggory (1994) sobre lgwd de conocimiento existentes
podemos identificar al conocimiento declarativo lypeocedimental como los Unicos
necesarios para dominar los procesos algoritmiogentras que los métodos heuristicos
utilizados al resolver un problema requieren deatolhse de conocimiento: declarativo,
procedimental, conceptual, analégico y légico.

Incluso en los alumnos de nivel mas bajo en regolude problemas, donde sus
estrategias se reducen béasicamente a la reprasentexterna con objetos fisicos,
Carpenter (1986) sefiala que estos procedimientasstém automatizados en secuencias
fijas de pasos sino que dependen de la naturatgmandica de cada problema. Por eso
afirma que el conocimiento utilizado por el nifio €tos casos es mas conceptual que
procedimental, a pesar de que en un principiolta tke flexibilidad en los métodos haga
pensar o contrario.
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Usando terminologia propia de la Inteligencia &l podemos decir que los
procedimientos heuristicos estan mas cercanos eamgucta inteligente del individuo que
los procesos algoritmicos y la complejidad de lsgros frente a los segundos se pone de
manifiesto al hablar, no ya de ejercicios, sinoeieladeros problemas.

(e) ElI empirismo légico intenta identificar racididad con computabilidad algoritmica.

Asimismo, Popper considera el descubrimiento yréatividad como actos de naturaleza
irracional, 0 mas exactamente, <<arracional>> (Bral®94), haciendo referencia a que no
hay ninguna justificacion racional para el “insighpropio del método heuristico en

resolucion de problemas. De acuerdo con esto,oelepo algoritmico seria racional y el
heuristico irracional.

Estas ideas son contrarias a las defendidas ponrB(@994). Para este autor, la
racionalidad requiere de juicios fundados en l@mazumana. En tanto que se puedan
llevar a cabo las decisiones por medio de algorgma intervencidon humana deja de ser
necesarigfirracionalidad] precisamente cuando no disponemos de ningun gioéento
efectivo que nos guie debemos apelar a un juicimamo racional e informado
[racionalidad]” (p. 195). Desde este punto de vifta procesos algoritmicos deben ser
entendidos como irracionales mientras que los &eos se ajustan mas a un
comportamiento racional del individuo. Precisamglaténtervencion del juicio humano en
el procedimiento heuristico hace que éste seddalib que contrasta con la infalibilidad
del algoritmo (esto justifica, en parte, el argutoeexpuesto en el apartado (a)). De todas
formas, independientemente de la concepcion quanposl tener deacionalidad lo que
nos interesa es que ésta puede utilizarse comor faiscriminante de los procesos
algoritmicos y heuristicos.

1.3 Nociones vinculadas al algoritmo

Antes de concluir este apartado conviene aclasasifgnificados asociados a algunas de
las expresiones relacionadas con el concepto deritalp que suelen emplearse en
educacion matematica.

Maurer (1998) utiliza el término “algorithmics” @areferirse al sentido contemporaneo
dado a la expresidbmatematicas algoritmicasSegun él, esta expresion adopta dos
significados: uno tradicional que pone de reliegesimple realizacion o ejecucion de
algoritmos, y otro, que es el que quiere destagae, hace referencia al desarrollo y
modificacion de algoritmos, a su comprension y alécion inteligente entre algoritmos
diferentes para una misma tarea. Se trata, enitilefirde pensar sobre los algoritmos y no
como ellos.

Por su parte, Mingus y Grassl (1998) determinamsighificado de las expresiones
pensamiento algoritmicp pensamiento recursiyestableciendo la diferencia entre ellos:

“ El pensamiento algoritmico es un método de peisatm y guia de los procesos de
reflexibn que utiliza procedimientos paso a pasecisa entradas y produce salidas de
datos, requiere decisiones sobre la calidad y adeicun de la informacion que llega y de
la informacién que sale, y controla los procesosrelexion como medio para vigilar y
dirigir el proceso de pensamiento. En esencia, @nsamiento algoritmico es
simultaneamente un método de pensamiento y un rpadigoensar sobre el pensamiento
de uno” (p. 34).



Para estos autores, el modelo méas familiar de peesto algoritmico lo constituye el
modelo de cuatro etapas para la resolucion degr@d elaborado por Polya. En cuanto al
pensamiento recursivo, afirman:

“[...] es un método de pensamiento paso a paserininable, en el que cada paso
depende del paso o los pasos que viene inmediatanagtes que él. El pensamiento
recursivo es iterativo y autoreferencialp. 34).

Precisamente la naturaleza iterativa y autoref@kilel pensamiento recursivo es la
caracteristica que lo distingue del algoritmicpeaar de que ambos proceden paso a paso.
Para destacar de forma mas clara esta diferemcla,fegura 2 recogemos dos ejemplos de
problemas que requieren para su resolucion un pease algoritmico y recursivo.

(A) Un vendedor esta haciendo un viaje de negociobg disitar 4 de las siguient
6 ciudades: Barcelona, Madrid, Malaga, Sevilla,eviala y Oviedo. Seleccion
cuatro ciudades y determina la ruta mas corta @avajero. (A los estudiante
se les proporciona un mapa con las distancias ksti@pitales).

(B) Supongamos que posees baldosas 1x1 y 1x2 parauionaminos de longitu
1xn. ¢Cuantos caminos diferentes puedes crear? ljblldasa 1x1 seguida d
otra 1x2 constituye un camino 1x3 diferente al fatonpor una baldosa 1x
seguida de otra 1x1].

Figura 2.- Problemas que requieren para su resoluciéon urapeasto algoritmico (A) y recursivo (B)
(Adaptado de Mingus y Grassl, 1998)

2. UNA POLEMICA TODAVIA VIGENTE

Han pasado cinco siglos desde la feroz polémicatau® lugar en Europa entre los
llamadosabaquistas( o abacista}, partidarios del calculo con fichas sobre el ébade
numeraciones arcaicas como la griega o la romarsdgoristas defensores del calculo
escrito con numeros de origen hindd. Hubo que esperla época de la Revolucién
Francesa para dejar zanjada la cuestion: las astigécnicas de los primeros
desaparecieron a favor del célculo moderno de égmirglos, gracias sobre todo a la
simplicidad de los métodos desarrollados por lagpradtas que permitid su uso a la
mayoria de la gente.

En los dltimos afos la polémica se ha trasladadordlito educativo, pero esta vez se
juzga el como y porqué de la ensefianza de esostiage de lapiz y papel que tan utiles
fueron entonces. De hecho, Ramirez y Uson (1996taden el paralelismo tan
significativo existente entre la disputa surgidglas atrds y la controversia actual
establecida en torno a la ensefianza de los algsigstandar escritos para las cuatro
operaciones aritméticas basicas. Incluso llegaonaiderar que la resistencia mostrada en
la actualidad por algunas instituciones, entreseléaescolar, a la hora de abandonar la
ensefianza de estos algoritmos es comparable si@gmoconservadora adoptada en su dia
por los abacistas, reacios a olvidar sus métodasldalo tradicionales.

En GOmez (1999a) encontramos la justificacion hisa6de la inclusion de los
algoritmos canonicos en los programas de matersatfigiales. Tal como sefala, la
ensefianza del calculo aritmético segun la conocdropsen dia, con la presencia de las
denominadas “cuatro reglas de calculo”, comenzinfigurarse a principios del siglo XIX.
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Hasta esta época, por no haber un curriculum dbtiga estuvieron conviviendo en las

escuelas varios métodos de calculo para una mipera@on, siendo el profesor de aula el
gue debia seleccionar para su ensefianza unos s ptyoedimientos de acuerdo a su
criterio. Sin embargd]...] al establecerse el sistema general y publide ensefianza, se

hizo necesario un programa comun para los estudsme un mismo nivel educativo, un
programa de minimos que todos debia aprender, goesecuencia un solo método para
cada operacion; todos el mismo, el mejor por masegd; desde entonces estos
algoritmos seran conocidos como << las cuatro regla...” (p. 22).

Basicamente existen dos posiciones distintas daftas entre si, una a favor y otra en
contra, acerca de la ensefianza actual de estosloréle calculo y que también pueden
hacerse extensibles a cualquier algoritmo matematic

(@) Si la matematica tiene como objetivo priordaresolver problemas y encontrar
soluciones a cuestiones cada vez mas dificilegecpajue la necesidad de algoritmos esta
totalmente justificada. Son varias las razones gspaldan esta afirmacion. En primer
lugar, “en la matematica se considera resuelta una seeigobblemas de un determinado
tipo cuando se elabora el algoritmo para su resmot (Trajtenbrot, 1977, p.14). En
segundo lugar, el progreso en mateméaticas exigautamatizacion de los procesos
elementales para concentrar la atencion en lasasugkeas que estan aprendiendo, las
cuales, a su vez, necesitaran transformarse ematitas para poder abordar otras mas
complejas y asi sucesivamente (Skemp, 1993). Laecoiencia mas natural que se extrae
de estos argumentos para la aritmética escolam efelensefiar a los alumnos unos
algoritmos que resuelvan las operaciones aritmgtelamentales de forma sencilla y
automatica.

Usiskin (1998) enumera hasta nueve razones dissepor las que es Util poseer o
ensefar algoritmos matematicos: son eficaces,eBalprecisos, rapidos, proporcionan un
registro escrito, establecen una imagen mental,irsiructivos (p.e, la construccién con
regla y compas del triangulo equilatero exhibe alégmente propiedades caracteristicas de
lo “equilatero”), pueden ser utilizados en otrogoaitmos y pueden ser objetos de estudio
(comparacion de eficacia, caracteristicas mateasgtanalisis de velocidad,...).

Entre las ventajas de los algoritmos estandar tescpara las cuatro operaciones
aritméticas basicas, Hedrén (1998) destaca lafesigs:

- son métodos de célculo muy efectivos, fruto delcpso de refinamiento que han
experimentado durante siglos.

- son procedimientos que pueden ser utilizados el mismo modo por muy
complejos que sean los nimeros involucrados edl@ilo.

- constituyen un tesoro cultural que forma partdadkistoria de la matematica y que,
por tanto, debemos cuidar.

(b) Por otra parte, a pesar e los supuestos b@weficie proporciona la ensefianza de
unos algoritmos como los estandar para sumaryyestétiplicar y dividir, algunos autores
(Gomez, 1988; Maza, 1991) afirman que éstos haongratlo en la calculadora, para
operaciones con numeros grandes, y en el célculdaingara operaciones con nimeros
pequefos, duros adversarios que han terminado gepladar su posicion central en el
curriculum. En realidad, se viene cuestionando s@gtamas la importancia y necesidad
real de instruir a los estudiantes en unos prodediws de calculo sofisticados, de dificil
comprension y de dudosa utilidad practica parada gotidiana. Si la funcion principal de
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estos algoritmos canonicos es la de reducir eleesfumental, existen otros métodos de
lapiz y papel mas simples de utilizar (p.e., logejdla para el producto) aunque ninguno
de ellos es comparable a la sencillez, rapideica@h de la calculadora. Si lo que se busca
es un aprendizaje comprensivo, existen estudiosnguestran la deficiente comprension
gue poseen ciertos alumnos de los algoritmos fmadites asi como la elevada capacidad
de estos mismos sujetos para inventar y desarrgtacedimientos de célculo
significativos, tanto escritos como mentales.

Por limitaciones como éstas, esta posicion defiepaela presencia en el curriculum de
los algoritmos de columnas para las cuatro opeanasiaritméticas basicas deberia limitarse
drasticamente hasta, quien sabe, desaparecermpteto.

A decir verdad, la problematica establecida en aoanla ensefianza del célculo
aritmético elemental no se reduce Unicamente asimple discusion entre partidarios y
detractores de los algoritmos estandar, sino gustit@ye una cuestion mas compleja
donde intervienen todas las manifestaciones dellcay las posibles relaciones entre ellas
(figura 3). Por ejemplo, Carroll y Porter (1998)meocupan por distinguir los algoritmos
estandar de los de lapiz y papel, dando a entengelos primeros son so6lo un subconjunto
muy particular de los segundos. De hecho, la dif2eeentre ambos queda patente en lo
gue a su ensefianza se refiere. Asi, estos autaces lalgunas observaciones sobre la
utilidad que pueden tener los algoritmos escritosl@ula de matematicas:

(a) Algunos célculos no son faciles de realizar talerente.

(b) Frente a la calculadora o la estimacion metdalalgoritmos escritos constituyen el
método mas razonable para calcular con nimercaib medio.

(c) Hay alumnos que tienen dificultades para inaegoritmos por si mismos. En
estos casos, el aprendizaje de ciertos métodasossaresentados por el profesor puede ser
la alternativa adecuada.

(d) Existen condicionantes institucionales y s@safjue hacen que los estudiantes
necesiten conocer algunos métodos escritos pasaogeiacion.

Sin embargo, estas justificaciones favorables hbigamétodos de calculo escritos
difieren notablemente de la idea que poseen ras@edd ensefianza de los algoritmos
escritos_estandaEn concreto, afirman lo siguient&unque sea ventajoso para todos los
estudiantes conocer al menos un procedimientotespara cada una de las operaciones,
los algoritmos estandar ensefiados en la escuelaonoa menudo los mas apropiados o
comprensibles. Aunque son eficientes, el significdd estos algoritmos estandar... a
menudo es confuso para los alumnos que los apresideromprension’(p. 107).

Como veremos, los distintos enfoques en la ensafid@izcalculo actual se diferencian
precisamente por destacar alguna de sus manif@s¢gcen detrimento de otras (p.e., el

calculo mental sobre el escrito y la calculadorppyel modo de abordarlas y relacionarlas
entre si.



I Calculo Aritmético Elemental

I Mental Escrito I Calculadora/ordenadof

Aproximado Algoritmos Métodos Otros Algoritmos
I Exacto (Estimacion) Estandar Propios (historia, cultura,...)
Inventados

Figura 3.- Calculo aritmético elemental en sus distintas fieataciones

3.ERRORES EN CALCULO ARITMETICO ELEMENTAL

En general el tiempo que se dedica en las aulasatematicas de Primaria a ensefar
algoritmos de calculo es bastante extenso. No oiestauelen aparecer estudiantes en este
nivel e incluso en Secundaria que a pesar de teugton recibida continidan cometiendo
errores cada vez que utilizan estos métodos (DickBoown y Gibson, 1991; Kamii,
1995). Esta circunstancia ha llevado a algunossiigedores a analizar los tipos de errores
producidos, a establecer diferentes clasificaciggaga ellos e incluso a proponer teorias
explicativas de los procesos de razonamiento ggeesilos alumnos cuando inventan
procedimientos de calculo incorrectos. En Gome®4hbP podemos encontrar una extensa
recopilacion de referencias bibliograficas que haoencion a estos trabajos.

Henessy (1993) considera que la situatadsituacion en el aula todavia no ha cambiado
significativamente para la mayoria de los estudmmt pesar del creciente interés de los
investigadores y educadores matematicos por elndjage significativo y por buscar
aproximaciones mas efectivas para ensefiar ariem&ion comprension. Se cometen
muchos errores en el célculo aritmético provocagms el uso de algoritmos “buggy”
(versiones erroneas de algoritmos correctos uliigade forma sistemética). Aunque esta
autora reconoce que la “repair theory” y otros nmgl®asados en el procesamiento de la
informacion han proporcionado gran cantidad de ciomiento acerca de los procesos
involucrados en la adquisicién de algoritmos aritoas, también sefiala que aln quedan
muchas cuestiones por resolver. Para ella, lascexpines dadas tradicionalmente sobre
coémo cambian en los alumnos las estrategias diicgso de problemas no son adecuadas
y las investigaciones empiricas referentes a kbéistad de los “bugs” han sido minimas y
mal ejecutadas.

Para estudiar la permanencia de estos “bugs” eedigliantes, Hennessy realiza una
experiencia con 30 alumnos de 4° grado (10-11 ayi&) de 3° (9-10 afos) en la que
tienen que resolver con lapiz y papel 13 restadifgeente dificultad. A los dos meses se
les vuelve a pasar una nueva prueba similar até&aiany al siguiente mes una tercera con
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las mismas caracteristicas. Las conclusiones nigysarges obtenidas con este estudio son
las siguientes:

(@) En general, el impasse que se produce en elnalwal no poder continuar con el
procedimiento correcto de célculo permanece estaliddargo del tiempo. Por el contrario,
los alumnos no aplican reglas “buggy” de modo sigteco, siendo la estabilidad de los
errores numericos y los “bugs” individuales lim@ad

(b) Los estudiantes pueden alternar procedimietdao®ctos e incorrectos a la hora de
resolver problemas con idéntica estructura matematdiferentes nimeros. Factores como
el contexto en el que las reglas defectuosas sa@mdigas o el nivel de motivacion para
usar el procedimiento correcto hacen que estoashle.

(c) Aparecen “bugs” a dos niveles. Unos son sugaléis, sintacticos e inestables y
otros profundos, semanticos y estables. Estos astirmunque sean escasos, son los que
deben preocupar a profesores y educadores matematic

En esta misma linea se encuentra el trabajo denblatanaiwa e Inagaki (1996) con el
gue pretenden aclarar los motivos por los que mht@dos alumnos tienen necesidad de
crear y utilizar algoritmos “buggy” en problemasrdstar con nimeros de varias cifras. La
justificacion clasica de la “regla desconocida gagepara” contrasta con la que proponen
estos investigadores. Ellos adoptan el denomiradoque de la variante atractivg
afirman:

1. Los chicos que muestran errores sisteméaticds sunstraccion con niumeros de varias
cifras a menudo conocen el algoritmo correcto (sesfmidel “procedimiento correcto”).
Esto provoca que sea poco sostenible el puntostie dé la regla desconocida.

2. Los alumnos confian en los algoritmos “buggytque los consideran variantes
correctas que ahorran esfuerzo mental en el cél(supuesto de la “economia de
esfuerzo”).

Los dos supuestos son confirmados empiricamentensirando en un primer
experimento y a una muestra de 110 alumnos dead@® @9 afios) un test con items en los
gue hay que restar nimeros de varias cifras, canpameros expresados en términos de
unidades, decenas y centenas, sumar nimeros dmlancifra y obtener complementarios
de numeros sobre un total de 10. La experiencia pesmanifiesto que en una misma
sesion y en un mismo cuestionario los participantesespondieron utilizando de forma
consistente un conjunto fijo de reglas, sino queradron estrategias y procedimientos de
calculo incorrectos con los métodos correctos f&ma conclusion ya la obtuvo Hennessy
(1993) aunque en sesiones separadas). Este resskadonfirmd posteriormente en un
segundo experimento con 79 alumnos dgr@do (9 afios), 79 de 4° grado (10 afios), 62 de
5° (11 afios) y 81 de 6° (12 afios). Ademas, quetiiicado el segundo supuesto al
observar que mientras mayor es la habilidad dedasdiantes en el manejo de las destrezas
simples implicadas en la sustraccion con llevadasayor es la comprensién conceptual
del principio involucrado en el algoritmo correctognor es la tentacién de confiar en
procedimientos erréneos. Los alumnos no tienensided de ello porque el algoritmo
(correcto) que ya utilizan les resulta sencillo. &mbio, aquellos que no manifiestan
competencia en estos dominios, buscando una ecandeniesfuerzo mental inventan
métodos alternativos mas sencillos, atractivostgrmalmente incorrectos.
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Como método para dirigir de forma efectiva la rexapion de aquellos estudiantes a los
gue se les ha identificado previamente algin eisdematico, Stefanich y Rokusek (1992)
intentan poner de manifiesto las potencialidadesladensefianza diagnodstica (o por
diagnostico). Siguiendo las directrices de este tip ensefianza, los autores describen un
estudio realizado con estudiantes de 4° de Prindande examinan, en una primera fase,
los errores cometidos por una muestra de 25 alurahosmpletar un pretest en el que
debian utilizar el algoritmo estandar escrito m#védir nGmeros naturales. Las respuestas
incorrectas estuvieron motivadas por tres tiposmeres:_aleatorigsen los que no fué
posible identificar una regularidad aparente, debidl descuidg sistematicoslos que
seguian un modelo establecido. Para su andliss, elwores sistematicos fueron
clasificados, a su vez, en 6 categorias: erroxgpados por el valor de la posicion, por el
uso del resto, por el concepto de cero/identidad,up procedimiento defectuoso, por el
reagrupamiento y por los hechos numeéricos basicos.

Tras completar el andlisis de errores y el procdsoensefianza posterior, que
describiremos en el préximo apartado, se volvigauar a los alumnos con el mismo test
del inicio. Los resultados obtenidos antes y despleéla intervencion pueden verse en la
tabla 1. Entre los resultados mas destacablesstigdie, Stefanich y Rokusek sefialan el
hecho de que en la mayoria de los casos solo fiesaigo mostrar uno o dos ejemplos de
procedimientos incorrectos para hacer que los absroarrigieran sus errores.

Tipo de error N° de errores en el Pretesty  N° deoegs en el Postest
Por descuido 68 17

Aleatorio 15 0
Sistematico 6 8
Reagrupamiento 14 3

Valor posicional 9 0

Concepto cero/identidad 10 0

Hechos numéricos basicos 0 0
Procedimiento defectuoso (¢ 17 5

incompleto

Resto 6 0

Tabla 1.-Clasificacion de los errores cometidos en el ptgtgostest.

4. TENDENCIAS EN LA ENSENANZA DEL CALCULO ARITMETICO EL EMENTAL

En los ultimos afios se han venido elaborando petasi@lternativas de actuacion en el
aula para desarrollar una instruccion mas efegtiveejorar la ensefianza-aprendizaje de los
algoritmos de célculo elementales. La mayor pagtéod documentos que hemos revisado
sobre ensefianza de algoritmos numéricos provieaepudlicaciones que van dirigidas
principalmente a profesores de matematicas y recpggpuestas y sugerencias didacticas
acerca de como trabajar en el aula con los méweaglculo correspondientes a las cuatro
operaciones aritméticas basicas. Estos trabajoguauson de caracter divulgativo se
apoyan en investigaciones previas y dejan entrdiferentes concepciones acerca del
aprendizaje y desarrollo cognitivo del nifio. Juatellos hemos localizado también otros
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documentos que resumen algunos trabajos de ingegtigrelacionados con la ensefianza
de algoritmos en la escuela.

En la revision llevada a cabo se han detectadagsdisdineas de actuacion claramente
diferenciadas que pasamos a describir a continmacio

4.1 Ensefanza de los algoritmos estandar. Distintaproximaciones

Para Stanic y McKillip (1989) los métodos de cacabrmalmente se presentan en clase
como algoritmos estandar que los alumnos deben ndomsin existir un periodo de
desarrollo previo donde se progrese en etapasigasa@®sde la manipulacion significativa
con material didactico (bloques multibase,...) &adt procedimiento clasico de lapiz y
papel que todos conocemos. Ellos consideran, ptw,tque el punto de partida para llegar
a comprender un determinado algoritmo se sitld #ab&jo con materiales manipulativos,
siendo fundamental la utilizacion de algoritmoseeridos o desarrollados para ayudar a
los alumnos a establecer conexiones adecuadaséniemejo de los objetos concretos y el
algoritmo estandar. Esencialmente, el proceso aalestos fases: una, donde los alumnos
realizan las acciones de sumar, restar, etc., lomaterial didactico especifico, a la vez que
se presenta el correspondiente algoritmo exteraidmpanado con una descripcion verbal
adecuada; y otra, donde los alumnos comparan @litag extendido y el estandar, que a
la postre sera el definitivo y el que tendran qureiader.

Stefanich y Rokusek (1992) también son partidadesla utilizacion de materiales
didacticos para ensefiar algoritmos estandar awswgurelusion en el aula la complementan
con un andlisis de los errores cometidos por lesniabs. En efecto, estos autores
desarrollaron como segunda fase de su ensefiangilagabstico, un programa instructivo
de dos dias de duracion tras pasar el pretest ectlin de errores para el algoritmo
estandar de la division. En el primer dia, los gsofes que participaban en la investigacion
expusieron de nuevo ante sus alumnos el algoritsodte de la division con ayuda de
blogues multibase (base 10). Posteriormente, para se familiarizaran con el
procedimiento se les pidié a los estudiantes quadman grupos de cuatro y resolvieran
divisiones similares empleando el mismo materidhdiico. Al final de la sesién se hizo
una puesta en comun de cada una de las tareaseptapu

La tactica empleada en este primer dia consistféagmentar el algoritmo en sus partes
mas simples, tratar de dominarlas de forma autem&treconstruir a partir de ellas todo el
proceso de calculo. Es lo que los autores denonténtitnica de “procedimentar”, esto es,
“hacer que los estudiantes ejecuten la destrezaesiar que pensar sobre ellgp. 202).

En el segundo dia, cada profesor recopilé algumosos errores cometidos por los
alumnos durante el dia anterior, los expuso antgr@gbo y desarroll6 una instruccién
directa acerca de como corregirlos. A continuaci@s, propuso que identificaran y
corrigieran errores similares haciendo uso de terapido.

Una vez concluidas las dos sesiones, los estudigataron a una unidad de resolucion
de problemas con calculadora durante 5 semanasonad sefialabamos en el apartado
anterior, al final de todo el proceso de ensefiaezeolvié a evaluar a los alumnos con el
mismo test del inicio.

Apoyandose en los datos obtenidos, Stefanich y s&kilegan a la conclusién de que
la instruccion por diagndstico desarrollada resudti@ctiva. Segun ellos, sin una
intervencion como ésta los errores sistematicosetidos hubieran continuado durante un
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periodo de tiempo considerable. Por este motivepmgendan a los profesores de
matematicas que busquen regularidades en los elaoseos que recopilan de sus alumnos
cuando estan trabajando con tareas de célculo.igwmmn aconsejan no dedicar el tiempo
solamente a puntuar y calificar las produccioneslode estudiantes. Por el contrario,
consideran mas importante analizar el trabajo teselaborado puesto que de €l se obtiene
informacion util para el diagnostico y la posteriglanificacion de un programa de
instruccion adecuado con el que se podra remexigrdsibles deficiencias detectadas.

Otra aproximacion diferente es la de combinar lostenmles manipulativos con
explicaciones escritas producidas por los estuearin referencia a esto, Whitin y Whitin
(1998) aconsejan el empleo de la escritura comoiongdra dar sentido a las reglas
artificiales asociadas a los algoritmos de calque los alumnos normalmente no logran
comprender. Es mas, afirman que los profesoresgpuetilizar la escritura para valorar la
comprension de los estudiantes, fomentar el sentideérico y mejorar el contenido de las
conversaciones matematicas.

A modo de ejemplo, la figura 4 recoge la explicacdada por una nifia de 4° de
Primaria (Danielle) al multiplicar 72 x 25 con ayude bloques multibase (base 10). De su
explicacién puede deducirse con facilidad la comgide que posee de la propiedad
distributiva.

Farjelle

4g» F‘.’rs+, T % audk
+1, 4004 by 5 untls + qot 10
11200 et T x the ettom

S longs by + +
350[- én, T » dfie shde
2 lemgs by & + got
‘fa.ﬂl;ng,l“ax 7 41&75
by & + got 1400,
Last, T "addad all

of the # “ogether

+ Yy Answer was
i£60.

Figura 4.- Explicacion de Danielle al multiplicar 72x25 usariddoques multibase
(Tomado de Whitin y Whitin, 1998)

Otro uso caracteristico de la escritura para evddueomprension consiste en proponer
a los estudiantes que inventen enunciados de pnableuya solucién se obtenga a través
de un célculo dado (p.e., 50-32=18). Asimismo, pusal Util el empleo en clase de diarios
o cuadernos de campo donde se registren todasddsgcgiones y célculos realizados por
los nifios al resolver problemas. En opinion de WhitWhitin, este material escrito podria
ser empleado posteriormente en el aula para reflaki y discutir en comun las
justificaciones escritas elaboradas por algundsesialumnos.

Por su parte, Schliemann, Dos Santos y Da Cos&8)Hlvierten sobre el hecho de que
los métodos de ensefianza basados en el uso deafeatelidacticos para conectar la
componente sintactica y semantica de los algorita®scélculo no han alcanzado la
eficacia deseada (Resnick (1992) hace un brevesmsndé las carencias de estos métodos).
Estos autores plantean una aproximacion alternatige la comprension en dos fases:
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1°) Fomentar que el alumno construya sus propglasg convenios para representar de
forma escrita los calculos mentales que ya es apapecutar.

2°) Con ayuda del profesor, adaptar gradualmenteepaesentacion escrita de los
métodos de célculo que utiliza el chico a los atgars clasicos aceptados en la escuela.

Como contribucién para demostrar la viabilidad sk& @proximacién, Schliemann y sus
colaboradores presentan un estudio donde se rdagg®gresiva sistematizaciéon de un
algoritmo escrito inventado para sumar llevada laocpor un alumno (14 afios) con
dificultades de aprendizaje en los algoritmos esesl Aunque el procedimiento inventado
no resulto tan refinado como el que tradicionalmesg ensefia en la escuela, el estudiante
manifestd en su uso una profunda comprension deplepiedades del sistema de

numeracion decimal.
A 279
4
0 & L
WE/_' vﬂi

Figura 5.- Adiciones con el algoritmo invertido resultante

Boero, Ferrari y Ferrero (1989) describen los pownes de una investigacion de tipo
curricular realizada para elaborar, con relacidosaresultados y conclusiones obtenidos,
propuestas de ensefianza para aproximar a los audenan modo comprensivo a los
algoritmos escritos de las cuatro operaciones étitas basicas, con especial interés en la
division. Segun estos autores, la aproximacion aalgoritmo escrito para la division
comienza con la eleccion de los problemas que seeptaran posteriormente a los
estudiantes. En esta fase, destacan la importaec@nsiderar “campos de experiencia”
concretos, expresion que emplean para referifaguellos contextos, identificados por el
nifio como unitarios y reconocibles en base a sepips caracteristicas, en los cuales el
profesor propone actividades de modelizacion matiemaresolucion de problemas
aritméticos y geométricos, etqp. 18).

Respecto a la administracion de las diferentesidaties de resolucion de problemas se
aconseja que las primeras estén relacionadas t@tisnes vivivas directamente por los
estudiantes. En una etapa posterior, se podrigpopep problemas en situaciones no
experimentadas por los alumnos aunque si similarakgyunas de las ya conocidas con
anterioridad o vividas fuera de la escuela. En cquiaf caso, las tareas ficticias son
excluidas de la secuencia de ensefianza. Ademas, laglactividades se plantean a sujetos
gue todavia no dominan ningun procedimiento deut@lescrito para la division. Los
autores estan convencidos de que los alumnos,véstrde la creacion de métodos de
calculo propios para resolver tareas de este fipdran llegar a comprender la divisién
como un modelo matematico identificativo de un ooty de situaciones problema. A
diferencia de la ensefianza tradicional, la formaalimn estandar de la operacion aritmética
guedaria aplazada en esta aproximacion hasta g@stiadiantes tuvieran conocimiento de
los significacos de la operacion.
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En el camino hacia un algoritmo escrito para lastw, el profesor tiene la labor de
plantear en el aula las actividades mencionadaspilar y mostrar en conjunto las
distintas estrategias elaboradas por los alumnmosppar en ellos la reflexion y el dialogo
con la comparacion de los métodos surgidos y dasyafomentar los procedimientos mas
efectivos.

Para mostrar la adecuacion de esta aproximacioaroBet al. desarrollaron durante
cinco afnos una investigacion que involucraba adl28s de 1° a 5° de Primaria y en la que
emplearon una metodologia mixta, con observacialestas en el aula, andlisis de
protocolos y test de evaluacion.

Las principales estrategias empleadas por aluma@sal10 afios al resolver algunos de
los PAEV de division (particion y medida) propuestiurante el proyecto fueron éstas:

1. Estrategias de distribucion manipulativa. Divisidasada en el dibujo o realizada
con ayuda de materiales concretos.

2. Distintas estrategias de ensayo y error para cdarédividendo.
2.a) Adicion repetitiva
2.b) Multiplicacion:

- como suma reiteradéeste modelo se ajusta mas a los problemas de
medida). Exite una version mas sofisticada en la ge utilizan
relaciones numeéricas (doblar,...).

- como operacion inversa de la divisi@@h* ? = D). Este modelo se ajusta
mas a los problemas de particion.

3. Sustracciones repetitivas hasta “vaciar” eld#indo.

3.a) Version simple

3.b) Versién mas sofisticada donde se combinaayzto y la sustraccion. Este
método de célculo es el que mas se acerca al tahgoestandar escrito para dividir
nameros naturales.

En resumen, tras finalizar el proyecto Boero ellelan a la conclusion general de que
con el método de ensefianza empleado se obtienkgara mejoria en la competencia y
comprension de los estudiantes. Esto es asi padoelargo del proceso seguido los
alumnos tuvieron la oportunidad de acceder a Igsifstados menos evidentes de la
division y de descubrir multitud de regularidadasmn@ricas y operativas. Asimismo,
llegaron a comprender con relativa facilidad unoatmo escrito para dividir nUmeros
naturales (el surgido de la estrategia 3b) igualefleaz que el estandar pero con la
diferencia de que cada uno de los pasos estabanpéerte justificado.

Por ultimo, hemos de destacar las actividades gdalias por Gavilan y Barroso (1996)
para trabajar en el aula con diferentes algoritadgméticos (multiplicacion, raiz
cuadrada,...). En el caso del producto, proponemusel de tareas de resolucion de
multiplicaciones con cifras desconocidas para pajeehender las propiedades de la
multiplicacién y alcanzar una comprension concdpte algoritmo, “que a veces se
piensa que solo conlleva una mera comprensiénunsntal” (p. 193).
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Inspirandose en la filosoffa del cuasi-empirismo ld&katos, Gavilan y Barroso
describen el dialogo entre profesor y alumnos greetlugar en una clase de Primer Curso
de la Diplomatura de Maestro al intentar resoleesiguiente multiplicacion con cifras
desconocidas:

En el proceso de reconstruccion de esta multipbodos estudiantes se ven obligados a
conversar entre si para confirmar o refutar supigsoconjeturas y la de los demas, siendo
fundamental el papel del profesor como moderadprig de la sesion.

Con actividades de este tipo, los autores quier@strar una enseflanza de la
matematica alternativa, lejos de los métodos elposi tradicionales, en la que los
alumnos participan activamente con procedimiemémmales, con dudas en el proceso y
con conjeturas iniciales que deben probar o rechaza

4.2 Ensefanza de algoritmos escritos alternativos

Frente a los procedimientos estandar, Carroll yelP@¢2998) optan por la presentacion
en el aula de algoritmos escritos alternativos coasprensibles para cada una de las cuatro
operaciones aritméticas basicas. Tal como sefialos métodos de calculo podrian ser
Utiles para los estudiantes con independencia destauccién que reciban. Si ésta es
tradicional, basada en la ensefianza de algoritrsténdar, los métodos alternativos
expuestos servirian para mostrar a los alumnosegisgten otras formas de calcular.
Asimismo, les da la oportunidad de tener un pronedito de calculo valido a aquellos
estudiantes con dificultades para el aprendizajelodemétodos tradicionales. Por el
contrario, en caso de que la ensefianza recibidacestrada en el calculo mental y en el
uso de la calculadora, los algoritmos mencionadopgecionarian un método de lapiz y
papel para trabajar con numeros de tamafio med®,nguson faciles de manipular
mentalmente pero para los que tampoco se haceaniecelsempleo de la calculadora.

Por otra parte, Philipp (1996) que es uno de losainvestigadores estadounidenses en
Educacion Matemética que apuesta por una reforméa emsefianza de la aritmética,
aprovechando la diversidad cultural y étnica de alusnnos (futuros profesores de
Primaria) propone tareas centradas en la busquedégdritmos de célculo alternativos a
los que tradicionalmente se ensefian en la mayerilasl escuelas norteamericanas. El
mensaje que quiere transmitir Philipp con activetade este tipo no es el de sugerir a los
profesores que ensefien una gran cantidad de aigsripara cada operacion, ni tampoco

1 “...] las matematicas informales y cuasi-empiricas se desarrollan mediante un monétono
aumento del nimero de teoremas indubitablemengblestdos, sino que lo hacen mediante la
incesante mejora de las conjeturas, gracias a [@eslacion y a la critica, siguiendo la logica de
pruebas y refutacioneg(Lakatos, 1994, p. 20).
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gue eligan el algoritmo mas conceptual, y por t@htmas adecuado para su ensefianza, de
todos cuantos hay. La intencion es que el profdédiacilidades a los alumnos para que
presenten en clase algoritmos alternativos, bieentados por el propio estudiante o bien
aprendidos fuera de la escuela, y crear a partellde discusion sobre como y porqué
funcionan asi.

Esta aproximacion evitaria, entre otras cosas,lgmus como el detectado por Ron
(1998) en aquellos estudiantes de Primaria de rorlggno que estudian en colegios
estadounidenses. Estos chicos se encuentran emmuohetéos momentos ante dos
procedimientos diferentes para restar, uno ensefiadel profesor en la escuela y otro por
la familia en casa (figura 6). Por falta de una pmmnsion adecuada algunos de ellos
combinan ambos métodos de calculo creando unosteigs hibridos que son incorrectos.

Ante esta situacion, Ron defiende la ensefianzd anl& del algoritmo US frente al
europeo por considerar que los alumnos llegan grmderlo con menor dificultad. Por
este motivo, presupone que en un futuro proxime algforitmo terminara por implantarse
en las escuelas europeas y latinoamericanas.

Los algoritmos escritos alternativos no surgen aminte por factores culturales sino
también de la historia de la matematica. Mason§)L88ude a ella y aconseja emplear en
clase algoritmos propios de épocas pasadas puesta traves de la comparacion de los
métodos de calculo antiguos con los actuales sdepomstrar claramente a los alumnos
gue el conocimiento matematico no es estatico fmiteo sino que evoluciona a lo largo

del tiempo.

4 13 13
~%3 _5%
28 3R 8
2t 2t

Figura 6.- Algoritmo para la sustraccion empleado en US (awia) y en Eumpa y
Latinoamérica (derech

Como ejemplo de algoritmo historico alternativese@amos el algoritmo denominado
“calculo sobre lineas”, un procedimiento empleadoeksiglo XV por los comerciantes
europeos para sumar y restar. Las reglas parasespiee las cifras y realizar los calculos se
resumen en los siguientes puntos (fig. 7):

1. Las lineas representan las unidades, decenaspasn&tc. Los espacios entre lineas
(comenzando desde abajo) representan respectivasesd, 500,...
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2. No se permiten mas de cuatro fichas en una lineggside una en un espacio.

3708 + 296

3708 296 4004

Figura 7.- Un ejemplo de suma con el algoritmo de “calculoredineas”

Entre las ventajas de este método, Mason mencldrecko de que la adicion se puede
realizar sin necesidad de conocer las tablas darsukidemas, la manipulacion de las
fichas refuerza los conceptos de valor posiciondeyreagrupamiento, y permite dar un
sentido al mecanismo de “llevadas”. En cuanto extansion, la autora considera que no
resulta dificil mostrar a los alumnos el procedmepara restar una vez que se han
familiarizado con el de la suma.

4.3 Invencion y desarrollo de algoritmos propios

Motivado por el dilema existente entre la ensefia®zks algoritmos estandar escritos
para las cuatro operaciones aritméticas basicasepdefianza centrada en el desarrollo de
métodos de calculo alternativos elaborados poptopios alumnos de Primaria, Hedrén
(1998) estudia la evolucion de una clase desda@alb® de Primaria perteneciente a un
colegio normal de Suecia, donde a los estudiantesenles ensefia ningun algoritmo
estandar sino que se trabaja con ellos para quentew y desarrollen sus propios
procedimientos de calculo escrito, bajo la Optiea abnstructivismo social. En el aula
experimental se foment6 el uso de: (a) distintotodus de lapiz y papel, (b) el calculo
mental y la estimacion, y (c) la calculadora. Eriniteva, se contemplé el célculo
aritmético elemental en todas sus manifestaciome®xcepcion de los algoritmos estandar
escritos.

De las distintas observaciones realizadas al wathajlos estudiantes, Hedrén extrajo
algunas conclusiones interesantes, entre las cdedtacamos las siguientes:

(a) Los alumnos mostraron una elevada comprensiénalet posicional por hacer los
calculos en numerosas ocasiones separando lanhagnteecenas y unidades de las
cifras.

(b) Se puso de manifiesto el dominio de las propiedatiesas cuatro operaciones
aritméticas. En concreto, para simplificar los glds algunos estudiantes emplearon
un tipo de compensacion en la adicion y la sudtiacasi como la propiedad
distributiva del producto y la division respectoldesuma.

(c) Los métodos escritos inventados por los alumnogsofuenuy similares a los
utilizados cuando calculaban mentalmente. En cagitido, se podria decir que son
la representacion escrita de los procedimientagtbello mental.
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En consecuencia, Hedrén duda de la necesidad eeahsefar algoritmos como los
estandar para las cuatro operaciones aritméticasasa En su opinion, si los profesores y
padres de alumnos insisten demasiado en su ensefésta al menos deberia aplazarse
hasta 6° de Primaria 01 de Secundaria, cuando ya los chicos han tenidoientes
oportunidades para desarrollar un buen sentido ncon§ estdn en condiciones de
comprender esos métodos hasta ahora incomprensibles

En Kamii, Lewis y Livingston (1993), Burns (1994)Kamii y Dominick (1997) se
adopta una posicion mas critica sobre la conveierde ensefiar algoritmos
preestablecidos en los primeros afios de escolaraoyandose en el constructivismo
piagetiano, estas autoras defienden una ensefiania atitmética que se preocupe por
ofrecer a los alumnos oportunidades para que iamestis propios metodos de célculo.
Kamii et al. (1993) dan tres razones para validga postura:

1. Los estudiantes no tienen que renunciar a su ppEgrieamiento.

2. A diferencia de lo que ocurre con los algoritmas,cemprension del valor de la
posicion se refuerza y no se debilita.

3. Los alumnos desarrollan un mejor sentido numeérigo sp demuestra tratando a los
numeros globalmente, como un todo y no como ciéesanas unas de otras pero
independientes.

Segun Burns (1994) lo ideal es considerar la atitm&omo parte de un curriculum de
matematicas centrado en la resolucion de probledwagje las situaciones y el contexto
son las que determinan la eleccion de los proceditos adecuados.

Por otro lado, Kamii y Dominick (1997) ponen de ifiasto el caracter nocivo de los
algoritmos a través de unas entrevistas individuetalizadas en la Hall-Kent School de
Birmingham (Alabama) a estudiantes que habian sidtuidos en procedimientos de
calculo (“con algoritmos”) y a estudiantes que mb&bian sido (“sin algoritmos”). A todos
se les pidio que realizaran las mismas operacianigséticas por el método que creyeran
mas oportuno, y a la vez, explicaran el procesaidegen la consecucion de la solucion.
En los datos obtenidos Kamii y Dominick observandmuientes hechos:

(a) Los alumnos de las clases “sin algoritmos” wieton un porcentaje de respuestas
correctas muy superior al conseguido por los estiies de las clases “con algoritmos”.

(b) La diferencia mas importante estriba en lapuestas incorrectas dadas por los
nifos. Los alumnos de las clases “con algoritmadsitoth unas respuestas incorrectas
irrazonablemente grandes y pequefias. Por el cimttas producidas por los estudiantes
de las clases “sin algoritmos” fueron mas razorgable

(c) Las explicaciones que proporcionaron los alsmmouestran la profunda
comprension de unos (“sin algoritmos”) y no de stfwon algoritmos”) en relaciéon con
los principios que rigen los célculos aritméticos.

Haciendo uso de la clasificacion propuesta por éRiag los tipos de conocimiento
existentes: fisico, ldgico-matemético y social-camional (Kamii, 1995), estas
investigadoras destacan que los algoritmos enseftarjoen dia en la escuela pertenecen al
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conocimiento social-convencional determinado p@oeiedad y el tiempo en que vivimos.
En cambio, en los procedimientos de calculo questcoyen los alumnos interviene un
conocimiento l6gico-mateméaticdEsta diferencia explica porqué los algoritmos no
ayudan al desarrollo del razonamiento matematicolate nifios” (Kamii y Dominick,
1997, p. 58).

En Espafa también aparecen defensores de estadende la ensefianza del célculo
aritmético elemental. Entre ellos estan Ramires§n1996) por afirmar qug..] el sitio
de los algoritmos de lapiz y papel esta junto enkquina de Pascal o al 4baco en el museo
de viejos instrumentos de calculo para deleite ulosos, estudiosos y coleccionistdp’
64). Entre las razones expuestas para justifidar afgmacion se encuentra la siguiente:
“[...] nuestros algoritmos que son los mas refinady sintéticos que hayamos podido
conseguir estan, por esa misma razon, lejos dedskcticamente los mas adecuados al
estar alejados del sentido ultimo de la operacide gfectian y de las propiedades de los
numeros implicados en ellas..(p. 64). Estos autores exponen para cada operacion
aritmética una variedad de procedimientos de adlaliérnativos que se acercan mas a los
significados de las distintas operaciones; algutesllos fueron inventados y empleados
de forma natural por alumnos pertenecientes a lancgupacional de La Rioja.

4.3.1 Algunas observaciones en torno a esta apmwiin

Aquellos que defienden una ensefianza de los atgmwitaritméticos basada en la
invencion por parte de alumnos de sus propios métdd calculo deben tener presente que
no conviene aceptar cualquier algoritmo por el &gcho de haber sido inventado por un
estudiante. Son necesarios unos criterios de \@dorgara determinar si deben o no ser
aceptados como procedimientos adecuados. Por gje@g@mhbell, Rowan y Suar¢t998)
enumeran tres criterios:

(a) Los métodos inventados deben ser eficientes (rapidomodos, sin excesivo
registro escrito,...).

(b) Deben ser matematicamente validos.

(c) Deben ser generalizables.

Se aconseja que los alumnos participen a la hordedglir la validez, eficiencia y
generalidad de sus propios algoritmos asi comodissus compafieros. A modo de
ejercicio, adjuntamos al final del documento alguatgoritmos inventados sobre los que
hay que decidir si son suficiéntemente validosaegs y generalizables (ver anexo).

Por otra parte, conociendo la propuesta de ensaft@nKamii y colaboradoras, Carroll
(1996) analiza en su trabajo el nivel de competeraitmético que realmente puede
alcanzar un alumno medio cuando esta inmerso eamitulum de matematicas basado en
la resolucion de problemas y sin instruccion daed¢l profesor. Asimismo, estudia los
algoritmos que son capaces de desarrollar estodiastes y las estrategias implicadas en
Su uso.

El autor selecciona tres colegios de diferenteeckaxio-econdmica para realizar unas
entrevistas a 33 alumnos de 2° grado (11 de cddgiapen las que se les piden resolver
tres problemas aritméticos de enunciado verbahctanisticos del curriculum reformado, y
tres problemas descontextualizados de puro caltiplogs del curriculum tradicional.
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De los resultados obtenidos, Carroll destaca |lasaesdiferencia en el éxito de los
alumnos al resolver los dos tipos de problemas, @lgg es contrario a otros resultados que
aseguran que los estudiantes a menudo encuengrgnololemas de enunciado verbal méas
dificiles que los de mero calculo. Otro resultadidata que aunque se le ha dado poco peso
a la instruccion en el nuevo curriculum, los estotis han calculado tan bien o incluso
mejor que aquellos que han recibido una instructiddicional. Sin embargo, a pesar de
gue investigadores como Burns (1994) o Kamii y Dooki (1997) sugieren eliminar la
ensefianza de algoritmos tradicionales en la escoelday evidencias claras sobre la
capacidad real que tienen los estudiantes paratsnvg usar procedimientos aritméticos
significativos sin instruccion directa alguna. lesp, la conclusion mas relevante a la que
llega Carroll con este estudio se centra en actar@res el nivel de competencia aritmética
gue debe alcanzar un alumno medio en su paso pesdaela. Segun el autor, son
necesarias investigaciones dedicadas a estudiavela®jas y desventajas del uso de
algoritmos alternativos (mentales y escritos), riaciones entre el conocimiento de los
hechos numeéricos y los algoritmos alternativod, yapel que juega el conocimiento y las
creencias del profesor en la instruccién.

Precisamente, Steinbring (1989) examina cémo kencias y limitaciones del profesor
influyen notablemente en la ensefianza de la matsaam&n opinion de muchos profesores,
el desarrollo del conocimiento mateméatico descaokme operaciones y procedimientos
algoritmicos bien definidos y definiciones precisi@slos conceptos comunicadas por el
profesor. Asi, en la ensefianza de las matematiseslages generalmente se viene
produciendo un fendmeno dégoritmizacion del conocimientgue consiste en reducir los
procesos de aprendizaje a la simple transmisioactdir por parte del profesor de
procedimientos, reglas y técnicas operacionalegirs8teinbring, esto es debido en parte a
una serie de restricciones de caracter socialstepblogico que afectan de manera directa
al docente. La expectacion de que el profesor égatd” conocimiento matematico de
forma apropiada a sus alumnos, junto con la condepte la matemética escolar como
“materia de contenido”, conduce a la idea equivadade que el conocimiento matematico
s6lo puede ser comunicado directamente si se hamHas suficientes simplificaciones
metodoldgicas y didacticas.

Para Steinbring el profesor deberia darse cuensaisiémitaciones, que dependen de la
naturaleza teérica de propio conocimiento matemdtide las restricciones especificas que
impone el entorno social. Teniendo en consideracgstas limitaciones, deberia
proporcionar oportunidades de aprendizaje parasgsesstudiantes reconstruyan de forma
activa relaciones matematicas. El profesor no aelgirse como el centro que domina y
determina con todo detalle el proceso de aprer&izaj

4.4 Aproximaciones integradoras

Curcio y Schwartz (1998) intentan consensuar laegad de métodos de ensefianza
propuestos para los algoritmos aconsejando encombia aproximacion que equilibre y
conecte el desarrollo del pensamiento algoritmmeolucrado en la invencion del nifio con
los algoritmos mas tradicionales del curriculumg®eellos, esto es lo mas adecuado ya
gue es imposible que los alumnos construyan pomisimos todos los algoritmos
matematicos necesarios para progresar con gamantés cursos superiores. Aunque no la
haga explicita, esta idea también se desprendarell1996).

Ahora bien, al igual que Steinbring (1989), losoaes dejan claro su desacuerdo con los
métodos expositivos tradicionales que utilizan &yania de los profesores en clase. Se
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apuesta por un modelo de ensefianza basado endevatién de los alumnos y en la
posterior toma de decisiones instruccionales. Esfdajo el supuesto de que los alumnos
son capaces de inventar reglas y descubrir relasjda labor del profesor consiste en
escuchar y plantear preguntas precisas al estedipata identificar su nivel de
comprension, y a partir de aqui, tomar decisiors®es la instruccion basadas en el
conocimiento que el profesor obtiene del nifio. 8drig pensar que estas pautas de
actuacion son caracteristicas de lo que se ha deadodisefio de ensefianza diagndéstica
en matematicagStefanich y Rokusek, 1992; Bell, 1993).

A pesar de todas estas indicaciones, Curcio y Sthweanbién [laman la atencion sobre
la dificultad de decidir cuando y como formalizar algoritmo ante el alumno. Para ellos,
en esta decision influyen factores que tiene queee el tiempo dedicado a profundizar en
las relaciones matematicas, la frecuencia de usdgdeitmos inventados y la cantidad de
algoritmos utiles que el nifio ya posee.

En la misma linea, Kouba y Franklin (1995) recordan que el profesor actie en el
aula, en parte, como si fuera un investigador adliga solucionar problemas concretos en
situaciones especificas. De las ideas de estasaalge desprende que son partidarias de la
investigacién-accioromo método mas adecuado de investigacion edacativ

ENSENANZA ENSENANZA BASADA EN LA
TRADICIONAL OBSERVACION DEL ALUMNO
AN
N
N
N
\\
No Favorece N Favorece
N
N
N
N4
EQUILIBRIO
ALGORITMOS | .| ALGORITMOS
ESTANDAR [V ”|  INVENTADOS

Figura 8.- Cuadro resumen de las ideas de Curcio y SchwEdes]

En otro orden de reflexion, Kraemer (1999) es deplimion de que los problemas del
calculo no tienen su origen en la falta de domdedos algoritmos aprendidos sino en la
poca capacidad de los alumnos para flexibilizarcckdsulos (conocimiento limitado de las
relaciones numéricas). En consecuencia, considatet¢uado reducir toda la problematica
del calculo a cuestiones relacionadas con la engafte los algoritmos estandar escritos, a
cuestiones del tipo: ¢Existe alguna razon para Igsealumnos deban aprender los
algoritmos usuales de columnas? ¢Qué método deasleria el mas adecuado para cada
operacion? Si la estrategia consiste en reconstsiialgoritmos estandar de lapiz y papel,
¢,qué grado de formalizacidbn deberia garantizar€a® gipo de comprension de los
algoritmos estandar se le debe exigir a los esitei@ En relacion con los procedimientos
de célculo, ¢qué secuencias didacticas tienenariaias limitaciones de los alumnos con
menos capacidades y al mismo tiempo desarrollanpt@encialidades de los mas
aventajados?
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No se tratd'de revisar los algoritmos usuales, ni su aprenggzaino desarrollar las
condiciones efectivas para el aprendizaje de unutélflexible <<mental>> (con papel y
lapiz para anotar las respuestas u operacionesrimgglias) y de <<estimacion>>"(p.
38).

La idea de abordar el célculo desde una perspedtiegradora también es compartida
por Carroll y Porter (1998). Para estos autoresalgoritmos alternativos escritos que tanto
fomentan “deberian ser parte de un esquema instruccional gueluya estimacion,
aritmética mental, calculadoras, métodos inventaploslos estudiantes, y discusiones de
las diferentes estrategias usadgg’ 108).

5. CONCLUSIONES

De los trabajos mencionados en los apartados argerihemos extraido algunas
conclusiones de interés para el profesor de maiggsatEn primer lugar, los estudios
revisados que contienen una parte empirica dondenakzan las competencias de los
alumnos utilizan basicamente dos tipos de tareasocmstrumento de diagndstico y
evaluacion del conocimiento aritmético: problemas ehunciado verbal que simulan
situaciones reales y actividades tradicionales apsecen normalmente en los libros de
texto. Para desarrollar y evaluar la comprensi@tmunen los estudiantes de los algoritmos
numericos consideramos necesario utilizar otrasasamlternativas a las mencionadas,
como pueden ser, en el caso del producto, lasphcdiciones con cifras desconocidas.

En segundo lugar, las distintas lineas de actugmigpuestas para ensefiar algoritmos, si
bien coinciden en algunos planteamientos, tambikseptan diferencias importantes
debidas a las diversas concepciones en las quassa lBobre el aprendizaje y desarrollo
cognitivo del alumno. A pesar de que los estudeacronados con la ensefianza de los
algoritmos persiguen el objetivo comun de consdguiomprension de los estudiantes, los
gue hemos revisado sélo ofrecen prescripcionesaside caracter general y no absoluto.
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ANEXO: Algoritmos de calculo construidos por alumnos de Pmaria

2,305 f 541 R H
+1627 s fF S0, =279 * 37
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Problema: “Si hay 6 clases con 23 nifios en cada clase, ¢ asamfios hay en total?”

Distintas Soluciones

(LT ELEErrrrrrrrrirn g (FEETTTT Iy (I (0D ™
LIETLETELELrrrnrrnn (I D (Trrrerrrry (DT
(HEEEEErErrrrrrrirry COOTTITITT TN (Tt (I
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23 23
+ 23 >
— 46
46
23
+23 92
69 23
+23 >4 138
92 23
115 >46
138
Adicion repetida Duplicacion

Problema: “Cuatro nifios tienen 3 bolsas de caramelos M&M. ébtodas las bolsas y se
reparten los caramelos equitativamente. Si en daolaa habia 52 caramelos, ¢cuantos
caramelos recibié cada nifioYPAEV de dos etapas).
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50
12 1
38
12 1
26
12 1
14
12 1
T2

Sustraccién repetitiva

12
12
12

+12

48

Adicién repetitiva

Procedimientos de calculo contextualizado

2
12] 24

120

4

1-12
224
3 - 36
4 - 48

Célculo “proporcional”
por desdoblamiento

12/ 50\ sol: 4 12x5=60

_36 3x 60

14 -12

_12 1x 48
2 Sol:4y
sobran

Destruccion y Construccion
del dividendo

Algoritmos elaborados para realizar la divisionl20(Adaptado de Kraemer, 1999)
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