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Motivacion

El curso que se presenta tiene como objetivo principal la iniciacion de aquellas
personas que lo sigan en la Teoria de Médulos y de Anillos. Continuacién de
este curso, asi como de los que se han impartido en la “Escuela pre-CIMPA
2015 Coclé”, sera la escuela de investigacion CIMPA “Non-commutative Al-
gebra” que tendrd lugar en Coclé, del 19 al 28 de octubre de 2015 E|

En dicha escuela se dictaran varios cursos sobre algebras de caminos de
Leavitt, por lo que resulta indispensable que la persona futura participante
conozca los resultados béasicos de la teoria de modulos y anillos para una
buena comprension de las algebras de caminos de Leavitt.

Ademas, considero que es esencial en la formacién matematica el conoci-
miento de estos temas. Tomaré prestadas las siguientes palabras de Lam en
su libro [96]:

“La Teoria de Anillos es un tema de importancia central para el Algebra.
Histéricamente, algunos de los descubrimientos mas relevantes en Teoria de
Anillos han ayudado a cambiar el curso del desarrollo del Algebra abstracta
moderna. Hoy en dia, es un campo donde se encuentran expertos en Teoria de
Grupos (anillos de grupo), Teoria de Representaciéon (médulos), Analisis Fun-
cional (élgebras de operadores), Teoria de Lie (dlgebras envolventes, algebras
de derivaciones), Geometria Algebraica (dlgebras finitamente generadas, ope-
radores diferenciales, teoria de invariantes), Aritmética (érdenes, grupos de
Brauer), Algebra Universal (variedades de anillos) y Algebra Homolégica
(cohomologia de anillos, médulos proyectivos, grupo de Grothendiech y K-
grupos de orden superior). A la vista de estas conexiones bdsicas entre la
Teoria de Anillos y otras ramas de las Matematicas, quizds no sea exage-
rado decir que un curso en Teoria de Anillos es una parte indispensable de
la educacion de cualquier algebrista en ciernes.”

'Puede encontrarse méds informaciéon en: http://cimpa-icpam.org/spip.php?article667.



Quiero expresar mi agradecimiento a Maria Guadalupe Corrales Garcia y
a José Félix Solanilla Hernandez, doctores, profesores de la Universidad de
Panama en su Centro Regional Universitario de Coclé, por la organizacién de
esta escuela internacional. Asimismo, quede por escrito mi reconocimiento
para Fulgencio Alvarez, Director de dicho centro, por su amplia vision acerca
del significado de la cultura y por su valoracién y apoyo de las Matematicas
como factor importante en el conocimiento y el desarrollo.

Panama, julio de 2014.



Introduccién

El concepto de médulo surge por primera vez en un trabajo de Dedekind
en el ano 1871, pero no tal y como lo estudiamos hoy. Para ¢él los modulos se
correspondian con lo que en terminologia actual llamariamos Z-submaédulos
de C. El primero que da ejemplos de médulos sobre anillos distintos de Z
es Kronecker. Fue alrededor de 1920 que algebristas como Noether y Artin
tratan de eliminar hipétesis no imprescindibles.

Dice I. Kleiner en su libro sobre historia del Algebra Abstracta [90] que
Noether fue la primera persona en usar la nocién de modulo de manera
abstracta, con un anillo como dominio de operadores, y de reconocer su
potencial.

En sus inicios, los modulos fueron utilizados en el estudio de la teoria
de representacion. Hacia 1950, con la llegada de los métodos homolégicos,
la Teoria de Mddulos fue adquiriendo mas entidad, aunque parece que ésta
no gozaba de mucha consideracion. Para ilustrar esta afirmacion sirva el
ejercicio que Serge Lang incluia en la pagina 105 de su libro “Algebra”, en
la edicién de 1965 [99)]:

“Take any book on homological algebra and prove all the theorems with-
out looking at the proofs given in that book”.

Fue determinante el trabajo de Serre de caracterizacién de los anillos
locales regulares usando algebra homolégica para que el sentimiento hacia
esta disciplina cambiara (en la edicién de 2002 del libro de Lang [100], el
“sencillo” ejercicio de dlgebra homoldgica ya no aparece).

La teoria de médulos engloba la de grupos abelianos (Z-mddulos), cuyo
estudio habia sido iniciado con anterioridad, y la de espacios vectoriales
(médulos sobre el correspondiente cuerpo o anillo de divisién). En ocasiones
resulta muy 1til pensar en éstos ultimos para comprender ciertas nociones
de la teoria, aunque se ha de tener cuidado porque no todos los resultados
validos para espacios vectoriales se generalizan a mdédulos sobre anillos arbi-
trarios: por ejemplo, existen modulos que tienen bases de cardinal diferente.

En este curso introduciremos los resultados bésicos de la Teoria de Médulos
y estableceremos algunos de los resultados centrales de la misma como son
el Teorema del refinamiento de Schreier, el Teorema de Jordan-Hoélder o el
Teorema de Krull-Schmidt.



Construiremos la teoria sobre anillos con unidad. En el ultimo tema se
han incluido algunas ideas para realizar posibles trabajos en los que se traten
anillos sin unidad.

Sobre la bibliografia, decir que hemos incluido: basica, avanzada y mas
amplia. La primera incluye referencias en relacién sobre el curso explicado;
también sobre una teoria de médulos ampliada. Las dema&s bibliografias
incluyen temas de teoria de anillos y médulos, asi como referencias a trabajos
sobre algebras de caminos de Leavitt y otros relacionados.



Capitulo 1

Los basicos

1.1 Modbdulos. Submoddulos. Mddulo cociente.

En este primer tema se definen los conceptos de modulo por la izquierda
(por la derecha) sobre un anillo que, salvo que se especifique lo contrario,
se supondra unitario, de submédulo y de moédulo cociente, destacando en
cada caso las propiedades universales que los caracterizan. Damos muiltiples
ejemplos y vemos algunas propiedades basicas.

Los médulos pueden verse como herramientas para estudiar anillos. Defi-
nimos los que se entiende por representacion e introducimos ejemplos, como
el anillo de grupo sobre un anillo conmutativo, los homomorfismos entre
espacios vectoriales, etc.

Definicién 1.1
Sea R un anillo y sea (M,+) un grupo abeliano. Decimos que M es un
R-mdodulo por la izquierda si existe una aplicacion

RxM — M
(r,x) w— rx

que verifica las siguientes propiedades:

(i) (r+s)x =rz+ sz.

(rs)z = r(sz)

)
(i) r(z+y) =rx+ry
(iii)

) 1

(iv
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cualesquiera que sean r,s,€ R, x,y € M, donde 1; denota la unidad del
anillo R (cuando no haya lugar a dudas con respecto al anillo que se esté
considerando, simplemente se escribird 1 para denotarla).

La nocién de médulo generaliza las de espacio vectorial y de grupo abeliano,
como veremos en los ejemplos que siguen.

Ejemplos 1.2

(i) Sea K un cuerpo y sea V un espacio vectorial sobre K. Entonces V
tiene estructura de K-moédulo por la izquierda con la operacién dada

por:
KxV — V

(ryz) +w— rx

donde rzx es la operacién en V' como espacio vectorial sobre K.

(ii) Sea G un grupo abeliano. Podemos dotar a G de estructura de Z-
modulo por la izquierda con la operacién dada por:

ZxG — G
(m,g) +— mg
donde ) .
——N— .
g+---+g si m>0
mg = 0 si m=0
((—9)+ - +(—g) si m<0

(iii) Si R es un anillo, R tiene estructura de médulo por la izquierda con
la operacion r.x = rx, cualesquiera que sean r,x € R, donde la yuxta-
posicion denota el producto en el anillo R.

(iv) Sea K un cuerpo, y sea My(K) el dlgebra de las matrices de tamano
2 x 2 sobre K. Podemos considerar My(K') como mdédulo sobre K, o
como moédulo sobre Ms(K), con las operaciones naturales.

(v) Sea K un cuerpo y sea M,,x,(K) el dlgebra de las matrices de tamano
m x n sobre K. Se puede dotar a M,,,«,(K) de estructura de M,,(K)
-médulo por la izquierda sobre K con el producto usual de matrices.
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De manera analoga a como se ha definido R-moédulo por la izquierda,
puede definirse lo que se entiende por R-mddulo por la derecha. En este curso
consideraremos R-mddulos por la izquierda. Sin embargo, toda la teoria que
se tenga para R-moédulos por la izquierda sera analoga a la de R-mddulos
por la derecha, por la razén que explicaremos mas tarde.

Supongamos que M es un R-mdédulo por la izquierda. Parece razonable
pensar que la aplicacion

MxR — M
(x,r) +— zr:=rzx

donde rx denota el producto en M como R-médulo por la izquierda, dota a
M de estructura de R-médulo por la derecha. Si asi fuera, z.(rs) habria de
coincidir con ((z.r).s). Sin embargo, z.(rs) = (rs)z mientras que ((x.r).s) =
s(rx) = (sr)x, cualesquiera que sean los elementos r,s € R, z € M.

No es cierto en general que (rs)z = (sr)z, salvo que el anillo R sea
conmutativo. Sin embargo, a la vista de los calculos realizados, tenemos
pistas sobre como lograr dotar a M de estructura de modulo por la derecha,
aunque no sobre R sino sobre el anillo opuesto, RP.

Definicién 1.3

Sea R un anillo. Denotamos por R al anillo que se obtiene a partir de
R considerando su misma estructura de grupo abeliano con la suma, y con
producto x.y = yx, cualesquiera que sean x,y € R. Este nuevo anillo se
llama anillo opuesto.

No resulta dificil probar (hacerlo como ejercicio) el siguiente resultado.

Lema 1.4
Si M es un R-maodulo por la izquierda, la siguiente aplicacion dota a M de
estructura de R°P-maodulo por la derecha:

M x RP — M
(x,r) +— xr:=rz

Gracias a este resultado, la teoria de R-moddulos por la izquierda es equiv-
alente a la teoria de R-mddulos por la derecha, como deciamos.

La teoria de modulos es equivalente a la teoria de representaciones de
anillos. En otros términos: sea (M, +) un grupo abeliano, y sea R un anillo
unitario. ;jCuantas estructuras de R-médulo por la izquierda se pueden dar
a M? La respuesta es que tantas como homomorfismos de anillos unitarios
existan entre R y End(M), donde End(M) denota el anillo de los endomor-
fismos del grupo M. Expliquemos con mas detenimiento esta idea.
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Definicién 1.5
Sea M un grupo abeliano y sea R un anillo unitario. Una representacion de
R por M es un homomorfismo ¢ de anillos unitarios, ¢ : R — End(M).

Proposicién 1.6
Sea M un grupo abeliano y sea R un anillo unitario.

(i) Si M tiene estructura de R-mddulo por la izquierda, entonces la apli-

cacion
R — End(M)
T Ar
donde \.(x) = rz, cualquiera que sea el elemento x € M, es una

representacion de R por M.

(ii) Supongamos que existe una representacion ¢ de R por M. Entonces
la siguiente aplicacion dota a M de estructura de R-modulo por la

1zquierda:
RxM — M

(rx) = re=(p(r) (2)

Pasemos a estudiar las nociones de submoédulo y de médulo cociente, asi
como las de suma e interseccion de submodulos.

Definicién 1.7

Un submddulo de un R-médulo por la izquierda es un subgrupo N de (M, +)
tal que gN es un R-médulo por la izquierda. En otras palabras, N es un
submédulo de M si N es un subgrupo abeliano de (M,+) y RN C N.
Siempre que N sea un submoddulo de M escribiremos N < M.

Ejemplos 1.8

(i) Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Los submédulos de V/
son, precisamente, los subespacios vectoriales de V.

(ii) Sea G un grupo abeliano. Los submédulos de G son, precisamente,
los subgrupos de G.

(iii) Sea K un cuerpo, y consideremos My(K), el dlgebra de las matrices
de tamano 2 x 2 sobre K. Se tiene que

{(50) 1 2ex
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es un K-modulo por la izquierda pero no es un My (K )-médulo por la

izquierda de My (K).
z 0
W o) 1o

Sin embargo,
es un My(K)-médulo por la izquierda de My(K) y también un K-
modulo por la izquierda.

Los submodulos permiten construir modulos cociente.
Lema 1.9

Sea N un submodulo de un R-modulo por la izquierda M. El grupo cociente
M/N puede dotarse de estructura de R-mddulo por la izquierda como sigue:

cualesquiera que seanr € R, x € M.

Demostracion.

Hacer como ejercicio.

Lema 1.10

Sea N un submodulo de un R-maodulo por la izquierda M. Los submodulos
de M/N son de la forma T/N, donde N CT < M.

Demostracion.

Hacer como ejercicio. Téngase en cuenta que se ha de demostrar que todo
submédulo de M/N es de la forma T/N, con N C T < M, y también el

reciproco: que para cada submodulo T de M que contenga a N, se tiene que
T/N es un submédulo de M/N.

1.2 Interseccién y suma de submoddulos. Suma
directa

Comenzaremos con la definicién de suma de submoddulos y nos fijaremos en
un tipo particular de suma: la directa. También estudiaremos la interseccion
de submodulos y otras nociones relacionadas.
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Definicién 1.11
Sea {Ny}taea una familia arbitraria de submédulos de un R-médulo por la
izquierda M. Se define la suma de dichos submoddulos, y se denota por

> N,

a€eN

como el conjunto de las sumas finitas de elementos de M de la forma z; +
.-+ 4 x,, con x; € N,, para cierto oy € A.

Lema 1.12
Usemos la notacion de la Definicion|1.11. Se tiene que ) ., No es el menor
submaodulo de M que contiene a todos los submddulos N,.

Mientras que la union de submaédulos no es, necesariamente, un submaédulo
(dar un ejemplo de ello), se tiene lo siguiente:

Lema 1.13

Sea {Na}aer una familia arbitraria de submddulos de un R-mddulo por la
izquierda M. Se tiene que (),cp Na es el mayor submddulo de M que estd
contenido en todos y cada uno de los submoddulos N.,.

Definicién 1.14

Sea X un subconjunto de un R-moédulo por la izquierda M. Se define el
submaodulo generado por X como el menor submédulo de M que contiene a
X. Se denota por (X).

Lema 1.15
Sea X un subconjunto de un R-mddulo por la izquierda M.

(i) El submddulo generado por X coincide con la interseccion de todos los
submodulos de M que contienen a X.

(i) St X # 0 se tiene que (X) = {> i rmz; | € Rz, € X,ne N}
Si X =0 se tiene que (X) = 0.

Definicién 1.16
Sea {N4}aca una familia arbitraria de submédulos de un R-médulo por la
izquierda M. Se dice que ) ., N, es una suma directa si:

No (1D Nsg=0.

BEA
B#X

En tal caso, se escribe @, Na.



1.3. Homomorfismos de moédulos. Teoremas de isomorfia. 11

Dado un R-médulo por la izquierda M, denotaremos por £(M) al reticulo
de los submédulos de M. Recordemos que un reticulo es un conjunto parcial-
mente ordenado tal que, dados dos elementos, existe su maximo y su minimo;
en particular, el orden en L(M) viene dado por C y el supremo y el infimo
de dos submodulos Ny, Ns, vienen dados, respectivamente, por:

N1VN2:N1+N2 y Nl/\NQZNlmNQ.

1.3 Homomorfismos de modulos. Teoremas
de isomorfia.

Los homomorfismos de R-moédulos son aplicaciones entre R-modulos que
preservan la estructura. En esta seccién establecemos los Teoremas de iso-
morfia para médulos.

Definicién 1.17
Sean M y M’ dos R-mdédulos por la izquierda. Un homomorfismo de R-
mdodulos es una aplicacién f : M — M’ tal que:

(i) f(x+y) = f(x) + £(y),
(i) f(rx) = rf(x),
cualesquiera que sean z,y € M, r € R.
Lema 1.18
Sea f: M — M’ un homomorfismo de R-mddulos por la izquierda. Se tiene

que Kerf e Imf son submddulos de M y M', respectivamente.

Demostracion.

Se deja como ejercicio.

Teorema 1.19 (Primer Teorema de Isomorfia para médulos.)
Sea f: M — M' un homomorfismo de R-mddulos por la izquierda. Se tiene
que

M/Kerf = Imf.
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Demostracién.
Consideremos la aplicacion

p: M/Kerf — Imf
T = f(z)

Es facil ver que estd bien definida y que es un isomorfismo de médulos (com-
pletar la demostracién).

Teorema 1.20 (Segundo Teorema de Isomorfia para médulos.)
Sea M un R-mddulo por la izquierda y sean Ny, Ny submddulos de M. Se
tiene que

(N7 + No)/Ny = Ny/(Ny N Ny).

Demostracion.
Consideremos la aplicacion

© : Ni+ Ny — Ng/(NlﬂN2>

ny+ny +— N9

Se comprueba que esta bien definida y que es un epimorfismo de médulos cuyo
ntucleo es Ny(completar los detalles). Por el Primer Teorema de Isomorfia se
tiene un isomorfismo como se indica en el enunciado.

Teorema 1.21 (Tercer Teorema de Isomorfia para médulos.)
Sean N y T submddulos de un R-maodulos por la izquierda M tales que N C
T. Se tiene que

(M/N)/(T/N)= M/T.

Demostracién.
Consideremos la aplicaciéon

¢: M/N — M/T

v -z
Compruébese que esta bien definida y que es un epimorfismo de médulos
cuyo nucleo es T'/N (completar los detalles). Para terminar la demostracién,

apliquese el Primer Teorema de Isomorfia.



Capitulo 2

Moédulos artinianos y
noetherianos. Teorema del
refinamiento de Schreier.
Teorema de Jordan-Holder

Un R-médulo por la izquierda se dice artiniano (noetheriano) si verifica la
condicién de cadena descendente (ascendente) para sus submédulos. Equi-
valentemente, si verifica la condicién minimal (maximal): toda cadena de-
creciente (respectivamente creciente) de submdédulos es estacionaria.

El caracter artiniano (noetheriano) lo heredan los submédulos y los mé-
dulos cociente. Reciprocamente, si un R-moédulo por la izquierda M contiene
un submdédulo artiniano (noetheriano) N tal que M/N es artiniano (noethe-
riano), entonces M tiene la misma propiedad. También el producto directo
finito de R-mddulos por la izquierda es artiniano (noetheriano) si y sélo si lo
es cada factor. En el caso de coproductos infinitos no se obtiene este resultado
ni siquiera cuando los R-mddulos por la izquierda son espacios vectoriales.

Un anillo R se dice artintano por la izquierda si como R-mddulo por la
izquierda es artiniano. Los conceptos de artiniano por la derecha, noetheriano
por la izquierda y noetheriano por la derecha se definen de manera analoga.

Lo primero que destacamos es que estas cuatro nociones no son equiva-
lentes, y veremos ejemplos de ello (Ejemplos[2.13). En cuanto a las nociones
de anillo artiniano / noetheriano por la izquierda / por la derecha, un anillo
unitario artiniano por la izquierda / por la derecha es noetheriano por la
izquierda / por la derecha. Sin embargo, el ser artiniano por la izquierda /
por la derecha no se traslada a médulos arbitrarios, como mostramos con el

13
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Ejemplo [2.14]

Los médulos que son tanto artinianos como noetherianos gozan de muy
buenas propiedades. En concreto, admiten series de composicién. Intro-
duciremos la nocién de serie de composicion y probaremos que un modulo es
artiniano y noetheriano si y solo si tiene una serie de composicion. Ademas,
la longitud de dicha serie es tinica y los cocientes producidos en la serie son
unicos salvo permutaciones (después explicaremos con detalle qué queremos
decir). Este resultado sera consecuencia del Teorema de Jordan-Hoélder, que
afirma que dos series de composicién finitas de un mismo R-mddulo por la
izquierda tienen la misma longitud; es més, van a ser isomorfas.

2.1 Mobdulos artinianos y noetherianos

Definiciones 2.1
Un R-médulo por la izquierda se dice artiniano si toda cadena de submoédulos

My 2 M 2 -

es estacionaria, es decir, existe n € N tal que M,, = M,, para todo m > n.

Un R-moédulo por la izquierda se dice noetheriano si toda cadena de

submodulos
M, C My C---

es estacionaria, es decir, existe n € N tal que M,, = M,, para todo m > n.

Un anillo R se dice artiniano/noetheriano por la izquierda/por la derecha
si R como R-médulo por la izquierda/por la derecha es artiniano /noetheriano.

Aunque en las definiciones anteriores hayamos tomado cadenas numerales
de submoddulos, en realidad no es necesario, aunque a la hora de hacer de-
mostraciones es mas comodo que trabajar con cadenas arbitrarias. Explique-
mos algo mejor lo que acabamos de afirmar.

Definiciéon 2.2

Una cadena de submédulos de un médulo M es un conjunto {M, }aea total-
mente ordenado, esto es, tal que dados M,, Mz en dicho conjunto, M, C Mjg
(6] Mﬁ g Ma.

Definicién 2.3

Sea M un R-médulo por la izquierda. Se dice que M satisface la condicion
maximal si toda cadena de submoédulos de M tiene maximo. Se dice que
M satisface la condicion minimal si toda cadena de submédulos de M tiene
minimo.
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Lema 2.4
Para un R-mddulo por la izquierda M son equivalentes las siguientes condi-
ciones:

(i) M es artiniano (respectivamente, noetheriano).
(ii) M satisface la condicion mimimal (respectivamente, mazimal).

(iii) M satisface la condicion de cadena descendente (respectivamente, as-
cendente) para sus submddulos.

Demostracion.

Se deja como ejercicio.

Ejemplos 2.5

(i) El médulo zZ es noetheriano. Prucbese; para ello, téngase en cuenta
que todos los ideales de Z son de la forma nZ, y que Z es un dominio
de ideales principales, es decir, que todo ideal estd generado por un
elemento. Apliquese esto al ideal generado por la unién de una familia
de ideales. Sin embargo, Z no es artiniano ya que, por ejemplo, la
cadena

22247 2D - -+

no es estacionaria.

(ii) Todo dominio de ideales principales va a ser noetheriano. En particular,
si K es un cuerpo, K[z] es un dominio de ideales principales, por lo
que va a ser noetheriano. (Probarlo como ejercicio.) Tampoco K|x] va
a ser artiniano ya que la siguiente cadena de ideales:

(z) 2 (%) 2
no es estacionaria.

(iii) Todo médulo finito es tanto artiniano como noetheriano.

(iv) Los espacios vectoriales que son artinianos son los de dimensién finita,
que también son noetherianos. Todo espacio vectorial de dimensién
infinita no es ni artiniano ni noetheriano. Por ejemplo, si V' tiene una
base B = {v1,v9, ...} entonces las cadenas siguientes:

0C<A{v}>C<{v, v} >C---
V 2<B\{v} >2<B\{v,v}>2---

no se estacionan, lo que demuestra la afirmacion que hemos hecho.
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(v) Sea p un nimero primo, y definamos zQ, como sigue:

ZQp::{glmEZ, T‘ENU{O}}

Se tiene que zQ, es artiniano pero no noetheriano. Pruc¢bese como
ejercicio.  (Antes, realicese el ejercicio que se propone en el Ejemplo
2.14).

Lema 2.6
Sea M un R-mddulo por la izquierda.

(i) Si M es artiniano/noetheriano, entonces todo submddulo de M también
lo es.

(ii) Si M es artiniano/noetheriano y N es un submddulo de M, entonces
M/N también lo es.

(i) Si M es artiniano/noetheriano, y f : M — M’ es un homomorfismo
de R-modulos, entonces Imf también lo es.

Demostracion.

(i). Sea N un submédulo de M, y supongamos que N3 O Ny D -+ es una
cadena de submoddulos de N. Como también es una cadena de subméddulos
de M, si M es artiniano, la cadena se estaciona, lo que prueba que N es
también artiniano. Para noetheriano la demostracion es andloga.

(ii) Sea M1/N D Ms/N DO --- una cadena de submédulos de M/N. Se
tiene que N DO M; DO M, O --- es una cadena de submédulos de M, que se
estaciona si M es artiniano. Sea n € N tal que M, = M, para todo m > n.
Entonces M,,/N = M,,/N para todo m > n, lo que demuestra el caracter
artiniano de M /N. El caso noetheriano es analogo.

(iii) Si M es artiniano/noetheriano, por el apartado (i), todo submédulo
también lo es. En particular, Kerf lo es. Por (ii) se tiene que M/Kerf es
artiniano/noetheriano. Por el Primer Teorema de isomorfia, Imf = M /Kerf,
luego Imf es artiniano/noetheriano.  [J

El siguiente objetivo es probar una especie de reciproco de (i) y (ii) del
Lema 2.6 Para ello necesitamos antes un resultado adicional.

Lema 2.7 Sea M un R-mddulo por la izquierda, y sean N, Ay, Ay submddulos
de M tales que A1 C Ay. SIN+A; =N+ Ay y NNA; = NN Ay, entonces
Al == AQ.
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Demostracién.

Sea as € Ay. Como Ay C N + Ay = N + A, se tiene que existen n € N,
a; € Ap tales que as = n+ay. Entonces as —a; =n € NNAy, = NNA;, asi
que as —a; € A;. Como a; € Ay, tenemos que as € A;. 0O

Proposicion 2.8
Sea M un R-mddulo por la izquierda, y sea N un submodulo de M. Si N y
M/N son artinianos/noetherianos, entonces también lo es M.

Demostracién.
Demostraremos el resultado en el caso noetheriano. Para el artiniano se
trabaja de manera analoga.

Sea My C M, C --- una cadena de submoddulos de M. A partir de aqui,
consideremos las dos cadenas siguientes:

(My + N)/N C (My+ N)/N C -

MiNnNCMNONC---

Por la hipdtesis, ambas cadenas son estacionarias. Supongamos que n € N
es tal que las dos cadenas anteriores se estacionan a partir del lugar n, esto
es, (M, + N)/N = (M,, + N)/Ny M, "N = M,, N N y para todo m > n.
De lo anterior se deduce que M,, + N = M,,, + N, y por el Lema se tiene
que M, = M,,, lo que concluye la demostracion. [

Corolario 2.9
La suma de un nimero finito de submddulos artinianos/noetherianos de un
mddulo es artiniano/noetheriano.

Demostracion.
Basta demostrar el resultado para la suma de dos submédulos. Consideremos
el caso artiniano. El noetheriano se demuestra de manera anéloga.

Sea M un moédulo, y sean My, My dos submddulos artesianos. Por el
Segundo Teorema de isomorfia, My + My/M; = My /M; N M. Por el Lema
se tiene que M; N M, es artiniano; como My también lo es, My /My N M,
es artiniano. Como el ser artiniano se conserva por isomorfismos tenemos
que M + My/M; es artiniano. Como M; también lo es, por la Proposicién
2.8 resulta que M; + M es artiniano. O
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Observaciéon 2.10
La suma de un numero arbitrario de médulos artiniano / noetherianos no es,
necesariamente, artiniano / noetheriano. Dése un ejemplo.

Corolario 2.11
Todo modulo finitamente generado sobre un anillo de division es artiniano vy
noetheriano.

Demostracion.
Hagase como ejercicio.

2.2 Anillos artinianos y noetherianos

Definiciéon 2.12

Un anillo R se dice artiniano/noetheriano por la izquierda (respectivamente,
por la derecha) si R como R-médulo por la izquierda (respectivamente, por
la derecha) es artiniano/noetheriano.

Los conceptos de anillo artiniano/noetheriano por la izquierda/derecha
no son equivalentes, como muestran los siguientes ejemplos:

Ejemplos 2.13
(i) El anillo
Q Q
0 Z

es noetheriano por la izquierda, aunque no es noetheriano por la derecha.
Tampoco es artiniano ni por la izquierda ni por la derecha.

R R

0 Q
es artiniano y noetheriano por la izquierda pero no es ni artiniano ni
noetheriano por la derecha. Demuéstrense las afirmaciones anteriores.

(ii) El anillo

En el caso de anillos unitarios, artiniano por la izquierda (derecha) implica
noetheriano por la izquierda (derecha). Demuéstrense. No ocurre lo mismo
para R-médulos arbitrarios.
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Ejemplo 2.14
El Z-médulo P/Z, donde P = zQ,, es artiniano pero no es noetheriano.
Pruébese como ejercicio.

2.3 Teorema del Refinamiento de Schreier.
Teorema del Jordan-Holder

El siguiente objetivo serd demostrar el Teorema del Refinamiento de Schreier,
que nos servira para probar el Teorema del Jordan-Holder. Antes necesitamos
demostrar el siguiente lema.

Lema 2.15 (Lema de Zassenhaus o Lema de la mariposa.)
Sea M un R-mddulo por la izquierda, y sean A, A', B, B" submddulos de M
tales que A’ < A y B’ < B. Entonces:

A'+(ANB) , B'+(BnA)
A+ (ANB) B+ (BNnA)

Demostracion
Consideremos el siguiente diagrama en reticulo. Después de contemplarse se
comprende el nombre de “Lema de la mariposa”.

A’ + (AN B) B’ + (BN A)
A"+ (ANnB) ANB. B'.‘Jr(Br]A')
(AN B') + (A" nB) (BmA')Jr(B'mA)

Pruébese que, efectivamente, se trata de un reticulo en el que la interseccién
de dos submédulos consecutivos de la fila central es el inmediatamente inferior
que conecta con ambos, y que la sumas de dos submdédulos consecutivos de la
fila central es el modulo que esta en la primera fila y que conecta con ambos.
Es decir, que:

(A+(ANB)N(ANB)=(AnB)+ (A'NB).
(A+(ANB)+(AnB)=A"+(ANB).
(B+(BnA)N(BNA)=(BnA)+ (B'NA).
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(B+(BNA"))+(BNnA)=DB"+(BnA).

Por el Segundo Teorema de Isomorfia los lados punteados paralelos pro-
ducen isomorfismos, y lo mismo ocurre con los lados rayados, esto es,

(A+(ANB)) /(A +(AnB))=(AnB)/(ANB)+(A'NB)), vy

(B+(BNA)/(B+(BnA)=(BNnA)/(BNA)+ (B NA)

Dado que los lados de la derecha en los isomorfismos anteriores son lo mismo,
tenemos que

(A +(ANB)) /(A +(ANB)= (B +(BNA)/(B'+(BnA)),
que era lo que se queria demostrar. [

Definiciones 2.16

Sea M un R-moédulo por la izquierda, y sea My C My, C --- C M, una
cadena de submédulos de M. Un refinamiento de esta cadena es una cadena
N1 Q N2 g s g Nn tal que N1 = Ml, Nn = Mm y {Mz}:il Q {N] ;-1:1.

Dada una cadena M; € My C --- C M,,, decimos que m es la longitud
de dicha cadena.

Dos cadenas de la misma longitud {M;}7, y {N;}7, se dicen isomorfas
si existe una permutacion o € Sy, tal que M, /M,_; = Ny)/Ny(r — 1) para
todor € {1,...,n}.

Ejemplo 2.17
Un refinamiento de la cadena

0 C 32Z C8Z

es la cadena
0 C 327Z C 16Z C 8Z

Lema 2.18 (Teorema del refinamiento de Schreier.)
Sea M un R-mddulo por la izquierda. Dos cadenas

A CAC-CAy vy BIC B C--C B,

tales que Ay = By y A,, = B, admiten refinamientos de la misma longitud
isomorfos.
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Demostracién
La idea es insertar entre A; y A;,1 una serie de médulos construidos a partir
de la cadena segunda. Sean:

AU = Al + (Ai+1 N B])7 BT‘S = Br + (Br+1 N As)

Si consideramos las cadenas {A;;} y {B,s}, ambas tienen la misma longi-
tud, y son refinamientos de las cadenas iniciales. Veamos que los refinamien-
tos que acabamos de construir son isomorfos.

A1 A+ (A1 N Bjpa) oy Bit (Bisi N Aj41)  Bijn

Aij B Az + (A'H—l N B]) N Bz + (Bi+1 N AJ) a Bij '

(1) Por el Lema de la mariposa. [

Definicién 2.19
Una serie de composicion de un R-moédulo por la izquierda es una cadena es-
trictamente creciente de submédulos que no puede ser refinada propiamente.

Ejemplos 2.20

(i) Sea V un espacio vectorial con base {vy,v2}. Entonces
0C<{n}>CV

es una serie de composicion.

(ii) Sea R = My(K), donde K esun cuerpo, y sea e = (é 8

) . Entonces,

0CReCR

es una serie de composicion.

Como consecuencia del Teorema del refinamiento de Schrerier obtenemos
el siguiente resultado.

Teorema 2.21 (Teorema de Jordan-Holder.)
Dos series de composicion de longitud finita de un mismo R-maddulo por la
izquierda son isomorfas y tienen la misma longitud.
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Demostracion
Sean

dos series de composicién de un médulo M. Por el Teorema del refinamiento
de Schreier, ambas cadenas admiten refinamientos de la misma longitud iso-
morfos. Como son series de composicién, no admiten refinamientos, por lo
que la longitud es la misma. [

A la vista del resultado probado, la siguiente definicién adquiere sentido.

Definicién 2.22

Sea M un R-moédulo por la izquierda que admite una serie de composicion.
Llamamos longitud de M, y lo denotamos por [(M) ala longitud de cualquiera
de las series de composicion que se pueden construir con submodulos de M.

Concluimos este tema probando el siguiente resultado.

Teorema 2.23
Un R-mddulo por la izquierda no nulo M es artiniano y noetheriano sty solo
st admite una serie de composicion de longitud finita.

Demostracién
Supongamos primero que M es artiniano y noetheriano. Definamos A; =
{0}. Consideremos

C={NCM | A CN}

Como M es artiniano, satisface la condicion minimal en C. Esto significa que
existe minimo en C. Llamémosle Ay;. Si Ay = M hemos terminado. De lo
contrario, proseguimos como indicamos. Consideremos

C={NCM | A, CN}.

Nuevamente por el cardcter artiniano de M, existe un minimo en C’, llamémosle
As. Si A3 = M, hemos terminado. De lo contrario proseguimos. Observemos
que este proceso hemos de terminarlo en un ntimero finito de pasos ya que
M es noetheriano.

Por construccioén, la cadena construida es una serie de composicion.

Para el reciproco, supongamos que M admite una serie de composicion
de longitud n. Sea M; C M, C --- una cadena de submodulos de M. Si la
cadena no se estacionara en n, tendriamos una cadena de longitud > n que
podria ser refinada hasta una serie de composiciéon, pero esto es una longitud
ya que dicha serie tendria longitud > n, una contradiccién. [J



Capitulo 3

Modulos
indescomponibles.Teorema de
Krull-Schmidt

Diremos que un R-moédulo por la izquierda es descomponible si puede es-
cribirse como suma directa de dos submoddulos propios no triviales; en caso
contrario se dice que es indescomponible. Los médulos indescomponibles se
caracterizan como aquéllos cuyo anillo de endomorfismos no tiene mas idem-
potentes que 0 y 1.

No todo R-médulo por la izquierda puede escribirse como suma directa
de un numero finito de submodulos indescomponibles y, en caso de poder
hacerlo, las componentes indescomponibles, valga la redundancia, no estan
necesariamente determinadas de forma tnica salvo isomorfismos. Hay, sin
embargo, una condicién que asegura esta unicidad salvo isomorfismos: la de
que el médulo sea artiniano y noetheriano:

Un R-modulo por la izquierda no nulo artiniano y noetheriano es suma
directa finita de submodulos indescomponibles y, Teorema de Krull-Schmadt,
dadas dos descomposiciones del tipo anterior, ambas tienen el mismo nimero
de sumandos que son, salvo permutacion de los mismos, isomorfos dos a dos.

Por ejemplo, si R es un anillo semiperfecto, gk R es suma directa finita de
ideales por la izquierda indescomponibles. Un capitulo que podria incluirse,
aunque nosotros no lo hemos hecho, por no hacer demasiado extenso el pro-
grana, es el dedicado a los anillos semiperfectos, donde se profundizaria en
la estructura de los mismos.

23
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El llamado Teorema de Krull-Schmidt fue formulado por primera vez por
J. H. M. Wedderburn en 1909. Su demostraciéon contenia un error que fue
subsanado por R. Remak en 1911. Posteriormente, W. Krull extenderia el
resultado a grupos abelianos con operadores y de aqui a modulos, en 1925. En
1928 O. Schmidt lo enuncié para grupos arbitrarios con operadores. Durante
algun tiempo fue llamado Teorema de Wedderburn-Remak-Krull-Schmidt,
nombre que quedd posteriormente acortado.

En 1932 Krull planteé la cuestion de si dicho teorema seguiria siendo
valido para modulos artinianos. La respuesta, negativa, la dieron Facchini,
Herbera, Levy y Vamos en un articulo publicado en 1995: véase [57]. Este
trabajo fue presentado en el Congreso Ring Theory Conference que tuvo
lugar en Miskolc, Hungria, durante los dias 15 al 20 de julio de 1995.

Para probar el Teorema de Krull-Schmidt utilizamos la nocién de mddulo
fuertemente indescomponible: aquél no nulo cuyo anillo de endomorfismos
es local (los tinicos idempotentes que tiene son los triviales: 0 y 1). De-
mostraremos que si un R-mddulo por la izquierda se expresa como suma de
un numero finito de indescomponibles y como suma de un ntimero finito de
fuertemente indescomponibles, entonces el nimero de sumandos coincide en
ambos casos, y éstos son isomorfos dos a dos. A partir de aqui y usando
el Lema de Fitting, que para cada endomorfismo de un R-mdédulo por la
izquierda artiniano y noetheriano nos da una descomposicién del mismo en
dos submodulos tales que la restriccién del endomorfismo al primero es un
automorfismo y al segundo es nilpotente, obtenemos lo que deseabamos.

Partiendo del Teorema de Krull-Schmidt se puede demostrar el teorema
de estructura de los grupos abelianos finitos.

Definicién 3.1

Sea M un R-médulo por la izquierda. Diremos que M es descomponible si
existen dos submodulos Ny, Ny no nulos tales que M = N; @ Ny. Un modulo
que no sea descomponible diremos que es indescomponible.

Ejemplos 3.2
El ejemplo mas sencillo de médulo indescomponible es cualquier médulo sim-
ple. No todos los moédulos indescomponibles son simples. Un ejemplo es Z,
que no es simple pero tampoco es descomponible. Fste resultado se deja
CcOmMo ejercicio.

Proposicion 3.3
Sea M un R-maodulo por la i1zquierda. Entonces M es indescomponible si y

sdlo si End(M) no tiene mds idempotentes que 0 y 1y (donde 1y, denota la
identidad de End(M)).
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Demostracion.

Supongamos en primer lugar que M es indescomponible, y sea f un idempo-
tente de End(M). Descompongamos M = f(M) & (1 — f)(M) (donde para
cualquier z € M, la notacién (1 — f)z representa x — f(x). Como M es
indescomponible, uno de los dos sumandos ha de ser cero. En el primer caso,
f(M) = 0 significa f = 0. En el segundo caso, z— f(x) = 0 para todo x € M
lo que significa que f(x) = x para todo x € M, esto es, f = 1.

Reciprocamente, supongamos que End(M) no tiene méas indempotentes
que 0 y 1;;. Sean N; y Ny dos submodulos de M tales que M = N @ T.
Consideremos las aplicaciones siguientes:

T - Nl@NQ - M )\11 N1 — Nl@NQ
X1+ T2 e ] T — 1

Resulta que \jm; es un idempotente de End(M). Por la hipétesis, es 0 o
1ps. En el primer caso tenemos que N; = 0. En el segundo, que Ny = 0, lo
que prueba el caracter indescomponible de M. [

Ademas de la nocién de moédulo indescomponible, existe la de fuerte-
mente indescomponible. Jugar con dos descomposiciones de un médulo en
submoédulos indescomponibles y en fuertemente indescomponibles nos va a
permitir demostrar la unicidad de la descomposicién (esto es, precisamente,
lo que dice el Teorema de Krull-Schmidt).

Definicién 3.4
Un anillo R se dice local si el conjunto de sus elementos no inversibles es un
ideal del anillo.

Lema 3.5
Si R es un anillo local, entonces los unicos idempotentes que tiene son 0y 1.

Demostracion.

Sea e un idempotente de R. Como e* = e tenemos que e(1 —¢e) = 0. Esto
significa que e y 1 —e son no inversibles. Por la hipétesis ambos pertenecen a
un ideal: el de los elementos no inversibles, luego su suma también pertenece
a dicho ideal. Pero la suma es 1 y lo que estamos diciendo es que 1 es no
inversible, lo que supone una contradiccién. [

Corolario 3.6
Sea M un R-mddulo por la izquierda tal que End(M) es local. Entonces M
es indescomponible.
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Demostracién.
Por el Lema , End(M) no tiene mas idempotentes que 0 y 1,,. Por la
Proposicién el médulo M es indescomponible. [

Definicién 3.7
Un R-médulo por la izquierda M se dice fuertemente indescomponible si
M # 0y End(M) es local.

En virtud del Corolario [3.6] todo médulo fuertemente indescomponible
es indescomponible.

Lema 3.8

Sean M y N dos R-modulos por la izquierda, con N fuertemente indescom-
ponible, y sean f: M — N, g: N — M dos homomorfismos de R-mddulos
por la izquierda tales que gf es un isomorfismo. Entonces f y g son isomor-
fismos.

Demostracién.

Dado que g f es un isomorfismo, es biyectivo, asi que existe un endomorfismo
de moédulos h : M — M tal que gfh = 1) v hgf = 1. De cada una
de estas identidades se desprende que g es sobreyectiva y que f es inyectiva,
respectivamente. Ahora, consideremos el endomorfismo de N siguiente: fhg.
Observemos que es un idempotente ya que fhgfhg = fh(gfh)g = fhlyg =
fhg. Como N es fuertemente indescomponible, End(N) es local, esto es, no
tiene mas idempotentes que 0 y 15 por lo que fhg =00 fhg = 1y. El primer
caso no se puede dar porque, al ser f inyectiva, implicaria que hg = 0, lo que
contradice que h sea biyectiva. Por lo tanto, fhg = 1y, lo que implica que f
es sobreyectiva y que ¢ es inyectiva, concluyendo asi la demostracién. [

Teorema 3.9 (Teorema de Krull-Schmidt)
Sea M un R-modulo por la izquierda, y supongamos que admite dos descom-
posiciones como sigue:

con M; fuertemente indescomponible y IN; indescomponible, cualesquiera que
sean i, j. Entonces m = n y existe una permutacién o del conjunto {1,...,n}
tal que M; = N,(;) para todo i.

Demostracion.

Vamos a probar el resultado por induccién sobre m. Supongamos que m = 1.
En este caso, M = My = N1®---®N,,. Como M; es indescomponible, n = 1
y hemos terminado.
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Supongamos el resultado cierto para descomposiciones de m—1 sumandos
y probémoslo para m.

Definamos
Ty+ -+ T, =X Y+ Y = T

y consideremos las composiciones siguientes:

Sean h; = fiei, kj = e1f;. Tenemos que ) kjh; = > . eifjfier =
€1 (Zj fjfj) €1 =€ <Zj fj) e1 = ejlye; = €2 = ey.

En las lineas que siguen usaremos la notacién €] para denotar la res-
triccion de la aplicacion eq a My; en general, la prima denotard la restriccion
de la aplicacién sobre la que se haya escrito al dominio que corresponda. Asi,

Ly, =€) = (Z kjhj) = (kihy).

j

Como M; es fuertemente indescomponible, su anillo de endomorfismos
es local, por lo que el conjunto de los no inversibles es un ideal, y de la
identidad anterior se deduce que alguno de los sumandos ha de ser biyectivo
(de no serlo ninguno, la suma, que es la identidad de M, no seria inversible,
algo que es absurdo). Podemos suponer sin pérdida de generalidad que el
elemento no inversible es el que corresponde a j = 1.

Esta seria la situacién:

(kiha) N2 2PN

es inversible y M; es fuertemente indescomponible. Por el Lema las
aplicaciones (fie1) v (e1f1) son ambas biyectivas, es decir, M; y N; son
isomorfos.

Volviendo a la hipétesis de induccién en la que estabamos, y usando lo
que acabamos de decir, afirmamos que M = Ny & My & --- & M, (haga
quien esto lea las comprobaciones oportunas). Asi, Ny ® My ® --- & M, =
Ni®Ny®---® N, implica Mo ®--- D M,, = Ny ® --- P N, donde ahora
tenemos m — 1 sumandos fuertemente indescomponibles. Por la hipdtesis de
induccién m = n y existe una permutacién 7 del conjunto {2,...,m} tal que
M; = N.; para todo i € {2,...,m}. Esto concluye la demostracién. [
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Una consecuencia interesante de este teorema es que los moédulos artini-
anos y noetherianos se pueden descomponer en una suma directa de médulos
indescomponibles. Ademads, esta descomposicién es tunica salvo permuta-
ciones de los sumandos. Veamoslo.

Lema 3.10 (Lema de Fitting)

Sea M un R-mddulo por la izquierda artiniano y noetheriano, y sea f €
End(M). Entonces eziste n € N tal que M = Ker f" & Im f". Ademds, f
restringido a Ker f" es nilpotente y f restringido a Im f" es un automor-
fismo.

Demostracién.
Consideremos las cadenas de submédulos de M siguientes:

Ker f C Ker f2C ...

Im fOIm 2D ...

Ambas son estacionarias ya que M es artiniano y noetheriano, por lo que
podemos encontrar n € N tal que ambas cadenas se estacionan a partir del
término n-ésimo. Probemos que tenemos la descomposicion que se indica en
el enunciado.

Primero veamos que la suma de Ker f" y de Im f" es directa. Si f™(x) €
Ker f"NIm f", entonces f*(f™(x)) =0, esto es, x € Ker f?" = Ker f" por
lo que f™(z) = 0.

Ahora probemos que M = Ker f" & Im f". Para ello, basta ver que
M C Ker fm®Im f*. Seax € M. Como f*(z) € Im f* = Im f?",
existe y € M tal que f"(x) = f?"(y) Escribamos x = f"(y) + (x — f"(y)).
Ciertamente f"(y) € Im f™; por otro lado, f™(z — f"(y)) = f™(x) — f*"(y) =
f"(x) — f"(y) =0, es decir, z — f"*(y) € Ker f, lo que concluye la prueba.
O

Corolario 3.11

Sea M un R-modulo por la izquierda que es artiniano y noetheriano. FEn-
tonces:

(i) Si M es indescomponible, entonces todo endomorfismo de M es nilpo-
tente o inversible.

(ii) M es indescomponible si y sdlo si es fuertemente indescomponible.
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Demostracion.

(). Sea f un endomorfismo de M. Por el Lema de Fitting podemos escribir
M = Ker f* @ Im f" para cierto natural n. Como M es indescomponible,
Ker f* = 0 en cuyo caso Im f® = M, lo que implica que f™ es un auto-
morfismo y, por tanto, f es un automorfismo, o Ker f* = M en cuyo caso
Im f* =0,y asi f* =0, lo que significa que f es nilpotente.

(ii). Ya sabemos que fuertemente indescomponible implica indescomponible.
Para probar el reciproco, supongamos M indescomponible y probemos que
End(M) es un anillo local, es decir, que el conjunto de los no inversibles,
llamémosle I, es un ideal. Por el apartado (i) sabemos que I coincide con
el conjunto de los elementos nilpotentes de M. Sean f,g € I, k € End(M).
Resulta que fk tiene que ser, necesariamente, nilpotente, ya que de no serlo
serfa inversible, es decir, existiria h € End(M) tal que fkh = 1,. Esto
significa que f es sobreyectiva. Pero una aplicacion nilpotente no puede ser
sobreyectiva, lo que es una contradiccion.

Para probar que f + g € I, supongamos por el contrario que no es cierto.
En este caso f + g serfa inversible. Sea h € End(M) su inversa. Se tiene
que (f +g)h = 1, esto es, fh + gh = 1. Como f,g € I, por el apartado
(i) tenemos que fh,gh € I. Sea n € N tal que (fh)" = 0. Entonces
1= (1= (fn)") = (1= fh)(fh+ (fh)*+...(fh)"1), lo que implica que
1 — fh = fg es inversible. Esto contradice fg € I. [

Teorema 3.12

Sea M un R-mddulo por la izquierda artiniano y noetheriano. FEntonces exis-
ten submddulos My, ..., M, tales que cada M; es indescomponible (y fuerte-
mente indescomponible) y M = M, &---& M,,. Ademds, esta descomposicion
es unica salvo por el orden de los sumandos.

Demostracion.
Sabemos (Teorema que un maédulo es artiniano y noetheriano si y sélo
si admite una serie de composicion, y también que tiene sentido definir la
longitud de M como la de una serie de composicion cualquiera. Asi que
podemos hacer la demostracion por induccién sobre la longitud de M.
Supongamos en primer lugar que [(M) = 1. En este caso M ha de ser
indescomponible ya que si M = M; & M,, con M; y M, no nulos, entonces
0 C M; € M es una cadena que puede ser refinada a una serie de composicién
que, necesariamente tiene mas de tres términos lo que significa que la longitud
de M es al menos dos, una contradiccién con nuestra hipétesis.
Supongamos el resultado probado para (M) = n y probémoslo para
longitud n + 1. Si ahora M no fuera indescomponible, podriamos escribir
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M = M; & M,, siendo M; y Ms no nulos. Como I(M;) < (M), podemos
aplicar la hipdtesis de induccién y tenemos que M; puede escribirse como
suma directa de indescomponibles, lo que implica que M se escribe como
suma directa de indescomponibles, y hemos terminado.

Que los indescomponibles son también fuertemente indescomponibles se
sigue del Corolario [3.11}

Finalmente, la unicidad salvo por el orden es consecuencia del Teorema

de Krull-Schmidt. O

Otra consecuencia es el Teorema de estructura de los grupos abelianos
finitos.

Teorema 3.13

Sea G un grupo abeliano finito. Entonces G = Zp;m X« Lymr, donde los
p; son primos, todos distintos. Ademds, esta descomposicion es iinica salvo
isomorfismos y salvo por el orden de los factores.

Demostracion.

Consideremos G como Z-moédulo. Como G es finito, en particular es ar-
tiniano y noetheriano, asi que admite una descomposicién en suma directa
de indescomponibles. Sea H < G indescomponible. Observemos que, en
este caso, el orden de H ha de ser potencia de un primo ya que si fuera
¢\ ...q0, H tendria subgrupos de érdenes con los ¢;" primos distintos,
H = H; x---x H,,_, donde el orden de H; es ¢;"*; esto contradice el caracter
indescomponible de H. Se deja que el lector complete los detalles de la
demostracion. [




Capitulo 4

Modulos sobre anillos no
unitarios

Hemos incluido este tltimo capitulo con el objetivo de indicar posibles op-
ciones para que quienes se interesen encuentren inspiraciéon para posibles
trabajos de iniciacién a la investigacion.

Existen diferentes contextos donde lo “natural”, o lo “abundante”, no
son los anillos unitarios o los médulos sobre anillos unitarios (las algebras
de caminos de Leavitt son un ejemplo de ello), por lo que resulta de interés
estudiar algunas de las nociones ya vistas pero en este otro ambiente: el
no unitario, en particular, considerando anillos con unidades locales, o con
suficientes idempotentes, o s-unitarios, etc. Tal seria el caso de proyectivi-
dad, inyectividad, planitud y caracter libre de médulos. Estos conceptos son
estudiados en [I1] al objeto de describir las dlgebras de caminos de Leavitt
débilmente regulares por la derecha y las autoinyectivas.

Se puede plantear el estudio de los anillos regulares autoinyectivos por un
lado simples y puramente infinitos (lo que, segin la clasificacién de Kaplan-
sky, se llaman factores de tipo III). El punto de partida serian los capitulos
9 y 10 del libro de Goodearl [74]. Después podria seguirse el articulo de
Hanna [76] donde se explica como es el anillo de cocientes por la izquierda
maximal de n anillo R en funcién de cémo es el anillo (por ejemplo, si R
es simple, su maximal por la izquierda también lo es). Podria completarse
el trabajo estudiando la descripcion de las algebras de caminos de Leavitt
autoinyectivas.

Un trabajo bonito, aunque no exento de dificultad, consistiria en estu-
diar el articulo [57], donde se prueba que el Teorema de Krull-Schmidt es
falso cuando se rebajan las hipdtesis, esto es, cuando se consideran médulos
artinianos.

31
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Como puede apreciarse, el hacer estos trabajos requiere de mas conocimien-
tos que los que se adquiriran tras haber estudiado el Capitulo 1. Los hemos
incluido aqui por estar directamente relacionados con el tema que nos ocupa.
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