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LOS INICIOS
(Y CONCEPTOS BASICOS)



Graduaciones’ ;Qué son?

Definicion.
Sea G un grupo abeliano y A una F-algebra.
Una G-graduacion [ es una descomposicion en espacios vectoriales

A = DgecAg tal que Vg, h € G,
u_lgu_lf? _ u—lg_h.

G=grupo graduador, Ag componente homogénea de grado g,

Supp(lN) = {g € G| Az # 0} soporte de .

Ejemplo.
A = F[x] el dlgebra de polinomios es Z-graduada con

A — Fx" ¥n>0

0 demas n




Alguw ejemplo-

La descomposicidn en espacios raices es una
Z-graduacién en L = sl(2,C):

|h, e|] = 2e, [h, f] = =2f, [e,f] = h

Pero también hay una Z3-graduacién
en L =sl(2,C)
(dada por las llamadas matrices de Pauli):

lei, eir1] = €12 Vi



tiemploy env dlgebras de matvices:
Cow pocas piezgos

A = Mat,(IF).

Si n= p+ q, la siguiente particidon en bloques (pp, pq, gp y qq
leyendo por filas) proporciona una Zy-graduacion:




tiemploy env dlgebras de malrices:
Conw muchas piegas

A = Mat,(F).

Denotemos por e;; la matriz con un 1 en la posicién (i,/) y 0 en las
restantes. Estos elementos multiplican del siguiente modo: ejje, = Ojxejy.

A — <e]_]_7 6227 ceey enn> @ <e]_2> @ EB <en_1an>

es una Z" !-graduacién con la asignacién de grados (degrees):

deg(e;) = (0,...,0, =1,0,...,0, 1 ,0,...,0) € Z

i J



tjemplo- env v adgebra de Lie:
Conw muchas piegas

L =sl(n,F) = {x € Mat,(F) | tr(x) = 0} 3lgebra de Lie simple
de tipo A,_1.

L = <ell — €20, ..., €11 — enn> S <el2> D.... D <en_17n>

es una Z"!-graduacién heredada de la anterior, puesto que

ﬁﬁA_:(.A,[, ]) (yﬁg:/lgﬂﬁ‘v’g).



OSLCLOVV evv rowcesy

Ej?/VVbPlO‘ trascendental:
v descomp

Si b es una subdlgebra de Cartan (i.e., subilgebra semisimple maximal) de
un algebra de Lie compleja semisimple L de dimensién finita,

L= @046[]* LOM
Lo, =4{x e L|[hx]=alh)x Vh e b}

® ={a € h* | Lo # 0} se llama sistema de raices, L, se llaman espacios raices.
Siempre existe A = {ay,...,a;} C ® una base de P, caracterizada por cumplir

& C Y Zoga; U Zepay. Al se le llama rango de L.

Es una graduacién por el grupo Z£:1 Zov; = 7" con soporte ® U {0}.

Ejemplo: la Z"!-graduacién de sl,(F) de la transparencia anterior es precisamente la

descomposicién en raices relativa a h = matrices diagonales de traza nula



Papel de esta graduacicow I

Fue clave para clasificar las algebras de Lie simples f-d complejas:

Clasicas Excepcionales

92

Killing y Cartan , 1907 3/3%



Papel de esta graduaciow I1

Y es clave en teoria de representaciones:
Una representacion de un algebra de Lie £ es un homomorfismo
p: £ — gI(V) = (End(V))"
(O sea, un modo de escribir L como un conjunto de matrices)

Al espacio vectorial V también se le llama L-modulo.
Se dice que V es irreducible si no tiene submddulos propios (# 0y V).

RESUMEN DE LA TEORIA DE REPRESENTACIONES:

Si L es f-d semisimple compleja, todo mddulo f-d es suma directa de
submédulos irreducibles y cada irreducible es isomorfo a un cierto V()

donde \ € Z;:I Z>oA; es combinacion lineal de los pesos fundamentales,
que son \; € h* caracterizados por (\;, «j) = matriz de Cartan.




Una aplicacicow
de la teoriav de representaciones:

a lav resolucion de Ecuaciones evv Devivadas Pawvciales

{> Consideramos la EDP:

O°f  O°f

Ox? * Oy? =1L

Sea V = {f: R?> = R | f solucién C* de la ecuacién}.

¢ El grupo O(2) acttia en V:

d21  d22
fa(x,y) = f(a11x + a1y, ax1x + axy) también es solucién (f4 € V).

Si A= ( e = O(2) y f € V, entonces

¢ Por tanto V' es suma de O(2)-médulos irreducibles, que son todos de
dimension 1 o 2...

(Las representaciones del grupo de Lie y del dlgebra de Lie estan estrechamente relacionadas)




GRADUACIONES SOBRE
GRUPOS CICLICOS



Un poco- de Motivacion para

estudior graduaciones sencillas

Zp-graduaciones:

(7 Superalgebras

(7 Espacios simétricos

Z-graduaciones:

& L=L 1P LyD L, implica que J = L; es un algebra Jordany
L=TKK(J).

S L=L ,PL 1P Ly® L L implica que L; es un algebra
estructurable y L=construccién de Kantor de L;.

o L=L_, D --DLyD---D L, sii L, es un ideal interno abeliano. Se
tiene que (L_p, L,) es un par de Jordan simple.

& Relacionados con las subalgebras parabdlicas: p=Lo® - ® L, es
una subalg. parabdlica, pues contiene a la subdlgebra de Borel

(=soluble maximal) b =H® > o La




tjemplo- de 7, -graduaciow

La descomposicidon en matrices simétricas y antisimetricas
da una Zy-graduacion:

L = S[n(F) = ﬁ@ D [:1.



Esav 7, -graduaciow mas general

Si A= Mat,(F)y ¢: A— Aesuna involucion (antihom., * = id),
— Existe b: " x " — [ forma bilineal simétrica o antisimétrica no
degenerada tal que

@ es la adjuncion respecto a b (b(x - v, w) = b(v, p(x) - w))

Ademas A = Skew(A, ¢) ® Sym(A, ) es una Zp-graduacién,
donde

o(n,IF) si ¢ es inv. ortogonal
sp(n,IF) si ¢ es inv. simpléctica



Una Z,-graduaciovw

ayudando- v enfender lav estructurar del algebrav

Si O dlgebra de octoniones, der(0) es un algebra de Lie simple de tipo g».

DE OTRO MODO:

Sea V espacio vectorial de dimensién 3 y consideramos

@

u, v

L=sl(V)e_ V & V*

L Ly L5
con producto de L5 en £; las acciones natural y dual, y
= uAlNv
=fANg

@
@

f, g]

u, f]

= f( )u— %f(u) id

donde hemos fijado una aplicacién trilineal alternada no nula det: A3V — T,

uAv=det(u,v,—)y fAg=det*(f,g,—) para det* la aplicacién dual de det.

L= go



Relacionw con automorfismos
(orden finito)

[F alg. cerrado, w € IF, w3=1

O Si L =L;® L7 6 L5 es una Zs-graduacion,

— f: L — L automorfismo de orden 3
xeLl: — wx

@ Ysif: L — L automorfismo de orden 3, entonces la diagonalizacién
L =L;® L7b L5 es una Zs-graduacion.

Obviamente hay la misma relacion entre
Z  -graduaciones y automorfismos de orden m



Y lay 7 -graduaciones?

OSIL=L_, D - DBLD - DL, es una Z-graduacion,
— d: L — L derivacion
xeLl, — nx
—> exp(d): L — L automorfismo

Para el reciproco, necesitamos ser un poco mas sutiles:

O Si L=&™ L, es una Z-graduacién, y z € C*,
— f,: L — L automorfismo
xeLl, — Zz'x

— {f, | z€ C*} < Aut(L)

Y sip: C* — Aut(L£) automorfismo de grupos,
zeC* — f,
entonces dp(1)(1) € der(L) tiene valores propios enteros,
produciendo asi una Z-graduacion.

Q



Combinoando- las 7 y 7.,

L algebra sobre C (o sobre F alg. cerrado de caracteristica 0)

Graduaciones en L
sobre grupos abelianos finitamente generados

0

Coleccion de automorfismos de £
simultaneamente diagonalizables

0

Subgrupo abeliano de Aut(L)
(cuasitoro=producto de copias de F* y Z’s)




TODO CONSISTE EN ELEGIR ./ NUMEROS POSITIVOS

Mas sobre 7 -graduaciones

Dada A = {a,...,a;} base del sistema de raices ¢ de L relativo a
alguna CSA B, elegimos s;,...,s > 0. Entonces
L:n = @ {La ’ o = Za;p;, ZS,'p,' — n}
acdU{0}

proporciona una Z-graduacion de Ly

toda Z-graduacion de L es asi.



tjemplo: wa Z-graduaciéw e g,

La graduacién inducida por s; = 1,50 =0 es

2
Ln=®acouioyila | a=)> aipi,y p1=n}
1

('62 — L20£1—|—3C¥2
L1 = Loe1+3ozz D La1+2oz2 D Loc1+az D Lou

»C—l — L—ozl—?;ozg D L—c11—2(12 D L—al—(_xg D L—(_yl
\£—2 — L—an—?mg




ULTIMAS TENDENCIAS

GRADUACIONES FINAS



Concepto- de finaw

Sean dos graduaciones [ : A = @occ Ay y M1 A= Bpen Al
Se dice que I es un de " (o I’ un "coarsening” de I')
si cada A, C algtin A}.

Ejemplo. La Z"l-graduacién de sl(n,F) era un refinamiento de
las Zp-graduaciones que consideramos eligiendo py g = n — p.

Una graduacién es si no tiene refinamientos propios.



1 0 ... ... 0 0 1 0 ... 0
(0 £ 0 ... 0 \ (0 0 1 ... o\
X=1 1t "~ - f oY= e e s |
0 ... 0 &2 0 0 ... 0 0 1
\o0 ... ... 0 ¢ \1 0 ... ... 0

(X"=1=Y"  YX=¢XY)

A estd Z2-graduada: A = @(75)%%“4(75)’ AUJ) — FXYJ
(graduacién de Pauli)




kI dlgebra de octoniones se obtiene aplicando al cuerpo F el proceso de Cayley-

Dickson 3 veces:

El proceso de Cayley-Dickson proporciona una Z,-graduaciéon, por tanto

4 K=TF@TFi 2= — )
H=Kea&Kj j2=-1
O= H @ HI [?=-1

~— T~

\_ 0 1 J

obtenemos una Z3-graduacion (fina) en los octoniones:
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Lo- bueno-de las finas:
Todas las graduacidnes pueden obtenerse de ellas

> Obviamente toda graduacién es coarsening de una fina.

> Pero las coarsenings de una graduacién fija se pueden calcular

facilmente:

--------------------------------------------------------------------------------------------------------
. .
. L3

TIf T A= @gecAg es una G-graduacidn,
-y m: G — H es un epimorfismo de grupos, :
=" A= DBpenM, '

. es una H-graduacién

. .
. .
--------------------------------------------------------------------------------------------------------

© Y si G es el grupo graduador universal, toda coarsening se
obtiene de esa forma.



U eje/mpbllcr de graduaciow
e g

> Si V = @6V, descomposicidn en subespacios vectoriales,
— E ;= End(V) = @©zccE, es graduado con

E, ={f € End(V) | f(Vh) C Vgyin}

— gl(V) = (End(V))~ también.
Estas graduaciones se llaman , que quiere decir

inducidas por el médulo V. Seran fundamentales en la teoria.

» Si V = A cualquier dlgebra graduada, su algebra de derivaciones
der(A) ={d € End(A) | d(xy) = d(x)y + xd(y) Vx,y € A} es una
subdlgebra de gl(A) que hereda la graduacién.

<

» La Z3-graduacién de Q:  ooo=:

O@.1
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induce una Z3-graduacién en der(@)

!
"



Hechoy sobre esta graduacionwde g,

» La correspondencia entre graduaciones en O y graduaciones en

der(O) es mas fuerte, debido al isomorfismo Aut(O) = Aut(der(0))

» Esta graduacion no tiene nada que ver con la descomposicion en
raices: su naturaleza es completamente diferente

» TODO ELEMENTO HOMOGENEO ES SEMISIMPLE:

(92)g:{0 = °

subalgebra de Cartan g # e

(las componentes homogéneas son indistinguibles)



Pawte de lan motivaciow para
estudiow graduaciones finas

En Matematicas:

(¢ Son los andlogos de la descomposisidn en raices: incontables
aplicaciones

(" Proporcionan nuevas bases con propiedades poco comunes:
itodo elemento homogéneo es o semisimple o nilpotente!

¢ Es un modo de estudiar (los grupos de) las simetrias del algebra

(" Estan relacionadas con modelos o presentaciones particulares
del algebra

En Fisica:

& Proporcionan conjuntos maximales de observables cuanticos con
numeros cuanticos aditivos o O °

L
LI [

& Deformaciones y contracciones de las algebras de Lie




Objetivo-de las inwestigaciones

Clasificar las graduaciones (sobre grupos abelianos) finas en las

Estado actuald

algebras de Lie simples, salvo “equivalencia”

Fa.c. Fa.c. Fa.c.
CLASIFICADOS car(F) #£ 2,3 car(F) # 2 car(F) = 0 car(F) = p
Graduaciones finas
salvo equivalencia G2 A Br. € Dy Fa Da. Eg N
Graduaciones Gy A, B, C). D;, Fy B Witt, especial

salvo isomorfismo

(tipo Cartan)




CLASIFICACION DE

GRADUACIONES FINAS
EN ALGEBRAS DE LIE SIMPLES FIN-DIM



T s s
para trabajowr cow graduaciones

F alg cerrado, G grupo abeliano finitamente generado.

Carac 0  G-graduacibn en A <—> Monomorfismo de grupos algebraicos
G = Hom(G,F) — Aut(A)
A= DgecAg — X— @y A— A

siac Ag, py(a):=x(g)a

donde si G = Z" x T, para T subgrupo de torsién, entonces G = (IFX )” X T es un cuasitoro.

Asi que las graduaciones en A estan en correspondencia biyectiva con los cuasitoros de Aut(A).

Carac p  G-graduacién en A <—>  Monomorfismo de esquemas afines alg.
GP — Aut(A)

donde GP: Algr — Grp esquema afin representado por el dlgebra de Hopf FG, o sea,
GP(R) = Homa 1 (FG, R) y Aut(A)(R) = Aut(A ® R) para cada F-algebra R.



Algunas de las Técnicas

empleadas paras graduaciones de dlgebras de Lie simples fd

¢ Clasicas.

» (1998, Patera et al.) Métodos computacionales para dar listas de
subgrupos maximales abelianos diagonalizables (car(F) = 0, a.c.)
del grupo de automorfismos.

» (2010, Elduque) Asigna unos invariantes a cada graduacién fina.
Basado en el estudio de las graduaciones en algebras asociativas.

& Excepcionales.

» (2006, D.&Martin) Mecanismos de transferencia para g, desde O

» (2009, D.&Martin) Para f4, los cuasitoros de G = Aut f4 estdn
contenidos en el normalizador de un toro maximal de . Esto da
algiin control sobre ellos.

» (2012, D.&Viruel) Para ¢g, se trabaja con p-grupos elementales y
sus centralizadores, combinando métodos previos.

» (2014, Yu, arXiv) Busca subgrupos cerrados abelianos F de
grupos de Lie compactos tales que dim(F) = dim(subalgebra del
algebra de Lie fijada por F).



Graduaciones evv
algebras de matrices

[F alg cerrado de caracteristica cero desde ahora.
A = Mat,(F) G-graduada.

Existen k, h,...,l, € N con kb ...l = n tales que A es isomorfa (como
algebra graduada) a:

I\/Iatk(IF) ® I\/Iat,1 (]F) ® -+ Mat, (F)

Zk— 1 -grad Z21 grad Z?f—grad
elemental de Pauli de Pauli




Graduaciones e dlgebras de
Lie tipoy B, Cy D

Si [ c so(n, ) n>5n+#8
sp(n,¥) n>6,n par
—> existe A algebra de matrices tal que £ = Skew(A, ¢).

Toda graduacién de L es restriccién de una de A:
Existe A = @®yccAg tal que L = A, N L



Graduacionesy eww algebras de
Lie tipo- A

Si L =sl(nT), L A" para A= Mat,1(F).
Observemos que ¢(x) = —x* cumple € Aut L pero p¢ Aut A.

Si A = @,ec Ay es una graduacién, entonces
da una graduacién de L

Si A = @gzccAg es una graduacién y ¢ involucién graduada
(p(Ag) C Ag), entonces dado h € G de orden 2,

da una graduacién de £

Toda graduacién de L es de tipo | o |l
(de tipo I si n = 2)



Graduacionesy eww algebras de
Lie tipo- G

go = der(Q0)

« Graduaciones finas:

o Z3-graduacién 'y heredada de la de O.
o Z?-graduacién I, dada por la descomposicién en raices.

« Una graduacion cualquiera:
o Todas son isomorfas a '} o ['J para m: Z* — G epimorfismo
de grupos.
o Hay 25 salvo equivalencia.



Paraw algebray de Lie tipo- F

f4 = der(A) donde A es el dlgebra de Albert:

matrices hermiticas 3 X 3 con coeficientes en octoniones

respecto a * involucién estandar de O (n(x) = xx™*)

A ={x=(x5) € Mat3(0) | x; = x;: }
—FELPFE, FE, Ll(@) D Lz(@) &, L3(@)

o oo
o oo
o
|

0
0
0
t1(a) 1o(a) =2 (

o o O
L O O
o w O
L O O

1
N



Graduaciones finas exnv A

- A tiene una Z%-graduacién natural,

A(ﬁ,ﬁ) =FE1 ®FE, ¢ FE;3,
Anp =ul(0), Agi =w(0), Agi =1(0),

que combina con la Zg—graduacién de Q.

. Sea Ryx: A — A el operador de multiplicacién (Rx(Y) = X o ¥ = J(XY + YX))

Sea d = 2[R, (1), Rg,| € der(A), que diagonaliza A con valores propios enteros.

Asi induce una Z-graduacién, que combina con la Zg—graduacién de O.

3: A puede verse como el algebra grupo torcida ngg con

—L1,¥(B) i {a, B} son Zs-l.i.
0(a7 /8) — { w@%(a,ﬁ) si no

para Y(a, B) = (a2f1 — a182) (a3 — 33).




Graduaciones finas enw dlgebras
de Lie tipo- F

Las graduaciones finas de f4 = der(A):

© Z3-graduacién heredada de la de A.
© 7 x Z3-graduacién heredada de la de A.
» 7Z3-graduacién heredada de la de A.

© Z*-graduacién: descomposicién en raices
(también heredada de la de A).



€6 e7 €8
Univ. group Model Univ. group Model Univ. group Model
Z° Roots A Roots Roots

Z* X 7o T(K, H3(0)) 7t x 73 T(Q, H3(0)) T(0, H3(0))

72 x 73 T(0, H3(K)) — T(0, H3(0))

72 x 7.3 T(0, H3(K)) 7> x 7.3 T(0, H3(Q)) —

7? x 73 Kan(C-D(Hy(F))) 72 x 74 Kan(C-D(H4(K))) Kan(C-D(H4(Q))))

Z x 73 7(Q, H3(0))
Z x 73 Kan(C-D(H4(F))) Z x 73 Kan(C-D(H4(K))) 75 Kan(C-D(H4(Q)))
7 x 7y T(K, H3(0)) Z x 73 T(Q, H3(0)) 73 T(0, H3(0))
— 7 x 73 x Zo Kan(C-D(H4(K))) Z X Zj Kan(C-D(H4(Q)))
74 g(pK, Ok) Z g(Ok, Ok)

75 x 73 T(0, H3(K)) — —

Zo X 73 T(K, H3(0)) 75 x 73 T(Q, H5(0)) 3 X 7 T(0, H3(Q))
A stu(C-D(H4(F)))) 75 stu(C-D(H4(K)))) stu(C-D(H4(Q))))
% T(K, H3(0)) z T(Q, Hs(0))) z3 T(0, H3(0)))
73 Der(C-D(H4(Q)))) 73 X T steo(C-D(H4(Q)))) 0o 75 stug(C-D(H4(Q))))

Zy x 75 Der(C-D(H4(Q)))) Zy % 73 stro (C-D(H4(Q)))) o 75 stug(C-D(H4(Q))))

73 x 73  stuz(C-D(H4(K))))

Jordan grading

R Thank you
for your attention!




