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GRADUACIONES EN ALGEBRAS AUXILIARES

ﬂ@eﬁras 6{6 ‘J‘[M?’Wltz 7(@661’615 déjord’cm :le_:;“:__(:"E_-_~_)__“““"_"“““““"i
C' élgebra de composicion real (In: C — R tal que n(zy) = n(x)n(y)) con 1 o M o . N e " » 10 o ) |
— — ¥ =px*p™t, p=|[ o (; (1) :
Hay 7: R, RO R, C, H, Matsyx2(R), Oy O,(= H® Hi con [? = 1). Hs( ’*) {CC < at?’XS( ) | o :C} o ) - o)i
vh=grtgT, o g={ 9 0 )
C ReR Mz =H3C,x)
7 . o My = H3(C, ) — 732 oo (o ) ens (i)
— — 2 a Z? en a descomposicién en raices de Der =~
Lo |1 & o1 41— Mi=H3(ROR, %) — Z i 2% en My — I descomp do Der M, sl
@ Z3-graduaciones: mezclando las Z3 naturales en O y O
@ y <CDS > jc — H3 (@, >|<) — 225 con la Z3 natural en H3(C) +— (0,0) la diagonal y ¢;(C') componente hom
1,0,0 ' 1 ) 5
223 E(_)) (1)7 g; : :;’ Zz an (])-g : JZ i .’;ll jn — 7—[3 (@7 Q?) % ZQ ) Z X Z% Z-graduacién = diagonalizacién simultdnea relativa a 2[R, (1), Rg,| € Der(J)
Yy Ly V ) 5
(0, 0, 1) — <_1, _1) - k + kl \78 - Hg (©87 *) — ZQ ) Z X Z%, Z4 la Z* en J, <— la descomposicién en raices de Der J, = f,

-
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E Y SUS FORMAS
C

¢s unica algebra de Lie excepcional compleja de dimension 78

Modelo unificado de tas at8ebras de Lie excePcionales., COTLSU’LLCCiéTl 0[6 {1-)1’1-5' compbleja.

T(C,J) | Hs(C) Hs(CHC) Hs(Matz(C)) Hs(0O)
Si C,C’ dos algebras de Hurwitz y J = H3(C"), entonces C Al Ao Cs Iy
T(C,J) =Der (C) & (Co® Jo) @ Der (J) CeC As Ao B Ao As Es
Matg((C) Cs As Ds Er
o° Fy Lg b Es

Una R-4lgebra de Lie L es una forma real de ¢§ si LY = L @ iL es isomorfo a ef.

En tal caso, o: ¢s — ¢, o(z +iy) = x — iy, es una conjugacion (antihomomorfismo

involutivo) con Fixo = L.

Hay 5 formas reales no isomorfas de ¢f, caracterizadas por la signatura de su forma Killing
k: LxL— L, k(x,y) =tr(adxady) (escribimos sign 1):

6,6 (Split), €6,2, €6,—14, €6,—26, €6,—78 (compacta)

GRADUACIONES

Una G-graduacion I' de un dlgebra L es una descomposicién L = G4ec L, tal que [Ly, L] C Lyip.
* Los subespacios L, son las componentes homogeneas.

A

La graduacién es de tipo (hy, ha,...) si hay h; componentes de dimensién j.

Sil': L = ®ygeqly yI" : L = ®peplL; son graduaciones sobre Gy H, se dice que I' es un
refinamiento de I'V si cada L, estd contenido en algin L} .

Una graduacion fina es aquélla sin refinamientos propios.

Objetivo: ﬁ&lﬁ&l?’ gmcfuacionesﬁ'nas en [asformas 1’6(1[65 6[6 Cs

Aquéllas con complexificada fina, que atin no se sabe si son todas
(Obviamente si I': L=%, L, G-graduacién, también lo serd I'* : Lc=®, ;L")

TECNICAS
MAD-grupo de Aut L a——
CASO g0 ; Graduacion fina de L
(maximal abeliano diagonalizable)
COMPLEJO

Q —> FQ = la diagonalizacion simultidnea
es una graduacion fina con

grupo X(Q) = Hom(Q, C*).

/

Usando conskruccidon de Tiks:

@ T | C ReR T | O O

Je | -78  -26 Mz | -T8 2
Jn | -14 -26 My | -14 2

g Js | 2 6 Mi|-26 6

Usando consktruccidn simékrica de Etduque.:

g,y | pC p(ROR) p(R&R)
pO ¢6,—78 €6,—26 pO €6,—14 €6,—26

§ pOs ¢6,2 €6,6 POy €6,2 €6,6
Usando construccidn basada en ¢

VL forma real de ¢§ = sp(8,C), 3! L-médulo V7, tal que V& ~ V(\y).
Hay 2 formas de dotar a L & V}, como forma real de ¢q:

L | spg(R) | 5P2,2(H)

B
%

5P3 1 (H) | sp,(H)

o LoVy| 2,6 ' -14,6 | -26,2 | 78,6
Usando conjugaciones: ! !

\7c = 7"3((03) =A

L =DerA &A= T(R@R,A) =06,-26 — L =Fixo

t4 € Aut A dado por id en Hs(H) y -id en 3, ¢;(H+) — extensién a S = L€

tp € Aut A dado por id en (Eq, Es, E3) @ ¢1(0) y -id en 12(Q) & ¢3(0)

w € Aut S dado por id en (Der A)€ y -id en (Ag)® : : : . :
Fix | o T=o0w Tty  Ttp | oty | olp
Sgn | 261 78 1 2 1141 6 |26

S 2
TECNICAS CASO REAL

Sea L forma real de S algebra simple fin-dim compleja.

1-LEMA DE LOS NOEsS

SiT':L =} .cLg graduacién fina, entonces | |sign L — dim Se| < Z dim S,

geG
2g=e€

2 - GRADUACIONES EN COMPACTAS

12
N
s

Sea L algebra de Lie real G-graduada compacta (k definida). Entonces[G

3 - Z-GRADUACIONES

L esta Z-graduada < L es no compacta

L tiene una|Z-graduacién con dim(extremo)=1

& el diagrama de Satake tiene una bola blanca de multiplicidad 1

2 - LA BASE HOMOGENEA
SiTl: S = dea Sy gradu_acién tal que 3B C US, base de L,

‘ = existe I' graduacién de L tal que I'C = T'!

© - SOBRE Z7.,~-GRADUACIONES

Si L = Ly & L7 es una Zs-graduacion,

\ ‘ — L =(L,[,]) con producto [To+ Z1,%0 + 1] = [%o,%0] + [0, v1] + [z1,%0] — [z1, 1]

es otra forma real de S con[signf/ = 2sign Lo — sign L ]

Las G-graduaciones de L compatibles con dicha Zsy seran G-graduaciones de L.

©® - USANDO CONJUGACIONES

Sea I'! graduacién de S producida por un MAD-grupo Q.
Sea €g = {o: S — S conjugacién | Fix(o) tiene I'-grad con I'C =T'}.

Sioe€g =>[QZQ ={oq|qeQ, (0q)* = id}.}

DISTINGUIRLAS: [ sign Fixo = 78 — 2dim ﬁX(O‘T)} para T cualquier conjugacién compacta (3) que conmute con o

F Y




